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OZET

MOBIUS DONUSUMLERI VE ELiPSLER

_ Kadriye ATILGAN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

( Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmam: Doc. Dr. Nihal YILMAZ OZGUR )
Balikesir, 2009

Kesirli lineer doniisiimler olarak da bilinen Mobius doniisiimleri ilk kez 1831
yilinda ortaya ¢ikmistir. Bu doniisiimler kompleks analizde ve cebirsel geometride
cok onemli bir yere sahiptir.

Mobius doniisiimlerinin bilinen en temel karakteristik ozelligi, cemberleri
cemberlere resmetmesidir. Bu tezin amaci Mobius doniisiimlerinin bu karakteristik
0zelliginin elipslerde de gecerli olup olmadigin1 gostermektir. Cemberler, elipslerin
odaklarinin ¢cakigsmasi durumu olmasina ragmen; bu karakteristik 6zellik elipsler i¢in
her zaman dogru degildir. Ciinkii Mobius doniisiimleri genel olarak elipsleri reel
bikuadratik egrilere doniistiiriirler. Bununla birlikte M&bius doniisiimlerinin 6zel bir
sinif1 olan benzerlik doniisiimleri, elipsleri elipslere resmederler.

Elipslerin en 6nemli fiziksel 6zelligi; elipsin bir odagindan gelen herhangi bir
1s1n1n elipse carptiktan sonra diger odaktan gececek sekilde yansimasidir. Elipsin bu
yansima Ozelliginin haberlesme, lazer teknolojisi ve tip gibi giinliik hayatta bircok
uygulama alami vardir. Elipslerdeki bu yansima ozelligi kullanilarak geri dénme
dontigiimii elde edilir. Boylece elde edilen bu geri donme doniisiimii bir Mobius
dontigiimiidiir ve bu Mobius doniisiimiiniin katsayilar hiperbolik fonksiyonlardir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Mébius Déniisiimleri / Cemberler / Elipsler / Reel
Bikuadratik Egriler / Elips Uzerinde Yansimalar / Geri Dénme Doniisiimleri
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ABSTRACT

MOBIUS TRANSFORMATIONS AND ELLIPSES

Kadriye ATILGAN
Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics

( M. Sc. Thesis / Supervisor : Asist. Prof. Dr. Nihal YILMAZ OZGUR )
Balikesir — Turkey, 2009

Mobius  transformations, which are called also fractional linear
transformations, were introduced in 1831 at first. This transformations have an
important area in complex analysis and algebraic geometry.

The most basic characteristic property of Mobius transformations is that they
map circles to circles. The aim of this thesis is determine whether this characteristic
property of Mdobius transformations is valid for ellipses or not. Although the circles
are the coincidence of the foci of the ellipses, this characteristic property is not
always true for ellipses. Because Mobius transformations map ellipses to real
biquadratic curves. However, similarity transformations, which are the special class
of Mobius transformations, map ellipses to ellipses.

The most important physical property of ellipses is that a ray emanating from
one focus of an ellipse is reflected by the ellipse in such a way as to pass through its
other focus. This reflection property of ellipse has a lot of application area in
everyday life such as communication, laser technology and medicine. The return
map is obtained by using this reflection property of ellipses. Therefore, this return
map is a Mobius transformation and the coefficients of this Mobius transformation
are hyperbolic functions.

KEY WORDS : Mobius Transformations / Circles / Ellipses / Real Biquadratic
Curves / Reflections On The Ellipse / Return Map
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1. GIRIS

Mobius dontistimleri ilk kez 1831 yilinda cebirsel geometrinin Almanya’daki
temsilcilerinden August Ferdinand Mobius (1790-1868) tarafindan incelenmistir.
Mobius; bu doniisiimleri, geometrik sekillerin projektif ozelliklerini inceleyen
projektif geometride homojen koordinatlar konusunu ele alarak elde etmistir.
Projektif geometri, ilk olarak 15. ve 16. yiizyillardaki ressamlarin, ii¢ boyutlu

cisimleri iki boyutta temsil etme isteginden ortaya ¢ikmustir.

Genigsletilmis kompleks diizlemden, genisletilmis kompleks diizleme tanimh
olan Mobius doniisiimleri; kompleks projektif dogrunun projektif doniistimlerine

karsilik gelir. Dolayisiyla Mobius doniisiimleri, homojen koordinatlar iizerinde;

T:CP' >CP:| | d )z
Z b a)l z

seklindeki lineer doniisiimler olarak ifade edilebilirler.

Mobius doniigiimleri ile ilgili en Onemli 6zellik cemberleri ¢emberlere
resmetmeleridir. Biz de bu ¢alismada, "Acaba Mobius doniisiimleri ¢emberlerde
oldugu gibi elipsleri de elipslere mi resmeder?" sorusunun cevabini inceleyecegiz.

Bunun i¢in de temel olarak [5] numarali kaynaktan faydalanacagiz.
Tez ii¢ ana boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde Mobius doniisiimlerinin tanim1 ve temel 6zellikleri
verilmistir. Bu doniistimlerin 2x 2 ’lik regiiler matrislerle olan iligkisi gosterilmis ve
yukarida da soyledigimiz gibi Md&bius doniisiimlerinin en Onemli 6zelligi olan

cemberleri cemberlere resmetmesi ifade ve ispat edilmistir. Daha sonrada elipsin



tanimi ve temel 6zellikleri verilmistir. Bunlardan yararlanilarak elipsin denkleminin

diizlemdeki benzerlik doniisiimleri altinda nasil degistigi gosterilmistir.

Ikinci boliimde Mobius doniisiimleri altinda elipsin goriintiileri incelenmistir.
Bu incelemeler sonucunda elipslerin Mobius doniisiimleri altindaki goriintiilerinin en
genel olarak reel bikuadratik egriler oldugu gosterilmistir. Yine bu boliimde elipsin
kose noktalarindan yararlanilarak E,E'c C elipsleri i¢cin T(E)=E"' kosulunu
saglayan T Mobius doniisiimiiniin benzerlik doniisiimii oldugu ispatlanmistir. Daha
sonrada kompleks projektif uzay ile ilgili temel bilgiler verilip homojen

koordinatlarda elipsin, 7 Mobius doniisiimii altindaki goriintiisii incelenmistir.

Uciincii boliimde de elipsin bir odagindan gelen herhangi bir 1smin elipse
carptiktan sonra diger odaktan gececek sekildeki yansima ozelligi ele alinmis ve

elipsin bu karakteristik 6zelliginden yararlanilarak;

e (cosh nd)z—sinh nod
—(sinh nd)z +coshnd

seklindeki n. geri donme doniisiimii elde edilmistir. Daha sonrada elde edilen bu geri
donme doniisiimiiniin aslinda bir Mobius doniisiimii oldugu gosterilmistir. Ayrica
icinci boliimde elipsin yansima oOzelliginin giinliilk hayattaki birka¢ kullanim

verilmistir.



1.1 Mobius Doniisiimleri
Bu boliimde Mobius doniisiimleri ve bu doniisiimlerin bazi temel 6zellikleri

ele alinmigtir.  Bunun igin de agirhikli olarak [1, 2] numarali kaynaklardan

faydalanilmistir.

Tanmm 1.1.1 :a,b,c,de C, ad—bc#0 ve T:Cu{eo} — Cu{w} olmak

lizere,
+b
T(z)=% (1.1)
cz+d
veya
Z+b
T(z)=2 (1.2)
cz+d

seklinde tamimlanan bir doniisiime Mobius doniisiimii ya da Kesirli Lineer

doniisiim denir.

Burada (1.1) ile tammlanan doniisiime CU{co} un otomorfizmi, (1.2) ile

tanimlanan doniisiime de CU{ec} "un anti-otomorfizmi denir.

C {0} un otomorfizmleri ve anti-otomorfizmleri ile ilgili olarak;

1. Her bir 7 anti-otomorfizmi, CU{eo} un bir otomorfizmi ile kompleks

eslenik doniisiimiiniin birlesimi olarak ifade edilebilir.

2. Iki anti-otomorfizmin birlesimi bir otomorfizmdir.

3. Bir otomorfizm ile anti-otomorfizmin birlesimi anti-otomorfizmdir.



4. Otomorfizmler agilarin biiytikliigiinii ve yoniini  korurken anti-

otomorfizmler acilarin biiyiikliigiinii korur ancak yoniinii ters cevirirler.

Simdi bu boliimde Mobius doniisiimleri incelenirken (1.1) formundaki
doniisiimler ele alinacaktir. Benzer durumlar (1.2) formundaki doniigsiimler icin de

gecerlidir.

A=ad —bc ifadesine T Mobius doniisiimiiniin determinanti denir.

Mobius doniisiimiiniin taniminda nicin ad —bc #0 alinmasi gerektigi;

(ad —bc)(z—w)
(cz+d)(ew+d)

T(z)-T(w)= (1.3)

esitliginden goriiliir. Ciinkii eger burada ad—bc=0 alinirsa T(z)=T(w)
esitliinden 7 sabit bir fonksiyon olur. Aynmi zamanda ad —bc#0 alinmas1t T

fonksiyonunun bire-bir oldugunu gosterir.

Bu T doniisiimiinde a,b,c,d katsayilan bir tek sekilde belirlenmez. Yani
Mobius  doniigiimleri  a,b,c,d  katsayillarindan  bagimsizdir. Eger bir

Ae C/{0} aliirsa Aa,Ab,Ac,Ad Katsayilarina karsilik;

Aaz+ Ab _ A(az+b) _ az+b
Acz+Ad  Alcz+d) cz+d

T(z)=

olur. Boylece yine aym1 T doniisiimii elde edilir. O halde (1.1) ile tanimlanan

Mobius doniisiimiiniin pay ve paydast A= ile ¢arpilirsa;

1
+ad —bc

a b
Z+
T(2)= az+b  +Jad —bc  +Jad —bc
7)= =
cz+d c d

Z+
+Jad —bc ~ +ad —bc



ifadesi elde edilir. Bu doniisiimiin determinanti;

a d 3 b c _aa’—bc_1
+Jad —be +Jad —bc  +Jad —bc +Jad —bc  ad —be

olur. Dolayisiyla Mobius doniisiimiiniin tanimindaki ad —bc #0 yerine ad —bc =1

aliabilir.
Tamm 1.1.2 : T fonksiyonu,

“”2 - a.b.c.deC. ad—bc+0

T(z)=
cz+

seklinde bir Mobius doniisiimii olsun. Bu durumda; eger ¢ #0 ise T(o0) =4 e
c

T(—i) =oo olur. Eger ¢ =0 ise T (e0) =co olur.
c

Teorem 1.1.3 : Her bir Mobius doniisiimii Cu{e}’dan Cu{ee}’a bire-bir

ve Orten bir doniisiimdiir. (Beardon 2005)
1(z) = z birim doniisiimii icin; a =d #0 ve b =c =0 olmak iizere;

az+0
[()=z= 1.4
D=2=01a 14

yazilabileceginden birim doniisiim de bir Mobius doniisiimiidiir.

Ayrica bir T Mobius doniisiimiiniin tersi;

dz—b
—cz+a

T'(2)=

(1.5)



seklindedir ve 7~ doniisiimiiniin de bir M6bius doniisiimii oldugu agiktir. Boylece

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.1.4 :

M :{T:Cu{oo}—wCu{oo}\ T(z)= aztb
Z

; a,b,c,de C, ad—bciO}
cz+d

kiimesi bileske islemine gore bir gruptur. ( Beardon 2005 )

Tammm 1.1.5 : U(z)=az+b; a,be C ve a#0 seklinde tanimlanan

doniisiime benzerlik doniisiimii denir.

H :{U :C—>C ‘ U(z)=az+b; a,beC, a ;tO} , benzerlik doniisiimlerinin

kiimesi olsun. [(z)e H oldugundan H #0 dir. Bununla birlikte U(z) benzerlik

dOniisiimii,

az+b

U(z)=az+b=
0z+1

seklinde yazilabileceginden H —c M dir. Ayrica benzerlik doniigiimlerinin kiimesi
H, Mobius doniisiimlerinin kiimesi olan M ’° deki bileske islemine gore kapali

oldugundan dolay1 H < M olur.

b
Tanm 1.1.6 : A = (a d) , det(A) =ad —bc #0bicimindeki 2x2’lik
c

kompleks matrislerin grubuna Genel Lineer Grup denir ve GL( 2, C) ile gosterilir.

Tanmm 1.1.7 : A

b
(“ d) , det(A)=ad—bc=1 bicimindeki 2x2’lik
C

kompleks matrislerin grubuna Ozel Lineer Grup denir ve SL( 2, C) ile gosterilir.



Mobius doniisiimlerinin matrisler ile olan iliskisi;

¢:GL(2,C) > M

b
O T T =l i —be 20
c d cz+d

seklinde verilir.

Teorem 1.1.8 : ¢ doniisimii , GL(2,C)’den M ’ye bir homomorfizm
tanmimlar. (Beardon 2005)

Ayrica ¢:GL(2,C) > M orten oldugundan ¢ bir epimorfizmdir ve bu ¢

homomorfizminin ¢ekirdegi;
K=Ker ¢ = {Ae GL(2,C): ¢(A) = z}
_ffa b) az+b _ .
c d) cz+d

a b
:{ :a:d;tO,b:c:O}

= az0
0 a

a= A alimrsa;

L
{4y 3]

={Al:1#0}



olarak bulunur. Bu ise asagidaki teoremi ispatlar.

Teorem 1.1.9 :I, 2x2 tipinde birim matris olmak iizere ¢

homomorfizminin ¢ekirdegi;
K=Ker¢ = {Al: 1€ C} (1.6)
dir. ( Beardon 2005 )

A,Be GL(2,C) bigimindeki iki matrisin Cu{e}’da aym Mdbius

doniisiimiinii tanimlayabilmesi icin gerek ve yeter kosul A"'Be K yani belli bir

A#0 icin B=AA olmasidir.
1. izomorfizma teoremi geregi ¢ doniisiimiiicin ¢: GL(2,C) > M iken;
M =GL(2,C)/K =GL(2,C)[{A1,A # 0}

dir. Burada GL(2,C)/K bolim grubuna Projektif Genel Lineer Grup denir ve
PGL(2,C)ile gosterilir. Dolayisiyla M = PGL(2,C) yazlabilir.

Her A,Be GL(2,C) igin det(AB) =det(A)-det(B) oldugundan;
det:GL(2,C) » C* =C\{0}
fonksiyonu bir grup homomorfizmidir. det fonksiyonunun cekirdek kiimesi de

GL(2,C)’nin normal alt grubu olan ve det(A)=1 kosulunu saglayan Ae GL(2,C)

matrislerini iceren SL(2,C) Ozel Lineer Grubudur.

Ker(det) = {A = (a ZJ : Ae GL(2,C),det(A) = 1} =SL(2,C)
C



dir. det doniigiimii orten oldugundan 1. izomorfizma teoremi geregi;
GL(2,C)/SL(2,C)=C"
olur.

Eger Be GL(2,C) ise A*=det(B) ve Ae SL(2,C) icin B=AA yazlabilir.

#(B) = ¢(A) oldugundan bu bize CU{eo} da her Mobius doniigiimiiniin

az+b

T(z)= cad—bc=1
(2) p, a C

cz+

formunda yazilabilecegini gosterir. Ayrica ¢, SL(2,C)’yi M’ye resmeder. Bu
yiizden de PGL(2,C)=PSL(2,C) ve SL(2,C)’nin goriintiisi PGL(2,C) bolim

grubu icindedir. O halde asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 1.1.10 : M = PGL(2,C)= PSL(2,C). ( Singerman 1987 )

1.1.1 Ozel Tipteki Mébius Doniisiimleri

Tanmmm 1.1.11 : 7, (z)=z+t , te C seklindeki Mobius doniisiimlerine

kayma (6teleme) doniisiimii denir.

Bu doniisiim oo ’u sabit birakir ve C diizlemi iizerinde bir kayma hareketi

yaptirir.

Tamm 1.1.12 : Rg(z):eigz , 8e R seklindeki Mobius doniisiimlerine

donme doniisiimii denir.

Eger 6 > 0 ise pozitif yonde donme , 8 < 0 ise negatif yonde donme olur.



Donme doniisiimii O ve oo ’u sabit birakan bir doniisiimdiir.

Tamm 1.1.13 : J (z):l seklindeki Mobius doniisiimiine inversiyon
z

(tersinme) doniisiimii denir.

Tammm 1.1.14 : S (z)=rz, r#0 , re C seklindeki Mobius doniisiimlerine

esneme doniisiimii denir.

S,(z) = rz doniisiimii 0 ve oo noktalarini sabit birakir.

Esneme doniisiimii C diizlemi iizerinde bir benzerlik doniisiimii olarak etki

eder ve uzunluklari bir » ¢arpan1 kadar genisletir veya daraltir.

Teorem 1.1.15 : Her Mobius doniisiimii Gteleme, donme, inversiyon ve

esneme doniisiimlerinin bileskesi olarak yazilabilir.

Ispat 1.1.15 : Her Mabius doniisiimii 7(z) = az +2 ; ad—bc=1
cz+

formundadir.

az+h , a,d =0’ dir.

Eger c=0ise T(z) =

a ; b
= =re" ve ==t olsun. O zaman
d d

T(z)=rez+t

olur. Boylece; T'(z) fonksiyonu,

T(z)=T,(2)°S,(2)° Ry(2)

10



seklinde elde edilmis olur.

T =T oS, oR, doniisiimii o u sabit birakir.

Eger ¢ #0 ise ad —bc =1 esitligi kullanilarak;

T(z):aZ+b _a 1

T ., d.
C

yazilabilir. Buradan da

T(2) =Tg oJ(—c(cz+d))= (Ta oJoT ;o8 , J(Z)

c c

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Tamm 1.1.16 : |Z—Z0|=r, r > 0 seklinde verilen C’deki noktalarin

kiimesine Oklid cemberi denir. |z —a| = |z —b|,a#b seklinde verilen C’deki

noktalarin kiimesine Oklid dogrusu denir. Oklid cemberi veya L U{eo} kiimesinin

her ikisine de C U {co}’da cember denir. Burada L bir Oklid dogrusudur.

Teorem 1.1.17 : Eger C, CuU{e0} da bir cember ise C ¢gemberinin 7 Mobius
doniigiimii altindaki goriintiisii 7(C) de Cu{e}’da bir cemberdir. (Beardon 2005)

1. ispat : [lk olarak bu teorem sadece 7(C) 'nin herhangi bir C, ¢emberinin
alt kiimesi oldugunu degil aym zamanda 7'(C) = C, oldugunu iddia eder. Bununla
birlikte herhangi bir C ¢emberi i¢in 7(C) < C, olacak sekilde bir C, ¢emberinin var
olmas1 teoremi ispatlamak icin yeterlidir. Gergekten, eger T(C)c C, ise bu
durumda C c T_I(Cl) olur. Benzer sekilde 7' (C,) de bir cember iginde yatar ve

iistelik bu ¢ember; C g¢emberidir. Bu durumda, C cT'(C,) cC olur. Béylece

11



T‘I(Cl):C ifadesi elde edilir. Dolayisiyla da, 7(C)=C, olur. $imdi burada

T(C)’nin herhangi bir C, cemberi i¢inde yattig1 gosterilecektir. Bunun i¢inde
1 .. . a1 e
Zb>rz,z+> z+t ve zr>— doniisimleri incelenecektir. Bu ilk iki durumda T

4
fonksiyonu her bir Oklid cemberini yine bir Oklid ¢cemberine ve her bir Oklid

dogrusunu yine bir Oklid dogrusuna déniistiiriir. Ayrica T (o) =oco oldugundan her

iki durumda da T fonksiyonu herhangi bir ¢emberi, herhangi bir ¢embere

doniistiiriir. Ispatin geri kalam icin bundan sonra T'(z) = 1 doniistimii ele alinir.
Z

Ik olarak C ¢emberi;

C={zeC:z#0,azz +bz+bz +c =0} (1.7)

seklinde orjinden gecmeyen bir cember olsun. Bu durumda w=T(z)=l
Z

esitliginden w noktasi, a+bw+bw+cww=0 denklemini saglar. Bu yiizden

T(C)c C, olur. Burada C, ¢emberi;
C = {we C:a+bw+bw+cww=0}

seklindedir.

Eger C orjinden gecen bir cember ise bu durumda (1.7) esitligindeki kiime
C" olarak alimur. O halde C = C"U{0} olur. Eger ze C" ise T(C")c C, olur.
Bununla birlikte, ¢ =0 olmasi durumunda C, bir Oklid dogrusu olur. O halde T

fonksiyonu;
T(C)=T(C"u{0})=T(C")U{T(0)} c C, U{e}

seklinde yazilabilir.
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C’nin bir Oklid dogrusu olmasi durumu da benzerdir. Eger C = L\U{eo} ise

orjinden gecmeyen herhangi bir Oklid dogrusu icin;
L={ze C:z#0,bz+bz+c=0},c#0 (1.8)
esitligi yazilabilir. Bu durumda;
T(C)=T(L)U{T (=)} < C,U{0}=C,
olur. Burada C;
C z{we C:bw+bw+cww = 0}
seklinde verilen Oklid ¢gemberidir.

Sonug¢ olarak, L orjinden gecen bir Oklid dogrusu olmak iizere eger;
C =Lu{} ise ¢ = 0 olacak sekilde L', (1.8)’deki kiime olarak alinabilir. Bu

durumda C, bir Oklid dogrusudur ve T(L) C, U{oo} dur.

2. ispat : C cemberinin denklemi Azz + Bz + BZz+D=0, A,DeR

seklindedir. 7 (z) Mobius doniisiimii de;

T()=EFb . i bedeC. ad—be#0
cz+d

seklindedir. Burada amag¢ 7'(C) ’nin de bir cember oldugunu gostermektir.

az+b

T =7'=
@)=z cz+d

13



1s€;

—dz'+b
Z =

cz'—-a

~dZ'+b

cz'—a

olur. Buradan 7z =

olarak elde edilir. Bunlar C ¢emberinde yerine
yazilirsa;

A—dz+b.—dz+b +B_dZ+b+I§_dZ+b+

: 1 - - ' -0 - D:0
cz'-a c¢z7'-a cz'-a cz'-a

olur. Gerekli islemler yapildiginda;
[Add — Bed — Bed + Dcclz'Z '+[—Abd + Bad + Bbc — Dac)z'
+{~Abd + Bbc + Bad — Dac |z '+[Abb — Bab— Bab + Daa]=0
denklemi elde edilir. Bu denklemde z'Z'’nin katsayisi reeldir. Ciinkii dd ve cc

reeldir. Bir saymnin eslenigi ile ¢arpimi ve bir saymin eslenigi ile toplami reel

oldugundan Bed + Bed reeldir. Benzer sekilde sabit terimde reeldir. Ayni zamanda
7' nin katsayis1 z' niin katsayisinin eslenigidir. Bundan dolayr 7'(z) doniisiimii
cemberleri cemberlere resmeder.

1.1.2 inversiyon

C, Cu{eo}’da;

azf+bz+l;f+c:0, a,ceR,beC

esitligi ile verilen bir cember olsun.
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Eger a #0 ise C, C’de bir Oklid ¢emberidir.

C cemberinin merkezi w ve yarigapt da r olsun. Her bir ze C/{w} i¢in w

ve z noktalarini bulunduran dogru tizerinde bir tek z* noktasi vardir dyle ki;
|z—w|.‘z* —w‘ =r?
olur. z ve z' noktalar1 w ile ayn1 dogru iizerinde bulunur.

Burada z° noktasmma C c¢emberine gore z noktasimn inversiyonu

(yansimasi) denir.

Sekil 1.1 Inversiyon

Tanm 1.1.18 : C cemberinin merkezi w ve yaricapt da r olsun.

|z—w| ‘z* - w‘ =r’ esitligiyle belirlenen 7, (z)=z" doniisimiine inversiyon

doniisiimii denir.

Tanimdan da goriildiigii gibi z noktasi, w noktasina yaklastikca z*

noktasinin degeri bilyiimekte ve oo’a yaklagmaktadir. Ayni sekilde z* noktasi, w

noktasina yaklastikca z noktasinin degeri gittikce biiyiiyerek oco’a yaklasmaktadir.

Yani;

15



zi>wiken 7' > ve z> o iken 7' > w

olmaktadir. Burada T,, 'vyi,

T, (wy=ocoveT, (o)=w

w,r

seklinde tanimlayarak hem 7, .(z) dOniisiimiiniin siirekliligi garantilenmis hem de

w,r

C U{eo} ’da bir doniigiime genigletilmis olur. Ayrica;
Tzw,r (Z) = (T‘w,r ° Tw,r )(Z) = Tw,r(Z*) =z

esitliginden

T, ()=1(2)

olur. Eger T, (z)=1(z) ise ze C’dir. Yani C ¢emberi iizerindeki bir noktanin

inversiyonu yine kendisidir.
Eger z#w,oo ise;
‘(Z—W)(z* —w)‘ = |z—w”z* —w‘ =r?
olur. z—w ve 7 —w ayni dogru iizerinde oldugundan
arg(z—w)=arg(z" —w)
esitligi elde edilir. Buradan;

arg(z —w) =—arg(z" —w)
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olur. Boylece;

arg(Z —-w)(z'—=w)=0

dir. O halde;

Z-w)(Z —w)=r’

esitligi elde edilir. Bu durumda;

T, ()= =——+w (1.9)

olur.

Teorem 1.1.19 : Eger z ve z' noktalar1 C ¢emberine gore invers noktalar

az+b

ise T(z)= Mobius doniisiimii altindaki goriintiileri olan w ve w" noktalar1 da

cz+d

goriintii cemberine gore invers noktalaridir. ( Ford 1951 )

1.2 Elipsler

Elips cemberin biraz deforme olmus formu olan bir geometrik nesnedir.

Tanimi su sekilde yapilabilir.

Tanum 1.2.1 : Verilen iki noktaya uzakliklar1 toplami sabit olan noktalarin

geometrik yerine elips denir. Verilen bu iki noktaya elipsin odaklar1 denir.

Baslangi¢ olarak odaklar1 ¢ > 0 olmak iizere; F, =(-c,0) ve F,=(c,0)

noktalarinda olan ve odaklara uzakliklar1 toplami 2a ya esit olan noktalarin

geometrik yeri su sekilde gosterilir:
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B(0,b) P(x, y)

T M

D' ACa.0| F(-c,0) o F,(c,0) |Aa,00 H D X

B'(0,—b)

Sekil 1.2 : Elips

P(x,y)e R* noktas1 ad1 gecen elipse ait bir nokta olsun. Bu durumda tanim
geregince;

d(P,F)+d(P,F,)=2a

olur. Buradan;

\/(x+c)2 +y? %—\/()c—c)2 +y> =2a

olur. Gerekli islemler yapildiginda;

denklemi elde edilir. Burada b*> =a”—c” ifadesi yerine yazilirsa;
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+
wN|\<

seklinde elipsin kartezyen denklemi elde edilir. Eger elipsin merkezi (h,k) ise;

AV _1\2
o Ok
a

esitligi elde edilir. Acik¢a goriildiigii gibi eger (x,y) noktasi elips iizerinde ise
(—x,y) noktas1 da elips iizerindedir. O halde elips y eksenine gore simetriktir.
Diger yandan (x, y) noktasi elipse ait ise, (x,—y) ve (—x,—y) noktalar1 da elipse ait
oldugundan elips hem x eksenine hem de baslangi¢c noktasina gore simetriktir.
Denklemden goriilecegi gibi, elips x eksenini (@,0) ve (—a,0) noktalarinda y
eksenini de (0,b) ve (0,—b) noktalarinda keser. Burada b<a oldugundan x
eksenine elipsin biiyiik ekseni ve y eksenine de elipsin kiicgiik ekseni denir.
Elipsin eksenleri kestigi (a,0), (-a,0), (0,b) ve (0,—b) noktalarina da elipsin
koseleri denir. Son olarak e=Se (0,1) sayisina da elipsin dis merkezligi denir.
a

Eger £ =0 ise c = 0 olur ve 6zel bir elips olan cember elde edilir.
Sekil 1.2°de verilen elipsin; denklemleri x = a ve x= _4 olarak verilen Ozel

& &
iki dogrusu vardir. 0<é&<1 oldugundan Csa ve ~L<—adr. Dolayisiyla bu

I3 €

dogrular, elipsin her iki yaninda yer alirlar. Bu dogrulara elipsin dogrultmanlar:

denir. Bu dogrultmanlar elips ic¢in ¢ok onemlidir. F, =(c,0) odagi, x=

SN

dogrultmani ve elips iizerinde bir P = (x, y) noktasi ele alinirsa bu P noktasinin

R

odagina olan uzaklig;

d(P,F,) :\/(x—c)2 +y° :\/x2 —2xc+c+y’
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2 2
olur. Burada x—2+Z—2:1 esitliginden y* ifadesi yalniz birakilir ve yukaridaki
a

esitlikte yerine yazilirsa;

2 2
d(P,F,))= ch—2xc+c2+bz—b—2x2 :\/(l—b—sz—2xc+c2+b2

2
a a

olur. Eger;

esitligi gdz Oniine alinirsa;

d(P,F,) zx/é‘zxz —2x€a+a’ =a—é€x

olur.
Diger yandan P =(x, y) noktasinin x = 4 dogrusuna olan uzakligi ise
€
L x= 1 (a—éx)
€ €
seklindedir.

(x,y) noktasinin (c,0) odagina uzaklig
=¢ (1.10)

(x,y) noktasinin x = 4 dogrultmanina uzaklig
I3
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ve benzer yontemle asagida verilen esitlik de elde edilebilir.

(x,y) noktasinin (-c,0) odagina uzakligi

€ (1.11)

(x,y) noktasinin x = _4 dogrultmanina uzaklig
I3

Aslinda bu elde edilen son iki denklemin her biri elipsin tanimi olarak
alinabilir. Bu durum su sekilde gosterilir: Bir (x, y)e R* noktasi, (1.10) denklemini

saglasin yani;

V=o' +y

a
xX——
€

olsun. Bu durumda;
2 2 2 a.s
(x—c) +y =€ (x——)
£
olur. Denklem diizenlendiginde;
X =2xc+ct+y =x* —2aex+a’
ifadesi elde edilir. ¢ =a¢ esitligi goz Oniine alinirsa;

¥(1-eH+y*=a’-¢?

2
< c

olur. a*>¢c? oldugundan br=a*-ct et = — yazilirsa,
a

b2x2+y2a2 :a2b2
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olur. Buradan da;

[

+
ww|\<

seklinde elipsin kartezyen denklemi elde edilir. Bu durumda elipsin tanimi diizlemde
(1.10) ya da (1.11) 6zelligini saglayan noktalarin kiimesi olarak da alinabilir. Ayrica
her iki simetri ekseninin ara kesiti olan noktaya c¢emberden esinlenerek elipsin

merkezi denilebilir. Yukarida elde edilen elipsin merkezi (0,0) baslangi¢ noktasidir.

Son olarak da elipsin denkleminin diizlemin Oteleme, donme ve esnemesi

altinda nasil degistigi gosterilmistir. Oncelikle;
T;a,ﬁ)(xs Y) = (x_a,y_ﬁ)

Otelemesi altinda elipsin denkleminin degisimi incelenmistir. x=x'-a,y=y'-f

koordinat deg1§1m1 — + 2}—2 =1 denklemine uygulanirsa;
a’

- =B _,
a’ b*

olur. Bu denklem diizenlenirse;

1 , 1 , 2 2 ,3 5’
— Xty ——x'- +—+——1 0 1.12
a’ b’ Y a’ b Y a b ( )
esitligi elde edilir. Bir de bu durumun tersi incelenmistir. Yani

Ax*+ By’ +Cx+Dy+E =0 denklemiyle verilen egrinin ne zaman (1.12) tipindeki

bir elips denklemi olacag1 incelenmistir.
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2

(1.12) denkleminde x” ve y" nin Kkatsayilari L Vebl—2 ayni isarete

2
a
sahiptirler. O halde ya A>0 ve B>0 yada A<0 ve B<0 olmahdir. A>0 ve

B >0 olarak alinirsa kareye tamamlama ile;
Ax*+By*+Cx+Dy+E=0

ifadesi;

2 2 2 2
A )c+£ +B y+£ ZC—+D——E
2A 2B 4A 4B

2 2
olur. Bu durumda E+E—E >0 olmahdir. Eger A> B ise kolayca goriilebilir

ki bu denklem; merkezi (—i,—gj noktasinda ve eksen uzunluklar

2A

2 2 2 2
a:\/C2+ b” £ ve b:\/c +D2—£ olan bir elipstir. A< B durumu da
4A 4AB A 4AB 4B B

benzer sekilde gosterilebilir.

Diizlemin R, donmesi altinda acaba elipsin denklemi hangi forma

doniisecektir? Burada da bu durum incelenmistir.

x=x'cos@—y'sinf

y=x'sin@+y'cosf

2 2
koordinat degisimi altinda x_2 + y_2 =1 denklemi,
a

(x'cos@—y'sin6)’ . (x'sin@+y'cosd)

a’ b?

seklinde olur. Gerekli islemler yapildiginda;
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(b* cos® @+a’sin® ) x"+ (b’ sin” @+a’ cos® ) y *+sin20(a’ —b* ) x' y'= a’b’

2

ifadesi elde edilir. Goriildiigii gibi bu ifadede x” nin ve y™ nin katsayilarimin her

ikisi de ayni isaretlidir. Bu bir elips denklemidir.

Son olarak da;
S(U{,ﬁ) (xa y) = (ax, ﬁy)

esnemesi altinda elipsin denklemi incelenmistir. x=ax' ve y=/y' koordinat

2 2
degisimi x—2 + l);_z =1 denklemine uygulanirsa;
a

(ax) |, (BY) _,
a’ b

ifadesi elde edilir. Bu ifade;

seklinde yazilabilir. Elde edilen bu ifade de eksen uzunluklar 9 ve b olan bir
a

elipstir.

O halde herhangi bir elipsin denklemi diizlemin &teleme, donme ve esnemesi

altinda yine bir elips denklemi olur.

Teorem 1.2.2 : U(z)=az+b; abeC, a#0 benzerlik doniisiimleri

elipsleri elipslere resmeder.
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Ispat 1.2.2 : a=re¢ olsun. O halde U(z) benzerlik doniisiimii

U(z)=re”z+b olur. Boylece U(z) fonksiyonu;
U(z)=(T,°S,°R,)2)

seklinde elde edilir. Buradaki 7, Otelemesi, R, donmesi ve S, esnemesi elipsleri
elipslere resmettiginden dolayr U(z) benzerlik doniisiimii de elipsleri elipslere

resmeder.

Yardimer Teorem 1.2.3 : F(z)=7 kompleks eslenik doniisiimii elipsleri

elipslere resmeder.

Ispat 1.2.3 : F(z)=7 doniisimii alinda x=x' ve y=—y' koordinat

2 2 n2 N2
degisimi, %+% =1 elips denklemine uygulanirsa; (22 +( 1;) 2) =1 ifadesi elde

edilir. Bu ifade de bir elips denklemidir.

Teorem 1.2.4 : V(z)=az +b; a,be C, a#0 doniisimii elipsleri elipslere

resmeder.

Ispat 1.2.4 : V(z) = az +b doniisimii;

V(2)=U°F)(2)

seklinde F ve U doniisiimlerinin bileskesi olarak ifade edilebilir. Burada F ve U

doniistimleri elipsleri elipslere resmettiginden dolay1r V(z) doniisiimii de elipsleri

elipslere resmeder.

Ayrica U(z)=az+b doniisimiine direkt benzerlik doniisiimii ve

V(z)=az +b doniisimiine de  ters  benzerlik  doniisiimii  denir.
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2. MOBIiUS DONUSUMLERI VE ELiPSLER

2.1 Elipsin Goriintiileri

T:Cu{eo} > Cu{e} doniisiimii; c¢emberleri kompleks diizlemdeki

cemberlere veya genisletilmis dogrulara doniistiiriir. Bu doniisiim altinda ¢emberler
yerine kompleks diizlemdeki elipsler goz oniine alinirsa; acaba nasil bir goriintii elde
edilir? Buradan yola cikilarak bu boéliimde [5] numarali kaynaktan yararlanilip

asagidaki sorularin cevaplari incelenmistir.

1. Mobius doniisiimleri altinda E elipsinin goriintiisii nedir?

2. Hangi M&bius doniistimleri £ elipsinin simetrileridir?

3. Hangi Mébius doniisiimleri T(E) < E' 6zelligine sahiptir?

Burada E ve E' cember olmayan kompleks diizlemdeki elipslerdir. Bu
acidan elips terimi yalnizca dairesel olmayan elipsler icin ve c¢ember terimi de

kompleks diizlemdeki ¢emberler ve genisletilmis dogrular i¢in kullanilir.

Tamm 2.1.1 : Dairesel olmayan bir E elipsi ve T Mobius doniigiimii i¢in

C =T(FE) olacak sekildeki bir C egrisine méte denir.

Tammm 2.1.2 : C, ve C, iki egri olmak iizere C, =T (C,) olacak sekilde bir T’
Mobius doniisiimii var ise Cu{e~}’ da C, ve C, egrilerine Mobius denktirler

denir.

Bu boliimde herhangi bir elipsin Mobius doniisiimii altindaki goriintiisii iki

kisimda ele alinmistir:
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1. Benzerlik doniisiimleri altinda elipsin goriintiisii

Benzerlik doniigiimleri grubunda, E elipsini koruyan dort 6ge vardir. Bunlar;

[um—

. Ozdeslik doniisiimii

N

. Elipsin merkezi etrafinda n a¢is1 kadarlik donme doniistimii

3. Kiiciik eksene gore yansima doniistimii

N

. Biiyiik eksene gore yansima doniisiimii

Kompleks diizlemdeki benzerlik doniigiimii bir elipsi aym dis merkezli

(£20) diger bir elipse doniistiiriir.

2. Inversiyon déniisiimleri altinda elipsin goriintiisii

Bu doniisiim altinda elipsin goriintiisiiniin ne oldugu inversiyon merkezinin

nerede olduguna baghdir.

D1s merkezlik Inversiyon merkezi Gorlintii
O<exl Merkez Eliptik lemniskat
(Basit hippopede)
O<exl Odak Basit limagon
Tablo 2.1

E elipsinin digmerkezligi biiyiik oldugu zaman onun goriintiisii olan
hippopede’nin konveks olmadigi Sekil 2.1°de goriilmektedir. Boyle bir hippopede
elips degildir. Ancak E elipsinin dismerkezliligi kiiciik oldugu zaman, E elipsi
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hemen hemen bir ¢cember olur ve onun goriintiisii olan hippopede’nin de ¢cembere

daha yakin olmasi beklenir.

Sekil 2.1 : Konveks olmayan merkezi inversiyon (sol) ve konveks olan

merkezi inversiyon (sag) ile E elipsi.

Teorem 2.1.3 : Eger E, Oec C merkezli bir elips veT(z)= /Z ise bu

durumda T'(E) bir elips degildir.

Teoreme iki ilgin¢ yaklasim su sekildedir:

0 merkezli bir E elipsi verildiginde, R(z)=e"z seklindeki bir benzerlik
dontigiimii tarafindan E elipsi standart pozisyona dondiiriiliir. Boylece biiyiik cap

reel eksen iizerinde yatar. Bu durumda 7= RoT o R olur. Genellik bozulmaksizin,

E elipsi (x,y) koordinatlar ile 0 < B < A igin;

2 2
E:{(x,y):%+§:l} 2.1)

seklindedir. Bu elipse T doniisiimil uygulanirsa;

x2+y2’x2+y2

T:(x,y)l—)( a —Y ] 2.2)
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seklinde olur.

[k iddianin ispat1 yalmzca biiyiik dismerkezli elipsler icin saglanir. Eger;
B< //5 ise (x,y)—( A,O) merkezli ve A yarigapl ¢ember, E elipsini tam ii¢
noktada keser. Bu noktalardan biri (A,0) noktasidir. Diger ikisi de B ’nin alacagi
degere gore degisir. (%,0) merkezli ve A2 yarigapli cember orjinden gectiginden

T doniisiimii altindaki goriintiisii genisletilmis dogrudur. Bu dogru ii¢ farkli ve

sonlu noktada T'(E) ’yi keser. Fakat T'(E) bir elips ise bu miimkiin degildir.

Sekil 2.2 : T merkezi inversiyonu altinda E elipsinin ve C g¢emberinin
goriintiilerinin ortak ii¢ noktast.

Ikinci iddiadaki amag¢ ise T(E) iizerindeki noktalari saglayan kapali bir

denklem bulmaktir.  Boyle bir denklem standart pozisyonda verilen (2.1)

esitligindeki degerlere (2.2) doniisiimii uygulanarak bulunur. Bu durumda;

2 2
( . J [ . J
2 2 2 2
+ +
XAy ) \xXHY)

A’ B’

olur ve buradan;
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(x2+y2)2—(x—2+y—2J=0 2.3)

esitligi elde edilir.

Bu esitlik kesinlikle dordiincii dereceden bir egri denklemi olarak goriiniir.
Aynm1 zamanda bu denklemin c¢oziim kiimesi daima (x,y)=(0,0)=T() ayrik
noktasini icerir. Bu durumda (2.3) denklemi ile tanimlanan ifade 7'(E)’de olmayan

en az bir noktayi1 igerir. Asil problem A = B olmasi durumunda ortaya ¢ikar. Ciinkii

bu durumda;

olur ve

(x2+y2)(x2+y2—%j=0

esitliginden polinom indirgenemez degildir.  Dikkat edilirse, A=B olmasi

durumunda (2.3) esitligi iki tane ikinci dereceden ifadenin ¢arpimi olarak yazilabilir.

Burada ya x’+y>=0 dir ya da x*+y° —%:O dir. O haldle A=B olmasi

durumunda (2.3) denkleminin sifir yeri, {(0,0)} tek elemanl kiime ve %4 yarigapl

bir ¢emberin birlesimidir.

O halde, T(FE) iizerindeki noktalarin dordiincii dereceden bir denklemi

sagladigi kesin degildir.

Bu iki iddiadan yararlanilarak Teorem 2.1.3’iin ispati asagidaki sekilde

verilmistir.
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Ispat 2.1.3 : Teoremin ispatinda (2.1) esitligi ile verilen elipsin yansima ve

donme simetrileri kullanilmastir.

Eger; R, 7> 7, z+> -7 veya z+> —z benzerlik doniistimlerinin herhangi

birisiise T = RoT o R olur.

T(E)’nin sekli ne olursa olsun, orjin merkezli bir yart donme altinda

invaryanttir ve E elipsi ile ayn1 yansima simetrilerine sahiptir. Aym1 zamanda;
.. : | . 1
T(E) egrisi, z=x+iy= iz+ i0 ve z=x+iy= OilE noktalarindan gecer.

Boylece eger; T(E) bir elips ise;
g(x+iy) =A’X*+B*y*-1=0
seklindeki ikinci dereceden kapali bir denklemi saglamalidir.
E elipsi parametrik olarak;

2Au+iB(1-u’)

P:Rujecl—>C:ur—
{ } “ 1+u?

(2.4)

seklindeki doniistim ile gosterilebilir. Bu elipse 7 doniistimii uygulanirsa T(E);

2
ToPiyrs— 114 : 2.5)
2Au+iB(1-u’)

olacak sekilde bir parametrik denkleme sahip olur.

Genigsletilmis reel dogrunun oo 6gesi P doniisiimii tarafindan;

. . 2Au+iB(1-u’)
lim P(u) = lim

5 =—-iB
U—>c0 u—o0 1+ u
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noktasina ve T o P doniisiimii tarafindan;

2
Km(T o P)() = lim al !

i
e w= 2A+iB(-u’) —iB B

noktasina doniistiiriiliir.

(T o P)(u) kesri her u noktast i¢in kompleks diizlemdedir.

goriintiisii 0 noktasindan gegmez. T(E) 'nin reel ve sanal kisimlari;

1+u?

re= 2Au+iB(1-u’)

(1+u?)[ 24u—iB(1-1) |
[24u+iB(1-*) || 24u—iB(1-u’)]

2Au(1+u?)+iB(u* -1)
A+ B (1-u?)

B 2Au(1+u2)+iB(u4—1)
B+ (447 -2B%)u’ + B

esitliginden;

~ 2Au(1+u®)
B (44T 2B ) 1 B

ve
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B B(u4 —1)
B+ (447 -2B%)u’ + B

olur. Eger T(E) bir elips ise T o P parametrizasyonunun goriintiisii her u € R U{eo}

icin g =0 kapali denklemini saglamalidir. Buradan g ((7o P)(u)) bileskesi;

(7P )= 4 2Au(1+u?) 2+BZ B(u*-1) 1
§ D Bt (aA 2B+ B Bu® +(4A* 2B )i’ + B’

seklindedir. Gerekli islemler yapildiginda;

_ 4’ (u ~1)"(u+1)*(B-A)’ (B+A)’
(B +(44° 28" )u> + B?)

g((ToP)(u))

olur. Bu ifade, eger; A+ B ise herhangi bir u i¢in sifirdan farkli degerlere sahiptir.

Bu durumda 7'(E) ’nin, g(x+iy)=0 elipsini kestigi yalnizca dort nokta vardir. Bu

noktalar; u, =0, u, =1, u; =—1 ve u, =0 dur.
Ornegin; % +IB \/5 noktasi géz Oniine alinirsa;

2

A B* 1 1
DI T
24> 2B* 2 2

1

ey %@):(Z@)

AZ 2=

seklinde E elipsinin denklemini saglar. Dolayisiyla bu nokta E elipsi iizerindedir

ve T doniisiimii altindaki goriintiisii ise;

fA+iBY_ 1 _ 2 _2(a-iB)
J2 ) A+iB A+iB A*+B’

NG
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seklindedir. Acaba bu nokta g =0 kapali denklemini saglar m1? Bunun icin
g(x+iy)=A’x>*+B’y*—-1=0

denkleminde x ve y degerleri yerine yazilirsa;

A2 (ﬁ}z + B> (ﬂjz —-1=0

A*+ B’ A*+B?

olur ve buradan;

2

(4°-5)

=0
(A>+B)

esitligi elde edilir. O halde bu nokta A=B olmaksizin A’x*+B’*y>—1=0 elipsi

tizerinde degildir.

Sonug 2.1.4 : Eger; E, C’de w merkezli bir elips ve r pozitif bir say1 ise

T, (E) goriintiisii bir elips degildir.

w,r

2

Ispat2.14: 7, (z)= Er— —+w inversiyon doniigiimii S, oToS, bileskesine

esittir.  Burada S,(z)= r’z+w direkt benzerlik doniisiimii, S,(z)=z-w ters

benzerlik doniigiimii ve 7'(z) = 1 doniistimiidiir.
z

Eger; T, ,(E) goriintiisii bir elips olursa bu durumda §,(E) goriintiisii 0

merkezli bir elips olur ki onun 7 altindaki goriintiisii de bir elips olur. Ciinkii E
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elipsi S, benzerlik doniisiimii tarafindan bir elipse doniistiiriiliir. Ancak bu durum

Teorem 2.1.3 ile gelisir. O halde 7, ,(E) bir elips degildir.

Sonug olarak, merkezi inversiyonlar, E elipsinin miimkiin simetrileri olarak
veya E elipsinden E' elipsine bir doniisiim olarak kabul edilmezler. Bu durumda

Sonug 2.1.4 ““Hi¢bir hippopede bir elips degildir.”” seklinde yeniden ifade edilebilir.
Teorem 2.1.3 ve Sonug 2.1.4 inversiyon doniisiimleri altinda elipsin miimkiin

olan biitiin goriintiilerine hitap etmez. Genel olarak soylenirse, bir 77 Mdobius

dontigiimii alinda E  elipsinin goriintiisii; elips, limagon veya eliptik lemniskat

degildir, fakat bu goriintii daima dordiincii dereceden reel bir egridir.

Tamm 2.1.5 : Reel bikuadratik egri;
2—2 2— —2 2 — —2 — _
€22 + €2 T+, 0T 022 H T 02+ T+ =0
seklindeki kapali denklemi saglayan bir diizlem egrisidir.

Burada kompleks katsayilar ¢, =c; esitligini saglar. Bdoylece, ozellikle ¢

reeldir ve denklemin sol taraft her ze C igin reel degerlidir. Aym zamanda,

bikuadratik egriler dordiincii dereceden egrilerin bir alt sinifin1 olustururlar.

Tamm 2.1.6 : m|z—C|+n|z—D|=1, mneR, C,DeC seklinde ifade
edilen dordiincii dereceden bir egriye Descartes’in oval’i denir.

Descartes’in ovalleri, kartezyen ovalleri olarak da bilinir. Descartes’in
ovalleri olarak bilinen bu dordiincii dereceden egriler ilk kez 1637 yilinda Descartes

tarafindan calisilmistir.

Bu yukarida verilen tamima dikkat edilirse m=n icin elips, m=—-n icin

hiperbol ve m=1 i¢in limagon elde edilir.
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Tanm 2.1.7 : |z -C ||z - D| =k, ke R seklinde ifade edilen egriye Cassini

egrisi denir.

Diger bir ifadeyle diizlemde sabit iki noktaya olan uzakliklar1 ¢arpimi sabit

olan noktalarin geometrik yerine Cassini egrisi denir.

Giovanni Cassini, kendi adiyla anilan bu egrileri Diinya ile Giines’in birbirine
gore yoriingeleri iizerine diisiiniirken bulmustur. Kepler’in eliptik yoriinge kuramini
reddetmis ve Giinesi sabit olarak alip Diinya’nin yoriingesinin bir Cassini egrisi

oldugunu ileri stirmiistiir.

Genel olarak sOylenirse; Descartes’in ovalleri, Cassini egrileri ve bazi reel
kiibik egriler, bikuadratik egriler tarafindan kapsanir. Ayrica reel konikler de,

¢y, =C,, = ¢, =0 ile reel bikuadratiklerdir.

Ornegin elips icin, (2,1) denklemi z=x+iy, Z=x-iy kompleks

koordinatlar cinsinden;

11 1 1), (1 1)
(4A2_4szzz+(4A2_432JZ2+(2A2+232JZZ_1:0 20

seklinde yazilabilir.

Bu denkleme herhangi bir Mobius doniisiimii uygulanirsa reel bikuadratik
elde edilir. Genel olarak Mobius doniisiimii altinda reel koniklerin goriintiileri reel
bikuadratiklerin uygun bir alt simfi bi¢imindedir. Ornegin [7, 8, 9] numaral
kaynaklar incelenirse elipsin ve hiperboliin inversive goriintiisiine nodal bikuadratik
ve paraboliin inversive goriintiisiine de cuspidal bikuadratik denildigi goriiliir.
Ayrica; (2.3) denkleminde gozlenen (0,0) ayrik noktasimin tersi olan sonsuzdaki
nokta elipsin bir diigiim noktasidir ve literatiirde diigiim noktalar1 crunode ve acnode

olarak simiflandirilir.
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Tanmm 2.1.8 : Bir egrinin kendisini kestigi ve egrinin dallarinin bu noktadaki

tegetlerinin farkli oldugu bir noktaya crunode denir.

Tanm 2.1.9 : Bir egri iizerinde olmayan fakat koordinatlari egrinin

denklemini saglayan bir noktaya acnode veya ayrik nokta denir.

2.2 Elipsin Koseleri

Lemma 2.2.1 : Bir C ¢emberi ve bu ¢cemberi icermeyen bir L konigi en ¢ok

dort kesisim noktasina ve en cok iki teget noktasina sahiptir.

Ispat 2.2.1:r>0 sonlu yarigapl ve (u,v) merkezli cember;

2.7)

P:RoR*:t— >+u, 5
1+¢ 1+1¢

21 r(l_t2)+vJ

seklindeki bir parametrik denklem ile ifade edilebilir.

P(R), (u,v—r) seklindeki nokta hari¢ gemberi kaplar. Eger bu nokta; L’nin

bir elemam olursa ¢emberi sabit birakan bir R donme doniisiimii vardir 6yle ki;

R ((u, V- r)) ¢ L dir. RoP, t'nin ikinci dereceden rasyonel fonksiyonlar ile verilir.

Bu durumda eger gerekirse kesisimin biitiin noktalarim iceren C ¢emberinin bir

parametrizasyonunu almak icin P yerine Ro P almabilir.
Eger; L icin ¢(x,y)=0, ikinci dereceden kapal1 bir denklem ise (go P)(¢),
tam olarak L’yi kesen P(#) noktalarinda sifirdir. (go P), paydast asla sifir olmayan

ve paymin derecesi en ¢ok dort olan N(% (1) seklinde bir rasyonel fonksiyon

olarak verilir. limP(t) var ve bu limitin degeri olan (u,v—r) noktasi, L’de

t—00

olmadigindan;
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limq (P(r)) =g (tim (1)) %0

[—o0 [—o0

olur.

O halde N, dzdes olarak sifir degildir ve en cok dort kesisim noktas1 vardir.

Simdi de en ¢ok iki teget noktasina sahip olduklar gosterilecektir:

cj{—f(to)tiirevi; (Vq)(P(t,)) gradyantina ortogonal oldugu zaman, P(t,)

kesisim noktasi bir teget noktasidir. Zincir kural ile,

=P (0) =T (Pa)) G (0)

dt dr

N'(t) N(t).D'(t
olur. Budurumda f#, noktasi, (goP)(t) ve i(qu)(t) = (1) _N() (2 )
dr D(r) [D(1)]
ifadelerinin bir kokii oldugu zaman egri; L’ye tegettir. Bu durum 7, noktasinin,
N(t) ve N'(t) nin bir kokii oldugunu soyler. Bu yiizden #, noktasi, N(t) dordiincii

dereceden denkleminin ¢ift kath bir kokiidiir. O halde N(¢) 'nin bu durumda olan en

cok iki tane ¢ift kath kokii vardir.

Sonug 2.2.2 : Herhangi bir T(E) motesi ve herhangi bir C ¢emberi en ¢ok

dort noktada kesisir ve en ¢ok iki teget noktasina sahiptir.

Ispat 2.2.2 : T(E) motesine ve C ¢emberine 7~' Mobius doniisiimii

uygulamirsa E elipsi ve 77'(C) ¢emberi elde edilir. Dairesel olmayan bir elips ve

T7'(C) cemberi Lemma 2.2.1’den dolay1 en cok dort noktada kesisir. Mobius

doniigiimleri tegetligi korudugundan ayni zamanda ikinci iddia da Lemma 2.2.1°den

saglanir.

Lemma 2.2.3 : Herhangi bir 7 Mobius doniisiimii verilsin. Bu durumda,

T (E) motesi herhangi bir cemberde kapsanmaz.
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Ispat 2.2.3 : Kabul edelim ki; T(E) moétesini kapsayan bir C cemberi vardr.
T~' Mobius doniisiimii; C ¢gemberini, E elipsini kapsayan T~'(C) seklindeki diger
bir cembere doniistiiriir. Bu durumda, E elipsi ve 77'(C) cemberi sonsuz sayida
noktada kesisir. O halde; Lemma 2.2.1’den E elipsi, 7' (C)’yi kapsar ve bu yiizden

T7'(C)=E olur. Bu durum E elipsinin cember olmamasi ile celisir. Dolayisiyla

T (E) motesini kapsayan bir C gemberi yoktur.

Teorem 2.2.4 (Borsuk-Ulam Teoremi) : f fonksiyonu, n-boyutlu kiireden

n-boyutlu 6klid uzaymma giden siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda kiire
tizerinde Oyle bir x noktasi vardir ki; x noktast ve x’in orjine gore simetrigi olan —x

noktast f fonksiyonu tarafindan ayni noktaya tasinir. (Meyerson 1979)

Lemma 2.2.5 : Eger bir T Mobius doniisiimii 7(E) < E' sartin1 saglar ise

T(E) =E' olur.

Ispat 2.2.5 : Belirli bir topolojinin kullanilmasiyla E elipsini E' elipsine
tasiyan 7 'nin Orten bir doniisim oldugunu ispatlamanmn bir ¢ok yolu vardir.
Bunlardan ilki soyledir: Eger 7:E — E' doniisiimii 6rten olmasaydi bu durumda
T:Cu{e} > Cu{e} doniisiimii; E elipsinin baglantisiz tiimleyenini 7T (E)

motesinin baglantili tiimleyenine resmeden bir homeomorfizm olurdu.

Bu lemmanin bir diger ispatinda da topolojik 1-boyutlu kiireler i¢in Borsuk-
Ulam teoremi kullanilir. Bu durumda lemmanin ispati sdyledir: E elipsini E'
elipsinin uygun bir alt kiimesine doniistiren siirekli bir doniisiim bire-bir
olmayacaktir. O halde 7 :E — E' doniisiimii bire-bir ve siirekli oldugundan T

doniistimii 6rten olmalidir.

Teorem 2.2.6 : E,E'c C elipsleri verilsin. Eger T Mobius doniisimii £

elipsini, E' elipsine doniistiiriir ise 7 bir benzerlik doniisiimiidiir.

39



1. Ispat 2.2.6 : Eger T(E)=E' ve R doniisiimii E' elipsinin bir yansima
simetrisi ise bu durumda RoT :E — E' olur. T doniisiimii (1.1) bigciminde kabul

edilsin. Amag c¢=0 oldugunu gostermektir.

Herhangi bir elips, onun yansima simetrileri ekseni iizerinde yatan dort
noktaya sahiptir. Bu noktalara elipsin kdse noktalar1 denir. Diizlemin herhangi bir

benzerlik doniisiimii elipsin kose noktalarini elipsin goriintiisiiniin kése noktalarina

resmeder. E elipsi, (2.1) deki gibi kabul edilsin. Bu elipsin kdse noktalar1 (£A,0)

ve (0,£B) noktalardir.

C cemberi bir z, noktasinda L elipsine teget olsun. Eger C ¢emberi z, # z,
seklinde bir z; noktasinda da L elipsine teget oluyorsa C ¢emberine, z, noktasinda
bitanjant’tir denir. Sekil 2.3’den kose noktasi olmayan herhangi bir z, noktasinda

en az iki bitanjant cemberinin var oldugu goriilir: Biri merkezi biiyilk eksen
izerinde olup elipsin icinde, biri de merkezi kiigiik eksen iizerinde olup elipsin

disindadir.

Sekil 2.3 : Ortak bir teget noktasi ile bitanjant cemberleri.
Elipsin kose noktasinda ise yalnizca bir tane bitanjant cember vardir: Eger;

tegetligin diger bir noktasi, karsi koseden baska herhangi bir nokta olsaydi, bu

durumda iiciincii bir teget noktasi olurdu. Bu da Lemma 2.2.1 ile ¢elisirdi.
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z,, E elipsinin bir kdse noktasi olsun. Fakat T (z,) noktast E' elipsinin bir
kose noktast olmasm. Bu durumda 7T(z,) noktasinda, E' elipsi iki bitanjant
cemberine sahiptir ve bu cemberler, E' elipsine sirastyla T (z,) ile T(z,) ve T(z,)
ile T(z,) noktalarinda teget olacak sekilde E elipsinde z, ve z, seklinde farkli

noktalar vardir. 7T~ kesirli lineer doniisiimii; cemberleri ve egrilerin tegetligini
koruduguna gore bu doniisiim; 7(z,) noktasinda E' elipsinin bu iki bitanjant
cemberini z, noktasinda E elipsinin iki bitanjant cemberine doniistiiriir. Bu durum
E elipsinin z, kose noktasinda yalmizca bir bitanjant ¢emberine sahip olmas: ile
celisir. Boylece T(A), T(-A), T(iB) ve T(—iB) noktalar1 E' elipsinin kose
noktalar1 olmalidir. Bu yilizden E elipsinin eksenlerinin goriintiileri E' elipsinin

koselerinde, E' elipsine ortogonal olan ¢emberler olmalidir. E' elipsi dairesel

olmadigindan bu ¢emberler dogru olmalidir. Bu yiizden T(A) ile T(—A) ve T(iB)

ile T(—iB) noktalar1 E' elipsinin kars1 koselerinin bir ¢iftidir.

Simdi ¢ #0 oldugu kabul edilsin. 7 doniisiimiiniin o ’a doniistiirdiigii —%

noktasi, E elipsinin bilyiik ve kiiciik her iki ekseni iizerinde de yatmalidir. Her iki

eksen iizerinde yatan nokta, O noktast olduguna gore —1: 0 ve buradan d =0 olur.
c

Bu yiizden T doniisiimii; 7(z) =a +é, b # 0 formundadir.
Z

Z+> a+bz bir benzerlik doniisiimii oldugundan; z |—>l doniisiimii altinda
Z

E elipsinin goriintiisii bir elips olmalidir. Ancak bu durum, Teorem 2.1.3 ile celisir.
O halde ¢ = 0 olur. Dolayisiyla 7 Mobius doniisiimii, E elipsini E' elipsine
doniistiiriiyor ise benzerlik doniigiimuidiir.

Bu teorem ikinci bir yol olarak analitik bir yaklagim ile ispatlanmistir. Bu az
onceki ispata gore biraz daha basit olabilir. Ciinkii analitik yaklasimda teget
cemberleri yerine yiiksek mertebeden tiirevler ve elipsin egriligi ele alinir. Ayrica
elipsin kose noktalarinda elipsin egriliginin bir yerel ekstremum degerine sahip

olmas1 durumu g6z 6niinde bulundurulur.
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2. ispat 2.2.6 : {lk ispatta anahtar nokta, Mdbius doniisiimlerinin bir elipsin
kose noktalarini diger bir elipsin kose noktalarina doniistiirmeleridir. Daha genel
olarak, diizlemde herhangi bir regiiler egrinin kose noktalari, egriligin bir yerel
ekstremum degerine sahip oldugu noktalardir. Bununla birlikte Mobius doniisiimii
bir egrinin koselerini, onun goriintiisiiniin koselerine resmeder. Ispatin geri
kalaninda ¢ = 0 oldugunun gosterilmesi gerekir. Bu durum zaten ilk ispatta

verilmigti. O halde 7 M6bius doniisiimii bir benzerlik doniigiimiidiir.

Sonu¢ 2.2.7 : Elipsin simetrileri olan 7 MG&bius doniigiimleri benzerlik

doniisiimleridir.

3. Ispat 2.2.6 : ¢, € Cnoktas1 E elipsinin merkezi ve c,€ C noktast E'
elipsinin merkezi olsun. Oyle ki; H(z)=—z+2c, fonksiyonu, E' elipsinin merkezi

az+b
cz+d

etrafindaki yar1 donme doniigiimiidiir. 7 doniisimii, 7(z) = seklinde kabul

edilirse;

(2¢,cd —ad —bc) z+2d (c,d —b)

T oHoT:z1>
2c¢(a—cyc)z+ad +bc—2c,cd

seklinde olur.

ze E i¢in(H oT)(z)e E' ve we E' icin T™'(w)e E oldugundan T~'oH oT
doniisiimii E elipsinin bir simetrisidir. Yani, (T™' o H oT)(E)=E’ dir. Dolayisiyla
Sonug 2.2.7°e gore bu doniisiim bir benzerlik doniisiimiidiir. O halde yukaridaki

ifadenin paydasinda bulunan z’nin Oniindeki 2c(a—c,c) katsayist sifir olmalidir.

Buradan, c =0 veyac #0 ve ¢, = a_ T (oo) olur.
c

¢ = 0 olmas1 durumu teoremin birinci ispatinda degerlendirildiginden burada

ikinci durum ele alinmistir. Bu ikinci durumda bileske;
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(ad—bc)z+2d(ad_bc)
c d
=—z-2—
bc—ad c
olur. Boylece E elipsinin bu simetrisi, ¢, = _4 =T (e0) merkezli yar1 dénmedir.
c

¢ #0 durumundaki tezath@r gostermek i¢in; 7 donisiimii, 7,(z)=z-¢

(bc—ad)z+ac

otelemesi, 7, (z) _1 doniisiimii ve T,(z) = benzerlik doniisiimiiniin
z

C2
bir bilegkesi olarak yazilir. Bu durumda 7'(z),
az+b 1 bc—ad a
T(z)= =(T;°T,°T)(2) = +—
cz+d c

seklinde olur. Burada; T (E) ve T;‘(E') orjin merkezli elipslerdir. O halde T
doniisiimiiniin E elipsini, E' elipsine doniistiirmesi i¢in 7, doniisiimiiniin de elipsi
elipse doniistiirmesi gerekir. Ancak bu durum, Teorem 2.1.3’e tezattir. Oyleyse;

c¢#0 durumu harictir.

Sonug 2.2.8 : Eger; T,(E,) ve T,(E,) moteleri Mobius denk iseler E, ve E,

elipsleri aynm1 dis merkezlige sahiptir.

Ispat 2.2.8 : Hipotezden; T(T,(E))=T,(E,) olacak sekilde bir T Mobius
doniisiimii vardir. Buradan her iki tarafa 7,”' doniisiimii uygulanirsa;
T,'"T(T,(E,)) = T,'T,( E,) olur. Béylece E, = T, (T (T,(E, )) elde edilir.
Herhangi bir elipsi diger bir elipse tasiyan Mobius doniigiimleri benzerlik doniigiimii
oldugundan T, "' oT oT, bileskesi bir benzerlik doniisiimiidiir. Bu durumda E, ve E,

benzerdir ve ayni1 dig merkezlilige sahiptir.
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Sonu¢ 2.2.9 : Herhangi bir mote, bir elips veya cemberdeki inversiyon
dontigiimii altinda bir elipsin goriintiisiidiir ve bu durumlar ayriktir, birbirini

kapsamaz.

Ispat 2.2.9 : 1lk olarak ispatin ayriklik kism1 Teorem 2.2.6’dan goriiliir. E
ve E' elipsleri icin, R(E) = E' olacak sekilde cemberde bir R inversiyon doniisiimii
yoktur. Ciinkii R, benzerlik doniisiimii olmayan bir Mobius doniisiimiidiir. Eger

T (E) motesi bir elips degil ise bu durumda T benzerlik doniisiimii degildir. Boylece

T donisimii c#0 ile T(z)= az+b veya T(z)= af+b formundadir. Ayrica
cz+d cz+d

T (o0)= 4 dir. 2 noktasii  oo’a geri gonderen inversiyon doniisiimii,

c c

1 a az+b . S :

R(z)=——+— olsun. T(z)= ile R(z) doniisiimiiniin bileskesi alinirsa;

7o / c cz+d

c
cz+d|c o2 d +abe—aad
(RoT)(2) = 1 La :( ) La_ c Z_|_ccd+abc aad
bc—ad c(bc—ad)

az+b 3 é c bc—ad c
cz+d ¢

olur. Dikkat edilirse; (RoT)(z) doniisimii bir benzerlik doniisiimiidiir. Benzer

_az+b

durum, T(z) olmasinda da gegerlidir. Dolayisiyla R(T(E)), bir E'

cz+d

elipsidir ve T(E)=R(E") oldugu R=R™" den ortaya ¢ikar.

2.3 Elipsin Diigiimii

Teorem 2.2.6’ya en son yaklasim bu kez kompleks bir egrinin reel kismi
olarak elipsi tammlamaya baska bir yol bulmaktir. Oklid geometrisinin reel
diizlemine kompleks noktalar1 veya sonsuzdaki noktalar1 eklemenin birden fazla yolu
vardir.  Bunlardan birisi, kompleks projektif diizlem icerisine reel diizlemi
yerlestirmektir. Bir digeri de bu kisimda tanimlanacak olan iki Riemann kiiresinin

carpimini kullanmaktir.
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2 2
Onceki boliimlerde oldugu gibi, bu boliimde de E :{(x, y):%+§: }
standart pozisyonundaki elipsi kullanmak daha yararlidir. Ayni zamanda bu elipsi,
odaklar1 +1+0i olacak sekilde standart pozisyonda ayarlayarak her bir dismerkezlik
icin sadece bir elips se¢mek daha uygundur. Bu elips aileleri iki parametre (A ve

B yarigaplan) yerine yalnizca bir reel parametreye baghdir.

Boylece bir elips icin parametrik denklem yazmaya giizel bir yol k > 1 i¢in;

2(k* +Du+i(k*=1)(1-u?)
2k (1+u*)

P:R>Cium (2.8)

seklindedir. Bu denklem secilen katsayilar ile (2.4) denklemidir. Boylece elipsin

k*+1

>1,
2k

Oklid invaryantlar1 k 'nin rasyonel fonksiyonlaridir. Biiyiik yaricap A=

2

kiigiik yarigcap B =

>0, dismerkezlik g=%, 0 < & < 1dir. Buradaki A
+

ve B degerleri, (2.6) denkleminde yerine yazilirsa E elipsi;

=0 (2.9)

k4+lj _ (k-1

E=z2:22+7 -| — |@+——
k 4k

seklinde olur.

Teorem 2.2.6 veya Sonu¢ 2.2.7°ye uygulanacak en basit gibi goriinen
yaklasim, T'(E) parametresi i¢in T o P, bileskesini uygulayip bunun elipsin kapali
denklemini saglayip saglamadigina bakmaktir. Bu, Teorem 2.1.3 ve Lemma 2.2.1 de
kullanilan tekniktir. Ancak keyfi bir T kesirli lineer doniisiimii, (2.9) seklindeki
kapal1 bir denkleme uygulanirsa, dyle karmasik bir ifade elde edilir ki; bu pratik bir

metot degildir.
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Bir elipsi diger bir elipse tasiyan doniisiimler, (2.3) denkleminde elde edilen
ayrik aykirt noktanin kullanilmasi ile karakterize edilir. Elips i¢in, kapali denklemin
aykirihigi sonsuzdadir ve reel parametrik doniisiimiin goriintiisiinde hatta onun
kapanmisinda degildir. Bu oOzelliklerin her ikisi de gosterir ki; elipsin aykiriligi
kompleks projektif geometride Teorem 2.2.6’y1 incelemek icin yararh olacaktir. Bu

durumda homojen koordinat sistemi kisaca gozden gegirilmelidir.

C™"in bir boyutlu alt uzaymn kiimesi olarak CP" projektif uzay1

tanimlanir. Sifirdan farkh (z, , ..., z,) vektorii tarafindan gerilen dogru,

[z, :...: z, ] seklinde gosterilir. Boylece sifirdan farkli bir A€ C skaleri i¢in
[Azg : oot Az, =02, ... 0 2, ]
olur.
(z, 5 oo z)[1: z ¢ ... z,] seklinde tanmhi C* — CP"  doniistimii

bire-birdir ve onun goriintiisii afin komsuluga bir 6rnektir. Bu afin komsulugun

timleyeni; {[0 : z, : ... : z, ]} kiimesi seklinde bir boyut daha diisiikk olan bir

kompleks projektif uzaydir. E elipsini iceren kompleks sayr dogrusu, CP'’de
{[1 : z ]} seklinde afin komsulugudur. o noktast homojen koordinatlarda [0 : 1]

seklinde gosterilir.

G:C"™ — C"™' doniisiimiinden G:CP" — CP" iyi tamml doniisiimii elde
edilirr. Eger G doniisiimii, dogrulart dogrulara tasir ise sifirdan farkli her bir
7€ C™' vektoriiicin G doniisiimii asagidaki iki 6zellige sahiptir:

1. G(Z)#0

2. Stfirdan farkli herhangi iki 4,, 4, € C skalerleri i¢in;

.GA D)= t.G(AZ)
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olacak sekilde sifirdan farkli g, , 12, € C skalerleri vardir.

CP' — CP' iyi tanimli doniisiim 6rnegi olarak, (1.1) formundaki kesirli

lineer doniisiimii verilebilir. Bu doniisiim homojen koordinatlar {izerinde;

T CP P o s[4 € % (2.10)
3 b a 3

seklinde bir lineer doniisiim olarak ifade edilir.

Bu koordinat sisteminde oo’daki noktay1 ayri olarak diisiinmeye gerek yoktur.

Ornegin, T ([0 : 1]) = [c : a] esitligi c# 0 icin [1 : % ] ifadesine esittir ve bu ifade

birinci boliimde elde edilen T (o0) = % ile tutarhdir.

Diger iyi tanimli doniisiim, k > 1 reel parametresine bagh olarak ;
P:lz, : 71> [Zk(zoz +27):2(k> +1) 2oz, +i(k* —1)(z) _le)]

seklinde (2.8) denkleminin bir kompleks homojen versiyonudur. Bu doniigiim de

onceki ornekteki gibi CP' — CP' dir. Fakat P, doniisiimii bire-bir degildir.

ue R igin; [1:u] bi¢imindeki noktalar, {[z,:z, ] : z, # 0} afin komsulugunda
bir goriintitye sahiptir. Bu durumda bu P, doniisiimii, (2.8)’de verilen bire-bir, reel

parametrik egriye smirlanir. Homojen koordinatlarda sonsuzdaki nokta tekrardan
uygun olarak ele alindig: takdirde (2.4)’deki gibi ;
P.([0:1]) =[2k : —i(k* —=1)] =[1: —iB]

seklinde olur.
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Elipsin bir komplikasyonunu tanimlamak icin gerekli olan bir takim

doniisiimler vardir. Bunlar;

F:CP' > CP'

[2,: 2,117, :7]

seklindeki kompleks eslenik doniisiimii,

A:CP' — CP'xCP!

[z, : 1= Uz 7], F(zy: D)

seklindeki reel diyagonal doniisiimii ve

s:CP'xCP' - CP’

([zo 2z 1 [wy s w D> Lzgwy & 2owy 2 zw, - W]

seklindeki Segre doniisiimiidiir. F ’nin sabit nokta kiimesi RP' < CP' seklindeki

reel projektif dogrudur. A’nin goriintiisii tam olarak;

A(CP"Y ={(z,w): w=F(2)}

seklindeki reel altmanifold olur. s’nin goriintiisii tam olarak;

S((CPIX(CPI):{[;O : ;1 : ;2 : ;3]: ;0§3—;1.§2=0}

kiimesidir ve bu CP*’de bir diferansiyellenebilir hiperyiizeydir. Bu yiizden s’nin

goriintiisti 2- boyutlu indirgenemez bir cesittir.

Ec CP' elipsine uygulanan G, parametrik doniisiimii;
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G, :CP' — CP'xCP'
[Z() : ZI]H(EC([Z() : Zl])v (FOB<0F )([Z() : Zl]))
= (12K (25" +2,°) 1 2 (K* +1) 2z, +i (K2 =1) (2, = 2,°)],

[2k (z,°+2,°) 1 2 (K> +1) z,2,-i (K =1) (2, = 2,°)])

seklindedir.

Burada G, (CP') c CP'xCP' uzaylarmin her ikisi de kompleks cesitlerdir ve

bunlar sirasiyla reel alt cesitler olarak A(E) < A(CP') seklindeki reel elipsin ve

inversive diizlemin goriintiilerini kapsarlar.

P, doniisiimii 1y1 tanimlh oldugundan G, doniisiimii de 1yi tanimhdir. Eger;
[z, : z]e RP" ise G, ([z, : 7 1), A’nin goriintiisiindedir ve A(E) =G, (RP") dir.
Boylece G, ’nin goriintiisii sonsuz sayida nokta icerir fakat bu doniisim Orten

degildir. Ornegin, ([1 : 0], [0 : 1]) noktas1 goriintiide degildir.

G, doniisiimii, ¢ift katli nokta hari¢ bire-birdir. P, :CP' — CP' doniisiimii

genel olarak ikiye-birdir: Herhangi bir z=[z, : z,]i¢in;

' =[H(1=k*) zp+ (1+k*) z, s (1+k*) 7, +H(1-k*) 7, ]

noktasi, P, (z)=P,(z") seklinde z ile aym goriintiiye sahiptir. Benzer sekilde;

F o P, o F doniisiimii de genel olarak ikiye-birdir ki burada,

2"=[i(-k>)z, + (A +kP)z : (1+k>)z, —i(1—k*)z,]

noktasi, (FoP, oF)(z)=(F P oF)(z") seklindeki esitligi saglar.
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Eger; G, (z)=G,(w) ise bu durumda ya w=z ya da w=z'=z" olur ve
yalmizca z'=z" esitliginin ¢oziimii [1 : i] ve [1 : -i]’dir. Bdylece k’dan bagimsiz

olarak;
G ([1:iDp=G, ((1:-1)=(0:1],[0:1])

dir. G, kompleks egrisinin bu ¢ift katli noktasi, sonsuzda reel elipsin ayrik noktasina

karsilik gelir ki; bu nokta, (2.3) denklemindeki O noktasinin tersidir.

CP'xCP'’de G (CP') egrisinin kapali denklemi, ([z,:z],[w,:w])

bi-homojen koordinatlarda;

2
k* +1 k-1
Z'wy +w 'z = (k—zj W, 29w, + T“) 22w, =0 2.11)

seklinde verilir. Bu denklemde w=[w,:w] yerine Z =[Z,:7] yazilirsa, (2.9)

denklemi elde edilir.

(2.11) denklemindeki [z,:z,] ve [w,:w] degerlerinin [l:z] ve [1:Z]
degerleri ile yer degistirilmesi durumunda da Tanim 2.1.5’deki gibi reel bir egri

yeniden elde edilir.

s0G,:CP' — CP’ bileskesi iyi tammlidir. Boylece bu parametrize uzay
egrisinin goriintiisii indirgenemez bir ¢esittir. Bu goriintli sonsuz sayida noktaya

sahiptir. Ayrica bu goriintii, (soA)(E) seklinde elipsin goriintiisiinii icerir. Fakat
G, doniisiimii orten olmadigindan (soG,)(CP'), s(CP'xCP') Segre gesidinin
tamami degildir. Dolayisiyla bu goriintii 1-boyutludur. s bire-bir oldugundan s G,

doniisiimii; CP*’de [0:0:0:1] seklinde tam olarak bir tane cift kath noktaya

sahiptir.
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4. Ispat 2.2.6 : Aslinda burada T kesirli lineer doniisiimler i¢in Sonug 2.2.7
ispatlanacaktir. Fakat bu, teoremin ispat1 icin yeterlidir. Ispatta komplike bir elips

g6z Oniine alimustir.

(2.10)’daki gibi (kesirli) lineer doniisiim verilirse, 7, doniisiimii;

T.:CP'xCP' — CP'xCP'
(z.w) > (T(2),(F oT o F)(w))

seklinde tanimlanir.

T, doniisiimii iyi tanimli, bire-bir ve cebirsel bir doniisiimdiir. Ayrica,
T.oA=AoT’dir. soT oG, bileskesi tam olarak bir tane cift katli noktaya sahiptir ve

onun goriintiisii CP*’iin indirgenemez, bir boyutlu alt ¢esididir.

Eger T, Sonu¢ 2.2.7°'nin hipotezindeki gibi E elipsinin bir simetrisi ve
z€ E ise bu durumda; T(z)e E ve (I,oA)(z)=(AT)(z)e A(E) olur. Boylece
soT oG, ’mmn goriintiisii; soG, 'min goriintiisiiniin bir alt kiimesi olan (soA)(E)
sonsuz kiimesini icerir. Bu iki gOriintiiniin kesisimi pozitif boyutun bir cesidi
oldugundan goriintiiler cakismalidir. Ozellikle, G,’nin ve T.oG, 'min goriintiileri

aym yerde cift kath noktaya sahip olmalidir.
([0:11,[0:1D) =T ([0:1,[0:1]) = (T ([0:1]), (F T = F)([0:1]))
esitligine dikkat edilirse 7' doniisiimii [0:1] noktasini sabit birakir.
Sonug olarak, c = 0’dir. Boylece T bir benzerlik doniisiimiidiir.

Buradan su sonug ¢ikarilabilir; 7. déniisiimii A(CP')’yi sabit biraktigindan
elipsin T (FE) seklindeki herhangi bir M&bius doniisiimii, 7'(e) *da bir acnode ile reel

bikuadratik kapali denklemine sahiptir.
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Yukandaki ispatta en 6nemli adim egrilerin indirgenemezligidir ki; bu durum
su sonuca varmay1 saglar: ki kompleks egri reel elips iizerinde kesisirse bunlar her

yerde cakisir.

Bir kompleks projektif uzaydan diger bir kompleks projektif uzaya olan iyi
tanimli bir polinom doniisiimii, indirgenemez ceside es olan bir goriintiiye sahiptir.
Bu bir ifadenin indirgenmezligini belirlemek i¢in miikemmel bir yoldur. Ciinkii iyi
taniml bir parametrik doniisiimii kontrol etmek cogu kez bulmaya c¢alismaktan daha
kolaydir.

Acaba ayni ispat cemberlere uygulanirsa ne olur?

Eger (2.7) c¢emberinin parametrik doniisiimii, kompleks homojen

koordinatlara genisletilirse;

P:lzy: 7,1 [zo2 + le 1 2rz,2, +u(z02 + le) + i(r(202 — zlz) + v(zo2 + zlz))]

olur. Bu doniisiim iyi tanimh degildir. Ciinkii (1,—/) vektorii tarafindan gerilen

dogru tizerindeki her bir nokta (0,0)’a doniistiiriir. Yukaridaki denklem diizenlenirse;
P:lz,: 7,1 [(zy +iz N zy —iz) : (u+v+ir)zy+ (r+i(u+v))z,)(z, —iz)]
seklinde olur. Burada eger; z,—iz, Ogesi sadelestirilirse P: CP' — CP' doniisiimii

bir kesirli lineer doniisiime genisler. Bu durumda ¢ember; bu kompleks koordinat

sisteminde bir diigiim noktasina sahip degildir.
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3. ELiPSLERDE YANSIMA OZELLIiGi

Bu boliimde elipsin bir odagindan gelen herhangi bir 1sinin elipse carptiktan
sonra diger odaktan gececek sekilde yansimasi 6zelligi ele alinip, elipsin bu fiziksel
0zelliginin giinliik hayattaki kullanimlarindan birka¢i orneklerle agiklanmigtir. Daha
sonra da elipsin bu karakteristik 6zelliginden yararlanilarak elde edilen geri donme
doniigiimiintin aslinda bir Mobius donilisiimii oldugu gosterilmistir. Bunun ig¢in

agilikli olarak [12, 13] numaral kaynaklardan faydalanilmistir.

Sekil 3.1 : Elipslerde yansima 6zelligi

Elipslerde yansima oldukca 6nemli bir 6zelliktir. Bu 6zelligin ispat1 asagida

sekli  verilen elips  kullamlarak  basit  bir  sekilde  gosterilmistir.
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B(0,b)

P(xy, yy)
a M

F,(c,0) |A(a,0) | D(d,0)

B'(0,-b)

Sekil 3.2 : Bir P(x,,y,) noktasinda elipse teget olan |RR '| dogru parcasina

gore yansima

Elipslerde bu yansima 6zelligini gostermek icin yapilmas1 gereken yukarida

verilen sekilde o=/ oldugunu ispatlamaktir. Sekil 3.2’de |RR '| dogru pargasi

elipse teget ve P(x,,Y,) noktasi da teget noktasi olarak segilmistir.

Eger (F,RP) licgeni i¢in siniis teoremi uygulanirsa;

sin a = sin(z — o) = LR RSNY
d(P,F)
olur. Burada,
d(P,F)=a+é&x, o

ve
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2
du;R)=3—+c=l{aﬁuw%)=ﬁ{a+g%)=ﬁunJQ (3.2)

Xo Xo Xo Xo

olur. Bulunan bu degerler yukarida yerine yazilirsa;

4 4(P,F)siny
. X, a .
sina = =—siny 3.3)
d(P.F)  x,

esitligi elde edilir. Benzer sekilde (F,RP) li¢geni i¢in de siniis teoremi uygulanirsa;

sin 8 = d(F,R)siny
d(P,F,)
olur. Burada;
d(P,F,))=a—¢&x, 3.4
ve
2
d(F,,R)= £ ¢ :i(a2 —aexo) = i(a—(s‘xo) = id(P, F,) (3.5)
X0 X0 Xo X0

olur. Bunlar da yukaridaki denklemde yerine yazilirlarsa;

4 4(P,F,)siny

) X, a .
sin = =—sin 3.6
inf AP.F) &)1W (3.6)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla (3.3) ve (3.6) denklemlerinden sina =sin 8 dir.
Burada 0 <a+ f <7z oldugundan = f olur. Boylece elipslerde yansima ozelligi

gosterilmistir.
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Elipslerin bu fiziksel 6zelligi lazer teknolojisinde ¢ok onemlidir. Ornegin bu
ozellik tipta, bobrek taslarimi kirmada kullamilir. Hasta, pargalanacak tas odak
noktalarindan birinde olacak sekilde su dolu eliptik bir kiivete yatirilir. Elipsin diger
odak noktasindan yayilan yiiksek enerji dalgalart elipsin yiizeyine carparak diger
odak noktasina, yani bobrek tasina yogunlasir ve boylece bobrek tasi tuz buz olur.
Ayrica elipslerin bu 6zelligi haberlesmede ya da casuslukta kullanilabilir. Ornegin
tavani elips biciminde olan bir mekanda, bir odak noktasina yerlesmis birinin her
fisiltis1 diger odak noktasinda da duyulabilir. Londra’daki Aziz Paul Katedralinin

boyle bir 6zelligi vardir.

Ayrica cemberler elipslerin odaklarinin ¢akismast durumu oldugundan
cemberlerde yansima su sekildedir: Cemberde merkezden gelen bir 1sin ¢ember
tarafindan geldigi yoldan geri donecek bicimde yansitilir. O halde simdi
cemberlerdeki ve elipslerdeki yansima ozellikleri ele alinarak geri donme doniigiimii
elde edilecektir. Daha sonrada elde edilen bu doniisiimiin; katsayilar1 hiperbolik

fonksiyonlardan olusan bir M6bius doniisiimii oldugu gosterilecektir.

3.1 Geri Donme Doniisiimii

Elipsin bir odagindan c¢ikan 1sin elipse carptiktan sonra elipsin diger
odagindan gececek sekilde yansir. Bu sekilde 2n defa yansima gerceklesirse

elipsin F; odagindan ¢ikan ilk 151n ile yine bu odaktan ¢ikan son 1sin arasinda bir
iliski vardir. Ayrica ilk 1s1nin F; merkezli ¢emberle kesisimi olan z noktasinin yine

bu cemberle son 151n1n kesisimi olan w noktasi arasinda da bir iliski vardir. Iste bu

iliskiyi gosteren z — w doniisiimii n. geri donme doniigiimii olarak isimlendirilir.
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Sekil 3.3 : Birinci geri dénme doniisiimii z — w

Eger yukarida verilen sekildeki F, merkezli ¢ember birim c¢ember ise

asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.1 : n. geri donme doniisiimii;

_ (cosh nd)z—sinhnd
—(sinh nd)z + cosh nd

3.7)

seklindeki Mobius doniistimleri ile verilir. Burada verilen o, elipsin dismerkezligi

1+&°

€ ile iliskilidir. Bu iliski cosh5=1 > seklindedir.
- &

Bu teoremin ispati, bir kez n=1 i¢in olusturuldugunda n>1 olmasi durumu

artik Mobius doniisiimlerinin bilinen 6zelliklerinden ortaya cikar.

Ispat 3.1 : Sekil 3.3°de € dismerkezli bir elipsin kutupsal gosterimi;
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B a(l—ez) B Y

_ — 3.8)
1-&€cos@ 1—&cosb
veya
a(l-&
= ( ) = ‘ (3.9
l-€cos¢p 1—¢&cosg
seklindedir.

Sekil 3.3’de verilen elipsin F, odag: orjinde ve biiyiik ekseni de 8 =0 151

boyunca yatiyor olarak kabul edilmistir. Ayrica elipsin odaklar1 arasindaki mesafe

de;

2¢&l
1-¢°

d(F,F,)=

dir. Sekil 3.3’de verilen z=¢" noktasi birinci geri donme doniisiimii ile w=—e
noktasina tasiir. Teoremin ispati i¢cin F{PQ li¢geninin alanindan yararlanilmistir.

FPQ tggeninin alani siniis teoremi kullamilarak iki farkli sekilde bulunabilir.

Oncelikle F,PQ iiggeninde (8+ ¢) agist gbz Oniine alinirsa;
A(F,PQ) :%rpsin(¢9+¢)) (3.10)

dir. F,PQ ii¢geninin alam ikinci bir yol olarak;
A(F,PQ) = A(F,PF,)+ A(F,QF,)

seklinde bulunabilir. Buradan da;
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A(EPQ)=%d(Fl,F2)(rsir16’+psin(p) (3.11)
olur. Dolayistyla (3.10) denklemi ile (3.11) denklemi birbirine esittir. Yani,

%rpsin(t9+¢)):%d(Fl,Fz)(rsint9+psin(0)

olur. Burada esitligin her iki tarafi %rp ‘ye boliiniir ve d(F,F,) yerine degeri

yazilirsa;

Sin(0+ ) = 2€€2 {31n6?+51n¢}
1-¢ Yo r

2¢ (ﬁ ol j
= | —sin@+—sin @
1-e\ p r

- 252 [(1-£cos @)sin 6+ (1—£cos @) sin @]
—&

dir. Burada gerekli islemler yapildiginda;
(1+€%)sin(6+ @) = 2¢ (sin 6 +sin 9) (3.12)

ifadesi elde edilir.  (3.12) denkleminde siniis fonksiyonlarinin iistel gosterimleri

yerine yazilir ve esitligin her tarafi 2i ile ¢arpilirsa;
(1+€2)(ei(0+(p) _e—i(0+(p)) 228(610 _e—iﬂ +ei(p _e—i(p)

olur. Elde edilen bu esitlikte z=¢" ve w=—e degerleri yerine yazilir ve denklem

diizenlenirse,
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(1+&%)(w* - 2*) =2e2w(z+w)—2e(z+w) (3.13)

ifadesi elde edilir.

Dikkat edilirse Sekil 3.3’de geri donme doniisiimii 1 ve -1 noktalarini sabit
birakir. Diger noktalar icin de z ve w noktalarinin her ikisi de ya pozitif sanal
kisimli yart acik cember iizerinde ya da negatif sanal kisimli yar agik ¢cember
izerinde olacaktir. O halde z+w=#0 dir. Bu yiizden (3.13) denkleminin her iki

tarafi z+ w ile boliinebilir. Boylece;

(1+€)z-2¢
Wws— — (3.14)
—2ez+(1+€7)

ifadesi elde edilir. Acaba elde edilen bu geri dénme doniisiimii,
T:Cu{eo} > Cufe}

az+b
cz+

s a,b,c,de C

7> T(z2)=

seklindeki Mobius doniisiimlerinin A = ad —bc # 0 sartini saglar m1?
A=(1+&)(1+€)—(-2¢)(-2¢) =(1-€*) #0
oldugundan (3.14) ifadesi bir Mobius doniisiimiidiir. Yine 1. boliimde M&bius

doniisiimlerinin A =ad —bc #0 kosulunu doniisiimiin pay ve paydasini +JA ile

bolerek ad —bc=1 seklinde alinabilecegi gosterilmisti. O halde (3.14)

doniigiimiiniin pay ve paydast +JA = *(1-¢£%) ile boliiniirse;
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1+ &2 2¢
t(1-¢?)  t(1-&)
w=— —

3.15

_ 2 14 £ e
T(1-€*) " *1-¢&%)

. : 1+¢€ y : 2¢

olur. Teoremin ifadesinde cosho = s olarak alindigindan sinh ¢ = s

—-& —-&

olacaktir. Bu iki deger (3.15) denkleminde yerine yazilirsa;
hd)z—(sinho

(cosh §) 2 —(sinh ) , cosh’ d—sinh* S =1 (3.16)

b —(sinh &) z +(cosh &)

olur. Boylece ¢cemberde ve elipste yansima ozellikleri kullanilarak elde edilen geri

donme doniigiimiiniin aslinda bir Mobius doniisiimii oldugu gosterilmis oldu.
Sonug 3.2 : Eger z=¢" ve w=¢" ise n. geri donme doniisiimii;

(cosh2nd)cos ¢ —(sinh 2n6)

3.17
—(sinh 2nd) cos @+ (cosh 2nd) G4

cos@Q'=

seklinde yazilabilir.

Ispat3.2:

esitliginde (3.7) ifadesi yerine yazilirsa;

1{ (coshnd)z—sinhnd  —(sinhnd)z+coshnd

' +
€S =3 —(sinhnd)z+coshnd  (coshnd)z—sinhnd
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olur. Burada gerekli islemler yapilir ve hiperbolik trigonometrik fonksiyonlardaki
ozdeslikler kullanilirsa;

(cosh 2nd)cos ¢ —(sinh 2nd)
cos@'=
v —(sinh 2nd) cos @+ (cosh 2nd)

esitligi elde edilir.
Dikkat edilirse Sonu¢ 3.2’de verilen doniisim de yine bir Mobius

doniisiimiidiir. Ayrica oldukega sasirticidir ki Sonug 3.2°de verilen Mébius doniisiimii

Teorem 3.1’de verilen Mobius doniisiimiiniin karesidir.
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