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OZET

CHAKI PSEUDO SIMETRIK MANIiFOLDLAR
ismail AYDOGDU

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmani: Dog. Dr. Cihan OZGUR)
Balikesir, 2009

Bu ¢alismada Chaki pseudo simetrik, pseudo Ricci simetrik, pseudo-projektif
Ricci simetrik, zayif simetrik Riemann manifoldlar1 ele alinmistir. Ayrica pseudo
simetrik mitkemmel akigskanli uzay zamani incelenmis ve bazi fiziksel uygulamalar
verilmigtir.

Yedi bolimden olusan bu tezin birinci boliimii giris boliimiidiir.
Ikinci béliim ise bazi temel tanim ve dzelliklerden olusmaktadir.

Ucgiincii béliimde Chaki pseudo simetrik manifoldlarmn tanimi yapilmis, iki
boyutlu pseudo simetrik manifoldlar ve Einstein pseudo simetrik manifoldlarla ilgili
teoremler ve ispatlar1 verilmistir.

Dordiincii bolimde pseudo Ricci simetrik manifold tanimi yapilmis ve bu
manifoldlar i¢in skaler egrilik fonksiyonunun bazi 6zellikleri incelenmistir.

Besinci boliimde pseudo-projektif Ricci simetrik manifoldlar tanimlanmis ve
bir vektor alaninin enerji fonksiyonuyla ilgili teoremler verilmistir.

Altinc1 boliimde zayif simetrik Riemann manifoldlar ayrintili olarak ele
alinmis ve bu manifoldlarla ilgili baz1 temel sonuglar verilmistir.

Son boliim olan yedinci boliimde ise Chaki pseudo simetrik manifoldlarin
baz fiziksel uygulamalarindan bahsedilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Pseudo simetrik, pseudo Ricci simetrik,
pseudo-projektif simetrik manifold, miikkemmel akiskan uzay-zamana.
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ABSTRACT

CHAKI PSEUDO SYMMETRIC MANIFOLDS
Ismail AYDOGDU
Balikesir University, Institue of Science, Department of Mathematics

(M.Sc. Thesis / Supervisor: Associate Prof. Dr.Cihan OZGUR)
Balikesir - TURKIYE, 2009

In this thesis, Chaki pseudo symmetric, pseudo Ricci symmetric, pseudo-
projective Ricci symmetric, weakly symmetric Riemann manifolds are studied.
Furthermore a pseudo symmetric perfect fluid space-time is investigated and given
some physical applications.

This thesis consists of seven chapters and the first is the introduction.

In the second chapter, some notions and definitions which will be used in the
next chapters are given.

In the third chapter, the notion of Chaki pseudo symmetric manifold is
defined and some theorems and their proofs are given.

In the fourth chapter, the pseudo Ricci symmetric manifold is defined and
some properties of the scalar curvature are studied.

In the fifth chapter, the pseudo-projective Ricci symmetric manifolds are
defined and some theorems related to the energy function of a vector field are given.

In the sixth chapter, the weakly symmetric Riemann manifolds are studied
comprehensively and some fundamental results are given.

In the seventh and final chapter, some physical applications of pseudo
symmetric manifolds are given.

KEY WORDS: pseudo symmetric, pseudo Ricci symmetric, pseudo-
projective symmetric manifold, perfect fluid space-time.

il



ICINDEKILER

OZET, ANAHTAR KELIMELER
ABSTRACT, KEY WORDS
ICINDEKILER

SIMGELER DIiZiNI

ONSOZ

1. GIRIS

2. TEMEL KAVRAMLAR

3. CHAKI PSEUDO SIMETRIK MANIFOLDLAR
3.1 Tanim (Chaki Pseudo Simetrik Manifold)

3.2 iki Boyutlu Pseudo Simetrik Manifoldlar

3.3 Sabit Skaler Egrilikli Uzay Olarak (PS), (n >2)
3.4 Einstein Pseudo Simetrik Manifoldlar

3.5 Codazzi Tipinde Ricci Tensoriine Sahip Pseudo Simetrik Manifoldlar

4. PSEUDO RICCI SIMETRIK MANIFOLDLAR
4.1 Tanim (Pseudo Ricci Simetrik Manifold)

4.2 (PRS), ‘de Skaler Egrilik

4.3 (PRS), ‘de Ricci Tensorii ve U Vektor Alani

4.4 Konform Olarak Flat (PRS), (n>3)

v

Sayfa

i
11
v
Vi

vil

11
11
12
14
15

17

19
19
19

21

23



5. PSEUDO-PROJEKTIF RICCI SIMETRIK MANIFOLDLAR
5.1 Tanim (Pseudo-Projektif Ricci Simetrik Manifold)

5.2 (PWRS), ‘nin Skaler Egriligi

5.3 Torse Formunda Verilen U Vektor Alani

5.4 Torse Formunda Verilen U Vektér Alaninin Enerjisi

6. ZAYIF SIMETRIK RIEMANN MANIFOLDLAR

6.1 Tanim (Zayif Simetrik Manifold)

6.2 Zayif Simetrik Manifoldlar I¢in Temel Sonuglar

6.3 Konform Olarak Flat Zay1f Simetrik Manifoldlar

7. CHAKI PSEUDO SIMETRIK MUKEMMEL AKISKANLI UZAY
ZAMANI

7.1 Tanim (Milkemmel Akiskanli Uzay Zaman)

7.2 Miikemmel Akiskan Madde Igerikli Chaki Pseudo Simetrik Uzay-Zamani

7.3 Miikemmel Akigkan Madde Igerikli, Sifirdan Farkli Sabit Skaler Egrilige
Sahip Chaki Pseudo Simetrik Uzay-Zamani

KAYNAKLAR

29

29

31

32

34

37

37

38

41

51

51

53

55

57



SIMGELER DiZiNi

M, M"

A,B,w

div

Manifold
Metrik Tensor
Lie Parantez Operatorii

Tanjant Vektor Uzayi

Vektor Alanlar1 Uzay1
Levi-Civita Koneksiyon
Riemann-Christoffel Egrilik Tensorii
Ricci Egrilik Tensorii

Ricci Operatorii

Skaler Egrilik Fonksiyonu
Diferensiyel Operatorii

Weyl Konformal Egrilik Tensorii
Tensor Carpimi

I-Form

Di1s Carpim Operatorii

Divergens Operatorii

Projektif Ricci Tensori

Vi



ONSOZ

“Matematik, akademisyenlerin los koridorlarda birbirlerinin kulagina
fisildadig1 anlasilmaz kavramlardan olusan bilgiler yumag degildir. Matematik,
hayat1 dolu dolu yasamis insanlarin sevingleri, lizlintiileri, basar1 ve yenilgileriyle
olusturduklart bir insanlik macerasidir.” diyor Sinan Sertdz, Matematigin Aydinlik
Diinyasi1 adli kitabinda.

Atildigim bu macerada bilgi ve deneyimiyle bana yol gosteren, sevgi,
hosgorii ve algak goniilliiliigiiyle 6rnek olan, danigmanin 6tesinde bir agabey gibi her
zaman yanimda olan, bilim insani, ¢ok degerli hocam Dog. Dr. Cihan OZGUR’e
tesekkiirii bir borg bilirim.

Uzerimde her birinin ayr1 ayr1 emegi olan Balikesir Universitesi, Matematik
Boliimii 6gretim tiyelerine ve benden higbir yardimi esirgemeyen arastirma gorevlisi
sayin Sibel SULAR’a tesekkiir ederim.

Son olarak da egitim gordiigiim sire boyunca benden maddi ve manevi
desteklerini esirgemeyen, canimdan ¢ok sevdigim biricik annem Fatma AYDOGDU

ve sevgili babam Necati AYDOGDU’ya, ablalarim, agabeylerim ve kiigiik kardesim
Yunus Emre’ye sevgi ve saygilarimi sunarim.

Balikesir, 2009 ismail AYDOGDU
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1. GIRIS

Chaki pseudo simetrik manifoldlar ilk defa 1987 yilinda Hintli geometrici
Manindra Chandra Chaki (M. C. Chaki) tarafindan ortaya atilmistir.

1988 yilinda yine M. C. Chaki pseudo Ricci simetrik manifold kavramini
tanimlamistir.

Chaki’nin bu makalelerinden sonra birgok geometrici benzer tanimlamalar
yaparak yeni tip manifoldlar iizerinde ¢alismaya baslamislardir.  Ornegin L.

Tama'ssy, T. Q. Binh, U. C. De ve S. Bandyopadhy gibi geometriciler Chaki pseudo

simetrik manifold kavrami yardimyla pseudo-projektif Ricci simetrik manifold ve
zay1lf simetrik manifold tanimlarini verip bu tiir manifoldlarin bazi 6zelliklerini

incelemislerdir.

1998 yilinda B. Chaki, S. Ray ve A. Konar yaptiklar1 makalede Chaki pseudo
simetrik manifoldlarin fiziksel alanda uygulanabilir oldugunu gosterdiler. 4-boyutlu
Chaki pseudo simetrik manifoldun Lorentz metrigiyle birlikte bir uzay-zamani
modeli olusturmasindan hareketle miikemmel akiskanli uzay-zamanin bazi

ozelliklerini arastirdilar.

Bu tez ise Chaki pseudo simetrik, pseudo Ricci simetrik, pseudo-projektif
Ricci simetrik ve zayif simetrik Riemann manifoldlar hakkinda elde edilen
sonuglarin bir derlemesi niteligindedir. Ayrica pseudo simetrik manifoldlarin

fiziksel uygulamalar1 da verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanim ve oOzellikler

verilecektir.

Tanmm 2.1 M bir diferensiyellenebilir (C”) manifold olsun. M iizerindeki
diferensiyellenebilir (C*) vektdr alanlarin kiimesini y (M) ile ve M manifoldundan

reel sayilar kiimesi R ye C” foksiyonlarin kiimesini de C”(M,R) ile gdsterelim.

Eger M manifoldu lizerinde:

g xM)x y(M)——C"(M,R) 2.1)
biciminde; pozitif, simetrik ve 2-lineer bir Riemann metrigi tanimlanabiliyorsa, bu
metrikle birlikte M manifolduna Riemann manifoldu denir [1]. n-boyutlu bir
Riemann manifoldu (M", g) biciminde gosterilir.

Tamm 2.2 M bir diferensiyellenebilir manifold olmak {izere,

Vi (M)x y(M)—2 y(M)

(2.2)
(X.,Y)— VX, Y)=V,Y
doniisimii; Vf,g e C*(M,R) ve VX,Y,Z € y(M) igin:
i) V,(Y+2Z)=V, Y+V, Z
i) Vy o, Z=fV,Z+gV,Z
iii) V,(/Y)= /V, ¥+ X()Y (23)

kosullarini sagliyorsa V ‘ya M manifoldu iizerinde bir afin koneksiyon denir [2].



Tanmm 2.3 (M,g) bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde bir afin

koneksiyon olsun. V déniisiimii; VX,Y,Z € y(M) igin:

i) V, Y-V, X=[X,Y] (sifir torsiyon 6zelligi)

ii) Xg(¥,Z2)=g(V,Y,Z)+g(Y,V,Z) (metrikle bagdasma 6zelligi) (2.4)

kosullarim1 sagliyorsa V ‘ya M 1lizerinde Riemann koneksiyon veya Levi-Civita

koneksiyon denir [2].

Tamm 2.4 (M",g)(n>2) bir Riemann manifoldu olsun. VX € y(M") ve (k>1)

icin (0,k) tipinde bir 7 tensor alaninin kovaryant tiirevi:

(VT)(XlaXza---,Xk;X):(VXT)(XlaXza---,Xk)

k
=V, (T(X, X g X)) = D T(X oV X e, X, ) (2.5)

i=1
bi¢giminde tanimlanir [1].
Eger bir U vektor alani i¢in:

V., U =aX +o(X)U (2.6)

esitligi saglaniyorsa U vektor alanina torse formundadir denir. Burada a sifirdan

farkli bir skaler, w ise bir 1-formdur [4].

Tanmm 2.5 (M,g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerindeki Levi-Civita

koneksiyon olsun. Buradan:

R:y(M)x y(M)x x(M)——> x(M)

2.7
(X,Y,Z)—>R(X,Y)Z = VXVYZ_VYVXZ_V[X,Y]Z @D



biciminde tanimlanan R fonksiyonu (1,3) tipinde bir tensér alamidir ve M

manifoldunun Riemann egrilik tensor alam olarak adlandirilir. Ayrica

R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W) bigiminde tanimlanan tensére de M manifoldunun

Riemann-Christoffel egrilik tensorii denir [5].
VX,Y,Z,W e y(M) icin Riemann egrilik tensorii agagidaki kosullar1 saglar [5].

i) R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z

i) g(RX, Y)W, W)=—-g(R(X,Y)W,V)

iii) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z, X)Y =0

iv) g(ROX, Y)WV, W)=g(R(V,W)X,Y)

V) g(X,R(Y,ZW)=R(Y,ZW,X). (2.8)

Tanim 2.6 (M,g) Riemann manifoldunun R egrilik tensorii her yerde sifir ise M

manifolduna flattir denir.
Eger bir M manifoldu i¢in:
VR=0 (2.9)
ise M ’ye lokal simetrik manifold adi1 verilir [5].

Tanim 2.7 (M,g) bir Riemann manifoldu, X bir vektor alan1 ve 4 da bir 1-form

olmak iizere, V,,V;,........ V. eT M(r=1) vektorleri igin M manifoldu lizerinde:

(Cr AN PIV VsV = AX (DL, Ve V,) (2.10)

r

bi¢iminde tanimlanan C, A4 ,(r—1)-formuna A ‘nin X ile kontraksiyonu denir [5].

Tamm 2.8 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. {e,e,,....,e,} bu manifold

tizerinde baz vektor alanlarimi géstermek {izere:



S:y(M")x y(M")—>R

(X,Y)—)S(X,Y):Zn:g(R(ei,X)Y,ei)

i=1

2.11)

bi¢ciminde taniml1 (0,2) tipindeki S tensér alanina M {iizerinde Ricci egrilik tensor

alani denir [5].

Eger M" manifoldu i¢in:

V§=0

ise M" Ricci simetrik manifold olarak adlandirilir [5].

Ayrica L Ricci operatorii:

g(LX,Y)=S(X,Y)

bi¢giminde tanimlanir [1].

Tanmm 2.9 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun.

tizerinde baz vektor alanlarin1 gostermek lizere;

r:Zn:S(ei,ei)
i=1

(2.12)

(2.13)

{e.,e,,....,e,} bu manifold

(2.14)

biciminde tanimlanan » fonksiyonuna, M" manifoldunun skaler egrilik fonksiyonu

adi verilir [6].

Tanim 2.10 (M",g) bir Riemann manifold olmak iizere VX,Y € y(M") igin:

S(X,Y)=1g(X,Y)

(2.15)



olacak bigimde bir A: M —— R fonksiyonu varsa, yani M" manifoldunda S Ricci

tensorli g metrik tensorliniin bir kat1 ise M" manifolduna bir Einstein manifoldu

denir. Ayrica n>2 i¢in A sabittir ve 2-boyutlu her manifold Einstein manifolddur

[6].
Tanmm 2.11 (M, g) bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger,
V,HY,2)=0(X)S(Y,2) (2.16)
olacak bigimde bir Q(X) 1-formu varsa, M ’ye Ricci rekiirent denir [7].
Ayrica M manifoldunun S Ricci tensorti:
V,HY,2)=(V,H(Y,X) (2.17)
kosulunu sagliyorsa S ’ye Codazzi tipindedir denir [8].

Tanmmm 2.12 M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. f:M —R, C”

fonksiyonunun diferensiyeli : pe M ve X, €T ,M olmak tizere, M tiizerinde:
df(X,)=V, f (2.18)
bi¢iminde tanimlanan df , C* 1-formudur [2].

M manifoldu tzerinde C* bir w 1-formunun dis tirevi: X ,,Y, €T,M ve
p € M olmak iizere, M iizerinde:

dw(X

P

,Yp):VXPW(Y)—VYPW(X)—W([X,Y](p)) (2.19)



bi¢ciminde tanimlanan C* dw 2-formudur [2]. Burada X ve Y; p noktasini igeren

ve M manifoldunun agik bir alt kiimesi olan bir U kiimesi tizerinde X(p)=X, ve

Y(p) =Y, bigiminde tanmimlanan tanjant vektor alanlaridir. [X,Y] ise M iizerinde:

biciminde taniml Lie parantez operatériidiir.

Burada eger dw =0 ise w 1-formuna kapalidir denir [2].

Lemma 2.13 f:M ——>R, C* bir fonksiyon ve w da yine M {iizerinde C” bir

1-form olsun. Bu durumda:

i) ddf)=0
i) d(fw)=df Aw+ fdw 2.21)

kosullar1 gergeklenir [2].

Tanmm 2.14 (M",g) bir Riemann manifoldu olmak ilizere X,Y € y(M") ve w, ve

w, M flzerinde 1-formlar olsunlar.

(W AW )X, Y) = w (XDw, (V) = w (T)w, (X) (2.22)

bi¢iminde tanimlanan w, A w, fonksiyonu M iizerinde bir 2-formdur ve w, ve w, 1-

formlarinin dig ¢arpimi olarak adlandirilir [2].

Tamm 2.15 (M",g) bir Riemann manifoldu olmak tizere eger M" ‘nin R egrilik

tensorl; VX,Y,Z e y(M") ve ceR igin:

R(X,Y)Z=c{g(Y,Z2)X —g(X,2)Y}| (2.23)



biciminde ise M"’e sabit egrilikli uzay denir ve M"(c) ile gosterilir [1].

Tamm 2.16 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. VX,Y,Z e y(M") igin:

C(X,Y)Z =R(X,Y)Z - % [S(Y,Z)X —S(X,Z)Y +g(Y,Z)LX
e

—-g(X,Z)LY |+ [g(Y.Z)X - g(X,Z)Y] (2.24)

_r
(n=1)(n-2)

biciminde tanimlanan C tensdriine M" manifoldunun Weyl konformal egrilik

tensorii denir [9].

Eger bir (M",g) (n>4) Riemann manifoldu i¢cin C =0 ise M" manifolduna

konform olarak flattir denir.

Bir M manifoldu icin =3 ise C=0 her zaman saglanir fakat M

manifoldunun konform olarak flat olmas1 gerekmez [6].

Ayrica C Weyl konformal egrilik tensoriiniin divergensi:

(divC)(X,Y)Z = ( i j[(vXS)(Y,Z) (VS X~ [{g(X,V)dr(Z)
n-2 2n-1)
—-g(Y,Z)dr(X)}] (2.25)

bi¢ciminde tanimlanir [10].
Tanmm 2.17 (M",g)(n > 2) Riemann manifoldu icin projektif egrilik tensorii;

W(X,Y)Z=R(X,Y))Z —Ll [S(Y.Z2)X -S(X,Z)Y] (2.26)
"



bi¢ciminde tanimlanir [10, s.135]. Ayrica W projektif egrilik tensoriinii kullanarak

(0,2) tipindeki P projektif Ricci tensoriinii ;

P(X,Y)=W(X,e,e,Y) (2.27)

bi¢iminde tanimlayabiliriz. Burada {e},(1<i<n) (M",g)’nin tanjant uzayinin

ortonormal bir bazidir.

Tamm 2.18 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M"’nin S Ricci tensorii

VX,Y e y(M") igin:
S(X,Y)=ag(X,Y)+bA(X)AY) (2.28)
kosulunu saglhiyorsa M" ’e kuazi-Einstein manifold denir [11].
Burada a ve b reel degerli fonksiyonlar ve U bir vektor alani olmak tizere; 4,
AX)=g(X,U) (2.29)
bi¢giminde tanimlanan bir 1-formdur.

Tamm 2.19 (M",g) (n>3) konform olarak flat bir Riemann manifoldu olsun.

M"’nin R egrilik tensorii:

R(X,Y)Z=a[g(Y,2)X —g(X,Z)Y|+b[AN)A(Z)X —g(X,Z)AY)U

+g(Y,Z)A(X)U — A(X)A(Z)Y | (2.30)

kosulunu sagliyorsa M" manifolduna kuazi-sabit egrilikli manifold denir[12].

Burada A4, (2.29) esitligini saglayan bir 1-form, a ve b birer skaler olup b # 0
dir.



Tanim 2.20 Jordan kanonik formundaki bir matrisin bloklarmin mertebelerinden
olusan kiimeye bu matrisin Segre karakteristigi denir. Ayni kokii iceren alt

matrislerle bu matrise karsilik gelen tamsayilar ayni parantez i¢inde gosterilirler [13].

Buradaki Jordan kanonik formu blok matrisin 6zel bir tipidir. Her blok kendi

aralarinda gruplanmais sabitlerden olusur [3].

Tamm 2.21 V, 4-boyutlu reel vektor uzay1 ve g, V lzerinde g:V xV——>R

tanimli bir Lorentz i¢ carpimi olmak tlizere U € V' vektoriine;

i) gU,U)>0 ise uzay-benzeri
ii) gU,U)<0 ise zaman-benzeri

iii) g(U,U)=0 ise null veya isik-benzeri
vektor denir [14].

Tamm 2.22 f her mertebeden tiirevi olan reel degerli bir fonksiyon olmak {izere;

f=58W.0) @31)

bicimde tanimlanan f fonksiyonuna U vektor alaninin enerji fonksiyonu denir [15].

Tamm 2.23 (M",g) (n>2) flat olmayan bir Riemann manifoldu olsun. M" ‘nin

S Ricci tensoru sifirdan farkli ve

(V. S)Y,Z) = A(X)S(Y,Z)+ B(Y)S(X,Z)+ D(Z)S(Y, X) (2.32)

kosulunu sagliyorsa M" ‘e zayif Ricci simetrik manifold denir [24].

Burada 4,B,D sifirdan farkli 1-formlardir. Bu tlir manifoldlar (WRS),

simgesiyle gosterilirler.

10



3. CHAKI PSEUDO SIMETRIiK MANIiFOLDLAR

Bu boliimde Chaki pseudo simetrik manifoldlarin  bazi  6zelliklerini

inceleyecegiz.

3.1 Tamim (Chaki Pseudo Simetrik Manifold)

(M",g) (n>2) flat olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Eger M"’nin

egrilik tensorii R; VX,Y,Z,W € y(M")igin:

(V RYY,ZW =24(X)R(Y,Z)W + A)R(X,Z)W + A(Z)R(Y, X)W
+AWR(Y,Z)X +g(R(Y,ZW, XU (3.1)

esitligini sagliyor ise M" ‘ ye pseudo simetrik manifold adi verilir [16]. Burada V,
M" tizerinde Levi-Civita koneksiyonu, A sifirdan farkli bir 1-formdur. Her X

vektor alani igin;
g(X,U)=A(X) (3.2)
bi¢iminde tanimlananU vektor alanina da 4 1-formunun iireteci denir.
Eger (3.1) denkleminde A 1-formu sifir olarak alinirsa manifold lokal simetrik

manifold haline indirgenir. Bu yiizden pseudo simetrik ismi tercih edilmistir. #n-

boyutlu bir pseudo simetrik manifold (PS), simgesiyle gosterilir.

Simdi (3.1) denkleminde esitligin her iki tarafinin keyfi bir V' vektor alaniyla i¢

carpimini alalim. Boylece

11



(V R, ZW,V)=2AX)RY,Z,W.V)+ AY)R(X,Z,W,V)
+AZ)R(Y, X, W, V)+ AW)RY,Z, X, V) + gV, U)RY,Z, W, X) (3.3)

bulunur. (3.3) denkleminde Y ve V' iizerinden kontraksiyon yapilirsa;

(V S)Z,W)=24(X)S(Z, W)+ AR(X,Z)W) + A(R(Z,W)X)
+AZ)S(X, W)+ AW)S(Z, X) (3.4)

elde edilir. (3.4) denkleminde de Z ve W iizerinden kontraksiyon yapilir ve (2.13)

esitligi kullanilirsa;

dr(X) =24(X)r+S(X,U)+S(X,U)+S(X,U)+S(X,U)
=2A4(X)r +4S(X,U)
= 24(X)r+4g(LX,U) (3.5)

bulunur.

3.2 iki Boyutlu Pseudo Simetrik Manifoldlar

Teorem 3.2.1 2-boyutlu pseudo simetrik manifoldlarda tiretece karsilik gelen 1-

form kapalidir [16].

Ispat : Tanim 2.11°den Q 1-formunun

O(X) = X.(logr) (3.6)

biciminde yazilabilecegini ve [17]’den 2-boyutlu her manifoldun rekiirent manifold

oldugunu biliyoruz.

Ayrica 2-boyutlu her manifoldun Einstein manifoldu oldugunu biliyoruz [6].

Simdi (2.15) esitliginin her iki yaninin X ve Y ’ye gore kontraksiyonunu yaparsak;
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bulunur. Bu deger (2.15) ‘de yerine yazilirsa 2-boyutlu bir manifold i¢in;
S(X,Y)= % 2(X,7) (3.7)
denklemi elde edilebilir. (3.5) denkleminde (3.7) denklemi kullanilirsa
dr(X)=24(X)r+ 4(%] g(X,U)

olur. Bu denkemin her iki tarafina da 2A4(X)r eklenir ve denklem diizenlenirse;
dr(X)+2A(X)r-2rg(X,U)=4A(X)r (3.8)

elde edilir. (3.6) denkleminden
O(X)=X.(logr)= la’r(X) yani dr(X)=rQ(X)
r

yazilabilir. Bu deger (3.8) denklemindeki yerine yazilirsa:
rQ(X)-4A4(X))=0 (3.9)

bulunur.
Simdi (M?,g) manifoldunda =0 oldugunu farz edelim. Bu durumda

manifold flat olur. Bu ise pseudo simetrik manifold tanimiyla ¢elisir. O halde » # 0

dir. Boylece (3.9) denkleminden

O(X) —44(X)=0 veya A(X)= % 0(X) (3.10)
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olmalidir.

Ayrica 1-formun tiirevinin bir 2-form oldugunu ve

dO(X,Y) = XO(Y)-YO(X) - Q(V Y -V, X)

= XO(Y) - YO(X) - O(V, ¥)+ O(V, X)

biciminde tanimlandigini (2.19) esitliginden biliyoruz. Bodylece (3.6) denklemini
kullanarak dQ(X,Y)=0 bulunur. Bu ise Q I-formunun kapali olmas1 demektir.

(3.10) denklemi yardimiyla 4 1-formunun da kapali oldugu goriliir. [
Bu teoremden hareketle asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 3.2.2 2-boyutlu pseudo simetrik bir manifoldun skaler egriligi sabit olamaz

[16].

Ispat: Eger » sabit olsaydi, (3.8) denkleminden ya » =0 yada 4(X)=0 olmaldur.
Ancak bu miimkiin degildir.

3.3 Sabit Skaler Egrilikli Uzay Olarak (PS), (n >2)

Teorem 3.3.1 Eger n-boyutlu pseudo simetrik manifoldda skaler egrilik sabit ise U

vektor alan1 yoniindeki Ricci egriligi —% dir [16].

Ispat: (PS), (n>2) de r skaler egriliginin sabit odugunu varsayalim. O halde;
dr(X)=0

olacaktir. (3.5) denkleminden
24(X)r+4g(LX,U)=0
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ve buradan da
g(LX,U):—%A(X) (3.11)

bulunur.
Simdi (3.11) esitligi saglansin. O halde yine (3.5) geregi r sabit olmalidir.
Bundan dolay1 eger (3.11) esitligi saglaniyorsa, (PS),(n>2) sabit skaler egrilige

sahiptir diyebiliriz.

Tekrar (3.11) esitliginin saglandigin1 farz edelim. (2.13) esitliginden

faydalanarak;

S(U,U) = —%A(U)

yani

SU,U)
gU,U) 2

elde edilir ki bu U yoniindeki Ricci egriliginin —% olmas1 demektir [18]. Bdylece

ispat tamamlanir. []

3.4 Einstein Pseudo Simetrik Manifoldlar

Teorem 3.4.1 Einstein pseudo simetrik manifoldda » skaler egriligi sifirdir [16].
Ispat : Bir (M",g) (n>2) Einstein manifoldunda r skaler egriliginin sabit
oldugunu biliyoruz [19]. O halde bir Einstein pseudo simetrik manifoldu igin
dr(X) =0 olacaktir. (3.5) denkleminden;

AX)r+2g(LX,U)=0 yani A(X)r+2S(X,U)=0 (3.12)
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elde edilir.
Bir Einstein manifoldu i¢in S(X,Y) =L g(X,Y) bi¢ciminde yazilabileceginden,
n

(3.12) esitligi;

AX)r+2 4(X) =0 veya (n+2jrA(X):0 (3.13)
n n

bi¢ciminde yazilabilir.

A(X) 1-formu sifir olamayacagindan (3.13) denkleminde » = 0 olmahdir. [

Simdi de (M",g) (n>2) pseudo simetrik manifoldunun sabit egrilikli uzay

formunda oldugunu varsayalim. O halde Tanim 2.15’den R egrilik tensorii i¢in:
R(X.Y,ZW)=clg(Y,Z)g(X. W)~ g(X,Z)g(Y, W)} (3.14)

yazilabilir. Ayrica sabit egrilikli her uzay Einstein manifoldu olacagindan Teorem
3.4.1 geregi sabit egrilikli (PS), (n>2)’de skaler egrilik »=0 dir. (3.14)

denkleminde Y ve Z iizerinden kontraksiyon yapilirsa;
S(X,W)=c{ng(X,W)—g(X,W)}

bulunur. Bu denklemde de X ve W iizerinden kontraksiyon yapilarak;
r=c(n—1n

elde edilir. Burada =0 ise ¢=0 olmahdir. ¢=0 olursa (3.14) denkleminden

R(X,Y,Z,W)=0 olur ki bu ise tanimla celisir. Boylece asagidaki sonucu

verebiliriz.
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Sonu¢ 3.4.2 n-boyutlu bir pseudo simetrik manifold sabit egrilikli uzay formunda
olamaz [16].
[19] geregi 3-boyutlu FEinstein manifoldlar sabit egrilikli uzay formunda

olduklarindan, Sonug 3.4.2 geregi asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.4.3 3-boyutlu Einstein pseudo simetrik manifold yoktur [16].

3.5 Codazzi Tipinde Ricci Tensoriine Sahip Pseudo Simetrik Manifoldlar

Bu boliimde Ricci tensorii Codazzi tipinde verilen pseudo simetrik manifoldlar

calisilacaktir.

Teorem 3.5.1 Pseudo simetrik bir manifoldda (»>3) Ricci tensorii Codazzi tipinde

ise C Weyl konformal egrilik tensorii i¢in divC =0 dir [16].

Ispat : (3.4) denkleminden;

(V  S)Y,Z)+(V,S)NZ, X) +(V ,S)X,Y) = 2A4(X)S(Y,Z) + A(Y)S(X, Z)
+A(Z)S(Y, X)+ A(X)S(Z,Y)+ AR(Y,Z)X) + A(R(Y, X)Z) +2A(Z)S(X,Y)
+A(X)S(Z,Y) + A(Y)S(X,Z)+ AR(Z, X)Y) + A(R(Z,Y) X)

elde edilir. Bu denklem diizenlenirse;

(V. S)Y,Z)+(V,S)NZ, X)+(V,S)X,Y) =4 AX)S(Y,Z)
+AMN)S(Z, X) + A(Z)S(X,Y)] (3.15)

bulunur. (2.17) esitligi kullanilarak (3.15) denklemi;

3V SH)Y,Z)=4AX)SY,Z)+ AY)S(Z,X)+ A(Z)S(X,Y)] (3.16)

bi¢ciminde yazilabilir. (3.16) denkleminde Y ve Z iizerinden kontraksiyon yapilirsa;
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3dr(X) =4[ A(X)r+2g(LX,U)] (3.17)

olur. (3.17) denkleminde (3.5) kullanilirsa;

dr(X)=0 (3.18)

elde edilir. O halde (2.17), (2.25) ve (3.18) esitliklerinden (divC)(X,Y)Z =0

bulunur. [

Teorem 3.5.2 3-boyutlu pseudo simetrik manifoldda Ricci tensorii Codazzi tipinde

i1se bu manifold konform olarak flattir [16].

Ispat: (1,3) tipindeki / tensor alaning;

(X, 2=V, HY,2)-(V, )Y, X) +

Sy 8 2 2)

-g(Y,Z)dr(X)] (3.19)

bi¢ciminde tanimlayalim.

Eger Ricci tensorii Codazzi tipinde ise (2.17) ve (3.18) esitliklerinden dolay1
(3.19) denkleminde /(X,Y)Z =0 olur. [10]’dan bir (M°,g) manifoldunun ancak ve
ancak /(X,Y)Z =0 iken konform olarak flat oldugunu biliyoruz. Bdylece ispat

tamamlanir. [
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4. PSEUDO RICCI SIMETRIK MANIFOLDLAR

4.1 Tamim (Pseudo Ricci Simetrik Manifold)

(M",g) (n> 3) flat olmayan bir Riemann manifoldu olmak iizere, M " ’nin S

Ricci tensori, VX,Y,Z € y(M") igin;

(VS)Y,Z)=2A(X)S(Y,Z)+ AY)S(X,Z) +A(Z)S(Y, X) 4.1)

esitligini sagliyorsa M"’ye pseudo Ricci simetrik manifold denir [20]. Burada A4
sifirdan farkli bir 1-form ve VX € y(M") i¢in g(X,U) = A(X) dir.

Pseudo Ricci simetrik manifoldlar (PRS), simgesiyle gosterilirler. Bu

manifoldlar i¢in pseudo Ricci simetrik ismi tercih edilmistir, ¢iinkii eger (4.1)

denkleminde A4 I-formu sifir olarak alinirsa (V,S)(Y,Z)=0 olacak ve manifold

Ricci simetrik haline doniisecektir. Pseudo simetrik her manifold pseudo Ricci

simetriktir fakat tersi her zaman dogru degildir.

4.2 (PRS), ‘de Skaler Egrilik

Teorem 4.2.1 (M",g) (n=2) pseudo Ricci simetrik bir manifold olmak {izere, eger

M " ’nin skaler egriligi r, sabit ise sifirdir. Eger r#0 ise A4 1-formu kapalidir

[20].

Ispat : L, Ricci operatoriinii gdstermek iizere, B 1-formunu;

B(X)= A(LX)
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biciminde tanimlayalim. (4.1) denklemi kullanilarak;

(V. S)Y,Z)—(V,S)Y,X)=2AX)S(Y,Z)+ A(Y)S(X, Z)+ A(Z)S(Y, X)
“2A(Z)S(Y,X)— AY)S(Z, X) - AX)S(Y,Z)
= A(X)S(Y,Z)- A(Z)S(Y, X) (4.2)

elde edilir. Buradan Y ve Z iizerinden kontraksiyon yapilirsa ve [21] yardimiyla
dr(X) —%dr(X) = A(X)r—-B(X)

bulunur. Bdylece:

dr(X)=2A(X)r-2B(X) (4.3)
elde edilir. Ayrica (4.1) denkleminde Y ve Z iizerinden kontraksiyon yapilirsa;

dr(X)=2A(X)r+2B(X) (4.4)
esitligi elde edilir. (4.3) ve (4.4) esitliklerinden;

B(X)=0 (4.5)
olacag goriiliir. O halde bu esitlige dayanarak (4.4) denklemini;

dr(X)=2A(X)r (4.6)

biciminde yazabiliriz. Bu esitlikte her iki tarafin dis tiirevi alinirsa, Lemma 2.13

yardimuiyla:

d(dr(X)) = 2d(A(X)r)
0=2[dr(X)A(Y)—dr(Y)A(X)+rdA(X,Y)]
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bulunur. Burada (4.6) denklemi kullanilirsa;

2rdA(X,Y)=0
yani
rdA(X,Y)=0 (4.7)

elde edilir.

Eger r skaler egriligi sabit ise (4.6)’dan 2A(X)r =0 olur. A4 1-formu sifirdan
farkli olacagindan » =0 olmalidir. Eger » # 0 ise (4.7) denkleminden dA(X,Y)=0

olur ki bu 4 1-formunun kapali olmas1 anlamina gelir. []

4.3 (PRS), ‘de Ricci Tensorii ve U Vektor Alam

Teorem 4.3.1 (M",g) (n>2) pseudo Ricci simetrik bir manifold olmak {izere,

M"’nin U frete¢ vektor alani, (2.6) esitligiyle verilen torse formundaysa

a=—AU) dur [20].

Ispat : (4.5)’den B(X)=0 idi. Yani B(X)=A(LX)=g(LX,U)=0 dir. Buradan

VX e y(M") igin;

S(X,U)=0 (4.8)

bulunur.

Simdi de

(V. S)Y,Z)=V S(Y,Z)-S(V,Y,Z)-S(Y,V ,Z)

esitliginde Z =U alirsak,
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vV, HF,U)=V, Sx,U)-SV,Y,U)-S¥,V,U)
elde edilir. (4.1) ve (4.8) esitliklerini kullanarak;

(V X, U)=24(X)SY,U)+ AY)S(X,U)+ AU)S(Y,X)
elde edilir. Buradan da kovaryant tiirev tanim1 yardimiyla:

vV, S,U)-SV,Y,U)-S¥,V,U)=AU)SY,X)
ve

S(Y,V. U)+ AU)SY, X)=0 (4.9)

bulunur. U vektér alam1 torse formunda oldugundan (2.6) denklemi (4.9)

denklemindeki yerine yazilirsa:
[a+AU)ISY,X)=0

elde edilir. Burada S(Y,X)#0 oldugundan a+ A(U)=0 ve a=—-A(U) bulunur.
[

Teorem 4.3.2 (M",g) (n>2) skaler egriligi sifirdan farkli bir pseudo Ricci

simetrik manifold olsun. M"’nin U vektor alani, torse formunda ve enerjisi sabit

ise konsirkulardir [20].
Ispat : /= % g(U,U) (4.10)

torse formunda verilen U vektor alaninin enerjisi olsun. VY € y(M") igin,

g, V) =aw(Y)

olarak tanimlayalim. (4.10) denkleminde her iki tarafin tiirevini alirsak,
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df(Y)=%[g(VYU,U)+g(U,VYU)]=g(VYU’U)

bulunur. U vektor alani torse formunda verildiginden (2.6)’dan

df (Y) = g(aY +o(Y)U,U)
=g(aY,U)+g(&,Y)gU,U)

olur ve (4.10) denklemi kullanilarak:
df(Y)=g(Y,aU+2f¢)
elde edilir. O halde
gradf =aU+2fE=—AU)U+ AWU)E 4.11)
yazilabilir. £ sabitise (4.11)‘den
AU)E-U)=0
olur. A(U)# 0 oldugundan & =U olmaldir.

Boylece VY e y(M") i¢in @w(Y)= A(Y) bulunur. r#0 oldugundan Teorem

4.2.1 ‘den A 1-formu kapali ve dolayisiyla @ 1-formu da kapal olacaktir. @
1-formu kapali iken U vektor alaninin konsirkular oldugunu biliyoruz [4]. O halde

ispat tamamlanir. []

4.4 Konform Olarak Flat (PRS), (n>3)

Daha o6nce pseudo Ricci simetrik bir manifoldun pseudo simetrik olmadigin
sOylemistik. Bu bdliimde pseudo Ricci simetrik bir manifoldun eger konform olarak

flat ise pseudo simetrik haline doniisecegini gosterecegiz.
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Teorem 4.4.1 Konform olarak flat pseudo Ricci simetrik bir manifold eger pseudo

Ricci simetrik manifoldla ayni birlesen 1-forma sahipse pseudo simetriktir [20].

Ispat : (M",g) konform olarak flat bir manifold olsun. O halde:

(ViSHY,2)=(V, ST, X) =

> [dr(X)g(Y,Z)-dr(Z)g(X,Y)]  (4.12)
(n=1)

esitligini yazabiliriz [10]. (4.6) esitligi kullanilarak bu denklem:

1
2(n-1)

(V. SY,Z)—(V,S)(Y,X)= [24(X)rg(Y,Z)-2A(Z)rg(X,Y)]

_ ﬁ[A(X)g(Y,Z)— A(Z)g(X,Y)]

biciminde yazilabilir. Ayrica (4.2) ve (4.12) denklemleri kullanildiginda;

[S(Y,Z)—ﬁg(Y,Z)}A(X) =[S(X, Y)—ﬁg(x, Y)}A(Z)

elde edilir. Burada X =U alinirsa ve (4.8) denklemi kullanilirsa;

[S(Y,Z)— ) lg(Y,Z)}A(U)z{S(U,Y)— g 1 g(U,Y)}A(Z) (4.13)
bulunur. Ayrica
1
= 4 4.14
r(X) 20 (X) (4.14)

bi¢iminde tanimlanirsa (4.13) denklemi:
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r

S(Y,2)=——[g(¥,Z)-T(V)T(Z)] (4.15)

n—1
haline doniistir. S(Y,Z) # 0 oldugundan (4.15) denkleminde » # 0 olmalidir.

Boylece konform olarak flat bir pseudo Ricci simetrik manifoldda skaler egrilik

sifirdan farklidir.

Yine konform olarak flat bir (M",g) (n>3) manifoldu i¢cin C =0 olacagindan
(2.24) denkleminden;

R(X.,Y,Z,W) =L2[S(Y,Z)g(X,W)—S(X,Z)g(Y,W)+S(X,W)g(Y,Z)

_S(Y,W)g(X,Z)]+(n_ L _[g(X,2)g(Y,W)-g(Y,Z)g(X,W)] (4.16)

D(n-2)

esitligini yazabiliriz. (4.15) denklemini (4.16) denkleminde yerine yazilirsa;

R(X.Y,Z,W) = g, Z2)g(X,. W) - g(X,Z2)g(Y. W)}

-
(n=1)(n-2) !
+T(XT(2)g(Y, W) -T(MT(2)g(X,W)+T(Y)T(W)g(X,Z)

~T(X)TW)g(Y,Z)] (4.17)

denklemi elde edilir. Simdi de

»__n-l1 (4.18)
(n=2)r
olmak tizere;
B(Y,Z)=t5(Y,Z) (4.19)

olarak tanimlayalim. Buradan,
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S(Y,Z):%B(Y,Z) ve (4.14)’den

g1, 2) =" 2B 2) + T(NT(2)
r
bulunur. Son olarak (4.17) denklemini;

R(X,Y,Z,W)= g(Y,Z){g(X,W)—T(X)T(W)}

_
(n—l)(n—Z)

~g(¥.M){g(X,2)~T(X)T(Z)} - g(X.W)T(Y)T(Z) +g(X,Z)T(Y)T(W)](4.20)

bi¢iminde yazabiliriz. (4.20) denkleminde 7 ’'nin degeri yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa:

r (n—1)

Rx.1,2,W) = (n—l)(n -2)

{B(Y,Z)B(X,W)—B(X,Z)B(Y,W)}

olarak bulunur. Buradan da
R(X,Y,ZW)={B(Y,Z)B(X,W)—B(X,Z)B(Y,W)} (4.21)
denklemi elde edilir. Bu son denklemde her iki tarafin kovaryant tiirevini alirsak;

(V,RY(X,Y,ZW)=B(X,W)V,B)Y,Z)+B(Y,Z)V,B)X,W)

—BY,W)(V,B)X,Z)-B(X,Z)(V,B)Y,W) (4.22)
esitligini elde ederiz. Simdi de (4.18) denkleminin kovaryant tiirevini alalim.

—(n—-1)(n-2)dr(X)

2dt(X) = o2y

olur. (4.6) ve (4.18) denklemleri yardimiyla;
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dt(X)=—tA(X) (4.23)
bulunur. Bu defa (4.19) denkleminden kovaryant tiirev alinirsa;
(V,B)Y,Z)=dt(X)S(Y,Z)+t(V ,S)Y,Z)
elde edilir. Tiim bu esitlikleri (4.22) denkleminde yerine yazarak;

(V,R)X,Y,Z,W)=tdt(V)S(X,W)S(Y,Z)+£*S(X,W)V,S)Y,Z)
+dt(VYS(Y, Z)S(X, W)+ 2S(Y, Z)(V, S)X, W) —tdt(V)S(X, Z)S(Y, W)

—*S(X,Z)V,S)Y,W)—tdt(V)S(Y,W)S(X,Z)-t’SY,W)V,S)X,Z)

denklemini elde ederiz. Simdi (4.23) bu denklemdeki yerine yazilir ve (4.1)

denklemi kullanilirsa;

(V,R)(X,Y,Z,W) =20 AV){S(X,W)S(Y,Z)-S(X,Z)S(Y, W)}

+ [ S(X, W) {240)S(Y, Z)+ AY)S(V, 2) + AZ)S(V,Y)} +S(Y,Z)
240)S(X W)+ AX)SW W)+ AW)SV, X))} =S(X,Z){240)S(Y, V)
+AY)SV W)+ AW)SV,Y)} =SV, W) {240V)S(X,Z) + AX)S(V, Z)

+A(Z)S(V,X)}]

elde edilir. Bu denklemden (4.19) ve (4.21) denklemleri yardimiyla;

(V,R\X,Y,Z,W)==240V)R(X,Y,Z,W)+4AV)R(X,Y,Z,W)
+AX)R(V,Y,Z W)+ AX)R(X,V,Z, W)+ A(Z)R(X,Y,V, W)
+AW)R(X,Y,Z,V) (4.24)

denklemi elde edilir. Bdylece (4.24) denklemi;
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(V,R\(X,Y)Z =2A(V)R(X,Y)Z + A(X)R(V,Y)Z + AY)R(X,V)Z
+A(Z)R(X, YW +g(R(X,Y)Z,V)U

bi¢ciminde yazilabilir. Bu son denklem gbz oniine almirsa (M",g) manifoldunun

pseudo simetrik oldugu goriiliir. [
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5. PSEUDO-PROJEKTIF RICCI SIMETRIK MANIiFOLDLAR

5.1 Tamim (Pseudo-Projektif Ricci Simetrik Manifold)

(M",g) (n>2) flat olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Eger M"’nin

projektif Ricci tensorii P ;

(V P)Y,Z)=2A(X)P(Y,Z)+ AY)P(X,Z)+ A(Z)P(Y,X) (5.1)

esitligini saghiyorsa (M",g) manifolduna pseudo-projektif Ricci simetrik manifold

denir [15]. Bu tiir manifoldlar (PWRS), simgesiyle gosterilirler.

Bu konuyla ilgili teoremlere ge¢meden Once ileride kullanacagimiz bazi
denklemleri elde etmeye calisalim. (2.26) ve (2.27) denklemlerini kullanarak;
W(X,e,e,Y)= R(X,el.,el.,Y)—%[S(el.,el.)g(X,Y)—S(X,el.)g(Y,el.)]
n —

P(X,Y):S(X,Y)—Llrg(X,Y)+L1S(X,Y)
n— n—

r
n—1

- Ll S(X,Y)-——g(X.,Y) (5.2)
ne

esitliklerini yazabiliriz.

(5.2) denkleminden (PWRS),’nin (PRS), olmas1 gerekmedigi sonucuna

varabiliriz. (PWRS), eger r =0 olursa (PRS), haline doniisiir.

[ ve L tanjant uzayin her noktasinda sirasiyla P ve S’ye karsilik gelen

simetrik endomorfizmler olsunlar. Bu durumda,

29



g(IX,Y)=P(X,Y)
ve
g(LX,Y)=S(X,Y)
dir.
(5.2), (5.3) ve (5.4) denklemlerinden;

n r
gX,Y)=——g(LX,Y)———g(X,Y)
n—1 n—1

bulunur ve buradan da

x=-"_rx--"
n—1 n—1

X

elde edilir. (5.5) denklemi {izerinden kontraksiyon yapilirsa;

Cl1=0

olur. (5.1) ve (5.3) denklemleri kullanilarak,

gV, DY,Z)=2A4(X)g(lY,Z)+ A(Y)g(IX,Z)+ A(Z)g(lY,X)

elde edilir. Bu son denklemden de

(V I)(Y) = 2A(X)IY + A(YV)IX + P(X,Y)U

bulunur. Yine (5.6) denkleminin her iki tarafinin kovaryant tiirevi alinirsa;

(V1000 =~ (V, L)(X) - ”Wl) X

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

elde edilir. Sirasiyla (5.7) ve (5.8) denklemleri {izerinden kontraksiyon yapilirsa;
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(div)(X) =2g(IX,U)+ P(X,U)=3P(X,U)

\~

(divl)(X) =

n—2
D) dr(X)

bulunur. (5.9) ve (5.10) denklemlerinden;

n—2
2(n—1)

3P(X,U)= dr(X)

sonucu elde edilir.

5.2 (PWRS), ‘nin Skaler Egriligi

(5.9)

(5.10)

(5.11)

Teorem 5.2.1 (PWRS), ‘nin r skaler egriligi sabittir ve U yoniindeki Ricci egriligi

T dir[15].
n

Ispat : (5.7) denkleminde Y iizerinden kontraksiyon yapilirsa;

0=3P(X,U) veya P(X,U)=0

bulunur. O halde (5.11) denkleminden,

dr(X)=0

olur. Bu ise r skaler egriliginin sabit olmasi anlamima gelir.

denkleminde Y =U alalim. Buradan,

P(X,U)=——S(X,U)-——g(X,U)
n—1 n—1
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denklemi bulunur. (5.12)’den P(X,U)=0 oldugundan bu son denklemden;
S(X.U)=Zg(X,U)
n

elde edilir. Boylece;

SWU,U) _
g(U,U)

r
n

bulunur ki bu U yoniindeki Ricci egriliginin T olmast demektir [22]. O
n

5.3 Torse Formunda Verilen U Vektor Alam

Bu boliimde U vektor alaninin torse formunda oldugunu farzedecegiz. Eger

U vektor alanmi torse formunda ise, Tanim 2.4 ‘den;
V., U=1X+o(X)U (5.13)
esitliginin var oldugunu biliyoruz. Burada A sifirdan farkli bir skaler ve @ ise

sifirdan farkli bir 1-formdur. Bunlara sirasiyla U vektor alaninin skaleri ve 1-formu

denir.

Teorem 5.3.1 (M",g) pseudo-projektif Ricci simetrik bir manifold olmak iizere,

M"’nin U vektdr alam1 torse formundaysa, A skaleri ve @ 1-formu sirasiyla

A=—AU) ve o(X)= %X log(A(U))+ A(X) bigcimindedir [15].

Ispat: (5.1) denkleminde Z =U olarak alalim. Buradan,
(V,P)Y,U)=24AX)PY,U)+ AY)P(X,U)+ AU)P(X,Y) (5.14)
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elde edilir. (5.12) denkleminden P(X,U)=0 idi. Bu esitlik (5.14)’de yerine

yazilirsa;

(V, P)Y,U)= AU)P(X,Y) (5.15)

bulunur. Ayrica Tanim 2.4’ kullanarak

vV, P, U)=V,PY,U)-P(V,Y,U)-PY,V,U)

esitligini yazabiliriz. Yine (5.12) esitligi yardimiyla

(V,P)Y,U)=-P(,V,U)

elde edilir. Bu esitligi (5.15) denkleminde yerine yazarak

-P(Y,V,U)=AU)P(X.Y)

denklemini elde ederiz. Bu son denklemde (5.13)’den V , U yerine yazilirsa;

—P(Y,AX +0(X)U)=AU)P(X,Y)
ve

[+ AU)P(X,Y)=0 (5.16)
elde edilir. Bdylece (5.16) denkleminden

A=—=AU) (5.17)

bulunur. Simdi de A ’y1(5.13) denkleminde yerine yazalim.

(V. U)=-AU)X +o(X)U (5.18)
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olur. Kovaryant tiirev tanimindan

(Vy DHU) =V, AU) - AV, U)

esitligi yazilabilir. Buradan da

(VyA)=V,gU,U)-AV,U)
=2AV,U)-AV,U)

= AV ,U)

elde edilir. (5.18) esitligi bu denklemdeki yerine yazilarak,

(VyAU) = A[-AU)X + o(X)U]
= —AU)AX) + o(X)AU)

bulunur. Buradan da;

_(V,4HU)
o(X) = T A(X)
veya
o(X) = %X [log(A(U))]+ A(X) (5.19)

elde edilir. [

5.4 Torse Formunda Verilen U Vektor Alaninin Enerjisi

Bu boliimde £ enerji fonksiyonunun bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.

Teorem 5.4.1 (M"g), pseudo-projektif Ricci simetrik bir manifold olmak iizere

M"’nin U vektor alani torse formundaysa, U vektor alaninin enerji fonksiyonu olan
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f’nin kritik noktalar1 ya kendisinin ya da U.log(A(U)) fonksiyonunun sifir

yerleridir [15].

Ispat : Herhangi bir Y vektor alani i¢in, g(Y,&) = o(Y) olarak tanimlayalim. Simdi

de (2.31) esitliginin her iki yaninin Y vektor alan1 yoniinde tiirevi alinirsa;

df(Y)=Yf = Y%gw,w

1
= E{g(vyu, U)+gU,V,U}=g(V,U,U)

bulunur. U vektor alani torse formunda verildiginden (5.13)’i kullanarak,

df (V) = g(AY + o(Y)U,U)
=2g(Y,U)+o(Y)g(U,U)
=g(Y,A)+g(Y,2f¢)=g(A +2f&.Y)

elde edilir. Bu denklemde Y =U alinirsa;
df U)=g(AU +2f¢,U)
=Ag(U,U)+2/2(5,U)
=2[A+oU)]f
bulunur. Buradan (5.17) ve (5.19) esitliklerini kullanarak,
df(U)=2 {—A(U) + % Ulog(AU))+ A(U)} f

={Ulog(A(U))} f

elde edilir. Bu son denklemden f fonksiyonunun kritik noktalarimin [23] ya

kendisinin ya da U log(A(U)) ‘nun sifir yerleri oldugu gortliir. [
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Teorem 5.4.2 Pseudo-projektif Ricci simetrik bir manifoldda U vektor alani torse

formunda ve U ’nun enerji fonksiyonu f sabit ise U vektdr alaninin integral

egrileri geodeziklerdir [15].

Ispat : f fonksiyonu sabit oldugundan (5.19)’dan @(X)= A(X) olur. Béylece
(5.18) denklemini;

V., U=—AU)X + A(X)U

biciminde yazabiliriz. Bu denklemde X =U alinirsa;

V,U=-AU)U + AU)U =0

bulunur ki bu U vektér alaninin integral egrilerinin geodeziklerden olustugu

anlamina gelir. []
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6. ZAYIF SIMETRIK RIEMANN MANIFOLDLAR

Zay1f simetrik ve zayif-projektif simetrik manifold kavramlari ilk defa 1989
yilinda L.Tamassy ve T.Q. Binh ortaya atmislardir. Bu boliimde biz sadece zayif

simetrik manifoldlar iizerinde ¢alisacagiz.

6.1 Tammim (Zayif Simetrik Manifold)

(M",g) (n>2) flat olmayan bir Riemann manifoldu olmak iizere eger M " nin

R egrilik tensortii;

(V R\Y,Z,U,V)=AX)R(Y,Z,U,V)+BY)R(X,Z,U,V)
+C(Z)R(Y, X, U,V)+DWU)R(Y,Z,X,V)
+E(V)R(Y,Z,U, X)

kosulunu sagliyorsa M " ’ye zayif simetrik manifold denir [24]. Burada X,Y,Z,U,V
birer vektor alam ve A,B,C,D,E sifirdan farkli 1-formlardir. Bu tiir manifoldlar

(WS), simgesiyle gosterilirler.

Zay1f simetrik manifoldun varligit M. PRVANOVIC' tarafindan ispatlanmistir
[25]. Daha sonra U. C. DE ve S. BANDYOPADHYAY zayif simetrik manifoldda
B=C ve D=E oldugunu gosterdiler [26]. Bodylece zayif simetrik manifoldu

tanimlama sarti,

(V RNY,Z,U,V)=AX)R(Y,Z,U,V)+BY)R(X,Z,U,V)
+B(Z)R(Y, X,U,V)+DWU)RY,Z,X,V)
+D(V)R(Y,Z,U, X) (6.1)

bi¢imine indirgenmis oldu.
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6.2 Zayif Simetrik Manifoldlar Icin Temel Sonuclar

Teorem 6.2.1 (M",g) (n>2)zayif simetrik manifoldu eger,
B(R(X,Z2)U)+D(R(X,U)Z)=0

kosulunu sagliyorsa zayif Ricci simetriktir [27].

Ispat: (6.1) denkleminde Y ve U iizerinden kontraksiyon yaparsak;

(V. S)Z,U)= A(X)S(Z,U)+B(R(X,Z)U)+ B(Z)S(X,U)
DU)S(Z,X)+D(R(X,U)Z) (6.2)

elde edilir. Burada Tanim 2.23 g6z 6niine alinirsa B(R(X,Z)U)+ D(R(X,U)Z)=0

oldugunda manifoldun zayif Ricci simetrik olacagi goriliir. [

Teorem 6.2.2 Zayif simetrik manifoldda skaler egrilik sifirdan farkli ve sabit ise 4

1-formu;
A(X) = —E[B(LX) + D(LX)]
r

biciminde ifade edilebilir [27]. Burada L, g(LX,Y)=S(X,Y) bi¢ciminde

tanimlanan Ricci operatoriidiir.
Ispat: (6.2) denkleminde Z ve U iizerinden kontraksiyon yapilirsa;
dr(X)=A(X)r+2B(LX)+2D(LX) (6.3)

deklemi elde edilir. » skaler egriligi sabit oldugundan dr(X)=0 olur. (6.3)

denkleminden,
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A(X)r = =2[B(LX)+ D(LX)]

bulunur ve bu denklemden de
A(X)= —%[B(LX) + D(LX)] (6.4)
r

elde edilir. []
Ayrica (6.3) denkleminden hareketle asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 6.2.3 Zayif simetrik bir manifoldda skaler egrilik sifir ise VX igin,
B(LX)+ D(LX) =0 kosulu saglanir [27].

Teorem 6.2.4 (M",g) (n>2)zayif simetrik bir manifold olsun. VX € y(M") icin
T(X)=g(X,p)=B(X)—D(X)#0 bi¢giminde tanimlanan p 06z vektoriine karsilik

gelen Ricci tensoriintin 6z degeri % dir [27].

Ispat: (6.2) denkleminde Z ve U vektor alanlarmin yerleri degistirilirse,

(V. SU,Z)= AX)SWU,Z)+BU)S(X,Z)+D(Z)S(X,U)
+B(R(X,U)Z)+D(R(X,Z)U)

elde edilir. Bu denklemi (6.2) denkleminden ¢ikartirsak,
(ViSUZ,U)=(V S)U,Z) =[B(Z)-D(2)]S(X,U)-[B(U)-DU)]IS(X,Z)
+B(R(X,Z)U)-B(R(X,U)Z)+D(R(X,U)Z)

~D(R(X,Z)U) (6.5)

bulunur. Ayrica Bianchi 6zdesliginden,
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R(X,Z)U +R(Z,U)X +R(U,X)Z =0
ve

R(X,U)Z+RU,Z)X+R(Z,X)U =0
oldugundan bu esitlikler kullanilarak,

B(R(X,Z2)U)-B(R(X,U)Z)=B(R(U,Z)X)
ve

D(R(X,U)Z)-D(R(X,Z)U)=-D(R(U,Z)X)

yazilabilir. Bu denklemleri (6.5) denkleminde yerine yazarsak,

[B(Z)—D(Z))S(X,U)-[B(U)-DU)IS(X,Z) {B(R(Z,U)X)
~D(R(Z,U)X)]=0 (6.6)

elde edilir. Bu son denklemde X ve U iizerinden kontraksiyon yapilirsa;
r[B(Z)—-D(Z)]=2[BLZ)—-D(LZ)] (6.7)

bulunur. 7(X)=g(X,p)=B(X)-D(X)#0 biciminde tanimlandigindan (6.7)

denklemini;
T(LZ) :%T(Z) (6.8)

bi¢ciminde yazabiliriz. Bu ise p 0Ozvektoriine karsilik gelen Ricci tensoriiniin 6z

degerinin % olmasi1 demektir. []

Teorem 6.2.5 (M",g) (n>2) =zayif simetrik bir manifold olmak {izere,

VX,Z,Ue y(M") igin,
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T(Z)S(X,U)-T(U)S(X,Z)-T(R(Z,U)X) =0 (6.9)

kosulu saglanir [27]. Burada 7', T(X) = B(X)— D(X) # 0 bi¢giminde tanimlanan bir

1-formdur.

Ispat: T(X)=B(X)-D(X)#0 bigiminde tanimlandigindan (6.6) denkleminden,
T(Z2)S(X,U)-TWU)S(X,Z)-T(R(Z,U)X)=0 elde edilir. [J

6.3 Konform Olarak Flat Zayif Simetrik Manifoldlar

Teorem 6.3.1 (M",g) (n>3) konform olarak flat zayif simetrik bir manifold olsun.

Eger M " ’nin skaler egriligi sifirdan farkli ve sabit ise, S Ricci tensori;

S(X,Z)=ag(X,Z)+a,B(X)B(Z)+a,B(Z)D(X)+a,B(X)B(Z)

+a,B(Z)B(X)+a,B(Z)D(X)+a B(Z)D(X)+a,A(X)B(Z)

formundadir [27]. Burada «a,¢,,0,,...,a, ‘ler r,B(p,) ve B(p,) e gore skalerlerdir.
Ayrica biitin X vektdr alanlari icin B(X) = B(LX) ve D(X)=D(LX) biciminde

tanimlanmustir.

Ispat: Konform olarak flat bir Riemann manifoldu icin,

(ViSHY,2)=(V, )T, X) =

20D [¢(Y.2)dr(X)-g(X.Y)dr(Z)] (6.10)

esitliginin oldugunu biliyoruz. (6.2) denkleminde X ve U ’nun yerini degistirip

elde ettigimiz sonucu (6.2) denkleminden ¢ikartirsak,
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(V  S)Z,U)—=(V,S)Z,X) = A(X)S(Z,U)+ B(Z)S(X,U)+ DU)S(X,Z)
+B(R(X,Z)U)+ D(R(X,U)Z) - AU)S(Z, X)
—B(Z)S(X,U)-D(X)S(U,Z)-B(R(U,Z)X)
—D(R(U, X)Z)

bulunur. Buradan (6.10) esitligini ve Bianchi 6zdesligini kullanarak,

(VySNZ,U) = (VyS)Z, X)) =[A(X) - D(X)|S(U, Z)-[ AU)-DU)]S(X,Z)
+B(R(X,U)Z)+2D(R(X,U)Z)

Ve

1

(ViSNZ,U)=(VyS)Z, X) = 21

[2(Z,U)dr(X)-g(X,Z)dr(U)]| (6.11)

elde edilir.

Simdi p,,p,,p, vektor alanlarmni sirasiyla 4,8 ve D 1-formlarina karsilik
gelen iretecler olarak tanmimlayalim. Yani g(X,p,)=A(X),g(X,p,)=B(X) ve

g(X, p,) = D(X) bigiminde olsun. (6.11) denkleminde U yerine p, alirsak,

[A(X)—D(X)]S(p,.Z)-[A(p,) — D(p,)]S(X.Z)+ B(R(X, p,)Z)

R2D(R(X,p,)Z) =

1
2(n-1) [g(Z’pz)dr(X)_g(X,Z)dr(pz)]

bulunur. (6.3) denklemi yardimiyla bu denklemi;

[4(X) = DX B(LZ) ~[ A(p,) ~ D(p,)|S(X, Z) + BR(X, p,)Z)

1
2(n—1)

—g(X,Z){rd(p,)+2B(Lp,)+2D(Lp,)} |

+2R(X, p,, Z, py) = [ B(Z){rA(X)+2B(LX)+2D(LX)}
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biciminde yazabiliriz. (M",g) zayif simetrik manifoldu sifirdan farkli ve sabit bir

skaler egrilige sahip oldugundan Teorem 6.2.2 ‘den 4 1-formunu;
2
A(X)=——[B(LX)+ D(LX)]
r

bi¢iminde alabiliriz ve buradan,

[A(X) - D(X)] B(LZ)~[A(p,) - D(p,)| S(X, Z)+ R(X, p,, Z, )

1
2(n—1)

2 2

R2R(X,p,,Z, p;) = B(Z)[—r—B(LX) —rZD(LX)+2B(LX)
r r

+2D(LX)]- g(X,Z)[—rEB(LpZ) - r%D(Lpz)} (6.12)
r r

bulunur. (6.12) denklemi diizenlendiginde:

[A(pz)—D(pz)]S(X,Z)—[A(X)—D(X)]B(LZ)+R(p2,X,Z,p2)

+2R(p25X727p3):0 (613)
elde edilir.

Ayrica konform olarak flat bir Riemann manifoldu i¢in C =0 oldugundan
n —

_r
(n=1)(n-2)

-g(Y,Z)g(X,W)] (6.14)

esitligini yazabiliriz. Bu esitlikten,
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R(pss X, 2,p,) + 2R(ps, X, Z, ) = — [S(X. 2)B(py) - BULZ)BCX)

+B(Lp,)g(X,Z)— B(LX)B(Z)+2S8(X,Z)B(p,)—2B(LZ)D(X)

7

+2B(Lp;)g(X,Z)-2D(LX)B(Z)] T -Dn-2)

[B(Z)B(X)~g(X,Z)B(p,)

+2B(Z)D(X)-2g(X,Z)B(p,)]

= ﬁ[S(X,Z){B(p2)+ZB(p3)} ~B(LZ){B(X)+2D(X)} +g(X,Z)

{B(Lp,)+2B(Lp,)} - B(Z){B(LX)+2D(LX)} |+ [B(Z)

_r
(n=1)(n-2)

{B(X)+2D(X)} - g(X,Z){B(p,)+2B(p,)} |
denklemi elde edilir. Bu denklemi (6.13) denkleminde yerine yazarsak,

[4(p,) - D(p,)]S(X, Z)—[A<X>—D(X)]B(LZ)+$[S(X,Z)

{B(p,)+2B(p,)} = BILZ){B(Z)+2D(X)} + g(X,Z){ B(Lp,) +2B(Lp,)}

~B(Z){B(LX)+2D(LX)} |+ — 3 [B(Z2){B(X)+2D(X)}

(n=1)(n—

~g(X,Z){B(p,)+2B(py)} | =0
sonucu bulunur. Bu son denklemden,

S(X,Z)=ag(X,Z)+a,B(X)B(Z)+a,B(Z)D(X)+a,B(X)B(Z)

a,B(Z)B(X)+a,B(Z)D(X)+a,B(Z)D(X)+a,AX)B(Z) (6.15)
elde edilir. [

Simdi kuazi-sabit egrilikli manifold tanimini genelleyerek hiper kuazi-sabit

egrilikli manifold tanimin1 verelim.
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Tamm 6.3.2 (M",g) (n>3) konform olarak flat bir Riemann manifold olsun. M"

manifoldunun R egrilik tensorii;

R(X.,Y,ZW)=a[g(Y,2)g(X,.W)-g(X,Z)g(Y.W)]|+g(X,W)P(Y,Z)

-g(X,Z2)PY W)+ g(Y,Z2)P(X,W)-g(Y , W)P(X,Z)

kosulunu sagliyorsa M" manifolduna hiper-kuazi sabit egrilikli manifold denir [27].

Burada S, f3,,...., B; sifirdan farkl skalerlerdir ve P(Y,Z);

P(Y,Z)= BB(Z)D(Y)+ B,B(Z)B(Y)+ B,B(Z)B(Y) + B,B(Z)B(Y)

+B,B(Z)D(Y)+ B,B(Z)D(Y)+ B,B(Z)B(Y)+ B,B(Z)D(Y)
bi¢giminde tanimlanmastir.

Teorem 6.3.3 (M",g) (n>3)konform olarak flat zayif simetrik bir manifold olsun.

Eger M"’nin skaler egriligi sifirdan farkli ve sabit ise bu manifold hiper kuazi-sabit

egrilikli uzay formundadir [27].

Ispat: (6.4) denklemini (6.15)’daki yerine yazarsak,

S(X,Z)=ag(X,Z)+a,B(X)B(Z)+a,B(Z)D(X)+a,B(X)B(Z)

+a,B(Z)B(X)+a,B(Z)D(X)+a B(Z)D(X)

+a, (—EJ[E(X) +D(X) |B(Z) (6.16)
r

bulunur. (6.16) denklemi (6.14) denklemindeki yerine yazilirsa;
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R(X,Y,Z,W)= ﬁ[ (X, W){ag(¥,Z)+a,B(Y)B(Z)+a,B(Z)D(Y)
+a,B(Y)B(Z)+a,B(Z)B(Y)+a,B(Z)D(Y)+a,B(Z)D(Y)
+a, (—%j [ B)+D(Y) | E(Z)} ~g(Y,W){ag(X,2)
+a,B(X)B(Z)+a,B(Z)D(X)+a,B(X)B(Z) +a,B(Z)B(X)
+a, B(Z)D(X)+a B(Z)D(X)+a, (—%j [ B(X)+D(X) ] E(Z)}

+g(Y,Z){ag(X,W)+a,B(X)B(W)+a,B(W)D(X)

+a,B(X)BW)+ 0, BW)B(X)+a,BW)D(X)+a,BW)D(X)
+a, (—%) [ B(X)+D(X)] E(W)} -g(X,Z){ag(Y, W)

+a,B(Y)BW)+a,BOW)D(Y)+ o, B(Y)BW)+a,BOW)B(Y)

+a, BOW)D(Y) + a, BV )D(Y) + (—Ej | B)+D(Y) | E(W)H
r

W[g(x Z2)g(Y.W)—-g(Y.Z)g(X,W)]

elde edilir. Bu son denklemi,

RX,Y,ZW)=a,[g(Y,Z2)g(X,W)—-g(X,Z)g(Y,W)]|+g(X,W)P(Y,Z)

—8(X,2)PY W)+ g(Y,Z)P(X,W)-g(Y,W)P(X,Z) (6.17)
biciminde yazabiliriz. Burada,

P(Y,Z)=B,B(Z)D(Y)+ B,B(Z)B(Y)+ B, B(Z)B(Y) + B,B(Z)B(Y)

+BB(Z)D(Y) + BB(Z)D(Y) + B,B(Z)B(Y) + B,B(Z)D(Y)

bi¢imindedir ve B, f,,..., f; sifirdan farkl skalerlerdir. (6.17) denklemi ve Tanim

6.3.2 yardimiyla M" manifoldunun hiper kuazi-sabit egrilikli oldugu goriliir. []
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Teorem 6.3.4 (M",g) (n>3) skaler egriligi her yerde sifirdan farkli olan konform

olarak flat zayif simetrik bir manifold olsun. Bu durumda M"; VX € y(M") igin
T(X)=B(X)-D(X)#0 biciminde tanimlanan 7 I1-formuyla birlikte bir kuazi-

Einstein manifolddur [27].

Ispat: (6.9) denkleminde U = p alalim.
T(OI(LX)-T(p)S(X.Z)-T(R(Z,p)U) =0

olur. (6.8) denklemi yardimiyla bu denklemden,
STOOT(Z)=T(P)S(X.2)+R(p, 2. X, p) =0 (6.18)

elde edilir. (M",g) zayif simetrik manifoldu konform olarak flat oldugundan ve

sifirdan farkli skaler egrilige sahip oldugundan (6.14) denkleminden,

R(p,Z,X,p) =ﬁ[S(X,Z)g(p, pP)=S(p, X)g(Z,p)+S(p,p)g(X,Z)

_r
(n—1)(n-2)

1

=E[T(p)S(M)—rT(X)T(Z)+§T(p)g(X, Zﬁ

[T(X)T(Z)-T(p)g(X.Z)]

L
(n—1)(n-2)

yazilabilir. Bu esitligi (6.18) denklemindeki yerine yazarsak,
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r
n-2

%T(X)T(Z)—T(p)S(X,Z)Jr%T(p)S(X,Z)— T(X)T(Z)
n—

r r
22y PN D

T(X)T(Z)- T(p)g(X,2)=0

.
(n—1)(n-2)
olur ve buradan da

3—n
n-2

( (n—2)(n-3)

2(n—1)(n—2)er(X)T(Z)+(

jT(p)S(X,Z)

n—3 i
J{m] rT(p)g(X,Z)=0

denklemi elde edilir. Bdylece
2n=DI'(p)S(X,Z)=rT(p)g(X,Z)+r(n=2)T(X)T(Z) (6.19)
bulunur.

Simdi T(p)#0 oldugunu gosterelim. Tersine 7(p) =0 oldugunu farz edelim.
O halde (6.19) denkleminden r(n—2)T(X)T(Z)=0 olur. n>3 oldugundan ve VX
icin 7(X)# 0 oldugundan » =0 olmalidir ki bu ise hipotezle celisir. Yani 7'(p)#0

dir. Sonug olarak o ve g sifirdan farkli skalerler olmak {izere (6.19) denklemini,
S(X,Z)=ag(X,2)+ PT(X)T(Z) (6.20)

biciminde yazabiliriz. Tanim (2.18) ‘den bu manifoldun bir kuazi-Einstein manifold

oldugu goriilir. []

Teorem 6.3.5 (M",g) (n>3) skaler egriligi her yerde sifirdan farkli olan konform
olarak flat zayif simetrik bir manifold olsun. Bu durumda M", VX € y(M") igin

T(X)=B(X)-D(X)#0 biciminde tanimlanan 7 1-formuyla birlikte kuazi-sabit
egrilikli bir manifolddur [27].
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Ispat: (6.20) denklemini (6.14) denklemindeki yerine yazarsak,

R(X.,Y,Z,W)= ﬁ[ gX M {ag(Y,Z)+ BT()T(Z)}-g(Y.W){ag(X,Z)
+BT(X)T(2)}+g(Y,Z){ag(X, W)+ BT(X)T(W)}

~g(X,Z){ag(Y, W)+ BT(T W)} |+

r
D=y D)~ gV 2)g(X. )]

bulunur. Bu denklemi,

2a r
n-2 (n-1)(n-2)

R(X,Y,Z,W){ j[g(X,W)g(Y,Z)—g(X,Z)g(Y,W)]

LB S (X ITNT(2) - gV NT(XOT(2)

n—

+g(Y,Z)T(X)T(W) - g(X,Z)T(Y)T(W)]

bi¢iminde yazabiliriz. Burada y = 2a__ ! ve 0= P denilirse:
n—-2 (n-1)(n-2) n—

R(X,Y,Z,W)=y[e(X,W)g(Y,Z)~g(X,Z)g(Y W)]+8[g(X.W)T(V)T(Z)
—g(Y,WT(X)T(Z)+g(Y,Z)T(X)T(W) - g(X,Z)T(Y)T(W)]

(6.21)
denklemi elde edilir. Bu son denklem ve Tanim 2.19 yardimiyla A" manifoldunun

kuazi-sabit egrilikli oldugu goriiliir. [
Teorem 6.3.6 (M",g) (n>3) sifirdan farkli skaler egrilige sahip konform olarak

flat zayif simetrik bir manifold olsun. Bu durumda M" hiper kuazi-sabit egrilige

sahiptir[27].
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Ispat: (6.21) denkleminde 7' 1-formunun ifadesi yerine yazilirsa;

RX,Y,Z,W)=y[e(X.W)g(Y,2)-g(X,2)g(Y,W)]+5[g(X, W)
(B(Y)-D(Y))(B(Z)-D(2))-g(X,Z)(B(Y)-D(Y))
(BOV)= D))+ g(Y,Z)(B(X)~D(X))(BWW)-DW))
—g(Y. W) (B(X)D(X))(B(Z)-D(Z))]

Ve

R(X.Y,Z,W)=y[g(X,W)g(Y,Z)-g(X,Z)g(Y.W)]+5[g(X. W)
{B(Y)B(Z)- B(Y)D(Z) - D(Y)B(Z)+ D(Y)D(Z)}
~g(X,Z){B(Y)B(W)—B(Y)D(W)—D(Y)BW)+D(Y)D(W)}
+g(Y,Z){B(X)B(W)—B(X)D(W)—D(X)B(W)+D(X)D(W)}
—g(Y,W){B(X)B(Z)- B(X)D(Z)- D(X)B(Z)+ D(X)D(Z)}

(6.22)
elde edilir. Burada {6BD}=6(BB—BD—DB+DD) olarak tamimlanirsa, (6.22)

denklemi,

RX.,Y,ZW)=y[g(X.W)g(Y,Z)-g(X,Z)g(Y.W)]+ g(X,W){SBD}(Y,Z)
—g(X,Z){SBD}(Y.W)+g(Y,Z){SBD} (X, W)

—g(Y,W){6BD}(X,Z)

biciminde yazilabilir. Bu son denklemden ve Tanim 6.3.2°den M" manifoldunun

hiper kuazi-sabit egrilikli oldugu gorilir. [
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7. CHAKI PSEUDO SIMETRIK MUKEMMEL AKISKANLI UZAY
ZAMANI

Bu boliimde Chaki pseudo simetrik manifoldlarin bazi fiziksel uygulamalarindan
bahsedecegiz.  4-boyutlu pseudo simetrik manifoldlar iizerlerinde tanimlanan

Lorentz metrigiyle birlikte uzay-zamani i¢in bir model olustururlar. Bu uzayin baz

vektoriine akiskanin hiz vektorii karsilik gelir.
7.1 Tamim (Miikemmel Akiskanh Uzay Zaman)

Bu béliimde miikemmel akigkan uzay zamani diye baz vektor alani olarak
akiskanin hiz vektor alanini kabul eden 4-boyutlu pseudo simetrik Lorentz uzayina
diyecegiz [29].

Oncelikle ileride kullanacagimiz baz esitlikleri elde etmeye ¢alisalim. Goreceli
uzay zamani olarak 4-boyutlu pseudo simetrik Lorentz uzaymi ve A4 I1-formuyla
birlesen U baz vektor alanin1 da miikkemmel akiskan maddenin hiz vektorii olarak
alirsak, U zaman-benzeri vektor alani olur. O halde;

gU,U)=-1
ve her X igin

g(X,U) = A(X)

yazilabilir.
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Ayrica Einstein alan denkleminin
1
S—Erg+/1g=KT (7.1)

biciminde yazilabilecegini biliyoruz [28]. Burada A kozmolojik sabit, k¥ yercekimi
sabiti ve 7 de enerji momentum tensoriidiir. Ayrica madde miilkemmel akiskan

oldugundan 7' tensorii:

T=(c+p)A® A+ pg

bicimindedir. Bu denklemde o akiskanin yogunlugunu, p ise basincini simgeler ve

o+ p#0 dir. (7.1) denkleminde 7 ’nin ifadesini yerine yazarsak,

S(X,Y)= %rg(X, Y)-Ag(X,Y)+k[(c+ p)AX)AY)+ pg(X.Y)]

:(%r—l+l{pjg(X,Y)+K(0'+p)A(X)A(Y)
elde ederiz. Bu denklemde X ve Y {iizerinden kontraksiyon yapilirsa;

r:(%r—l+1<pj4—1<(a+p)

=2r—4l+4xp—-ko —Kkp
boylece

r=41+x(oc—-3p) (7.2)

bulunur.
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7.2 Miikemmel Akiskan Madde Icerikli Chaki Pseudo Simetrik Uzay-Zamam

Teorem 7.2.1 (M*,g) Chaki pseudo simetrik uzay-zamani olsun. Eger madde
icerigi milkemmel akiskan ve U baz vektor alani da bu akiskanin hiz vektor alani ise

uzay-zamanin Ricci tensoriiniin Segre karakteristigi [(1 1 1),1] ‘dir [29].
Ispat: (M*, g), Chaki pseudo simetrik bir manifold oldugundan ve U baz vektor

alan1 akigkanin hiz vektoriine karsilik geldiginden g(U,U)=-1 dir. Ayrica (7.1)

esitliginden Einstein alan denklemini
S(X,Y):(%r—/”t+Kp)g(X,Y)+K(0'+p)A(X)A(Y) (7.3)
bi¢ciminde yazabiliriz. Bu denklemde Y =U alinirsa;

S(X,U) =(%r—i+Kp)g(X,U)+K(O'+p)A(X)A(U)
:Gr_z_mj QX U) (7.4)

bulunur. O halde %r —-A—-xo , S Ricci tensoriiniin bir 6z degeridir ve U da bu 6z

degere karsilik gelen 6z vektordiir.

S ‘nin U ‘dan farkli bir 6z vektorii de V' olsun. O halde V' vektorii U ‘ya

dik olacaktir. Yani;
g,U)=0 veya A(V)=0

olmalidir. Simdi de (7.3) denkleminde Y =V alirsak,
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S(X,V)= (ér—ﬂ,+Kp)g(X, VY+x(o+ p)A(X)AWV)

:(%r—ﬂ,Jerjg(X,V)

bulunur. Buradan %r—iﬂc p S ‘nin diger bir 6z degeridir. V' ise bu 6z degere

karsilik gelen 6z vektordiir.

Verilen bir 6z vektore yalniz bir 6z deger karsilik geleceginden ve bu 6z degerler

farkli olduklarindan S Ricci tensoriiniin yalniz %r —-A—KOo ve %r —-A+xp gibi iki
tane 6z degeri vardir. Bu 6z degerlerden %r—l—xa ‘nin kathligma m diyelim.

Boylece uzay-zamanin boyutu 4 oldugundan diger 6z deger %r—lﬂcp ‘nin

katliligt 4 —m olacaktir. Buradan
1 1
m Er—ﬂ—xa +(4—-m) Er—/1+1cp =r (7.5)
yazilabilir. Ayrica (7.2) ve (7.5) denklemleri g6z Oniine alinirsa;
m m
Er—mi—ml{a+2r—4/1+41<p—3r+ml—m1<p =41+k0—-3kp

(c+p)(m-1)=0 (7.6)

bulunur.

o+ p #0 oldugundan (7.6) ‘dan m =1 ‘dir. Boylece %r —A—Kko 0z degerinin

katlilign 1 ve %r—ﬂﬂcp ‘nin katliligi da 3 olacaktir. Buradan S ‘nin Segre

karakteristigi [30] [(111),1] olarak bulunur. [
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7.3 Miikemmel Akiskan Madde Icerikli, Sifirdan Farkh Sabit Skaler Egrilige
Sahip Chaki Pseudo Simetrik Uzay-Zamani

Bu bodlimde Chaki pseudo simetrik uzay-zamaninda miikemmel akiskan

maddenin bazi fiziksel 6zelliklerini inceleyecegiz.
Teorem 7.3.1 (M*,g) sifirdan farkli sabit skaler egrilikli Chaki pseudo simetrik
uzay-zamani olsun. Bu uzayda madde icerigi miikemmel akiskan ve akiskanin hiz

vektor alam1 da uzay-zamanin baz vektor alani ise akiskanin ivme vektorii ve

genisleme skaleri sifirdir [29].

Ispat : (M*, g), Chaki pseudo simetrik bir manifold oldugundan (3.1) denklemi

saglanir. (3.1) denkleminden kontraksiyon yardimuiyla,
dr(X)=2AX)r+4S(X,U) (7.7)

elde edilir. » skaler egriligi sifirdan farkli ve sabit oldugundan (7.7) ‘den
S(X,U) = —% A(X)

bulunur. Bu esitlik ve (7.4) denklemi kullanilirsa,
—%rg(X,U) = (%r—i—Kajg(X,U)

elde edilir. Buradan da
(r—l—Ka)g(X,U)=0 veya (r—ﬂ—Ka)A(X)zO

bulunur. A(X)#0 oldugundan »— A — ko =0 olmalidir. O zaman,
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(7.8)
yazilabilir. o ‘nin bu degeri (7.2) denklemindeki yerine yazilirsa,

A
pP=—
K

bulunur. Burada A ve x sabit olduklarindan p de sabittir. Ayrica (7.8) esitliginde

r sabit oldugundan o ‘nin da sabit oldugu goriiliir. Bu iki esitlik kullanilarak

0+p=£¢0
K

elde edilir.
Miikemmel akiskanlar i¢in enerji ve kuvvet denklemlerinin;
Uo =—(o+ p)divU (7.9)
ve
(o +p)V U =—-gradp—(Up)U (7.10)
biciminde verildigini biliyoruz [31]. O halde;

o+ p#0 ve o ve p sabit olduklarindan (7.9) ve (7.10) ‘dan

divU =0
V,U=0

bulunur. divU genisleme skalerini ve VU da ivme vektoriinii gosterdiginden ispat

tamamlanir. [
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