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OZET

KESIRLI YAYILIM-DALGA DENKLEMLERININ SIiLINDIiRiK
KOORDINATLARDA iNCELENMESI

Derya KARADENIZ
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmani: Yrd. Dog. Dr. Necati OZDEMIR)
Balikesir, 2008

Kesirli Analiz, tamsay1 mertebeli tiirev ve integralin keyfi mertebeye bir
genislemesidir. Pek cok fiziksel sistem ve siirec kesirli tiirevler kullanilarak gercege
daha yakin olarak modellenebilir. Bu yiizden son yillarda kesirli tiirevler uygulamali
matematik, fen ve miihendislik alanlarinda onemli rol oynamaktadir. Kesirli
diferansiyel denklemler sistem dinamiklerini tanimlamak i¢in kullanilir. Dolayistyla
sistem davranigini tanimlayan kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini bulmak
icin pek ¢ok metot ortaya konmustur.

Bir kesirli yayilim-dalga denklemi, klasik yayillm veya dalga
denklemlerindeki birinci ya da ikinci mertebeden tiirevlerin keyfi mertebeden
tirevlerle yer degistirmesi sonucunda elde edilen lineer kismi diferansiyel
denklemdir. Bu denklemlerin ¢6zliimlerini bulmaya yonelik olan ilgi giderek
artmaktadir. Pek ¢ok aragtirmaci kesirli yayilim-dalga denklemlerini anormal
yayillim ve alt yayilim sistemlerinin modellemesi, kesirli rasgele dagilimin
tanimlanmasi gibi sistem davraniglarinin tanimlanmasinda kullanmustir.

Bu tezde, silindirik koordinatlarda tanimlanan kesirli yayilim-dalga
problemlerinin ¢6ziimleri arastirilmistir. Bu yiizden problemin formiilasyonunda
radyal simetri dogal olarak ortaya g¢ikar. Sistem dinamikleri Riemann-Liouville
kesirli tiirevi ile tanimlanmistir.  Problemin analitik ve niimerik c¢oziimlerinin
bulunmasinda sirast ile “Laplace Doniisim Metodu” ve “Griinwald-Letnikov
Yaklasimi” kullanilmistir.  CoOziimlerin  karsilastirilmas:t amaci ile MATLAB
programi kullanilarak bazi simiilasyon sonuclari elde edilmistir. Boylece analitik ve
niimerik ¢6ziimlerin Ortiistigli gosterilmistir. Buna ek olarak, adim uzunluguna,
Bessel fonksiyonlarinin sifirlarinin sayisina ve tiirevlerin mertebesinin degisimine
bagli olarak elde edilen simiilasyon sonuglar1 verilmis ve analiz edilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi / Griinwald-
Letnikov Yaklasimi / Kesirli Yayilim-Dalga Denklemi / Radyal Simetri.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF FRACTIONAL DIFFUSION-WAVE EQUATION IN
CYLINDRICAL COORDINATES

Derya KARADENIZ
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

( M. Sc. Thesis / Supervisor : Assist. Prof. Dr. Necati OZDEMIR)
Balikesir - Turkey, 2008

Fractional Calculus is a generalization of ordinary differentiation and
integration to arbitrary order. Many physical systems and processes can be modeled
more accurately using fractional derivatives. Therefore, fractional derivatives have
played a significant role in applied mathematics, science and engineering areas in
recent years. Fractional differential equations (FDEs) are used to define the system
dynamics. For this reason, several methods have been proposed to find the solution
of the FDEs which describe the behaviour of the system.

A fractional diffusion-wave equation is a linear partial differential equation
obtained from classical diffusion or wave equation by replacing the first /second
order derivative by a fractional derivative. There has been growing interest to
investigate the solutions of this type of equations. Many researchers have used
fractional diffusion-wave equation to define the behaviour of a system such as
modeling of anomalous diffusive and sub-diffusive systems, description of fractional
random walk and so on.

In this thesis, the solutions of a fractional diffusion-wave problem defined in
cylindrical coordinates have been investigated. Therefore, axis-symmetry naturally
arises in formulation of the problem. System dynamics have been defined in terms
of Riemann-Liouville fractional derivative. ‘“Laplace Transform Method” and
“Griinwald-Letnikov Approach” have been used to find the analytical and numerical
solutions of this problem, respectively. For the purpose of comparison of the
solutions, some simulation results have been obtained by using MATLAB program.
Therefore, it has been shown that analytical and numerical results overlap. In
addition, some simulation results related with the number of step size, the zeros of
Bessel functions and the order of derivatives have been given and analyzed.

KEY WORDS : Riemann-Liouville Fractional Derivative / Griinwald-Letnikov
Approach/ Fractional Diffusion-Wave Equation / Axis-Symmetry.
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integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1
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1. GIRIS

Kesirli analiz, klasik analizin tamsayr mertebeli tiirev ve integral
kavramlarinin reel, rasyonel ya da kompleks mertebeye bir geniglemesi olarak
tanimlanir.  Son ylizyill boyunca kesirli analiz matematik, fizik, biyoloji ve
mithendislik alanlarinda oldukca genis uygulama alani bulmustur. Bunun temel
sebebi, viskoelastiklik ve soniim, kaos, yayilim ve dalga hareketleri, filtreleme ve
tersinemezlik, kontrolor tasarimi gibi pek cok olgunun kesirli analiz kullanilarak

daha ger¢ege uygun modellenebilmesi ve agiklanabilmesidir.

Kesirli analizin klasik analizden en 6nemli farki, klasik analizde oldugu gibi
tek bir tiirev taniminin olmayisidir. Kesirli analizdeki birden fazla tiirev taniminin
varlig1 problemin tiirline en uygun olaninin kullanilmas1 ve bdylece problemin en iyi
¢Oziimiinlin elde edilmesi firsatin1 verir. Baslicalart Riemann-Liouville, Caputo,
Griinwald-Letnikov, Weyl, Riesz ve Marchaud kesirli tiirevleridir. Birbirleri arasinda
gecisler olmasimma ragmen tanimlari ve tanimlarinin fiziksel yorumlar1 agisindan

farklilik gosterirler [1-5].

Genel halde, keyfi bir [a,b] iizerinde tanimlanan ve fiziksel bir sistem

stirecini ifade eden f (t) fonksiyonu goz oniine alinsin. Bilinen oldur ki , D ve

t
D, kesirli tiirev notasyonlar: sirasi ile sol ve sag kesirli tiirevler i¢in kullanilir. O
halde f (t) fonksiyonun sol ve sag kesirli tiirevlerinin fiziksel anlami asagidaki

sekille ifade edilebilir:



L) Dy {f)

sol tiirev sag tlirev
| | |
[ | 1

a  f(t) nin gegmigteki davranisi t S nin gelecekteki davranisi b

Sekil 1.1 f(¢) siirecinin sol ve sag kesirli tiirev yorumu

Bu calismada, Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ile silindirik koordinatlarda
tanimlanan bir kesirli yayilim-dalga problemi ele alinmistir. Problemin ¢oziimii
analitik ve nlimerik olmak tiizere iki kisimda incelenmistir. Niimerik ¢6ziimiin elde
edilmesi i¢in temeli Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov kesirli tiirevleri
arasindaki  gecise dayanan “Griinwald-Letnikov  Yaklasimi”  kullanilmastir.
Yaklasimin s6z konusu probleme uygunlugu ise simiilasyon sonuclari ile test

edilmistir.
Tez alt1 ana boliimden meydana gelmistir.

Ikinci boliimde kesirli analizin tarihsel gecmisinden, klasik analize tercih
edildigi baglica problem tiirlerinden ve klasik analize tercih edilme nedenlerinden

bahsedilmistir.

Uciincii boliimde kesirli analizin bazi temel fonksiyonlari, baslica kesirli
tiirev tanimlar1 ve tanimlar arasindaki iliskiler, Laplace doniisiimii ve kesirli tiirevlere

uygulanis1 verilmistir.

Dordiincii  bolimde kesirli diferansiyel denklemler siniflandirilmis ve
coztimleri ornekler iizerinde irdelenmistir. Ayni zamanda kesirli Green fonksiyonu

tanimlanmis ve kesirli diferansiyel denklem ¢6ziimlerindeki islevi agiklanmustir.

Besinci boliimde kesirli tiirevlerin Griinwald-Letnikov yaklagimi ile niimerik

olarak hesaplanmasi anlatilmstir.



Altinct boliimde tezin ana konusu olan silindirik koordinatlarda tanimlanmis
kesirli yayilim-dalga probleminin ¢ozlimleri arastirilmistir. MATLAB programi

kullanilarak elde edilen simiilasyon sonuclarina yer verilmistir.

Yedinci boliimde ¢alismanin sonuglari degerlendirilmistir.



2. KESIRLI ANALIZ

Bu boliimde, kesirli analizin tarihsel ge¢misi, hangi durumlarda kullanildigi

ve klasik analize sagladig1 tstiinliikler tizerinde durulacaktir.

2.1 Kesirli Analizin Tarihsel Ge¢cmisi

d"y

n

1965 yilinda L’Hospital, tiirev i¢in

notasyonunun mucidi olan Leibniz’e

d" .
i/ notasyonu ne anlama gelir?”.
X

bir mektup yazar ve der ki “ n =% oldugunda

Leibniz bu soruya o zamanda agik bir paradoks olan ama sonrasinda ¢ok &nemli

1
“déx X, ) o e
sonuglar ortaya ¢ikaran 7 =2,|— 7 cevabi verir. Bu basit gibi goriinen ama
dx 2 T

kesirli teorinin ortaya cikisina sebep olan sorgulamaya Euler (1730), Lagrange
(1772), Laplace (1812), Fourier (1822), 18. yy’daki ve 19. yy’daki pek ¢ok

matematik¢inin ¢aligsmalar1 eklenmis ve yeni bir teori ortaya ¢ikmustir.

Zengin tarihsel gecmisine ragmen, son zamanlara kadar kesirli teoriye ve

uygulamalarina matematikgilerin gosterdigi ilgi geri kalmigtir.

Kesirli analiz kullanilarak formiilize edilen ilk miihendislik problemi
“Tautochrone” dur. Yercekiminin etkisi altinda, siirtiinmesiz bir diizlemde yukaridan
asagiya sarkitilan bir cismin salinimi sonucunda olusturdugu egrinin bulunmasi
problemidir. 1823°de Abel, Riemann-Liouville kesirli integrasyonu ile tanimlanan

bir integral esitligi biciminde tautochrone probleminin ¢éziimiinii elde etmistir.

O zamanda, kesirli analiz i¢in yapilan tanimlarin bazen celismesi ve

tamamlanmamis olmasi kesirli analizin miihendislik uygulamalarinda daha yaygin



kullanilmasina ket vurmustur. Bu durum, 19.yy’in ortalarina kadar devam etmistir.
Liouville (1834), Riemann (1847), Griinwald (1867) ve Letnikov (1868)’un kesirli
analiz ile ilgili ortaya koyduklar1 kesirli tiirev ve integral tanimlari teorinin
gelisimine hiz kazandirmistir. Ancak yine de bu tanimlarin kabulii ve uygulama

problemlerinde kullanilmalar1 zaman almistir.

Kesirli tiirev ve integral icin tek bir tanimin olmayisit ve cebirsel islemlerde
farkli tanimlarin kullanimi ile ortaya ¢ikan farkli sonuglar pek ¢ok zorluga sebep
olmustur. Ancak zamanla problem tiirleri daha iyi siniflandirilmis ve hangi

problemde ne tiir bir tanim kullanmanin gerekliligi ortaya konmustur.

2.3 Kesirli Analiz Hangi Problem Tiirlerinde Kullamshdir?

Geleneksel analitik metotlarin  uygulanmasinin  sonucunda sistemlerin

davraniglar1 tam olarak a¢iklanamadiginda kesirli analizin uygulanmasi diisiiniiliir.

Histerisis, sonme, hafiza ve gerilim faktorlerinin dogal olarak ortaya ¢iktigi
viskoelastik (yapiskan ve esnek) materyallerin (kikirdak, deri, kas) fiziksel
durumlarinin modellenmesinde kesirli hesaplamanin kullanimi kendiliginden ortaya

cikar [6].

Eger zaman bolgesinde tanimlanan bir sistem olduk¢a yavas sonim
yapiyorsa, anormal hizlaniyorsa, kendi yayilim hizin1 yavaslatiyorsa ya da kendisine
ait verilerin ifade edilebilmesi i¢in ¢ok fazla sayida iistel fonksiyonun toplamini
gerektirip islemleri zorlastirtyorsa bu durumda kesirli analize bagvurmak sistemin
tanimlanabilmesi ve analizi agisindan oldukca etkilidir. Bir sistemin ger¢egine ¢ok
yakin bir modelinin gelistirilebilmesi i¢in sistem farkli alt boliimlere ayrilir. Bu
esnada bir takim pratik ve deneysel veriler ile ek oran ya da degisim sabitleri géz
Oniine alinir. Ayn1 zamanda, kompleks bir modelin biitiin parametrelerinin gercege
en yakin degerleri i¢in basitlestirilmis varsayimlara gerek vardir. Bu noktada eger
kesirli analiz az sayida sabit kullanarak sistem bilgilerini gercege en uygun halde

tanimlayabiliyorsa ve daha sinirli bir zaman diliminde (zamanin sinirli olmasi



incelemedeki hassasiyeti arttirir) bu sistem sabitleri i¢in iyi bir yaklasim
yapabiliyorsa bu basit ve kisa bir sistem modeli saglar. Bir sistemin gosterimi ne

kadar basitlesirse, o sistemi modellemek ve kontrol etmek o kadar kolaylasir.

Sistem dinamikleri yani sistemi tanimlayan diferansiyel denklemler kesirli
tiirevler igeriyorsa bu sistemin analizi kesirli hesaplamalarla yapilir. Ancak soz
konusu, sitemin kontrolii ise tasarlanan kontroldr klasik ya da kesirli olabilir. Diger
bir deyisle kontrolor kesirli tiirev ya da integral iceriyorsa kesirli kontroldrdiir.
Kesirli kontroldriin kullanimi son zamanlarda yaygmlasmistir.  Ornegin, bir
sistemdeki titresim hareketinin soniimiinde kullanildiginda eger sistemin elemanlari
viskoelastik davraniglar gosteriyorsa kesirli kontroldr klasik kontroldrden daha iyi
calisir. Kesirli kontroldriin kullaniminin gerekli ve yaygin oldugu baska bir alan ise
noral miihendisligidir. Biyolojik sistemlerin diizenlenmesinde kesirli kontrolor

kullanilir.



3. KESIRLi ANALIZIN TEMEL KAVRAMLARI

3.1 Kesirli Analizin Baz1 Temel Fonksiyonlar:

3.1.1 Tamm (Gamma fonksiyonu) : I'(.) notasyonu ile gdsterilen ve

kompleks diizlemin sag yarisinda yakinsak olan

0

T(x)=[e't"dt (3.1)

0
bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir [1].

Dikkat edilirse Gamma fonksiyonu, faktdriyel fonksiyonunun reel ve
kompleks sayilara genislemesi olan bir fonksiyondur ve asagidaki o6zelliklere

sahiptir:

i. F(x+l) =x!, (x € N) ;
ii. Gamma fonksiyonu x =-n, (n=0,1,...)noktalarinda basit kutba sahiptir;

iii. Gamma fonksiyonunun limit gosterimi

bigimindedir;
iv. T Gj =r;

v. T(x)T(1-x)=—2=

sin zx



3.1.2 Tammm (Bir Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu) : a >0 olmak

iizere E, (.) notasyonu ile gosterilen ve

3.2
,;;F ak+l (3-2)

biciminde tanimlanan fonksiyona bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir [1].

Ustel fonksiyonun bir genellestirmesi olan bu fonksiyon, 1903 yilinda
Mittag-Leffler tarafindan tanimlanmistir. Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

kesirli mertebeden diferansiyel denklem ¢oziimlerinde ortaya ¢ikar.

3.1.3 Tammm (iki Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu) : >0 ve >0

olmak tizere iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

L) 69

bi¢giminde tanimlanir [1].

Bu fonksiyon, 1953 yilinda R.P. Agarwal ve Erdelyi tarafindan

tammlanmustir. « ve B parametrelerinin 6zel segimleri ile £, , fonksiyonu bilinen

baz1 fonksiyonlara déniisiir. Ornegin;




*o sinh(z)

E“(Zz)zzr(zzmz)22(21;1)!_ ’

z

3.2 Kesirli Tiirev ve integral Tammlan

3.2.1 Tamm (Riemann-Liouville Kesirli Integrali) : & >0 ve f, [a,b]cR

lizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olmak iizere kesirli Riemann-Liouville

integrali
D f (1) :ﬁ [(t=)" £ (z)dr (3.4)

bi¢iminde tanimlanir [1].

3.2.1.1 Kesirli Integralin Cikisinda Tekrarh Integral Yaklasimi

Kesirli integral taniminin ve buna bagli olarak da kesirli tiirev taniminin
ortaya cikisina neden olan farkli yaklasimlar mevcuttur. Diferansiyel denklem
yaklasimi, kompleks degisken yaklagimi ve tekrarli integral yaklasimi bunlarin
baslicalaridir. Burada tekrarli integral yaklagiminin kesirli integral tanimini nasil

ortaya ¢ikardigi ele alinmistir.

Kesirli integralin ¢ikisina sebep olan » katli integral tanimi

X X Xy

D () =[] - j 7(¢)dt dvydx,dx, (3.5)

c c c



bicimindedir. (3.5) esitligindeki £, [c,d] tizerinde siirekli bir fonksiyondur.

“Acaba (3.5) n katl integralini,

[K, (x.0) £ (1)ds (3.6)

bi¢iminde basit formda bir integrale doniistiirebilecek K, (x,t) cekirdek fonksiyonu

bulunabilir mi?” sorusunun cevabi kesirli integral tanimini verecektir.  Ciinkii

K, (x,t), n’nin pozitif bir tamsay1 olmasini gerektirmeyen bir fonksiyon olarak

ortaya ¢ikacaktir. O halde, varsayalim ki Rea >0 olmak {izere

X

D f(x)=[K, (x8) £ (t)at 3.7)

c

olacak bi¢imde bir K, (x,7) fonksiyonu tammlanabilsin. Fonksiyonlar teorisinin

onemli bir formiilii olan Dirichlet formiilii g6z oniine alinarak ispata baglanir. b > x

olmak tizere G(x,t) , [c,b]x [c,b] tizerinde siirekli bir fonksiyon ise

X X X

[[G(x.t)deax, :IXG(xl,t)dxldt (3.8)

esitligi gegerlidir. Ozel halde,
G(x,t)=f(1)

olacak bigcimde sadece ¢ degiskenine bagli bir fonksiyon tanimlansin. O halde (3.8)
esitligi

X

”f(f)dfdxl =ﬁf(t)dxldt=f(x—t)f(t)dt (3.9)

c

10



olarak elde edilir. n =3 i¢in (3.5),

D7 f(x)= I.T)jff(t)dt dx,dx, = ]Eﬁ]gf(t)dtdxz}dxl

c c c

biciminde olacaktir. (3.9) esitligi géz oniine alinirsa da

c c

D f(x)= J.D(x 1) f(t)dt}dxl (3.10)

bulunur. (3.9), (3.10)’a uygulanarak

D2 ()= [ [ £(6) (o —1) e = j f(t)(x_zt)zdt

sonucuna ulasilir. Bu iterasyonun n. adiminda

K, (x,1)= (x—t)n_l B (x—t)n_l

- (n—l)! B F(n)

fonksiyonu elde edilir. Gamma fonksiyonunun tanimi géz Oniine alinirsa # ’nin

tamsay1 olmast zorunlulugu yoktur. O halde bu da
CD;“f(x)=ﬁ!(x—t)alf(t)dt, Rea >0 3.11)

kesirli integralinin varligini verir [4].
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3.2.2 Tamim (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevleri) : f [a,b] cR iizerinde

integrallenebilen, zaman degiskenli bir fonksiyon ve n—1<a <n (n € N+) olmak

tizere . mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli tiirevleri sirasiyla

aDtaf(t):ﬁ(%)nr(t—r) f(z)dr, (3.12)

1

D, f(t):m(—%jn [0 r(e)a (.13)

biciminde tanimlanir [1]. « ’nin bir tamsay1 olmasi durumunda sol ve sag Riemann-

Liouville kesirli tiirevleri

aDtaf(f):(i)a v tDbaf(t):(—%ja

dt

seklinde tamsay1 mertebeli tiirevlere doniisiir.

Literatiirde, Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile kastedilen sol tiirevdir.

Fiziksel problemlerde, f zaman degiskenli siire¢ fonksiyonunu gosteriyorsa sag
tirev f siirecinin gelecekteki durumunu ifade eder. Ancak, f siirecinin simdiki

durumu gelecekteki durumuna bagh degildir. Bu yiizden de fiziksel bir problemin
tanimlanmasinda sag tlirev dogal olarak ortaya ¢ikmasina ragmen genellikle ithmal

edilir.

3.2.3 Tamim (Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevleri) : f, [a,b] c R iizerinde

integrallenebilen bir fonksiyon ve « >0 olmak iizere «. mertebeden sol ve sag

Griinwald-Letnikov kesirli tiirevleri sirastyla asagidaki sekilde tanimlanir [1]:

D f(t)= lim h“i(—l)’(“j/(x—rh), (3.14)

nh=t—a r=0

12



D, f (1) = lim h'“zn:(—l)” (ajf(wrh) (3.15)

nh=b—t r=0

324 Tamm (Caputo Kesirli Tiirevleri) : f [a,b]cR lizerinde

integrallenebilen, zaman degiskenli bir fonksiyon ve n—-1<a<n (n € N) olmak

iizere

D f (1) =ﬁi(t—1)”‘““ (%jnf(r)dr (3.16)
ve

fof(t)zﬁjj(f_t)”‘“—l[_%jnf(r)dr (3.17)

biciminde tanimlanan kesirli tlirevlere sirasi ile sol ve sag kesirli Caputo tiirevleri

denir [1].

3.3 Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville Yaklasimlarinin

Karsilastirmasi

Varsayalim ki f(¢), [a,T] iizerinde (n—1). mertebeden siirekli tiirevlere
sahip ve f (")(t) integrallenebilir birer fonksiyon olsun. 0<p<n (neN*)
kosulunu saglayan her p icin /D, f (t) Riemann-Liouville kesirli tiirevi vardir ve

D! f(t) Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi ile ¢akisir. Eger 0<m—1<p<n ise

a <t <T olmasi durumunda

D/ f ()=, D1 (1)

13



m=1 a)k—P 1 ¢ f(’”)(r)
d 3.18
( 1+k p) Jrl“(m—p):,[(z—r)”’"+1 ‘ ¢.18)

k=0

esitligi gecerlidir. Diger yandan, (3.18) esitliginin sag tarafi yeniden ifade edilirse

- {mz_if(k)(a)(t_a)m+k_p+ 1 j(t—r)zm"’"f(m’(r)dr}

at" = F(1+m+k—p) F(2m—p)

elde edilir ve bu esitlige m kez kismi integrasyon uygulanirsa

a { j — r)d‘r}: ;’; (D7 ()=, D1 (1)

dt m

sonucuna ulasilir. Dikkat edilirse elde edilen sonu¢ Riemann-Liouville Kesirli
tirevidir. (3.18) esitligi asagidaki baz1 6zel sonuglari ile olduk¢a dnemlidir. Bu

sonugclar:

i. f(¢), [a,T] tizerinde siirekli ve % £ (¢) integrallenebilir birer fonksiyon

olsunlar. O halde, 0< p<1 kosulunu saglayan her p i¢in Riemann-

Liouville ve Grunwald-Letnikov kesirli tirevleri vardir ve

D1 ()= D/ f(t)= —T)p%f(t)dr (3.19)

~
—~

IS}
SN
—~

~

[
N—
g'.—,«.
~

esitligi saglanir.

ii. p >0 olmak lizere p. mertebeden kesirli tiirevin varlig1 0 < g < p kosulunu

saglayan g. mertebeden tiirevin varligini gerektirir.

Baska bir deyisle, verilen bir integrallenebilir tlirevlere sahip siirekli f (t)

fonksiyonu i¢in Riemann-Liouville (ya da Griinwald-Letnikov) kesirli tiirevi

14



D/ f (t) vardir ve integrallenebilirdir. Boylece 0 < ¢ < p kosulunu saglayan her ¢
igin D/ f(¢) tirevi de vardir ve integrallenebilirdir. Gergekten,

g(1)=, Dt_(l_p 2 (¢) bigiminde tanimlamlan bir fonksiyon igin

D7 (0)= (D f (1)) =52 (1)

esitligi gegerlidir. g g () nin integrallenebilirligi, (3.19) esitligi ve 0<1+¢g—p <1
t

esitsizligi dikkate almarak AD,"*""” g(t) tiirevinin varlig1 ve integrallenebilirligi

sonucuna ulasilir. Buradan
aDth_pg(t) = aDt1+q—p (aDti(lip)f(t)) = athf(t)
dir.

Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimlar1 arasindaki
(3.18) iliskisi, uygulama problemlerinin formiilasyonu, kesirli diferansiyel
denklemler icin baslangig-deger problemlerinin fiziksel olarak aciklanabilmesi

acisindan oldukga 6nemli bir sonug daha ortaya ¢ikarir:

iii. f(¢), [a,T] uizerinde (m—1). mertebeden siirekli tiirevlere sahip olan ve m.

mertebeden tiirevi integrallenebilen bir fonksiyon ve m—1<p<m kosulunu

saglayan p ’ler igin

LD f(1)] ., =0

V(a)=0, (j=0,1,..,m-1)

15



kosullar1 birbirine esittir.

3.4 Kesirli Tiirevlerin Laplace Doniisiimleri

3.4.1 Tamm (Laplace Doniisiimii) : f, >0 reel degiskenli ve kompleks

degerli bir fonksiyon olmak iizere L notasyonu ile gosterilen ve

L{f(t)}=F(s)= ;i_rg]-f(t)e“”dt = Tf(t)e"”a’t, 0<e<T (3.20)

>0 ¢

biciminde tanimlanan doniigiime f (t) ‘nin Laplace déniistiimii denir [8]. Burada s,

s=0+jw (0', we R) biciminde tanimlanan bir kompleks degiskendir.

3.4.2 Tamm (Ters Laplace Doniisiimii) : >0 olmak tizere F(s), f(¢)

fonksiyonunun Laplace doniisiimii olsun. F(s) 'nin ters Laplace doniisiimii L'

notasyonu ile gosterilir ve

c+io

f(t)=L" {F(s);t} = J‘ e"F(s)ds, c=Re(s)>c, (3.21)

c—io

bi¢iminde tanimlanir [8]. Burada c¢,, (3.20) esitligindeki Laplace integralinin

yakinsak oldugu bolgenin sag yarisinda yer alir.

3.4.3 Laplace Déniisiimiiniin Bazi1 Temel Ozellikleri

i. ¢>0 olmak iizere f(¢) ve g(¢) fonksiyonlarmimn
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t

f(z)*g<r>=jf<t—r>g<r>dr= [£(0)g(i-c)z

0

biciminde tanimlanan * ¢arpimlarinin Laplace doniisiimii
L{7(0)* & (t)is}=F (5)G(s)

dir. Burada F(s) ve G(s) swrasiyla f(7) ve g(¢) fonksiyonlarmm Laplace

dontigiimleridir.

Bu 0zellik Riemann-Liouville kesirli integrallerinin Laplace doniisiimiiniin

hesaplanmasinda kullanilir.

ii. neN olmak iizere f (t) fonksiyonunun #n. mertebeden tiirevinin Laplace

doniistimii
L{f"(1)ss) =s"F (s)= 25" 1 (0) (3.22)
bi¢imindedir.

3.4.4 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevinin Laplace Dontisiimii

(3.11) esitligi ile verilen Riemann-Liouville (ya da Griinwald-Letnikov)
kesirli integralinin tammi, g(¢)=¢"" ve f(¢) fonksiyonlarmin * carpimi ile

yeniden ifade edilebilir. Oyle ki
oD, f(t)= oD f (1) zﬁ}[(t—r)pl f(z)dr=t""*f(¢).
g (t) =¢""" fonksiyonunun Laplace déniisiimiiniin

17



G(s)= L{t”_l;s} =I'(p)s™”
olmasi géz Oniine alinarak Riemann-Liouville (ya da Griinwald-Letnikov) kesirli

integralinin Laplace doniisiimiiniin
L{,D, 7 f(t):s}=L{, D, f(t):s} =s"F(s) (3.23)
oldugu sonucuna ulagilir.

Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniisiimiiniin hesaplanabilmesi

i¢in
D7 f(1)=g"(t), n-1<p<n

biciminde tanimlanan fonksiyon géz dniine alinirsa

elde edilir. Diger yandan (3.22) dikkate alinirsa

n—1

L{g(") (t);s} = {ODtpf(t);s} = S”G(S)—Zskg("fkfl) (0) (3.24)

k=0

sonucuna ulasilir. g(t) fonksiyonunun Laplace doniigiimii, (3.23) g6z Oniine

alimarak
G(s)=s""F(s) (3.25)

bi¢gimindedir. Riemann-Liouville kesirli tiirevinin

18



dk

D”f( )= dt*

(D (1)), k-1 p< (3.26)
ozelligini kullanilarak

dn—k—l

g" ()= D (1) = =

= D1 (1) (3.27)

yazilabilir. (3.25) ve (3.27) (2.24) de yazilirsa Riemann-Liouville kesirli tlirevinin

Laplace doniisiimii p >0 olmak {izere

L{ODt”f(t); }—SPF nz_llsk[ D )} , (n—lSp<n) (3.28)

t=0
bi¢iminde elde edilir.

3.45 Tamm (ki Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonunun Laplace

Déniistimi) : E, , (z) iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olmak {izere

k
F(t) — tak+ﬂ—1Ea’ﬂ(/€) (iat“) , (Ea,ﬂ(k) — %Ea,ﬁ (y)j

fonksiyonunun Laplace doniistimii

L{F(t)is) = [ F (1) dr =5 (3.29)

bigimindedir [1]. Ozel halde, o = =% olmak iizere

19



(ia«/;)dt

————— (Re(s)>a*) (3.30)

S —y 8
Q
P
~
~
t
e
==
Il
bl

elde edilir.

3.5 Caputo ve Riemann-Liouville Yaklasimlarimin Karsilastirilmasi

(3.12) ve (3.13) ile verilen kesirli Riemann-Liouville tiirevi, kesirli tiirevler ve
integraller teorisinde ve bunun piir matematikteki uygulamalarinda 6nemli rol oynar.
Ancak, uygulama problemleri fiziksel olarak yorumlanabilir kesirli tiirev tanimlarini
gerektirir.  Bu agidan bakildiginda, Riemann-Liouville yaklagimiin problemlerin
fiziksel yorumlanmasinda yetersiz kaldigi ortaya konmustur.  Caputo kesirli
tirevinin Riemann-Liouville kesirli tiirevine olan bir {stiinliigli olarak
anlagilmamalidir. Ancak Caputo yaklagimi Riemann-Liouville yaklasiminin fiziksel

yorumlama konusundaki bu eksikligini tamamlamasi agisindan énemlidir.

Iki yaklasim arasindaki bazi 6nemli farkliliklar asagidaki bigimde

aciklanabilir:

1. Riemann-Liouville yaklasimi Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin limit

degerleri bigiminde tanimlanan baslangig kosullarina yol agar. Ornegin; b,,b,,...,b,

keyfi sabitler olmak tizere

lim D f(1)=bh,

t—a

lim D227 (£)=b,,

t—a

lim ,D*" f(¢)=b

n?
t—a

biciminde tanimlanan baslangic kosullart meydana gelir. Bu tipteki baglangi¢

kosullarina sahip baslangic-deger problemlerinin matematiksel olarak ¢oziimii basari
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ile gergeklestirilebilir. Ancak pratikte bu ¢oziimler kullanigsizdir. Ciinkii bu tipteki
baslangi¢ kosullarinin bilinen fiziksel yorumu yoktur. Matematiksel teori ve pratik

ithtiyaclar arasindaki bu uyusmazIig: ortadan kaldiran M.Caputo olmustur.

Caputo kesirli tlirevinin, dogal sartlar altinda, & —n i¢in n. mertebeden

tamsay1 mertebeli tiireve esit oldugu goriilebilir. Varsayalim ki 0<n—-1<a<n ve

f(t), [a,T] tizerinde n+1 siirekli tiireve sahip olsun. O halde

e[S (@) (1=a)" I )
bim anf(t)_Eg}( I'(n—a+1) +F(n—a+1);[(t_r) S e)dr

sonucuna ulasilir. Bu ise Riemann-Liouville yaklasiminda oldugu gibi Caputo

yaklagiminin da tamsay1 mertebeli tlirevler ile iliskisi oldugunu gosterir.
Caputo yaklasgiminin temel avantaji, Caputo tiirevli kesirli diferansiyel
denklemler i¢in tanimlanan baslangi¢ kosullar1 ile tamsayr mertebeli diferansiyel

denklemler i¢in tanimlanan baslangi¢ kosullarinin ayni olmasidir.

2. Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerinin Laplace doniisiimleri @ =0

olmas1 durumunda sirasiyla

o (D (O =5"F (5)- 35" DE 7 (1), 0 (n-15@ <) G3D

o0

—_

[e{CDe () di=sF ()= 35 FO(0), (n-1<a<n) @32

0 0

=~
Il
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bicimindedir. Dikkat edilirse Caputo tiirevinin Laplace doniisiimii, tamsay1 mertebeli
tiirevlerin baslangic degerlerinin kullanimina izin verir ve bu tipteki tiirevlerin

bilinen fiziksel yorumlar1 da vardir.

3. Riemann-Liouville ve Caputo tanimlari arasindaki énemli bir fark da sabitin
tiirevidir. Sabit bir saymin Caputo tiirevi sifirdir. Ancak sonlu bir alt sinir degeri

icin Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifir degildir. C sabit bir say1 olmak tizere

Ct™
DiC=——. 3.33
0 t F(l—a) ( )

Ochmann ve Makarov, Riemann-liouville kesirli tiirevini @ =—o0 olmasi
durumunda incelemislerdir ve gostermislerdir ki ancak bu durumda tiirevin degeri
0’a esit olur. Cilinkii bilinen odur ki problemin fiziksel olarak yorumunun
yapilabilmesi i¢in sabitin kesirli tiirevinin sifira esit olmasi gerekir. a=-o0
olmasinin fiziksel olarak anlami fiziksel siirecin baslangi¢c zamaninin —co olmasidir.
Boyle olmasi durumunda sitemdeki gegis etkileri calismayabilir. Fakat, a =—-o0
almmasi sabit (salinimsiz)-durum siiregleri  diisiiniildiiginde  gereken bir
soyutlamadir. Ornegin, periyodik girdi sinyallerine sahip olan bir kesirli dinamik
sistemin tepkisi lizerinde c¢alisilirken ya da viskoelastik materyallerdeki dalga

yayilimini incelerken bu soyutlamaya gerek duyulur.
4. Uygulamalar agisindan 6nemli olan iki yaklasim arasindaki bir bagka

fark, ardisik kesirli ve tamsay1 mertebeli tlirevlerin siralanisidir. Bu fark Caputo ve

Riemann-Liouville yaklasimlari i¢in sirast ile su sekildedir:
D (SDrf(1)= o f (1), (m=0,12,..; n—=1<a<n)

ve

D (,DEf(t)= DI f (1), (m=0,12,.; n-1<a<n).
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Her iki yaklasimdaki tiirev operatorlerinin yer degistirmesi farkli kosullar altinda

gerceklenir. Bu kosullar asagidaki bigimde verilebilir:

D7 (SD7F (1) = DR (SDEF(0)= D7 £ (),
f(s) (0) =0, s=n,n+l,...m
(m=0,1,2,..;n—1<a<n)

ve

D7 (,Def(1))= D¢ (,Drf(1))= D1 (),
£9(0)=0, s=0,1,2,...m

(m=0,1,2,..;n—1<a<n).

Burada goriilen odur ki Riemann-Liouville yaklagiminin tersine Caputo yaklasiminda

s=0,1,2,...,m olmasi durumunda f (s) (O) ’ler i¢in herhangi bir kisitlama yoktur.

3.6 Ardisik Kesirli Tiirevler

n

n € N olmak tlizere n. mertebeden tiirevler i¢in kullanilan notasyonunun

n

kesirli tlirevler i¢in de benzer bicimde kullanilabilmesi amaci ile yapilan ¢aligmalar
ardigik kesirli tiirevleri ortaya ¢ikarmigtir. Bu tlirevlerin ortaya ¢ikigi asagida analiz

edilmistir. Tamsay1 mertebeli tiirevler i¢in

d'f(t) dd d

di' drdt T dr

f(t) (3.34)
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esitliginin gegerli oldugu bilinmektedir. 0<a <1 olmak tlizere D kesirli tiirev

notasyonunun uygun bir metotla % birinci mertebeden tiirev notasyonu ile yer
t

degistirmesi durumunda

D" f(t)=D"D"..D° f (1) (3.35)

n

elde edilir. (3.35) deki ardisik kesirli tiirevin tanimlanabilmesi kesirli diferansiyel

denklemlerin tanimlanabilmesi i¢in 6nemli bir adimdir.

Bu konu ile ilgili ¢aligmalar K. S. Miller ve B. Ross tarafindan, D” tiirev
notasyonu Riemann-Liouville kesirli tiirevi i¢in kullanilarak ve ardisik kesirli tiirevli
diferansiyel denklemler g6z Oniine alinarak gergeklestirilmistir.  Ancak D“,
Griinwald-Letnikov, Caputo ve diger tlirevler i¢in kullanildiginda da ardisik kesirli

tiirevler elde edilir. Sonug olarak,
a=a,+a,+.+a,
olmak tizere kesirli ardisik tiirev
D“f(t) = D“‘D“R..D“"f(t) (3.36)

biciminde tanimlanir. Buradaki tiirev notasyonu problemin tiiriine bagli olarak
istenilen kesirli tlirev tanimi yerine kullanilabilir. Ayni zamanda Riemann-Liouville
ve Caputo kesirli tiirevleri agagidaki bi¢imde ardisik tiirevlerin 6zel halleridir.

Riemann-Liouville kesirli turevi:

dd d

-2 .2 prn) -1< )
g f(t),(n p<n) (3.37)

D1 (1)

Caputo kesirli tiirevi:
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“-pyd d d
aCDtpf(t): aDt( p)EE‘“Ef(t)’ (n—l<p§n) (3.38)

biciminde ifade edilebilir. Dikkat edilirse her iki tlirevin mertebesi p olmasina

ragmen g ve D" tiirey operatorlerinin farkli siralaniglar1 nedeniyle bu iki

a t

tiirevin Ozellikleri farklilasir.

Omegin; p<0 ve ¢g<0 olmast durumunda ya da buna denk olarak

Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov kesirli integralleri i¢in
DD f(t)=D'D" f(t)=D"" f (1)

ozelligi gecerlidir. Ancak bu 6zellik p,q >0 olmasi durumunda ya da buna denk bir

ifadeyle kesirli tiirev durumunda gecerli degildir. Gergekte bu 6zellik Riemann-

Liouville ve Caputo tiirevleri arasindaki farki ortaya koyar.

Ardisik kesirli tiirevler cesitli fizik ve uygulamali matematik problemlerinin
formiilasyonunda dogal olarak ortaya ¢ikar. Bu yiizden, fiziksel siiregleri veya
objeleri modelleyen diferansiyel denklemler, kesirli tiirevle ifade edilen bir durumun
yine kesirli tiirevle ifade edilen bir baska durum i¢inde isleme alinmasinin bir sonucu

olarak ortaya ¢ikar.

Eger her bir durumu ifade eden diferansiyel denklem kesirli tiirev igeriyorsa,
bu durumlarin ardisik siralanmasi sonucunda elde edilen diferansiyel denklem ardisik
kesirli tiirevler igeriyor demektir. Ardisik kesirli tiirevler Miller-Ross kesirli

turevleri olarak da adlandirilir.

3.7 Bessel Fonksiyonlar1

3.7.1 Tammm (Bessel Diferansiyel Denklem) : « keyfi bir reel ya da

kompleks say1 olmak tizere Bessel diferansiyel denklem
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2
x2%+x%+(x2—a2)y:0 (3.39)

bigiminde tanimlanir.

Silindirik koordinatlardaki Laplace denkleminin ¢6zlimiinde bulunduklar1 i¢in
asagida tanimlar1 verilecek olan Bessel fonksiyonlar: “Silindirik Fonksiyonlar” ya da
“Silindirik Harmonikler” olarak da bilinir. Bessel diferansiyel denklemler, Laplace
denklemlerinin ve silindirik ya da kiiresel koordinatlardaki Helmoltz denkleminin

ayrilabilir ¢oziimleri bulunurken ortaya ¢ikar.

neN olmak fizere, silindirik koordinatlarda tanimlanan problemlerin

¢Oziimiinde o =n dereceli Bessel fonksiyonlari elde edilir. Kiiresel koordinatlarda
tanimlanan problemlerin ¢oziimiinde ise « =n +% dereceli Bessel fonksiyonlar1 elde

edilir.

3.7.2 Tammm (Birinci Tip Bessel Fonksiyonu) : o >0 olmak iizere «.

dereceden birinci tip Bessel fonksiyonu

J, (x)i#i)aﬂ)[%j ) (3.40)

bicimindeki bir Taylor serisi ile tanimlanir.

3.7.3 Tamm (ikinci Tip Bessel Fonksiyonu) : a >0 olmak iizere ikinci tip

Bessel fonksiyonu

(3.41)
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biciminde tanimlanir. Bu fonksiyon “Neumann Fonksiyonu™ olarak da adlandirilir.

3.7.4 Tamim (Bessel Diferansiyel Denklemin Genel Coziimii) : J, ve Y, bir

Bessel diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri, ¢, ve ¢, keyfi sabitler

olmak uzere

y(x) =cJ, (x) +c,Y, (x) (3.42)

Bessel diferansiyel denklemin genel ¢oziimudiir.
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4. KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Kesirli diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢c-deger problemlerinin
¢Oziimiiniin varhi@i ve tekligi bazi Onemli teoremler ile ortaya konmustur.
Cozlimlerin varhigi ve tekligi icin elde edilen biitiin sonuglar Miller-Ross ardisik
kesirli tiirevli diferansiyel denklemler i¢in verilmistir. Bunun nedeni; elde edilen
sonuclarin Miller-Ross ardisik kesirli tiirevlerinin 6zel durumlar1 olarak kabul edilen
Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirevlerine direkt olarak

uygulanabilir olmasidir.

O halde ilk olarak lineer kesirli diferansiyel denklemler icin varlik ve teklik
teoremleri asagida verilmistir. Sonrasinda bu teoremler genel bir kesirli diferansiyel

denklem igin genellestirilmistir.

4.1 Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemler
LoD ()] =by, (k=1,2,..,n) (4.1)

baslangi¢ kosullar1 altinda

n—1

ODIJ"y(t)Jerj (t)o Dta”’-"y(t)+pn (t)y(t) :f(t), (0<t<T<oo) (4.2)

J=1

diferansiyel denklemi ile tanimlanan baslangig-deger problemi goz Oniine alinsin.

Burada
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D =, D ,D*... D ;

a t a toat

op—1 _ a; -1 oy a .
aDt Ta Dt aDt "'aDt H

ve f(t)eL(0,T) dir. Yani ]C‘f(t)}dt<oo.

Iki duruma ayirarak varlik ve teklik teoremleri analiz edilebilir.

1.Durum : k =1,2,...,n olmak iizere p, (¢)=0 olsun. Bu durumda asagidaki

teorem gegerlidir.

4.1.1 Teorem : f(t)e L (0,T) ise

kesirli diferansiyel denklemi y(7)eL (0,7) olacak bigimde, (4.1) baslangig

kosullarini saglayan tek bir ¢oziime sahiptir [1].

2.Durum: k=1,2,...,n olmak iizere 3p, (¢)#0olsun. O halde gegerli olan

teorem asagidaki bicimdedir.
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4.1.2 Teorem : f(1)e L (0,T) ve p,(t)’ler (j=12,..,n) [0,T] araliginda
siirekli fonksiyonlar olsun. O halde (4.1)-(4.2) de tanimlanan baslangi¢-deger
problemi y(t) el (O,T ) olacak bi¢imde tek bir ¢dziime sahiptir [1].

Pek ¢ok baslangi¢c-deger probleminde y (t) ¢Oziimii i¢cin tanimlanan baslangig
kosullart sifir veya y (t) ‘nin tamsay1 mertebeli tiirevleri seklindedir. Bunun ii¢ temel

sebebi vardir:

1. Baslangi¢ kosullarinin sifir ya da tamsay1 mertebeli tiirevler ile belirlenmesi

y(t) ¢Oziimiinliin baslangic zamaninda gosterdigi davranisin fiziksel olarak

yorumlanabilmesi imkanini saglar.

2. (4.1) de verilen baslangi¢ kosulunun niimerik yaklasimlarla hesaplanmasinin

zorlugunu ortadan kaldirir.

3. y(t) ¢Oziimii i¢in tanimlanan sifir baslangi¢ kosullar1 ve tamsay1 mertebeli

tirevli baslangi¢c kosullari Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov, Caputo ve
Miller-Ross kesirli tlirevlerinin ¢akismasina sebep olur. Bu ¢akigsma ise problemin
formiilasyonunun ve ¢oziimiiniin yanlis yorumlanabilmesi durumunu ortadan
kaldirir.  Ciinkli her bir tanima gore problemin ¢6ziimii aranirken ayni sonuca

ulagilir.

Sonug olarak m—1< o, <m olmak lizere ve
W(0)=0, (j=0,1,...,m—1) (4.3)

sifir baslangi¢ kosullar altinda

DIy (1) + 3 p, (0), DI (1) + p, (1) (1) = £ (1) (4.4)

1
—

~
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diferansiyel denklemi ile tanimlanan baslangi¢-deger probleminin ¢éziimiiniin varhigi

ve tekligi asagidaki teoremle ifade edilir.

4.1.3 Teorem : f (1) ve p,(t) (j=12,..,n) fonksiyonlar: [0,7] de siirekli

fonksiyonlar olsun. O halde; m—-1<o,<m , o,>0

n-1

>...>0, >0 olmak iizere
(4.3)-(4.4) ile tanimlanan baglangic-deger probleminin [O,T ] ’de stirekli olan tek bir

¢Ozlimii vardir.

4.2 Kesirli Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler
LoD ()] =bys (k=1,2,..,m) (4.5)
baslangi¢ kosullar1 altinda
ODIJ“y(t) = f(t,y) (4.6)

kesirli diferansiyel denklemi ile tanimlanan baslangig-deger problemi gbéz Oniine

alinsin. Burada

D7 y(t)=, D D .. D

t a—t ‘a”—t 2

o -1 — a; -1 oy a .,
aDt( _aDt aDt‘ "'aDt ’

dir.
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Varsayalm ki f(¢,y), (#,y) swali ikililerinin G bélgesinde tanimli bir

fonksiyonu olsun. A ve K sabitler olmak iizere R(h,K)c G alt blgesi

esitsizligini saglayan (t, y) € G siral ikililerinden olugsun. Bu durumda asagidaki

teorem gegerlidir.

4.2.1 Teorem : f(t,y), G bdlgesinde tammlanan reel-degerli ve siirekli bir

fonksiyon olsun ve
£ (3) = f (t3,)| < Al = 3|

syle ki

[f(t.y)<sM <o, V(t,y)eG

bicimindeki Lipschitz sartin1 saglasin. Ayni zamanda

S Mhpo
r (1 +0, )

olsun. O halde, R(h,K ) alt bolgesi i¢inde (4.5)-(4.6) da tanimlanan baslangig-deger

probleminin tek ve siirekli bir ¢6ziimii vardir [1].
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4.3 Kesirli Diferansiyel Denklem Coziimiinde Laplace Doniisiim Metodu

Kesirli diferansiyel denklemler uygulamali matematik, fizik, kimya ve

miihendislik alanlarinda oldukga sik ortaya ¢ikar.

Bunun nedeni; kesirli tiirevler gercek sistemleri ve siiregleri tamsayr mertebeli
tirevlerden daha tam ve gercege yakin modeller. Bu ylizden kesirli diferansiyel
denklem ¢ozlimleri i¢in pek cok metot ortaya konmustur. “Laplace Donlisiim
Metodu (Laplace Transform Method)”, “Sonlu Sine Doniisiim Metodu (Finite Sine
Transform Method)”, “Adomian Decomposition Method”, “Kesirli Green
fonksiyonu Metodu (Fractional Green’s Function Method)” kesirli diferansiyel

denklem ¢o6ziimlerinde en yaygin olarak kullanilan baglica metotlardir.

Coziimii aranan problemin tiiriine gore bu metotlardan en uygun olani
secilerek ¢oziime ulasilir. Calismada ele alinan problemin ¢oziimiinde de “Laplace
Doniisiim Metodu (Laplace Transform Method)” ve “Kesirli Green Fonksiyonu
Metodu (Fractional Green’s Function Method)” kullanildig1 i¢in bu metotlar analiz

edilmistir.

4.3.1 kisimda, temeli iki parametreli £, , (z) Mittag-Leffler fonksiyonunun

Laplace doniisiimii iizerine kurulan “Laplace Doniisiim Metodu (Laplace Transform
Method)” agiklanmistir. Bu metot, kesirli diferansiyel denklemler i¢in oldukga genis

bir baslangi¢g-deger problemleri sinifinin ¢éziimlerinin arastirilmasinda kullanilir.

Kesirli diferansiyel denklemler “standart” ve “ardisik” kesirli diferansiyel
denklemler olmak iizere iki kisma ayrilarak bu metot analiz edilebilir. Ancak burada

ele alinan kisim, ¢alismada ele alinan problemin de tanimlandig: standart diferansiyel

denklemlerdir.
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4.3.1 Standart Kesirli Diferansiyel Denklemler

Kesirli tiirevin Laplace doniistimii i¢in tanimlanan klasik formdil

) n-1
[eoDrf(t)dt=s XS D] s (n-t<as<n) @)
0

k=0
bi¢imindedir.

Asagidaki Orneklerin ¢oziimlerinde de goriilecegi gibi standart diferansiyel

denklemlerin Laplace doniisiim metodu ile ¢oziimiinde E, , fonksiyonu ortaya ¢ikar.

4.3.1.1 Adi Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemler

Ornek : a ve C keyfi sabitler olmak iizere

[OD[% f(t)} _C 4.8)

t=0

baslangi¢ kosulu altinda,

D f (1) +af(t)=0; (1>0) (4.9)

kesirli diferansiyel denklemi ile tanimlanan baslangic deger probleminin ¢oziimii

asagidaki bigimde arastirilir.

Coziim : Problemin ¢oziimii Laplace doniisiim metodu kullanilarak elde

edilmigtir. O halde, (4.9) esitligine Laplace doniigiimii uygulanirsa

S%F(s)+aF(s) =C
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ya da

F(S):

1
SA-I—CI

elde edilir. (3.29) esitligi gbz Oniine alinarak F (s) ‘nin ters Laplace doniisiimii

f(1)= Ct‘%Ell (—a\/;)

2’2

bi¢cimindedir. @ =1 olmasi durumunda

e —

olarak elde edilir.

4.3.1.2 Kismi Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemler

Ornek (Nigmatullin’in kesirli yayilm denklemi) : Baslangic ve simr

kosullari sirasi ile

(oD u(x,0)] | =(x) (4.10)
Ve
lirp u(x,t):O olan, (4.11)
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82u(x,t)

oDu(x,t)=2"——5—=, (>0, —0<x <o) (4.12)

Oox

kismi kesirli lineer diferansiyel denklemi ile tanimlanan baslangig-sinir-deger

probleminin ¢6ziimii agagidaki bicimde arastirilir.

Coziim : 0<a <1 varsaymmi altinda, bu tipteki bir problem Nigmatullin,
Westerlund ve Mainardi tarafindan ¢alisilmistir.

£ bir Fourier donilisiim parametresi olmak tizere (4.12) esitliginin Fourier doniigiimii
oDru(B,t)+ 22 Bru(B,t)=0 (4.13)
bicimindedir. (4.10) baslangi¢ kosulunun Fourier donilistimii ise
LD u(x0)] =0(B) (4.14)

dir. (4.13) esitliginin Laplace doniisiimii ve baglangic kosulu dikkate alinirsa

l_](ﬂ,s)=% (4.15)

olacaktir. (3.29) kullanilarak (4.15) esitliginin ters Laplace doniistimii alinirsa

U(B.t)=p(B)t'E,, (-4 Ft")

elde edilir. U(f,t) ¢oziimiine ters Fourier doniisiimii uygulanirsa

u(x,t)= [ G(x=&)p(£)dE, (4.16)
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¢Oziimiine ulasilir. Burada
1 T 1 2
—|t"E,, /1 t*)cos(px)dp.
. j Bt )cos(fx)d 3

G(x,t) olarak elde edilen fonksiyon, 4.4.1 kisimda tanimi verilen kesirli Green

fonksiyonudur.
Bu problemde o 'nin degisen degerleri i¢in G(x,¢) ve dolayist ile u(x,¢)

¢Ozlimii acik olarak direkt ya da niimerik yontemlerle hesaplanabilir.

4.4 Kesirli Diferansiyel Denklem Coziimiinde Green Fonksiyon Metodu

Sabit katsayilt kesirli lineer diferansiyel denklem icin baslangig-deger
problemlerinin ¢6ziimii, problemin kesirli Green fonksiyonunun kullanilmasi ile
gerceklenebilir. O halde, baslangic-deger problemi esasinda kesirli Green
fonksiyonu bulma problemine doniigmektedir.  Bu bolimde, kesirli Green
fonksiyonu ve Ozellikleri agiklanmis ve bazi 6zel durumlar i¢in kesirli Green

fonksiyonlar1 elde edilmistir.

4.4.1 Kesirli Green Fonksiyonu ve Ozellikleri
[, D7y (6)] =0, (k=1,2,...n) 4.17)

baslangi¢ kosullar1 altinda

Ly(0)= D7 y(6)+ 2 (1) D7 y(t)+p,(¢) (1)

olmak tlizere
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oLy(1)=f(1) (4.18)

kesirli diferansiyel denklemi ile tanimlanan baslangig-deger problemi gbéz Oniine
alinsin. Burada,

aDtUky(t) Ea Dak Dakil"'aDtal;

t at

op—1 _ a; -1 oy a .,
aDt Ta Dt aDt "'aDt H

dir.

4.4.1.1 Tamim (Kesirli Green Fonksiyonu) :

G(1,7) notasyonu ile gsterilen fonksiyon,
i. Vze(0,)i¢in  LG(t,7)=0;

i. lim (,D77'G(6,7))=6,,, (k=0,1,..,n)

7—t-0

(5., Kronecker Delta);

7,t—>+0
<t

iii. lim (,D7G(t.7))=0, (k=0.1,...n-1)
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kosullarimi saghyorsa G(¢,7)’ye kesirli Green fonksiyonu denir.

4.4.1.2 Green Fonksiyonun Ozellikleri:

i. Kesirli Green fonksiyonuna bagli olarak tanimlanan
y()=[G(t7) f(r)de (4.19)
0

integrali (4.17)-(4.18) deki baslangi¢-deger probleminin ¢éztiimiidiir.
ii. Sabit katsayili kesirli diferansiyel denklemler igin

G(t,r):G(t—r).

iii. G(¢,7) kesirli Green fonksiyonunun uygun tiirevleri, (4.17)-(4.18) deki

homojen ( f (t)= 0) kesirli diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimlerinin

bir kiimesini olusturur.

Asagidaki 6zel durumlar igin baslangic-deger problemlerinin kesirli Green

fonksiyonlar elde edilmistir.

4.4.1.3 Bir Terimli Kesirli Diferansiyel Denklem

a keyfi bir sabit olmak iizere,

a,Dy(t)=1 (1) (4.20)

39



sabit katsayili kesirli diferansiyel denklemi i¢in elde edilecek olan kesirli Green

fonksiyonu G, (¢) olsun. Buradaki ,D/y(¢) kesirli tiirevi standart ya da ardisik

kesirli tiirev olabilir. G, () kesirli Green fonksiyonu

g (s)=— (4.21)

ifadesinin ters Laplace doniigiimii alinarak elde edilir. O halde,

I {gl(s)}:Gl(t)zérf(xO:) (4.22)

elde edilir. Sonug olarak sifir baslangi¢ kosullar1 altinda (4.20) denkleminin ¢oziimii

1 j /) :lOD’“f(t) (4.23)

olarak bulunur. Dikkat edilirse ,D,“ f(¢), kesirli integrali ifade etmektedir.

4.4.1.4 Iki Terimli Kesirli Diferansiyel Denklem
a ve b keyfi sabitler olmak iizere,
a 0D,“y(t)+by(t)=f(t) (4.24)

sabit katsayili kesirli diferansiyel denklemi icin elde edilecek kesirli Green

fonksiyonu G, (¢) olsun. O halde,
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fonksiyonunun ters Laplace doniigiimii alinarak

G, (1) =lt“‘1EM (—ét“j (4.25)

a a

elde edilir.

(4.25) da b=0 alnursa ve E, , iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun

tammu kullanilirsa G, (¢) fonksiyonu G, (¢)’ye doniigiir. Cahsmada ele alinan

baslangi¢c-deger probleminde de ortaya cikan ve c¢oziimii aranilan diferansiyel

denklem, iki terimli kesirli bir diferansiyel denklemdir.

4.4.1.5 Ug¢ Terimli Kesirli Diferansiyel Denklem

Benzer bicimde a,b ve ¢ keyfi sabitler olmak tizere,
a Dly(t)+b ,Diy(t)=f (1) (4.26)

sabit katsayili kesirli diferansiyel denklemi i¢in kesirli Green fonksiyonu G, (t) ile

gosterilsin.

O halde,

(s)— 1 _l cs™ 1
& as”? +bs*+c¢  cas”* +b cs ®
as” “+b
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elde edilir. g, (s) fonksiyonunun ters Laplace doniisiimii sonsuz toplamin her bir

terimine uygulanirsa
1 & —l)k cY b
6,(0)=2 &) e 2 (427

elde edilir. Burada

d* d +k)y’
EN(V)="7E,(»)=X UE)D (o ,.c0).

p=2vea= 3 olmas1 durumunda kesirli uygulama problemlerinde oldukca 6nemli

bir yere sahip olan Bagley-Torvik kesirli diferansiyel denklemi elde edilir. n terimli

sabit katsay1l1 kesirli diferansiyel denklemler icin de benzer islemler yapilarak G, (t)

kesirli Green fonksiyonu elde edilebilir.
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5. KESIRLI TUREVLERIN NUMERIK HESAPLAMASI

Bu boliime kadar analiz edilen Laplace doniisiim metodu ve kesirli Green
fonksiyonu, kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerini elde etmek icin
kullanilir.  Ancak, ¢oziimii aranan diferansiyel denklemdeki kesirli tiirevlerin her
zaman analitik (tam/ kesin) hesaplamasi kolay ya da miimkiin olmayabilir. Bu
ylzden ¢esitli niimerik metotlar kullanilarak bu kesirli tiirevlerin analitige oldukca

yakin ve kolay hesaplanabilmesi saglanmistir.
Calismada ele alinan problemin kesirli tiirevlerinin niimerik hesaplanmasinda
da kullanilan, olduk¢a genis bir fonksiyon ailesi i¢in gegerli ve etkili olan Griinwald-

Letnikov yaklasimi incelenecektir.

Gergek miihendislik uygulamalarinda ortaya ¢ikan genis bir fonksiyon ailesi

i¢in Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov kesirli tiirev tanimlar1 birbirine esittir.

Bu niimerik yaklasim kullanilirken izlenen yol, sifir baslangi¢ kosullar
altinda tanimlanan baslangi¢-deger probleminin formiilasyonu boyunca Riemann-
Liouville taniminin kullanilmasi ve niimerik ¢6ziim elde edilirken de Griinwald-
Letnikov tanimina gegilmesi bi¢gimindedir.

5.1 Griinwald-Letnikov Yaklasim

Tamsay1 mertebeli tiirev igin

L_dx _x(t)—x(1=h)
dt h

oldugu bilinmektedir. Benzer bi¢cimde,
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x(t)—2x(t—h)+x(t—2h)

hZ
(1)=& (1) = TN
_ x(t)—3x(t—h)+3x(t—2h)—x(t—3h)
h3
elde edilir.

E x(t) = x(t—h)

(5.1)
olacak bigimde yeni bir £ notasyonu kullanilsm. O halde,

E[Ex(t)]=E x(t)=E[x(t-h)]=x(t-2h)
ve genel haliyle

E" x(t)=x(t—nh) (5.2)

elde edilir. E notasyonu g6z Oniine alinarak,
#(1) ;M = (1)~ E (1)

(1-E)x(t) .

h b
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1 n

X (1) = ﬁ(l —E) x(1) (5.3)
yazilabilir.
!
e o=c|" = (5.4)
r)or !(n - r)!
kombinasyon tanimi goz oniine alinarak

(5.5)

biciminde yeniden ifade edilebilir.

[O,t] zaman diliminde tanimlanan bir baslangi¢-deger problemindeki kesirli

tirev «. mertebeden olsun. ¢ uzunluklu zaman » tane /4 uzunluklu alt araliga

ayrilsin. 42 — 0 iken limit durumu diisiiniiliirse

elde edilir. Dikkat edilirse,
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X (1)= 1imhiaznl(—1)f (ajx(t—jh) (5.6)
h—0 i v

daha Once tanimi verilen Grinwald-Letnikov kesirli tiirevidir.

J!

e (_1)].[(1]: a(a-1)..(a-j+1) 5

olsun. Sonug olarak Griinwald-Letnikov kesirli tiirev tanimi1

> |~

x( = hm—
h—0 h“

M

x(t—jh) (5.8)

(=]

biciminde yazilabilir. Bu tiirev tanimmin nasil kullanildigi asagidaki ornekle

gosterilmistir.

Ornek : x(¢)=r olmak iizere D%x(t) kesirli tiirevini [0,1] zaman

araligindaki degeri nedir?

Coziim : [0,1] zaman araligi 7 =0.25 uzunluklu alt araliklara boliinsiin. O

halde, « =% ,h=0.25,¢t=1 olduguna gore n=th olmasindan n=4 elde edilir

(5.8) tanimi g6z Oniine alinirsa

Dx(1) D/t: 24: (}-4}1 Jh)

elde edilir. Burada
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4!

(%JM’[%J G626

ve diger kombinasyonlar da benzer bicimde elde edilir. Sonug olarak,
D"x(t)=D"r

= lim[w((%)x(4h) + w((ll)é)x (3h)+ w((z?)x(?_h) + w((%)x(h) + w((%)x (0)}

h—0 0)

sonucuna ulagilir.
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6. KESIRLI YAYILIM-DALGA PROBLEMLERI
6.1 Kesirli Yayihm-Dalga Problemleri Hakkindaki Calismalar

“Kesirli yay1lim-dalga denklemi, klasik yayilim ya da dalga denklemlerindeki

birinci ya da ikinci mertebeden zaman tiirevinin « mnc1 (@ >0) mertebeden kesirli

bir tiirevle yer degistirmesi ile elde edilen bir kismi diferansiyel denklemdir.” tanimi
Mainardi [7] tarafindan yapilmistir ve kesirli yayilim-dalga denklemleri icin en
yaygin kullanilan tanimdir. Oldukca genis bir alanda uygulanabilir olmasi sebebi ile

kesirli yayilim-dalga denklemlerine olan ilgi giderek artmaktadir.

Anormal yayillim ve alt yayilim sistemlerinin modellenmesinde, yayilim ve
dalga fenomenlerinin birlestirilmesinde, kesirli rasgele dagilimlarin tanimlanmasinda

ve bunlar gibi pek ¢ok alanda kesirli yayilim-dalda denklemlerine rastlanir.

Kesirli yayilim-dalga problemlerini ele alan baslica 6énemli arastirmacilardan

ve ¢alismalarindan asagida bahsedilmistir.

Oldham ve Spanier [2] yarim mertebeden zaman ve birinci mertebeden
durum tiirevleri igeren bir kesirli yayilim denklemini goz Oniine almiglar ve ayni
zamanda tanimladiklar1 kesirli yayilim denklemi ve klasik bir yayilim denklemi

arasindaki iligkiyi incelemislerdir.

Nigmatullin [9], evrensel elektromanyetik, akustik ve mekanik tepkilerin pek
cogunun  kesirli  yayilim-dalga  denklemleri  kullanilarak  tam  olarak

modellenebildigine dikkat ¢ekmistir.

Wyss [10], H -fonksiyonu yardimi ile tamimlanan Kkesirli yayilim
denklemlerinin kapali formdaki ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in Mellin doniisiim

teorisini kullanmistir.  Giona, Cerbelli ve Roman [11], kompleks viskoelastik
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materyallerin i¢indeki relaksasyon (gevseme) olgusunu tanimlayan bir kesirli yayilim

denklemini incelemistir.

Roman ve Alemany [12], fraktalar {izerindeki bir siirekli-zamandaki rasgele
dagilimi arastirmiglar ve ortalama olasilik yogunlugunun bir kesirli zaman tiirevli

yayilim denklemi ile ifade edildigini gostermislerdir.

Mainardi [7], Mainardi ve Paradisi [13] birinci mertebeden zaman tiirevini
a’mec1 mertebeden kesirli bir tirev ile degistirerek yayilim denklemini
genellestirmislerdir. Bu genellestirilmis denklemin viskoelastik katilarin i¢indeki
gerilim dalgalarinin yayilimini ifade ettigini bulmuslardir. Bunun yani sira Mainardi
ve Paradisi, @ 'nin 0 ’dan 2 ’ye artmasi durumunda siirecin “yavas yayilim — klasik

yayilim — yayilim-dalga — klasik dalga” bi¢ciminde isledigini gostermiglerdir.

Agrawal [14,15], Mainardi’nin yayilim-dalga formiilasyonunu dordiincii
mertebeden bir durum tiirevi iceren kesirli yayilim dalga denklemine genisletmistir.

Bunu yaparken de problemi hem sinirli hem de sinirsiz bir bolgede ele almustir.

Hilfer [16], H -fonksiyonlarinin Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ile

tanimlanan kesirli yayilim denkleminin bir kapali form ¢ézliimiinii ortaya koymustur.

Kesirli miihendislik sistemlerinin istatistik/olasilik analizlerinin yapilmasi
alanindaki ¢alismalar oldukga sinirlidir. Bu alanda Agrawal [17], bir boyutlu kesirli

yayilim-dalga denklemlerinin olasilik analizini yapmuistir.

Smirli  bolgelerde tanimlanan  kesirli  yayilim-dalga denklemlerinin
¢dziimlerini bulmak igin Ozdemir [18], “modal/integral transform method” olarak
adlandirilan metodu kullanmistir. Bu metot oldukca geneldir ve uygulanabildigi
kesirli sistemlerin salinim analizleri ile ilgili pek ¢ok problemin kapali formdaki
¢Oziimlerini bulmak i¢in kullanilir.  Bilinmelidir ki siirekli sistemlerin salinimi
oldukca genis bir ¢aligma alanidir. S6z konusu metodun sagladigi en 6nemli avantaj,
strekli zamanda tanimlanan problemi sayilabilir sayida birbirinden bagimsiz

probleme ayirip her birinin ¢éziimlerine ulagsarak ana problemin kapali formdaki
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¢Ozlimiiniin elde edilmesidir. Calismada da yararlanilan metot olmasi agisindan

onemlidir.

El-Shahed ve Salem [19] bu metodu kullanarak “Navier-Stokes”
denklemlerinin kesirli genellestirmesini  ¢6zmiislerdir. Problemlerini polar
koordinatlarda tamimladiklarindan dolay1 da elde ettikleri ¢oziimlerin radyal simetrik
olmasi durumu ile karsilagsmiglardir. Yine Postenko [20,21], ayn1 metodu kullanarak
bir kiire ve silindir igindeki kesirli radyal yayilim problemini ele almustir.
Povstenko’nun ¢alismasi ile buradaki calismada ele alinan problem ayni olmasina
ragmen problemin tanimlanmasi ve ¢Oziimii acisindan 6nemli farkliliklar vardir.
Povstenko calismasinda, bir silindir igindeki radyal yayilim problemini Caputo
kesirli tlirevi ile polar koordinatlarda tanimlamistir ve sadece analitik olarak
problemin ¢oziimiinii gerceklestirmistir.  Ayni zamanda Povstenko simulasyon
sonuglarint sadece uzaklik ve tiirevin mertebesinin degisimine gore arastirmistir.
Ancak buradaki calismada problem, Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile silindirik
koordinatlarda tanimlanmistir ve elde edilen simulasyon sonuglart tiirevin
mertebesindeki degisime, Bessel fonksiyonlarinin sifirlarinin sayisina, alt aralik
uzunluklarinin degisimine gore 2 ve 3 boyutlu olarak elde edilmistir. Niimerik
¢Oziimiin elde edilmesinde Griinwald-Letnikov yaklasimindan yararlanilmistir.
Bilinen odur ki kesirli problemlerin her zaman analitik ¢oziimlerine ulagsmak
mimkiin olmayabilir. Bu yiizden niimerik ¢6ziimlerinin arastirilmasi adina ¢ok
sayida metot ortaya konmustur. Cogunlukla bu metotlardan problemin yapisina en
uygun olant segilerek analitik ¢6ziime en yakin olan ¢oziim elde edilmeye

calisilmaktadir.

6.2 Kesirli Yayihm-Dalga Denklemleri

¢ keyfi bir sabit, ¢ zaman degiskeni, x, y ve z kartezyen koordinatlar olmak

tizere bir, iki ve li¢ boyutlu kesirli yayilim-dalga denklemleri sirasi ile

ou_ 0

a ¢ 22
ot ox
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o°u  ,(0u ou
e ¢ PR
ot ox~ 0oy

o0u 2 o’u o'u Ou
ot”

= +—+
ox> oy’ oz
kesirli kismi diferansiyel denklemleri ile tanimlanir.

Ozel halde, o =1 olmasi durumunda bu diferansiyel denklemler “yayilim”
o =2 olmast durumunda ise “dalga” hareketlerini ifade eder. Dahasi Ornegin;

a =1 oldugunda ¢ keyfi sabiti yayilim sabitine doniisir.

Bagimsiz degiskenler uzaymin herhangi bir R bolgesindeki, kismi
diferansiyel denklemin bir ¢ézliimii, bu bdlgede her yerde diferansiyel denklemi
saglayan ve R’yi i¢ine alan bazi bdlgelerde diferansiyel denklemin biitiin

degiskenlerine gore kismi tlirevlere sahip olan bir fonksiyondur.

Fiziksel bir probleme ait olan bir kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii belirli

baslangi¢ ve sinir kosullar1 altinda tektir.

Uygulamada, >0 olmak iizere kesirli yayilim-dalga denklemlerinin genel
¢Oziimiini bulmaktan ziyade ¢=0 anindaki tanimlanan baglangic kosullarin
saglayan ¢O0zlimiinii bulmak onemlidir. Ciinkii fiziksel problemlerde ¢ogunlukla
diferansiyel denklemlerle beraber baslangic ve sinir kosullart dogal olarak ortaya

cikar.
Ele alinan problemde ¢ boyutlu kesirli yayilim-dalga denklemlerinin

silindirik koordinatlardaki ¢6ziimii arastirildigi i¢in bundan sonraki tanimlar {i¢

boyutlu kesirli yayilim-dalga denklemleri tizerinde verilmistir.
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6.2.1 Tanim:

°u  ,(0u u u
e ¢ st ot
ot ox~ oy oz

J+f(x,y,z,t) (6.1)

seklinde tanimlanan denkleme kartezyen koordinatlarda ii¢ boyutlu lineer olmayan

kesirli yayilim-dalga denklemi denir.

Burada yayilim-dalga hareketinin lineerligini bozan f (x, y,z) dis kuvveti

(bozucu/kontroldr)’dir.
Yayilim-dalga problemlerinin 6zelliklerine gore amaca uygun olarak degisik
koordinat sistemleri kullanmak gerekir. Bu yiizden ele alinan problemde silindirik

bir bolgeye yerlestirilmis bir cismin yayilim-dalga hareketi incelendigi icin silindirik

koordinatlar kullanilmistir.

6.3 Silindirik Koordinatlarda Kesirli Yayilim-Dalga Denklemlerinin

Cozimii

Silindirik bir bolgeye yerlestirilmis ve bir f dis kuvvetinin etkisi altinda
kalan bir cismin yayilim-dalga hareketinin herhangi bir ¢ anindaki durumunu veren

u (x, v,z, t) fonksiyonu (6.1) deki kesirli yayilim-dalga denklemini saglar.

Uzerinde calisilan silindirik bir bélge oldugundan
x=rcosf, y=rsiné, z=z (6.2)

dontistimleri yapilarak

ot*

u (0w 1ou 1 d*u 0&u
ottt oo,
or- ror r 00" oz

+—2j+f(r,6,z,t) (6.3)

52



silindirik koordinatlardaki kesirli yayilim-dalga denklemi bulunur. O halde (6.3)
tanim1 gz Oniine alinarak silindirik koordinatlarda tanimlanan radyal simetrik kesirli
yayilim-dalga problemini sifir baglangi¢ ve sinir kosullar altinda agagidaki bicimde

ifade edilebilir.

6.3.1 Radyal Simetrik Kesirli Yayihm-Dalga Problemi

Problem:

Sinir kosullart

i. u=0, (z=0,0<r<R)
ii. u=0, (r:R,O<Z<L)
iii. =0, (Z:L,O<r<R)

iv. usonlu, (0<r<R,0<z<lL)

ve baslangi¢ kosullari
u(r,2,0) = 24(7,2,0) =24 (1,2,0) =0 (6.4)

olmak tlizere

ok ror o

a 2 2
ZZZ’ :cz(a u, 1o +a—uj+f(r,z,t) 6.5)

kesirli diferansiyel denklemi ile tanimlanan probleme “Silindirik Koordinatlarda

Radyal Simetrik Kesirli Yayilim-Dalga Problemi” denir.
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Burada c, problemin tanimlandig: fiziksel sistemin 6zelliklerine bagli olarak

degisen bir keyfi sabiti, R (0<r<R) iizerinde ¢alisilan silindirik bdlgenin

yarigapini, L (0 <z < L) silindirin uzunlugunu ifade eder.

Problemin radyal simetrik olarak adlandirilmasinin sebebi, baslangi¢
kosullarinin @ degiskeninden bagimsiz olmasi durumunda u ¢oziimlerinin & ’dan

bagimsiz oldugu gergegidir.

Dikkat edilirse problem sifir baslangi¢ kosullar altinda tanimlandigindan elde
edilen ¢oziimler radyal simetrik ¢oziimlerdir. Bu yiizden de problemi tanimlayan

kesirli kismi diferansiyel denklemde @ degiskeni ihmal edilir.

a—u(r,z,O) :a—u(r,z,O) =0

or Oz

baslangi¢ kosulu eger « >1 ise gdz oniine alinir.

f(r,z,t) dis kuvvet fonksiyonunun problemin tiiriine gére belirlendigi

yukarida belirtilmisti. Ornegin; 1s1 transferi probleminde f'(r,z,¢) 1s1 tiketim hizini

temsil eder ya da bir zarin titresimi probleminde zara distan uygulanan kuvveti ifade

eder.

Sonug olarak, genel halde tanimlanan problemin ¢oziimii asagidaki bigimde

aragtirilmustir.
Coziim:

Problemin ¢oziimiinii ger¢eklestirmek icin degiskenlere ayirma metodundan

yararlanilmistir. O halde varsayalim ki ¢6ziim

u(r,z.t)=R(r)Z(2)T (1) (6.6)
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olsun. Ilk olarak f(r,z,¢)=0 varsaymm ile (6.6) ¢oziimii (6.5) denklemini

sagladigindan
a 2 2
R@)Z@y;f:a(zpﬁxoif+%z@ﬂx0§§+Ruﬂmgif] (6.7)

esitligi elde edilir. (6.7) esitliginin her iki yan1 R(r)Z(z)T(¢)c’ "ya béliiniirse

T
T dt”

_R_1R Z (6.8)
R rR Z

sonucuna ulasilir. Dikkat edilirse (6.8) denkleminin sol tarafi ¢ degiskenine, sag
tarafi » vez degiskenlerine baghdir. ¢,7 vez bagimsiz degiskenler olduklari igin
denklemin ¢Oziimiiniin var olabilmesi i¢in her bir degiskene bagli olan kisimlar
ayirma sabitleri olarak adlandirilan A,  ve k ’ya asagidaki bigimde esit olmalidir. O

halde

R IR_ .
R rR H
Z:_k2

YA

1 d”’T:_/12
T dt”

biciminde 3 diferansiyel denklem elde edilir. Burada g,k ve A ayirma sabitlerinin

2

onlerindeki “—"" isaretinin incelemede pek onemi yoktur. Sadece ¢dziimiin yapisini
etkiler. Her bir diferansiyel denklemin ¢ozimii siras1 ile R(r),Z(z) ve T (t)
cozlimlerini verecektir. O halde 3 adimda bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri

aragtirilacaktir.
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1. Adim:

P
AL\ 6.9
2 yZ (6.9)

diferansiyel denkleminde s = g7 doniislimii yapilirsa
R+iR+R=0 (6.10)

S

elde edilir. (6.10) denklemi bir Bessel diferansiyel denklemdir. O halde 3.4.7 tanim

geregi (6.10) denkleminin genel ¢Bziimii
R(s)= ey (s)+cYy(s)
ve ya
R(r)=cJ,(ur)+c,Y, (ur) (6.11)

bi¢imindedir. Burada J, (ur) ve Y, (ur) fonksiyonlar sirasi ile sifirmer dereceden
birinci ve ikinci tip Bessel fonksiyonlaridir. R (r) ¢Oziimiiniin var ( sonlu bir degere

sahip) olabilmesi i¢in ¢, =0 olmalidir. Ciinkii 7 =0 noktasinda ¥, (0) = —oo dur.

Sonug olarak (6.11) genel ¢6ziimii
R(r)=cJ,(ur)

bi¢imine doniisiir. Hesaplamalarda basitlik olmas1 agisindan ¢, =1 sabit degerinin

kullanildig1 g6z oniine alinirsa
R (r) =J, ( yr)
elde edilir. Sinir kosullarindan (ii) dikkate alinirsa
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u(R,z,t)=0

veya buna esit olarak
R(R)Z(z)T(t)=0

olacaktir. Z(z)#0 ve T(t)=0 oldugu dikkate alinirsa da
R(R)=J,(uR)=0

elde edilir. J, fonksiyonu tanimi goz Oniine alindiginda sonsuz ¢oklukta sifir

noktasina sahiptir. O halde j=1,2,...,00 olmak lizere
Jo(1,R)=0

yazilabilir. J; fonksiyonunun sifir yerleri y; ile gosterilsin. Bu durumda 4, R=y,

ya da

p, =t (6.12)

R

olacaktir. j=1,2,...,00 olmak lizere y i ’lerden bazilari

v, =2.4048,y, =5.520L,y, =8.6537,y, =11.7915,, =14.9309 (6.13)

bicimindedir. Sonug olarak

R (r)=J, (ﬁrj, (j=1.2,...) (6.14)
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¢Oziimleri elde edilir.

2. Adim:
%: —k* (6.15)

diferansiyel denklemi adi bir diferansiyel denklem olup (6.4) ile verilen baslangic

kosulu g6z Oniine alinarak elde edilen genel ¢oziimii
Z,(z)=sin(kz), (i=1,2,...,0) (6.16)

bicimindedir. Sinir kosullarindan (iii) dikkate alinirsa 1. adimdakine benzer diisiince

ile Z(L)=0 yada sin(k,L)=0 elde edilir. O halde kL =iz, (i=1,2,...,) yada

k=2 (6.17)

Zl.(z):sin(%rzj, (i=1,2,..,0) (6.18)

—A) = (=) +(-k7) (6.19)

sonucu yazilabilir. Problemin genel ¢oziimii kapali formda, (6.14) ve (6.18)

¢Oziimleri dikkate alinarak
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u(r,z,t) = ]Z.O:‘JO (%r}sin(%zj T, (t) (6.20)

bi¢iminde yazilabilir. Bu sonucu kullanarak da 3. adimda 7, (t) ye ait bir
diferansiyel denklem elde edilip ¢6ziimii arastirilacaktir.

3. Adim:

(6.20) ¢ozlimii (6.5) denkleminde yazilirsa

sonucuna ulasilir.  (6.14), (6.9) denkleminin ¢o6ziimii oldugundan denklemi

saglayacaktir. O halde

I R RRCER

veya

SR )
dr R rdr R R R

sonucuna ulasilir. (6.22) esitligi (6.21) de yazilirsa
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olacaktir. (6.23) esitliginin her iki yan ile ¢arpilirsa

-
. lim

sin| —z
(L j

esitligi elde edilir. (6.24) esitliginin her iki tarafi 7J (%rj, (k

carpilip 0 ’dan R ’ye kadar integral alinirsa

L & daT;(t) R V. /8
SR St

i=l j=1
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=1,2,..,0) ile

(6.25)



sonucuna ulasilir. J, fonksiyonunun ortagonallik 6zelligi

1 0 e
[x gy (wx) I, (w,x) dx = 2w (6.26)
0 _ ,l =

2

bi¢imindedir. (6.26) kullanilarak ve x =% doniisiimii yapilarak (6.25) deki

R
.([rJO (%r] J, (%rjdr , (1,k=1,2,...,0)

integrali

R
\ Vi _p2
J.rJO(?r]JO(?r)dr—R l‘]f(ﬂj ik (6.27)

biciminde elde edilir. O halde, (6.27) sonucu (6.25) de kullanilirsa

= d°T

SEURNG

i=l j=1

ya da
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(6.28)

sonucuna ulasilir. (6.28) kesirli diferansiyel denklemi i¢in baslangi¢ kosullari

dT,
7,(0)=—(0)=0 (6.29)

dir. Elde edilen diferansiyel denklem ise iki terimli kesirli diferansiyel denklemdir.

O halde, bu diferansiyel denklemin kesirli Green fonksiyonu

e 20| Y ’ ir\
o M () ] o)

1,()=[ 0, (t-7)F, (1)dr (631

dir. Burada F; (t) olarak adlandirilan

2 5 (v,
F,(t)= — [, (—fr] f(r,z,t)dr (6.32)
R*J} (Wj jsin(irzj 0 R
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fonksiyonudur. Sonug olarak 7, () ¢dziimii (6.20) de yazilirsa

u(r,z)=] jﬁ;]o(%r}sin(%zjj%(f—r)ﬁi(t)dr (6.33)

elde edilir. Bdylece problemin kapali formdaki analitik ¢oziimii bulunmustur.
Analitik ¢ozlimlerin ¢ =1 ve a =2 degerleri i¢in hesaplanmasi sirasi ile asagidaki
bicimde verilmistir.

a =1 olmasi durumunda,

u(r,z,t) = i ZJO(WJ:) 5 {1_652[(.,/)24,-”)2}} (6.34)
Py, (‘//_,-)[(‘//_,-) +(ir) J

ve a =2 olmasi durumunda,

s ) = i 2J, (er) (lﬂ)z} {_COS(\/[(% )2 +(i7z')2}tj+l} (6.34)

Sy (v )[(‘/’j )2 +(i

Problemin analitik ¢6zlimiiniin yan1 sira niimerik ¢6zliimiiniin bulunabilmesi
icin “Griinwald-Letnikov Yaklasimi1” olarak adlandirilan ve asagidaki bigimde

aciklanan bir niimerik yaklagim kullanilacaktir.

6.4 Griinwald-Letnikov Yaklasimi ile Problemin Niimerik Coziimii

Griinwald-Letnikov niimerik yaklasimi  kullanilarak yukarida analitik
¢Oziimlerine ulasilan problemin niimerik ¢ézlimleri elde edilir. Bunun i¢in asagidaki
bicimde tanimlanan ve problemin formiilasyonunda ortaya ¢ikan kesirli diferansiyel
denklem ile tanmimlanan baslangi¢c-deger problemi gbéz Oniine alimir. O halde

baslangig-deger problemi 0 < @ <2 olmak iizere,
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DT (t)+ AT (t)= 1 (t), (1>0) (6.35)
kesirli diferansiyel denklemi ve

T(O)zi—f(o):o (6.36)

baslangi¢ kosullari ile tanimlansin. (6.35) diferansiyel denklemi “Gevseme salinimi
denklemi” olarak adlandirilir. Bu baslangi¢-deger probleminin ¢éziimii Griinwald-
Letnikov yaklasimi kullanilarak asagidaki bicimde 4 adimda elde edilir.

1.Adim:

Problemin tanimlandig1 zaman aralig1 esit ve “h” uzunluklu alt araliga ayrilir.

2.Adim:

Her bir j ’inci andaki DT (¢)” tiirev degeri Griinwald-Letnikov formiilii

kullanilarak
OD;’T(z)=izw<.“>T | (6.37)

bi¢iminde hesaplanir. Buradaki ¢, degerleri her bir ; ammndaki niimerik olarak

hesaplanan ¢ degerleridir ve wg.a) degerleri asagidaki bi¢imde tanimlanir:
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3. Adim:

(6.37) ile verilen yaklagim kullanilarak o nin farkli deger araliklari igin

baslangig-deger probleminin niimerik ¢éziimleri 2 durum altinda elde edilir.

1. Durum : 0 < <1 ve T(0) =0 olmasi durumunda elde edilen niimerik

¢Ozim
5 “iwﬁ”‘ T, +AT,=f,, (m=12.) (6.38)
Jj=

bi¢imindedir.

2.Durum: l<a<2veT (O) C(Z (0) =0 olmasi durumundaki niimerik
¢O0zim
T =—Ah“T, Zwaz;n SRS (m=2,3,.) (6.39)

olarak elde edilir.

4. Adim:

Sonug olarak (6.38) ve (6.39) sonuclar1 kullanilarak her bir m anindaki T

m

¢oziimleri elde edilmis olur.

Simdi analitik ve niimerik sonuglarin karsilastirilmasi, problemin
tanimlanmasinda yer alan ¢esitli parametrelerin degisimi durumunda sistemin verdigi
cevaplarin fiziksel olarak yorumlanmasi ve bulunan tiim sonuclarin degerlendirilmesi
amact ile MATLAB programi kullanilarak elde edilen simiilasyonlar analiz

edilecektir.
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6.5 Simiilasyon Sonuclari ve Yorumlanmasi

Oncelikle problemin tanmimlamasinda, parametrelerin 0<a <2, ze [O,L] ,
re [O,R] ve t >0 olarak tanimlandig1 hatirlanmalidir. Sonrasinda, hesaplamalarda

kolaylik olmasi agisindan R=L=c=f (r,z,t) =1 varsayimi yapilmistir.

Simiilasyon sonuglarinda da goriilecegi gibi M,h ve o degiskenleri sirasi ile Bessel
fonksiyonunun sifirlarinin sayisi, adim uzunlugu ve kesirli tiirevin mertebesini ifade
eder. Bu degiskenlerin sistemin cevabina olan etkileri asagidaki sekillerle ve

aciklamalariyla verilmistir.

Sekil 6.1 ve Sekil 6.2 de =1 ve a =2 olmasi durumunda elde edilen
analitik ve niimerik ¢ozlimlerin karsilastirilmasi verilmistir. Goriinen odur ki analitik
ve niimerik ¢oziimler birbiri ile tam olarak ortiismektedir. Bu ise kullanilan niimerik

yaklagimin gercege ne kadar yakin sonug verdigini gosterir.

0.12

0.1F b

0.08 B

0.06 B

u(r,z,t)

0.04 B

0.02 B
----- analitik ¢ozum

nimerik ¢ézim

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 6.1 ¢ =1,r=0.5,z=0.3,M=5veh=0.001
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0.25¢

0.2r

0.1r

0.05F

----- analitik ¢ézum |
nimerik ¢6zim

Sekil 6.2 ¢ =2,r=0.5,2=0.3,M=5veh=0.01

________________________
_____
-

__0.08]l ]
N
S 0.06 ]
0.04 i
.......... M=5
002l e M=10 |
— M=20
0 I Il Il I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 6.3 de M degerlerinin degisiminin sistemin cevabindaki etkisi
goriilmektedir. Gorilinen odur ki M degeri arttik¢a elde edilen sonuglar birbirine ve
aynt zamanda gercek coziime yaklasir ve M ’nin 20°den biiylik degerler almasi

durumunda elde edilen sonuglar birbiri ile tamamen Ortiistiigiinden M ’nin degisimi

t (zaman)

Sekil 6.3 « =0.5,r=0.5vez=0.3

sadece 20’ye kadar olan degerler i¢in gozlenmistir.
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0.12

0.1f |
0.08} |
N 0.06f |
El
0.04f § |
oo2li heo1
e h=0.01
i ——h=0.001
0 L | ‘ ‘
° 02 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 6.4 a=1,r=0.5vez=0.3

Sekil 6.4 adim uzunlugu (/) degisiminin sistemin cevabina olan etkisini
gostermektedir. Adim uzunlugu kiiciildiikge hassasiyet artar ve gercek c¢oziime

yaklagilir.

0.12

gy =y gy gy gy

gy Y o

o1l
0.08ff

0.06

u(r,z,t)

0.04 i
......... =05
2 a=0.7 |
a=1
O L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 6.5 r=0.5,2=0.3,M=5veh=0.01
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Sekil 6.5 de kesirli tiirevin mertebesinin 0 <« <1 araligindaki degisimi
gozlenmistir. Burada sistemin davranis1 « =0.5 olmasi durumunda yavas yayilimi
ifade eder. o =1 olmas1 durumunda ise sistem yayilim hareketi gostermektedir. O
halde ¢ikarilan sonu¢ sudur ki sistem yavas yaylimdan yayilim davranigina dogru

gecis gostermektedir.

0.28 \
e =15

--e-- a=19

0.21F

0.14+

u(r,z,t)

0.07 {3

0 2 4 6 8 10
t (zaman)

Sekil 6.6 r=0.5,2=0.3,M=5veh=0.01

Sekil 6.6 da Sekil 6.5 dekine benzer olarak « ’nin degisimi incelenmistir.
Burada 1<a <2 olmasi durumu goéz oniine alinmistir. Goriinen odur ki sistem,
a =1.5 olmasi durumunda yayilim-dalga davranigint gosterirken o =2 oldugunda

tam bir salinim yaparak dalga hareketi gosterir.
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06
0.4

T2
z (silindirin boyu) 0

t (zaman)

Sekil 6.7 ¢ =0.5,r=0.5,M=5veh=0.01

Sekil 6.7 de sistemin goOsterdigi yavas yayilim hareketinin 3-boyutlu
simiilasyonu verilmistir. Si

Sistem 0<¢<0.1 zaman aralifinda ¢ok hizli bir yayilim
davranis1 sergilerken sonraki zamanlarda yavaslar ve daha diizglin bir davranis
sergiler.

70



z (silindirin boyu) 0 g t (zaman)

Sekil 6.8 # =1.5,r=0.5,M=5veh=0.01

Sekil 6.8 da sistem yayilim-dalga hareketi gosterir. Bu durumda sitemin
yaklagik #=1 anindaki bir sigramadan sonra daha diizgiin bir davranis sergiledigi

goriiliir.
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u(r,zt)

z (silindirin boyu) 0 o

t (zaman)

Sekil 6.9 ¢ =2,r=0.5,M=5veh=0.01

Sistemin « =2 olmast durumunda en son gdosterdigi davranis Sekil 6.8 de

verilmigtir. Sistem burada tam bir salimim yaparak harmonik bir dalga hareketi

gosterir.

Dikkat edilirse yukarida verilen 2-boyutlu simiilasyon sonuglar1 zaman (¢)
degiskenine bagh olarak sistemin gosterdigi davranislardir. Benzer sonuglar z ve r
degiskenlerine bagli olarak da elde edilebilir. Yine benzer sekilde 3-boyutlu
simiilasyon sonuglar1 z ve ¢ bagimsiz degiskenlerine bagl olarak gézlenmistir.

Benzer simiilasyonlar 7 ’nin degisken olmas1 durumu i¢in de elde edilebilir.
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7. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu ¢aligmanin alt1 ana bdliimiiniin degerlendirilmesi asagida yapilmaktadir.

Birinci boliim giris boliimii olmakla birlikte bu boliimde genel anlamda
kesirli analiz kavrami agiklanmus; daha 6zel halde kesirli tiirevlerin baslicalarindan

bahsedilmis ve kesirli tlireve fiziksel bir bakis agis1 ortaya konmustur.

Ikinci boliim kesirli analizin tarihsel gelisim siireciyle baslamistir. Aymi
zamanda kesirli analizin uygulandig1 baslica problem tiirlerinden ve neden kesirli
analize ihtiya¢ duyuldugundan bahsedilmistir. Diger bir deyisle kesirli analizin

klasik analize tercih edilme nedenlerine deginilmistir.

Ugiincii boliimde kesirli analizin bazi temel fonksiyonlar1 olan Gamma ve
Mittag-Leffler fonksiyonlar: tanimlanmistir.  Oncelikle kesirli integralin ¢ikisi
aciklanmis ve sonrasinda Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-Letnikov gibi
uygulamada sik¢a kullanilan kesirli tiirev tanimlarina ve tanimlar arasindaki gegislere
yer verilmigtir. Bunlarin yani sira Laplace doniisiimii tanimlanmis ve kesirli analiz

ile olan bazi temel baglantilar1 agiklanmistir.

Dordiincii boliim kesirli diferansiyel denklemlerin siiflandirildigi boliimdiir.
Kesirli diferansiyel denklem ¢oéziimlerinin varligini ve tekligini ifade eden 6nemli
teoremlere yer verilmistir. Tezde ele alinan ve ¢6ziimii aranan problemde de
kullanilan Laplace doniisiim metodu bazi diferansiyel denklem 6rnekleri iizerinde
aciklanmistir.  Son olarak yine kesirli diferansiyel denklem ¢dziimlerinde ortaya
¢ikan kesirli Green fonksiyonu tanimlanmis ve bazi 6zel diferansiyel denklemler i¢in

Green fonksiyonlar1 elde edilmistir.

Besinci boliimde kesirli tiirevlerin niimerik hesaplama yontemlerinden biri

olan ve bu calismada da kullanilan Griinwald-Letnikov yaklasimi agiklanmustir.
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Altinc1 boliim silindirik koordinatlarda tanimlanan bir kesirli yayilim-dalga
probleminin ¢Oziimiiniin arastirildigr bolimdiir.  Burada problemi tanimlayan
diferansiyel denklem Riemann-Liouville kesirli tlirevleri ile tanimlanmustir.
Problemin baglangic ve smir kosullar1 homojen (sifir) olarak verilmistir.
Degiskenlerine ayirma metodu kullanilarak ana diferansiyel denklem {i¢ ayri tip
diferansiyel denkleme ayrilmis ve her birinin ¢oziimleri bulunmustur. Bunlar sirasi
ile Bessel, adi ve kesirli diferansiyel denklemlerdir. Kesirli tlirevin mertebesinin
a =1 ve a =2 olmasi durumlar i¢in analitik (tam/kesin) ¢oziimleri elde edilmistir.
Griinwald-Letnikov niimerik yaklasimi kullanilarak problemin ¢oziimii yapilmis ve
analitik c¢oziimlerle karsilastirilmasi analiz edilmistir. Bu amagla ises MATLAB
programindan yararlanilmis ve problemin bazi énemli parametrelerindeki degisimin
¢oziimlere katkisini ifade eden simiilasyon sonuglart elde edilmistir. Sonug¢ olarak
goriilen odur ki secilen niimerik yaklasim bu tiirdeki bir problemin ¢déziimii i¢in
olduk¢a uygundur. Bu sonuca ulastiran nokta ise analitik ve niimerik ¢oziimlerdeki
birebir Ortlismedir. Ciinkii bilinen odur ki kesirli analizde niimerik yaklasimlar
olduk¢ca Onemlidir. Bunun nedeni, her zaman problemin analitik (tam/kesin)
¢ozlimiine ulagsmak miimkiin olmayabilir. Bu durumda problemin tiiriine en uygun
olan niimerik bir yaklagim kullanilarak analitik ¢oziime en yakin ¢oziim aranilir.
Ayni1 zamanda problemin ii¢ boyutlu uzayda tanimlanmis olmasi gercek bir fiziksel
probleme karsilik gelmesine sebep olmustur. Ornegin; bu problem silindirik bir
bolgedeki 1s1 akisini ifade edebilir ya da bir zarin titresim hareketini gosterebilir. Bu

yiizden aslinda yapilan ¢alisma gercek bir problemin ¢oziimiidiir.
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