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OZET

SMIRNOV-ORLICZ UZAYLARINDA POLINOMLARLA YAKLASIM

Ramazan AKGUN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
(Doktora Tezi / Tez Danigmani : Prof. Dr. Daniyal M. iISRAFILOV)

Balikesir, 2007

Bu tez bes bolumden olugmaktadir. Birinci bolumde yaklasim teorisi
ve kompleks dizlemde bu teorinin gelisimi ile ilgili kronolojik bilgi verilmistir.

ikinci bélimde temel tanimlar ve arastirma konusu olan fonksiyon
uzaylarinin tanimlari verilmistir. Ayrica bu bolumde, Faber-Laurent serileri,
onlarin temel 6zellikleri ve Faber operatorleri hakkinda genel bilgiler vardir.

Uglincii boliimde, kapali Dini-diizgiin bir egrinin sinirll ve sinirsiz
bilesenleri tzerinde tanimli Smirnov-Orlicz uzaylari géz 6nltne alinarak, bu
uzaylarda Faber polinomlari ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlari ile
yaklagimin duz ve ters problemleri incelenmistir. Bu teoremler yardimiyla, bu
Dini-duzgun egrinin  sinirh ve sinirsiz  bilesenleri  Uzerinde tanimli
genellestiriimis  Lipschitz siniflarinin  yapisal karakterizasyonu ile ilgili
teoremler elde edilmistir.

Doérdunct  bolumde, Dini-duzgun bir egrinin  sinirli ve sinirsiz
bilesenleri Uzerinde tanimh fonksiyonlarin agirhikh Smirnov-Orlicz uzayi
tanimlanmisg, agirhigin bazi Muckenhoupt kosullarini sagladigi durumda,
Faber polinomlari ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlari ile yaklasimin diz
ve ters problemleri ispatlanmigtir. Genellestiriimis Lipschitz siniflarinin
yapisal karakterizasyonu problemleri incelenmistir.

Son boélimde, elde edilen sonuglarin bir 6zeti verilmistir.
ANAHTAR SOZCUKLER: Orlicz uzayi, Smirnov-Orlicz uzayi, Faber-Laurent

Serisi, Faber operatéri, Dini-dizgun egri, diz teorem, ters teorem, yapisal
karakterizasyon.



ABSTRACT

APPROXIMATION BY POLINOMIALS IN SMIRNOV-ORLICZ SPACES

Ramazan AKGUN
Balikesir University, Institute of Science
Department of Mathematics
( Ph. D. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILOV )

Balikesir — Turkey, 2007

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, some
chronological information about the approximation theory and its progress
are given.

In the second chapter, basic definitions and the definitions of the
function spaces which are investigated are given. In addition, it contains the
definitions, general properties of the Faber-Laurent series and the Faber
operators.

In the third chapter, considering the Smirnov-Orlicz spaces of
functions defined on the bounded and unbounded components of a given
closed Dini-smooth curve, the direct and inverse theorems of approximation
theory by the Faber polynomials and the Faber-Laurent rational functions are
investigated.

In the third chapter, the weighted Smirnov-Orlicz spaces of functions
given on the bounded and unbounded components of Dini-smooth curve are
defined and the direct and inverse theorems of approximation theory by the
Faber polynomials and the Faber-Laurent rational functions are proved and
some constructive characterization problems are investigated.

In the last chapter the results which are obtained are summarized
according to chapters.

KEY WORDS : Orlicz space, Smirnov-Orlicz space, Faber-Laurent
series, Faber operator, Dini-smooth curve, direct theorem, inverse theorem,
constructive characterization.
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1. GIRIiS

Yaklasim teorisinde belli 6zelliklere sahip fonksiyon uzaylarinin
elemanlarina, bu uzayin bir alt uzayindan olup daha iyi 6zelliklere sahip olan
fonksiyonlarla yaklagim problemleri incelenir. Genellikle bu alt uzay olarak,
Ozellikleri ¢ok iyi bilinen, polinomlar yada rasyonel fonksiyonlar ailesi
alinmaktadir. Temel problemlerden biri, verilen fonksiyona alt uzaydan en iyi
yaklasan elemanin varli§i problemidir. Ozel halde, alt uzay olarak polinomlar
kimesi alindiginda Banach uzaylarinda en iyi yaklasim elemaninin varlgi iyi
bilinmektedir. Bu problemin pozitif ¢ézUmU bir sonraki problemin, verilen
fonksiyonla buna en iyi yaklasan eleman arasindaki hatanin, fonksiyonun
belli karakteristikleri (6rnegin, duzgunluk moduli) yardimiyla
degerlendiriimesi probleminin ¢6zumu igin bir altyapi olugturmaktadir. En iyi
yaklasim hatasinin Ustten degerlendiriimesi ile ilgili problemlere yaklasim
teorisinin diz problemleri, elde edilen teoremlere ise diz teoremler denir.
Bunun tam zitti olan problemler ise yaklagim teorisinin ters problemleri olarak
bilinmektedir. Bu durumda, duzgunluk modull Ustten en iyi yaklagim sayisi
yardimi ile degerlendirilir ve fonksiyonun yaklasim 6zelliklerine gore hangi
sinifa ait oldugu hakkinda bilgi edinme amaci guduldr. En ideal durum, belli
bir sinifta elde edilen diz ve ters yaklasim teoremlerin bir birini
karsilamasidir.  Yani yaklagim hizina dayanilarak bu fonksiyonun hangi
siniftan olduguna kesin karar verilebilmesidir. Bu durumda verilen

fonksiyonlar sinifinin yapisal karakterizasyonu elde edilebilir denir.

EP(G), 1<p<ew,  Smirnov  uzaylarinda  yaklasim  hizinin

degerlendiriimesi problemi 1959 yilinda Walsh ve Russel [1] ile baglar. Bu
calismada kompleks dizlemde siniri analitik edri olan G basit baglantil,
sinirh bodlgesi g6z o©Onune alinmig, polinomlarla yaklagsimin hizi
degerlendirilmigtir. 1960 yilinda S. Ya. Al'per [2] bdlgenin sinirini Dini-

dizgun egri alip polinomlarla yaklasimin diuz ve ters teoremlerini elde



etmistir. Daha sonra 1967 yilinda V. M. Kokilashvili [3] Al'per’in sonuglarini
gelistirmis ve bolgenin sinirinin Dini-duzgun egri oldugu durumda duz ve ters
yaklasim teoremlerinin bazi iyilestirmelerini ispatlamistir. V. M. Kokilashvili

[4] de boélgenin sinirini Carleson egrisi almis ve S singuller integral

operatérinin L°(6G), 1<p <o Lebesgue uzayinda sinirli olmasi kosulu

altinda [3] deki sonuglarini genellegtirmistir. Benzer bazi sonuglar D. I.
Mamedhanov ve I. |. Ibragimov [5] tarafindan da elde edilmistir. 1977 yilinda
J-E. Andersson [6] bazi 0zel bdlgeler sinifinda V. M. Kokilashvili'nin [4] deki

diz teoreminin p=1 igin de dogru oldugunu goéstermistir. Diger taraftan,
E'(G) uzayinda bazi yaklagim problemleri M. I. Andrasko [7] ve D. M. Galan

[8] tarafindan incelenmigtir. D. M. Israfilov, bdlgenin siniri Carleson egrisi ve

1<p<o durumunda EP(G), 1<p<o uzayinda Faber polinomlari ile

yaklasimi [9] da, p-Faber polinomlari ile yaklagsimi A. Cavug’la birlikte [10] da
incelemislerdir. Bu cgaligmalardaki sonuglar agirlikli Lebesgue uzayina da
tasinmistir [11], [12].

Kompleks duzlemde yaklagim problemleri daha genel uzaylar igin de

incelenmistir. Bu baglamda 1968 yilinda [13] V. M. Kokilashvili tarafindan

Smirnov uzaylarinin bir genellemesi olan E,, (G) Smirnov-Orlicz  sinifi

tanimlanmis ve bdlge sinin Dini-dizgun egri iken bazi ters yaklagim
teoremlerini ispatlamistir. Bu uzayda diz teoremler son yillarda elde
edilmistir; A. Glven ve D. M. Israfilov [14] te Carleson egrisi ile sinirli bdlgede
tanimh fonksiyonlarin Smirnov-Orlicz uzayinin belirli bir alt uzayinda diz

teoremi ispatlamiglardir.

Bu tezde, Smirnov-Orlicz uzayi g6z onune alinip G bolgesinin Dini-
dizgun egri ile sinirli oldugu durumda cebirsel polinomlarla diz ve ters

yaklagim problemleri incelenmigtir.

ikinci bélimde temel tanimlar ve arastirma konusu olan fonksiyon
uzaylarinin tanimlari verilmigtir. Ayrica bu bolimde, Faber-Laurent serileri,

onlarin temel 6zellikleri ve Faber operatorleri hakkinda genel bilgiler vardir.



Uclincti bélimde, kapali Dini-diizgiin bir egrinin sinirli ve sinirsiz
bilesenleri tzerinde tanimli Smirnov-Orlicz uzaylari géz 6ntne alinarak, bu
uzaylarda Faber polinomlari [15] ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlari ile
yaklasimin duz ve ters problemleri incelenmistir. Bu teoremler yardimiyla, bu
Dini-dizgun egrinin - sinirh - ve sinirsiz  bilesenleri  Uzerinde tanimli
genellestiriimis  Lipschitz siniflarinin  yapisal karakterizasyonu ile ilgili

teoremler elde edilmistir.

Doérdincu bolimde, Dini-dlizgun edrisinin sinirli ve sinirsiz bilesenleri
uzerinde tanimli fonksiyonlarin agirhkh Smirnov-Orlicz uzayi tanimlanmis,
agirhigin bazi Muckenhoupt kosullarini sagladigi durumda, Faber polinomlari
[16] ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlari ile yaklagimin diuz ve ters
problemleri ve genellestiriimis Lipschitz siniflarinin yapisal karakterizasyonu

problemleri incelenmistir.



2. ONBILGILER
2.1 Tanimlar ve Bazi Analitik Fonksiyon Siniflari
N C sonlu uzunluklu Jordan egrisi kompleks duzlemi iki bilegsene

ayirir. Bunlardan sinirli olan i¢ bdlgeyi G ile, sinirsiz olan dis boélgeyi G~ ile

gosterelim. Genelligi bozmadan 0 € G alabiliriz. Ayrica T ile birim ¢gemberi,
D ile birim diski ve D™ ile T nin sinirsiz bilesenini gosterelim. w = ¢(z) ve

w=¢,(z), G~ ve Gnin D ye sirasiyla

@(0)=o0, lim M >0,

Z—H0 Z

¢ (0) =00, lim z, (z)>0

kosullarini saglayan konform dontgumler olsun. y ve y,, sirasiyla, ¢ ve ¢,

in ters donusumlerini gostersin.
Tanim 2.1.1 [0,27] de surekli h fonksiyonunun sureklilik moduli
o(t,h):=sup{ |h(t,)-h(t,):t,t,€[0,27], |t,—t,|<t}, t=0
olarak tanimlanir. Eger

w(th)
t

Oy O

dt <o, ¢,>0

kosulu saglaniyorsa h fonksiyonuna Dini-siirekli fonksiyon denir. Eger
"< C egrisinin



M oy (7), 0<7r<2r

gosterimi icin ¢',# 0 ve ¢'; Dini-slrekli fonksiyon oluyor ise ' egrisine Dini-

diizgun egri denir. Bu egrilerin dnemli bir 6zelligi [17]
O<02£‘gz/’(w)‘£03, w|>1 (2.1)

kosulunu saglamasidir. Burada ¢, ve ¢, w den bagimsiz sabitlerdir.
Benzer esitsizlikler ', icin birim gember Uzerinde gecerlidir.

Tanim 2.1.2 Bir M : R —» R" fonksiyonu verilsin. p(f), 20 i¢in sag-

surekli ve azalmayan, >0 icin pozitif ve
p(0)=0,  p(x):=limp(t)=c

kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak Uzere

gOsterimi mevcut ise M fonksiyonuna bir N-fonksiyon denir.

q(s):=supt, (s20)

p(t)<s

olmak lizere

fonksiyonuna M fonksiyonunun tamamlayici fonksiyonu denir.



Tanim 2.1.3 M bir N-fonksiyon ve N onun tamamlayici fonksiyonu

olsun. L, (T) ile bir & >0 igin
I M(a‘f(z)‘)|dz| <o

r

kosulunu saglayan Lebesgue olgulebilir f:I" — C fonksiyonlarinin dogrusal

uzayini gosterelim.

p(giN)=[ N[[o(2)]loz

r

olmak tizere, L, (') uzay!

I
I, . mf{r .0: p(;,Mj < 1}

Luxemburg normu ve

||f||LM(F) = SUP{,[ ‘f(z)g(z)“dz|:g eLy(T); p(g;N)£1}

r

Orlicz normuna gore bir Banach uzayi olur.

L,,(T') Banach uzayina Orlicz uzayi denir ve

L, (T)cL'(T) (2.2)

oldugu bilinmektedir.



Tanim 2.1.4 M bir N-fonksiyon olmak Uzere, eger

I.
S M(x)

kosulu saglaniyorsa M fonksiyonuna A, kosulunu saglar denir.

L, (F) Orlicz uzayinin yansimal (refleksif) olmasi igin gerekli ve yeterli

kogsul M ve tamamlayici fonksiyonu N nin her ikisinin de A kosulunu

saglamasidir.

Tanim 2.1.5 T',, D nin G ye bir konform donidgumu altinda
v, ={weC:w|=r|, re(0)

¢emberinin goérintisud ve M bir N-fonksiyon olsun. G de analitik ve her

r €(0,1) icin

_[M(‘f(z)‘)|dz| <c, <o

Iy

r

kosulunu saglayan r den bagimsiz bir ¢, >0 sabitinin var oldugu f:G — C

fonksiyonlarinin sinifi E,, (G) ile gosterilir ve bu uzaya Smirnov-Orlicz uzayi

denir. E, (G™) uzayi ayni bigimde tanimlanir. Ayrica
Ew(G)<E'(G) ve E, (G )cE'(G)

olur. E, (G) Smirnov-Orlicz uzay! bilinen E” (G) Smirnov uzayinin bir gen-
ellemesidir. Ozel halde M(x):=x", 1< p <o, fonksiyonuna gére olusturulan

E, (G) uzayl E”(G) uzayi ile gakisir. Ey(G) uzayindaki her bir fonksiyonun



I Gzerinde h.h. her yerde sinir degeri vardir ve bu sinir deger fonksiyonu

L,,(T') Orlicz uzayindandir [13].
Tanim 2.1.6 ¢ olmak Uzere
s =v(p(s)e"),  hefo,2n]
ve
T.f(s)= f(s,), fEL,(T) (2.3)
olsun. T,fyardimiyla @, (f,-) stireklilik modiilii

oy (f,6)= sup||f—Thf||LM(r), 5>0 (2.4)

|n<t
seklinde tanimlanir.

f el'(T) olmak tizere

f(z) ::i,jﬁdg, zeG, (2.5)

f(z)= L_J.Lg)dg, zeG

fonksiyonlari sirasiyla G ve G~ de analitiktirler ve f’(oo) =0 saglanir.

E, (G’):

{f €Ey (G ):f()= O} olsun.



Tamim 2.1.7 g € L, (T) fonksiyonunun r. diizgiinliik modiilii

0>0, r=123, ...

wy,(9,6)=sup|A,g

= Lu(T)’

olarak tanimlanir. Burada

dir.

I' Dini-diizglin bir egri olmak iizere f € E,,(G) igin (2.1) den
fy=foyel,(T) ve fi=foy, eL,(T) elde edilir. Eger L, (T) uzay
yansimali ise (Onerme 3) f;, f;” € E, (D) olur.

Tanim 2.1.8 r =1, 2, 3, ... olmak lzere, 6 >0 igin

opy (f,6) =y, (f(;,é),

@p y (F,0) =0y (£.5)

dizgunluk modullerini tanimlayalim.

Tanim 2.1.9 « >0 ve r :=[a]+1 olsun. Bu durumda

Lipa(M):={f € E,,(G): @, , (f,6)=0(5°), 5>0],



Lip'a(M)={f eE, (G ):af, ,(f,5)=0(5"), &>0}

siniflarina sirasiyla G ye ve G~ ye gore genellestirilmis Lipschitz siniflar

denir.

Tamim 2.1.10 f € E,,(G) fonksiyonuna en iyi yaklagim hatasi

E, (f’G)M = iI’;f”f - p”/_M(r)

ile tanimlanir ve burada infimum derecesi n yi asmayan tum p cebirsel

polinomlari Gzerinden alinir.

Tanim 2.1.11 Bir o:T" —[0,0] fonksiyonu 6lgllebilir ve a)‘1({0,oo})

ongoruntu  kimesinin 6lgumu sifir oluyorsa @ fonksiyonuna bir agirhk

fonksiyonu denilir.

Tanim 2.1.12 », I da tanimh bir agirlik olmak Uzere, I' Uzerinde

tanimh, Olculebilir ve a)feLM(F) kosulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesi

L, (T, @) ile gosterilir ve bu uzaya agirlikh Orlicz uzayi denir. Agirlikli Orlicz

uzayinda norm
L P

olarak tanimlanir. L°(T',w) agirhkh Lebesgue uzayi da benzer bigcimde

tanimlanir.

E, (Gw):= {f € E1(G) :fel, (F,a))},

10



olsun.
Tanim 2.1.13 pe (1) ve p'+q " =1 olsun. T lizerinde tanimli ve

1/q

1/p
supsup[% (J. )a)”(z)|dz|J [% (I )a)q(z)|dz|J < (*)
I'(z,e I'(ze

tel  &>0

kosulunu saglayan o agirlik fonksiyonlarinin sinifini Ap(F) il gosterelim.

(*) kosuluna Muckenhoupt A -kosulu denir.

| i M (y)
1 :(0,00) — (0,0], “(X)'_I'ngpm

olsun.

Tanim 2.1.14 M :[0,00) > [0,0), M fonksiyonunun tersi olmak Uzere

degerlerine [18, 5.350] L,,(T") Orlicz uzayinin sirasiyla alt ve iist Boyd

indisleri denir.

Tanim 2.1.15ge L, (T,0), o€ A, (T)nA,, (T) olsun. Bu

durumda

11



c,(9)(w) ::—hjzg(we”)dt, O<h<z, weT

-h

Steklov ortalamasi ve [ birim operator olmak Uzere

Y, (f.6)= sup

k
0<h <5 I;I(I_O-h’)g

i=1,2, ..,k Ly (T.0)

, 0>0, k=1,2,3, ...

fonksiyonuna g nin k. diizglinlik modulii denir.

Tamim 2.1.16 o, T Uzerinde bir agirlik, f €L, (I’ ) ve w e T olmak

uzere

olsun. fel,, (I, ®) oldugunda (2.1)ile f, L, (T,w,) ve f,eL,, (T, a,)
bulunur. f ve f" fonksiyonlarinin T Gzerindeki sinir degerlerini goz 6nlne

alarak, feL,, (I'w) ve r=1, 2, 3, ... olmak lzere, 5 >0 igin

Ly, (F.6) =9, (f.5),

V0, (1,6) = O (7,0)

tanimlayalim.

Tanim 2.1.17 « >0 ve r :=[a]+1 olsun. Bu durumda

12



Lipa(M,0):={f €E, (G,0):Qf,,, (f.6)=0(s), 5>0},

Lip'a(M,0)={f €E, (G ,0): 0}, (f.6)=0(5), &>0}

ailelerine sirasiyla G ye ve G~ ye gore genellestirilmis Lipschitz siniflari

denir.

Tamim 2.1.18 f e L'(T") fonksiyonunun Cauchy singiiler integrali

- f(e)
S.f(z,):=lim —22.dg, z,eT
' ° 0 rm{w:v;'.—zozs} §=2%, ’

ile tanimlanir.

Eger f* yada f~ fonksiyonlarindan birinin " Gzerinde h.h. her yerde

acisal yollar boyunca sinir de@eri varsa, I' Uzerinde h.h. her yerde Srf(z)

vardir ve f* yada f~ fonksiyonlarindan digerinin de I" Uzerinde h.h. her

yerde agisal yollar boyunca sinir degeri vardir. Tersine, eger I' Uzerinde h.h.

her yerde Srf(z) varsa, f* ve f~ fonksiyonlarinin da I" (zerinde h.h. her

yerde agisal yollar boyunca sinir degeri vardir. Her iki durumda da

f*(z)=S.f(z)+f(z)/2 (2.6)

f(z)=S.f(z)-f(z)/2 (2.7)

ve dolayisiyla

13



f=f—f (2.8)

esitligi I' Uzerinde h.h. her yerde saglanir [19, s.431].

S, :f — S.f dogrusal operatoriine Cauchy singuler operator denir.

2.2 Faber-Laurent Serileri ve Faber Operatorleri

Bilindigi gibi [20, s.52,255]

v(w) s ou(e)

" W)—Z:k_o ez zeG, weD, (2.9)
ve
nw) s R2) o e (2.10)
= ) € ) € .
l//1(W)—Z kZ:;, W

acilimlari gegerlidir. Burada ®@,(z) ve F (1/z), sirasiyla G kontinyumuna

gbére z nin ve C\G kontinyumuna gore 1/z nin, k dereceli Faber
polinomlaridir. Ayrica [20, s.35,255]

_ 1 wi(w)
27l Lpy(W)-2

®, (2) dw, zeG, R>1, (2.11)

14



1 why,'(w)

F(1z)=— dw, zeG (2.12)

(1/2) 27l vy (W) -2z
integral gosterimleri ve

(e 2 (6) .
@, (2)=¢ (z)+2m_1 . ds, zeG, k=0,12 .., (2.13)
_ 1 oi(s)

Fk(1/2)_¢1 (Z)—glﬁdg, ZEG\{O} (214)

egitlikleri saglanir. Simdi
. _ 1 h(w)

ak = ak (f) :z—mjr‘wdw, k:O, 1, 2, ee (215)

~ ~ 1 ¢f(w

a, = ak(f)::2_7zi~£ :N(kﬂ)dw, k=12, .. (2.16)

olarak alip, f  L'(I") fonksiyonuna

o0

EEQAﬁ+§}ﬁUu)

k=0

serisini karsilik getirelim, yani

ua~§wmupzﬁﬁw4

=
n

15



olsun. Yukaridaki seriye f fonksiyonuna karsilik gelen Faber-Laurent serisi,

a, ve a, degerlerine de f nin Faber-Laurent katsayilari denir.

Pile bitiin polinomlarin ailesini, P(D) ile bu ailenin D deki izini
gosterelim. P, n dereceli polinomlarin ailesini, P, (D) ise P, ailesinin D deki
izini gostersin. P(D) lzerinde

T:P(D)—>E,(G) ve T:P(D)—>EM(G’)

operatorlerini

=— dw, zegG,
2riy wy(w)-z
T(P)(z)= 1 JP(W)%,(W)dW zeG
2riy y,(W)-z

olarak tanimlayalim. Kolayca gorulebilecegi gibi

saglanir. Eger z' G ise

T(P)2) [ aw - S [ de— Py (2)

olur ve (2.6) dan I" Uzerinde h.h. her yerde

16



T(P)(z)=S:(Pe9)(2)+(1/2)(P-9)(2)

bulunur. Benzer olarak, I ya disaridan batin agisal yollar boyunca

yaklasarak z" — z eI limitini alirsak, z" € G™ igin

(P)2) 5 [ de(Pen) (2)

oldugundan T" Uzerinde h.h. her yerde

T(P)(2)=S:(Po¢)(2)~(172)(Popi)(2)

cikar. S, singuler operatdri yansimali Orlicz uzayinda sinirli [21]

oldugundan asagidaki sonucu yazabiliriz.

Onerme 1 T Dini-diizgiin bir egri ve L,, (F ) yansimali Orlicz uzayi ise

T:P(D)—>E,(G) ve T:P(D)>E,(G)

dogrusal operatérleri sinirlidir.

Cebirsel polinomlar kiimesi E,, (D) uzayinda yogun oldugundan,

Onerme 1 ve yardimiyla T ve T operatorlerini P(D) den E,, (D) uzayina

dogrusal ve sinirli olacak sekilde genisletebiliriz. Genislemeleri yine ayni

isaretle gosterirsek

17



T:E,(D)—>E,(G)veT:E,(D)>E,(G)

operatorleri igin

( ) dW, zeG, geEM(D),

'f(g)(z) = 23”, }f glgz‘)/:;_(vz) dw, zeG", geE, (D)

gOsterimleri elde edilir.

Onerme 2 I Dini-diizgiin bir egri, L,,(T') uzay yansimali ise

T:E,(D)—>E,(G)veT:E,(D)—>E,(G)
operatérleri birebir ve ortendir.

K, D:=C\K tlimleyeni baglantili olan sinirli bir kontinyum ve f, K da
analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(z)=> a®(z), zeK (2.17)
k=0
Faber agilimi K da mutlak ve duzgun yakinsaktir.

R.(zf)=f(z)-> a®,.(2)= ) a®(z) zeK (2.18)



ve

I'pi={zeD: [9(2)|=R}

olsun. Burada R>1 ve G, I'; nin sinirh bilesenidir. (2.17) serisinde

katsayilar

a, :=ijmdt, k=012, ...

: k+1
2ris t

olarak tanimlidir ve (2.18) den

olur. Diger yandan

D, (2)=¢"(2)+E.(2), zeK

(2.19)

saglanir ve burada E, , D de analitik bir fonksiyon, E, (oo) =0 dir. Dolayisiyla
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1

o [P 0)- 2, (0] S (v )

elde edilir. [20, s.63,205] den

Ek(l//(W))=2Lﬂ.i rkF(r,W)dr, |W|Zr>1
T

r2

2 1/2
L ‘F(r,w)”dr|§[#lnﬁj cr> w2
J "

2ri
degerlendirmeleri bilinmektedir ve burada

F(rw):= v'(7) ] > w]>1

y(r)-w(w) z-w

dir.

20
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3. SMIRNOV-ORLICZ UZAYLARINDA CEBIRSEL POLINOMLARLA
YAKLASIM

3.1 Temel sonuglar

Teorem 1 G, Dini-diizgiin T sinirina sahip, sinirli, basit baglantili bir

boige ve E, (G), yansimali bir Smirnov-Orlicz uzayi olsun. Bu durumda her

f e E,,(G) ve her n dogal sayist igin

X

n

kosulunu saglayan, derecesi n yi asmayan bir pn(-,f) cebirsel polinomu

vardir. Burada c, >0, n den bagimsiz bir sabittir.

Teorem 2 Eger f e E,,(G;) ve R>1ise

C
R,(zf) < mizn (f.Gg), (nnn)"*,  zeK

saglanir. Burada cg >0 sabiti n ve z den bagimsizdir.

Sonug 1 K, baglantili timleyene sahip bir kontinyum, E,, (Gg)

yansimali bir Smirnov-Orlicz uzayi ve R > 1 ise her f € E,,(G) igin

c 1
Rn(z’f)‘ﬁm@M (f,;j(nlnn)m, zeK

21



olur. Burada c, >0 bir sabittir.

Teorem 3 T Dini-diizgiin bir egri ve L, (T'), T lzerinde tanimii

yansimali bir Orlicz uzayi olsun. f e L,, (F) ise

1N o (1
Hf—Un(.,f)HLM(F)scs{a)g,w(f,;] +ww(f,;j}, r=123, ...

saglayan c, >0 sabiti vardir. Burada U, (-,f ) f nin Faber-Laurent serisinin n.

kismi toplamidir.

Sonu¢ 2 G sinirli, Dini-diizgiin T sinirina sahip basit baglantili bir

bélge ve EM(G), G de tanimli yansimali Smirnov-Orlicz uzayi olsun. Eger

S, (f.) :=kZ(;aKCDk, feE, (G) fonksiyonunun Faber agiiminin n. kismi

toplami ise her n dogal sayisi igin

Hf—Sn (f,")

Ly(T)

kosulunu saglayan n den bagimsiz bir ¢, >0 sabiti vardir.

Teorem 4 Sonug 2 nin kosullari altinda

esitsizligini saglayan, M ve r ye bagl, bir c,, >0 sabiti vardir.

22



Sonug 3 Sonug 2 nin kogullari altinda, eger

E, (f.G)

n

:O(n’“), a>0, n=123, ..

M

saglaniyorsa her f € E,,(G) igin

0(5“) , r<a;
o)y (f.6)=10(5"logt) ,r=a;
O(é'r) ,r>a

olur.

Sonug 4 Sonug 2 nin kogullari altinda, eger

E,(f.G), =0(n™"), >0, n=1,2 3, ..

M

ise f e Lipa(M) olur.

Sonug 2 ve 3 ten agsagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5 o >0 olmak lzere Sonug¢ 2 nin kogullari altinda asagidaki

ifadeler denktir.

(a) f € Lipar(M)

(b) E,(f.G)=0(n""), n=12,3, ...

23



Sonug 6 G sinirli, basit baglantili, siniri Dini diizgiin edri olan bir bélge

ve L, (T') yansimali bir Orlicz uzayr olsun. Eger fe E,, (G’) ise her n dogal
sayisi igin

E,(f,.G") <c,dpy (f%j r=123, ..
saglayan n den bagimsiz bir c,, >0 sabiti vardir.

Teorem 5 Sonug 6 nin kogullari altinda

1]
il
<
7\
)
b J RN
N—
IA
3|§>
=N
—
13

(1G) +YKE(FG) L r=123 ..
M kZ:‘:‘ M

sagdlanir.

Sonug 7 Sonug 6 nin kosullari altinda, eger

E,(f,G7) =O(n), @>0, n=123, ..

ise fe E,, (G") igin

apy (,6) = OE&“ Iog%j r=a;

olur.

Sonug 8 Sonug 6 nin kosullari altinda, eger
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n

E (f,G‘)M =0(n“), a>0, n=123, ..
ise fe Lip'a(M).

Sonug¢ 9 Eger a >0 ise Sonug 6 nin kosullari altinda asagidakiler
denktir.
(a) fe Lip'a (M)

(b) I::n(f,G’)M =0(n“), n=123, ..

3.2 Yardimci Sonuglar ve ispatlari

Onerme 3 L, (T) yansimali bir Orlicz uzayr olmak (zere her

fel,(T) igin f* €E, (D) ve f €E, (D) olur.

ispat Her f <L, (T) icin dyle p (1) sayisi vardir ki f eL?(T) olur.
Gergekten, [22, s.26] geredi Oyle x, noktasi c,;, >0 ve p>1 vardir ki, her

[f| > x, ve bir c¢,, >0 igin

1
ch, |f’ SC—M(C14|f|)

13

saglanir. Boylece, T, :={zeT:|f|> x,} olmak lizere

(=) | J|r(2) o]+ ] (2|

T\,

25



yazilabileceginden

”f(z)‘p|dz|<c c’ [M(cis|f(2)))|dz+ [ |f(2)|dz]
T 13%14 1, T\I,
ary Cp [M(cys|f (2)[)|d2 + xgmes (T\ T, ) < w0

14 T

cikar ve f e L°(T) olur. 1< p <o oldugundan [23] f* € E” (D),
f eEP (D’) ve buradan da f* € E'(D) ve f~ e E' (D’) elde edilir.

f* eE'(D) oldugundan f* fonksiyonu Poisson integral gésterimine

sahiptir. Boylece, aldigimiz bir z:=re*, 0 <r <1, igin

o) 5=

olur ve Jensen integral esitsizliginden [24, c:1, s. 24]

M{lF (

'[f* ’y x ydyH

M| (2)| | < M| < -
[P (x=y)dy [P (x=y)dy
- Ml e

elde edilir. Buradan da
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cikar. Simdi

fr(e*)=(172)f (") +(Sf)(e") = (172){f (") +2(S;f)(e" )}

esitlikleri ve M nin konveksliginden

[ (o] = 2o )+ 2001 (e) | <] il (e 2o )

{M:f(e’x): +M|2

(S:f)(e")]
(s:f)(e)]

(s:f)(e)]

{M:f(e’x):+M[2xO]+c15M[

{M:f(e’x):+M[2x0]+c16M[

ve

[M[|f" (2)]]d2] < %T{Mﬂf(e’* )]+ Mi2x,]+ cam|(S:F) (") ] ox

7r
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2 27

:%!;Mﬂf(e’*)udx+cwz[M[

(SeF)(e")| | ax + 7M[2x,]

oldugu goérilir. M fonksiyonu A, kosulunu sagladigi ve S.fel,(T)

oldugundan

27

J ]

0

(SF)(e") Jax <o
bulunur. Boylece

jM UF (z)ﬂ|dz| < %1” MUf(e’X )H dx +c,q

7r

= %J.Mﬂf(w)ﬂ|dw| +Cpg <0

T

ve her r €(0,1) igin

[m[[f(2)[]loz| <

7r

elde edilir.

Ayni metotla f~ e E,,(G") oldugu gésterilebilir. 0
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Onerme 4 L, (T), yansimall Orlicz uzayi ve Zn:akwk, geE, (D)

k=0
fonksiyonunun orijindeki Taylor ac¢iliminin n. kismi toplami ise her n dogal

sayisi igin

SCma),(”(g,%j, r=123, ...

Hg (W)= aw"
k=0

Ly(T)

esitsizligini saglayan n den bagimsiz bir c,, > 0 sabiti vardir.

Ispat > ", geE, (D) fonksiyonunun sinir degerinin kompleks
k=—x

Fourier serisi ve S, (g,-) bu Fourier serisinin n. kismi toplami ise g € E'(D)

oldugundan [27, s.38]

5 = 0 ,k<Q0;
““Na, k=0

cikar. Boylece

~[o(e”)-$.(9)

(3.1)

LM([O’Z”])

Ly(T)

elde edilir. t; trigonometrik polinomu g nin en iyi yaklagim polinomu olmak

uzere S, operatorunin LM([O,27z]) de sinirhhigi [26] geregi (3.1) den
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+
Ly (10, 27))

S,(9-t,)

Ly ([0, 27])

Hg(W) Yo L

k=0

< Hg(e” )-t:(t)
(M)

< (14 ¢, )E, (9,[0,271),,

M

ve [28] ile

HQ(W)_ZH:%WK

k=0

< €y (g%} r=123 ..

Ly(T)
elde edilir. O

Onerme 2 nin ispati g € E,, (D) nin Taylor agilimi

g, (W)_g(W)HLM(T) -0, ro>1

cikar. Boylece, T operatoru sinirl oldugundan
IT(9.)- T(g)HLM(F) >0, ro1T (3.2)

elde edilir.
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> aw" serisi [w|=r <1 lzerinde diizgiin yakinsak oldugundan, > o, rw*
k=0 k=0

serisi T Uzerinde duzgun yakinsar ve boylece

elde edilir. Buradan, [29, s.43] gereqgi

1 jq)m(y/(w))dW:{1 Ck=m:;

27wk 0 ,k#m

oldugu kullanilirsa

; 7" ®,, (v (w))

ak(T(gr))= 1 .[T(gr)(l//(W))dW_ 1 J'

- d
27i ¢ w ! 27i 5 w ! W
S 1 Pn (v (W)
zmzzoamr 27”.1[ |E|/k+1 )dW =akl’k
cikar ve
a(T(9,)>a., r-71 (3.3)

bulunur. (2.1) ve Holder esitsizligi kullanilarak

(@) T@)ww),,

700 0)]- 5

< ii (T (9.)-T (9))(y (w))ow| = %I (T(9.)-T(9)(2)l¢'(2)]o2]
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il

Ln(T)

> c
sz_iiﬂ(T(gr)—T(g))(z)qu <257 (g,)-T(g)

c
=22[7(g,)-T(9),,
bulunur. (3.2) ve son esitsizlik bize r — 1~ iken a, (T(gr)) N (T(g))
yakinsamasini verir ve (3.3) yardimiyla da ak(T(g)) o, k=0, 1 2, ..

elde edilir. Simdi eger T(g)=0 ise a, =a,(T(g))=0, k=0, 1 2, ... ve
buradan da g =0 bulunur. Bu da T operatérinin birebir olmasidir.
Ortenlik igin herhangi bir f € E,,(G) fonksiyonu alip f, =foy eL, (T)

fonksiyonunu g6z 6nlne alalim.

Cauchy tipli integrali, sirasiyla, D ve D™ de f ve f; analitik fonksiyonlarini

belirler. Onerme 3 yardimiyla f; € E,,(D), f; € £, (D") ve agisal sinir
degerleri igin

fy (w)=f(w)/2+S;(f,)(w), f5(w)=—f(w)/2+S;(f)(w)

buradan da T Uzerinde h.h. her yerde
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bulunur. f; («)=0 oldugu biliniyor. fnin a, Faber katsayilari igin

olur. f; e E'(D") oldugundan yukaridaki ikinci integral sifira esit olur ve

dolayisiyla, {ak}f:0 degerleri, f; fonksiyonunun orijindeki Taylor katsayilari

olur, yani

olur. EM(G) uzayinda ayni Faber katsayilarina sahip birbirinden farkl iki

fonksiyon [6] olamayacagindan T(ﬁ;) =f olur ve ispat biter. O

3.3 Temel Sonuglarin ispatlari

Teorem 1 in ispati f €L, (I) olsun. (2.2) den f L'(T') olur. T Dini-

diizglin bir egri oldugundan foy eL'(T) olur ve boylece
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fly(w))~Yaw +> -~ (3.4)

%j K,(0)do =1 (3.5)
[ oK, (0)do < % (3.6)

kosullarini saglasin. (Ornegin, Jackson gekirdegi

__ B(sing)’
h(0)= n(2n*+1) (sing)’

yukarda bahsedilen kosullar sadlar, bkz, [30, s.203-204]).

1(6,2) :—ij%dg, zeG (3.7)

integralini goz onune alalim. ¢ = y/(e”) degisken donugumu ile
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pa !

1(0.2) == | f(y/(e"“)))‘/'((e—”)eﬁdt

27i ° % e”)—z

olur. (3.4) ve (2.11) g6z 6nlne alindiginda
160.2)=Y a,®, (2)e™
k=0

elde edilir. /(6,z)eL'([-7,7]) ve K, sinirl degisimli oldugundan,
genellestiriimis Parseval esitligi [31, s.225-228] yardimiyla
LK, (0)1(6,2)d0 = Y 48,0, (2)
k=0

2r

-

elde edilir ve (3.7) ye goére

1 % f(gfg) ")
yoer j Kn(e)delzdg:;zk a®,(2), zeG

cikar. Buradan da gorulur ki

n dereceli cebirsel bir polinomdur. K, ift fonksiyon oldugundan
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cikar ve (2.5), (2.3) ten

A

A (z’f) - 2'.([ K, (9)d91(TJ(g)+7—(9)f(g))£

1 Vi

-~ ! Kn(e)[(Tgf)+(z)+(T(_g)f) (z)}de, zeG
bulunur. feEM(G) ve 7 <G olsun.

1 T
— | K (6)d6 =1
27zj (9)

-

esitliginin her iki tarafini f*(2') ile garparsak

F(2)=F(2) =éj £ (2)K, (0)do =i 2 (2)K, (0)do

ve dolayisiyla

F(2)-P,(2,f) = zij K (9){2f+ (2) _[(Tgf)* (2)+(Tof) (z’)}}d@

%

bulunur. T' ya igeriden agisal yollar boyunca, z' — z T limiti alinir ve (2.6)

kullanilirsa, h.h. her zeT igin
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= L[ K, (O) S (=T 2)+ S (=T, )(2) |0

0

+%T K, (0) (F=T,)(2)+(F =T )(2) ] do

0

elde edilir. Son esitlikte, p(g;N)<1 kosulunu saglayan tim geL,(T) ler

tzerinden
=, =00 ] ()P (21 ()02
<sup [ [ K, (0)]S:(F-TN)(2)+ . (1T, )(2) |96 (=)
esup | [ K, (0)] (1= T)(2)+ (7T, ) 2) 0o (2)

< supl{%]: K, (9)(‘Sr(f—TBf)(z) " F(f—T(_e)f)(z)‘)de}\g(z)\|dz|

0

+sup£{i} K. (9)[‘(f ~T,f)(z)|+ ‘(f - T(_e)f)(z)u d@}‘g(z)”dz|

supremum alinir ve Fubini teoremi kullanilirsa

A, ), j ){supJF‘USr(f—Tgf)(z)‘Jr

s, (£~ f)(z H\g Hdz|}d0
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\ s
e RAC {supj(f T[T f)(2) lo (2 Hdz|}d9

177
<o KOl T s T ) Jo
TR @r-T T, Joo
bulunur. Simdi, S, nin sinirliligina gore
=Pl =] Ko @I =Tl T, Jo0
0

ve (2.4) ten

=P, (A, < o] K, (0)ay (£.0)d0

HLM(F)

.
< czgwM(f,H)j K, (6)(no +1)d@

0
elde edilir. Boylece (3.5), (3.6) dan Teorem 1 in ispati bitmis olur.0

Teorem 2 ninispati zeT,, 1<r <R ve p,, f €E, (Gg)

fonksiyonuna en iyi yaklasan, derecesi n yi agmayan polinom olsun.
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1

=g [ P (0)-, (0] S ()

o

olarak tanimlandiginda (2.21) den

R, (zf) <l +1, (3.8)

oldugu goralir. (2.1) ve [25, s.74] kullanilarak

GG e BT
<2 (e (0)| T e

5 ¢*(2)

et (g)

s%{swrj \f(s‘)—Pn(G)Hg(g)HddHSUPf V’(G)Hdd}

Ir

bulunur. Burada, supremumlar sirasiyla, p(g;N)£1 kosulunu saglayan tum
gel,(T) ve p(hM)<1 kosulunu saglayan tim hel, (T) fonksiyonlar

uzerinden alinmigtir. Boylece

CsoE, (F.Gr ), su ¢(2) M <
S p{f o ol ‘\h(s‘)\ldgl p(h,M)J}
. CyE, g;GR)M R"+1(R1 r)sup{i‘h(g)“dd p(hM)< 1}



ve [25, s.67] yardimiyla da

Sup{j Ih(s)|lds: p(h; M) < 1} <1+ N(1)mesT, <c,, (3.9)

I'r
elde edilir. Dolayisiyla

035 (f G ) n+1

< 3.10
""" 2z2R™(R-r) (3.10)

bulunur. Simdi /, integralini degerlendirelim. (2.22) kullanilirsa

0 k
I, 27zj I (w( w(t)) kz12ij tZI;HF(TW )dz|at|
o k
[ )\%I £ e

IF(z,w Hdr|}|dt|

1 1 n+1
<5 | \f(w(t))—pn(w(f))\{gf W

=R

bulunur ve Fubini teoremine gore
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elde edilir. Sonra, en son integralde degisken degisimi yapilip Holder

esitsizligi [25, s.74] kullanilirsa

\L)‘“dd}w

o(s)-o(z

rn+1 1
/2 smywn{g 165,65

e 0
4;;2R”+1 I ‘F o ‘{Hf Pu{6) bulre) m LN(rR)}|dT|
= 47[2Rii1 (R _ I’) TJ-r‘F(T’W)[En (f’ Gy )M x

sl (et 1] o

bulunur. Son esitsizlikte (3.9) deki gibi bir degerlendirme g6z 6nlne alinip
(2.23) kullanilirsa

(3.11)

cikar. (3.8), (3.10) ve (3.11) esitsizliklerinden

Cssfn+1En (f,GR )M r2 r2
27R™"(R-r) \Nrf-1 r*-1

R (z,f)‘ <

bulunur. Bu esitsizlikte, ze K ve r:=1+1/n alinarak

c
R,(zf) < m E,(f.Gg),,~ninn

41



elde edilir.oc0

Teorem 3 lin ispati Bu teoremi ispatlamak igin

U,(zf):= gakd)k (z)+ kiéka (1/2)

rasyonel fonksiyonunun aranan kosullari sagladigini gosterecegiz. I’

tizerinde h.h.her yerde f(z)=f"(z)—-f"(z) saglandigindan

Hf‘ (2)+SEE(Z)|  <codls (f,lj (3.12)
k=1 Ly(T) n
ve
+ - r 1
F(2)-Sad,(2)]  <cuols (f,—j (3.13)
k=0 Ly(T) n

esitsizliklerinin gosterilmesi yeterlidir.

fel,(T) olsun. Budurumda f,f, €L, (T) olur ve I lizerinde h.h.her

yerde

f(c)=1 (o(s))-1 (2(s)). (3.14)

F(s)=f (2:(s) £ (o1(5)) (3.15)
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saglanir. Simdi, z' € G\{0} alalim. (3.15) ve (2.14) kullanilarak

— 5 Ak "N _ k=1

_k:1 k¢)1( ) 27i ) c—7 S
1 ¢f 1 ¢ f

> J‘ (g)! .f1(¢1 %-))dg
wivs—2Z 2niy. ¢-2

bulunur. T ya igeriden agisal yollar boyunca z'— z eI limitini alarak

yaklastigimizda I Uzerinde h.h.her yerde

S5 (12)= 30t (2)-| S0l (1) (0(2)
s, {Zak@ (i um} i (0,(2) -7 (2)

k=1

bulunur. (2.8), (3.15), Minkowski esitsizligi ve S, operatorunun sinirliligi ile
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n

i (w)->aw"

k=1

< C42 < C43

Ly (T)

>0l (2) 1 (91(2)

Ly(T)

elde edilir. Diger yandan f nin a, Faber-Laurent katsayilari ;" nin orijindeki

Taylor katsayilari ile aynidir. Dolayisiyla Onerme 4 kullanilirsa

r + 1 ~r 1
< Cyy@y (f; ’;j = CyyOr (f’;J
Ly(T)

Hf(z)+§~kﬁ(1/z)

bulunur ve (3.12) ispatlanmis olur.

feE,(G) igin f,=foy eL,(T) olur. f e E'(G) oldugundan

_ k / k=0

_kz:;akgo (z)+2m,l p— dg
1 Ifo*(co(g))d L] J-fo(¢(§))d
2niy. ¢-7 2niy. ¢-7



bulunur. Ayrica

oldugundan
. p 2 (6)- (o(<))
%akcbk(z)zzﬂijr- 7 dg

+§ak(pk (Z)-f5 (o(2))

saglanir. T ya disaridan agisal yollar boyunca z' — z limiti ile yaklagsarak T

uzerinde h.h. her yerde

n

;akq’k (2)= —%[:Z(;akcok (z)-f; ((/)(Z))j +

S. Lioakqok —(fy e (/))} + gak(/)k (2)-f (#(2))

- 1($p0 - tote [ ot (o12)]
+S, [kzi;ak(ok ~(fy o (0)}

elde edilir. (3.14), (2.1), Minkowski esitsizligi ve S, operatoruntn sinirlilig

kullanilirsa

45



<cC

Ly(T)

fyr (W)= aw"

k=0

<Cyp gakqﬂk (z)_fo+ ((D(Z)) 46

Ly(T)

olacagindan Onerme 4 yardimiyla

r + 1
<cuoy| =
Lu(r) n

elde edilir ve (3.13) ispatlanir.C

n

f(z)-a®,(2)

k=0

Teorem 4 iin ispati f £, (G) alalim. Bu durumda T (f;)=f olur.
T:E, (D) —>E,(G) operatérii dogrusal, sinirli, birebir ve érten oldugundan

T':E,(G)— E, (D) operatérii dogrusal ve sinirlidir. Bir p; P, igin

En (f’G)M -

Pl (r)

saglansin. O zaman T~'(p; )< P,(D) olur ve T~ operatoriiniin sinirliligindan

E,(f.D), <

fy T(pn

o7

<HT 'lF =,

Ly(T)

(3.16)

fG)
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bulunur. Diger taraftan [32]

r +1 C c r— +
a)M(fO ,Fjsﬁ;k 'E (D), r=12 ..

saglandigindan (3.16) ile

n

r 1 _r + 1 C49 r-1 +
Of (f,;j_a)M (fo ’EJS e ;k E.(f.D),

gHT‘1H%§k"1Ek(f,G)M, r=12 ..

elde edilir ve ispat biter.O

Teorem 5 in ispati f<£, (G") alalim. Bu durumda T (f")=f olur.
T:E,(D)—E,(G") operatéri dogrusal, sinirli, birebir ve orten oldugundan

M
T":E,(G)— E,(D) operatorii de dogrusal ve sinirlidir. r; R, igin

E,(f), = Hf —r

Ly(T)

saglaniyorsa 77'(r,') € P, (D) olur ve

£ (), <l -7(r)

=T (f-r))

e NGRS

Ly(T) : Hf_1HHf I

Lu(T)

(3.17)

Ly(T)

bulunur.
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a),(,,(ﬁ,%jsc;? {Eo(ﬁ+)M+Zn:kr‘1Ek(ﬂ+)M}, r=1 2, ..

k=1

saglandigindan, (3.17) ile

ata(t7) o7 < a0, - B 6,

k=1

%8, (1), KB Tt 2

cikar.O
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4. AGIRLIKLI SMIRNOV-ORLICZ UZAYLARINDA CEBIRSEL
POLINOMLARLA YAKLASIM

4.1 Temel Sonuglar

Teorem 6 G sinirli, basit baglantili ve siniri Dini-diizgiin egri olan bir

bélge, LM(F), Boyd indisleri 0<e,, < p,, <1 kosulunu saglayan bir Orlicz
uzayi ve weA,, (T)nA,, (T) olsun. Eger fel,(T') ise her n dogal

sayisl igin

IfF-U,(-f)

: 1) :
Ly (F0) < Cs4 {QF,M,(,) (f,mj +Qr,M,w (f,mj }, r=1 2 3, ...

saglayan c., >0 sabiti vardir. Burada Un(-,f), f nin Faber-Laurent serisinin

n. kismi toplamidir.

Sonug 10 Teorem 6 in kosullari altinda, eger fe E,,(G,w) ise her n

dogal sayisi igin

E,(f.G),, < CQs, (fﬁj r=123, ..

saglayan n den bagimsiz bir ¢, >0 sabiti vardir.
Teorem 7 Teorem 6 in kosullari altinda

r 1 c L, o
Q””"”Ef’ﬁj sng?; {Eo(f,G)M’w+kz_;k2 1Ek(f,G)M’w}, r=123 ..
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sagdlanir.

Sonug¢ 11 Teorem 6 in kosullari altinda, eger

E,(f.G),,=0(n), a>0, n=123, ..

ise f e E,,(G,w) igin

Q. (f,6)= O(&“Iog%) , r=al;

olur.

Sonug¢ 12 Teorem 6 in kosullari altinda, eger

E,(f.G),,=0(n), a>0, n=123, ..
ise f eLip a(M,w) olur.

Sonug 13 Eger «a >0 ise Teorem 6 nin kogullari altinda asagidakiler
denktir.

(a) felip a(M,0)

(b) E,(f,G),, =O(n), n=123, ..

Sonug 14 Teorem 6 in kosullari altinda eger fe E,, (G ,w) ise her n

dogal sayisi igin
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E” (f’G)M,a) =S C54Q;,M,a) (f’ﬁj’ r= 1’ 2= 3,

saglayan n den bagimsiz bir c,, >0 sabiti vardir.

Teorem 8 Teorem 6 in kosullar altinda eger f< E, (G™,») ise

= 1 c ~ L
Qo (f,;j < ng"; {EO(’C’G)M,@“L;kZ 1Ek(f,G)M’w}, r=1223, ..

sagdlanir.

Sonug 15 Teorem 6 nin kosullari altinda, eger

E,(f.G),,=0(n“), a>0, n=123, .

ise fe E,, (G, o) igin

0(5“) r>al?;

Q. (f.8)= O(ﬁ“log%) L r=al2;

o@”) L r<al?

olur.

Sonug¢ 16 Teorem 6 nin kogullari altinda, eger

E,(f.G),,=0(n“), a>0, n=123, ..
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ise f eLip'a(M,w) olur.

Sonug¢ 17 Eger « >0ise Teorem 6 nin kogsullari altinda asagidakiler
denktir.
(a) fe Lip*a(M,a))

(b) E,(f.G),,=O(n), n=123 ..

4.2 Yardimci Sonuglar ve ispatlar

Onerme 5 0<aq,,, B, <1, weA,, (T)nA,, (T) ve fel, (T, 0) ise

f* €E, (Go) ve f €E, (G ,w) olur.

Ispat f €L, (I, ) alalim. Bu durumda dyle p, q (1,») sayilari

vardir ki 1<p<1/8,<1a,<q<x ve weA (I')nA,(T) sagdlanir [18, s.
58, teo. 2.31]. Bdylece [33, son. 2.b.3, s. 132]

L(T)c L, ()< LP(T)

surekli gdbmmeleri vardir ve buradan da f e L’ (Fa)) olur. Simdi [11] deki

Lemma 2 ve Lemma 3 U kullanarak

f'eE'(G) ve f eE'(G)

elde edilir. (2.6), (2.7) ve S, singller operatoriinin agirlikli Orlicz uzayinda
sinirlih@i [34] kullanilirsa
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frel,(lo) ve f el, (I o)

elde edilir ve ispat biter.0

Onerme 6 [35] 0< ¢, B, <1, we A, (T)NA,, (T) ve

g €E,, (D,w) ise her n dogal sayisi igin n den bagimsiz Gyle cy >0 sabiti

vardir ki

. 1
< CSGQM,m (g’mj

saglanir, burada o, , k=0, 1, 2, 3, ... degerleri g nin orijindeki Taylor

katsayilaridir.

2.2 Bolimde verilen Faber operatorleri agirhkli  Smirnov-Orlicz

uzaylarinda da ayni bigimde tanimlanir. S, singller operatort agirlikli Orlicz

uzayinda sinirh oldugundan asagidaki sonucu yazabiliriz.

Onerme 7 I' Dini-diizgiin bir egri, 0 < e,,, S, <1 ve

weh,, (F)mA1,ﬂM (T) ise

T:P(D)—>E, (Gw)ve T:P(D)— EM(G’,a))

dogrusal operatérleri sinirlidir.
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Trigonometrik polinomlarin kiimesi L, ([-7,7],w) uzayinda yogun [35]
oldugundan, cebirsel polinomlar kimesi EM(D,a)) uzayinda yogun olur
Boylece Onerme 7 yardimiyla T ve T operatdrlerini P(D) den sirasiyla

E,(D,w,) ve E,(Dw,) uzaylarina dogrusal ve sinirh olacak sekilde

genigletebiliriz. Geniglemeleri yine ayni isaretle gosterirsek

T:E, (D,w,)—>E, (G o) ve T:E, (Do) - EM(G’,a))

operatorleri icin

T(Q)(Z)—zmj g(w )l/j( )dw, zeG, geE, (Do)

f(g)(z)=2:zi-[gy5r2vy;1’—(v;)dw’ zeG, geE, (D)

gOsterimleri elde edilir.

Onerme 8 0<q,,, B, <1, weA,, (T)nA,, (T) ve L,(T)

yansimali Orlicz uzayi ve f € L, (T,w) varsayalim.

P.(f)(e”) _—jP (r.0-t)f(e")dt, O<r<1

olmak lizere

54



P.(f)-f| >0, ro>T

LM(T, a))

yakinsamasi saglanir.

ispat p,q e(1,0) sayilari

T<p<1/py<tla,<qg<o ve weA (T)NA(T)

kosullarini saglasin.  Bu durumda, P, operatori L°(T,0) ve L(T,w)
uzaylarinda sinirhidir [36]. Dolayisiyla W, :=wP.o™'l operatorii L°(T) ve
L"(T) uzaylarinda sinirlidir.  Simdi, Boyd interpolasyon teoremini [37]

kullanirsak W. operatori LM(T) uzayinda sinirli olur. Boylece

R (f)HLM(T,a)) = Csg ||f||LM(T,(u) (4.1)

olur. L, (T) yansimali oldugundan L, (T,») de yansimalidir [38] ve bdylece
T Uzerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesi L,,(T,@) uzayinda yogundur [39].

Dolayistyla, verilen f e L, (T,w) ve >0 igin

<& (4.2)

LM(T,w)

por

olacak sekilde T (zerinde surekli bir f* fonksiyonu vardir.
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Diger taraftan, surekli bir fonksiyonun Poisson integrali T Uzerinde
kendisine duzgun yakinsadigindan [40, s.239]

P(f)-f

r

o= 29 P )0) = () o) o

<& sup Ia) W)Hdw| =g||a)||LM(T) (4.3)

9l =17

bulunur. (4.1), (4.2) ve (4.3) kullanilarak

P.(f)-f

r

<[P (F) -~ (F")

+

P.(f)-f

r

+Hf —f

Lyy(T0)
=P (F=f)

<G |~ F

Ly(T.0) Ly(T.0) Ly (T.0)

+
Ly(T.0)

P(f)-f

r

[

Ly(T.0)

Ly(Tww)

+

Ly(T.) r

P(f)-f

Ly(T0) < {061 " ||a)||LM(T)} ¢

elde edilir. weA,, (T)nA,, (T) oldugundan @ €L, (T) olur ve ispat

biter.oO

Onerme 9 T Dini-diizgiin bir egri, 0< «,,, B, <1,

weA,, ([)nA,, (T) ve L,(T) yansimali bir Orlicz uzayi ise
T: EM(D,a)O)—>EM(G,a)) ve T: E,, (D,a)1) —)ENM (G",a))

operatorleri birebir ve ortendir.
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ispat Biz T operatoriinii g6z dniine alalim. T operatérii icin benzer bir
ispat yontemi ile ayni sonuca ulagabiliriz. g € E,, (D,a)o) olmak Uzere g nin

Taylor agilimi

olsun. Kolayca gériilebilir ki, eger I' Dini-diizgin ise w e A, (')A, , (T)
ile w, €A, (T)NA,, (T), o, €A, (T)NA,, (T) kosullar denktir.

oy €A, (T)NA,, (T) oldugundan dyle p, q e (1,:0) sabitleri vardir ki

1<p<1/p,<ta,<q<wo ve w,eA (T)NA,(T)

saglanir ve

L'(T) <L, (T)=LP(T)

surekli gommeleri vardir.

g,(w)=g(mw), 0<r<1olsun. geE'(D), sinir degerlerinin

yardimiyla Poisson integral gésterimine sahip oldugundan [27, s. 41] Onerme
8ile

P(9)-9

g _g”LM(T,a)O) -

Ly(T.op)

ve bdylece
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||g, _g”LM(T, o) =0, r->1

bulunur. T operatorandn sinirlihgi

HT(Q,)—T(Q)HLM(F’ 0 0, r—>1 (4.4)

oldugunu verir. > o, rw" serisi T de diizglin yakinsadigindan
k=0

T(9)(z)= Z;Iri l gt//(gvvuz;[/—(zw Lo - Lol 2jri 1 :/V:vy;)(—wz) W

= iamr’”q)m (), ZeG
m=0

bulunur. [29, s. 43] deki Lemma 3 ve son esitlik bize ak(T(g,)) Faber

katsayilari igin

_ m=0
27zi'T[ w! dw
= m 1 (I)m (W(W))
= ;’amr 27”_1 oy dw = a,r"

ve dolayisiyla
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a(T(9,))>a ro1 (4.5)

yakinsamasini verir. (2.1), Holder egitsizligi ve [34] daki Teorem 2.1 sirasiyla

uygulanirsa

2, (T(g.) -2 (T(9)) K I(T(Qr)—T(Q))(W(W))dW

= : K+
‘27:/ T w

< i[ [T(9,)-T(9)](y(w))ow| = i! [T(9.)-T(9)](2)]l¢'(2)]le
<52 [[7(0)-T(@))(@)led =32 [[T(a)-T(@)](2) () (2)le
<2(T(9)-T@) @), o Ol ) <5217 (0)-T (9.,

elde edilir. Son esitsizlik ve (4.4) ten

a,(T(9,))~>a(T(9), r—>1

ve (4.5) ten de k=0, 1, 2, ... i¢in a,(T(9))=¢, oldugu gikar. Eger
T(g)=0 ise k=0, 1 2 ... igin @, =a,(T(9))=0 ve dolayisiyla g=0

oldugu bulunur. T operatorunun birebir oldugu gosterilmis olur.

feE, (G w) alaimve fy=foy L, (T,e,) fonksiyonunu diisiinelim.
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Cauchy tipli integrali D de f analitik fonksiyonu ve D~ de f; analitik

fonksiyonunu temsil eder. o, € A, (T)nA,, (T) oldugundan Onerme 5 ile
f eE, (D,a)o) ve f; eE, (D‘,a)o)

olur. {ak}::o degerleri ayni zamanda f; fonksiyonunun orijindeki Taylor

katsayilari olur, yani

elde edilir. EM(G,a)) uzayinda ayni Faber katsayilarina sahip birbirinden
farkh iki fonksiyon olamayacagindan T(fo*):f olmaldir. Bu bize T

operatorunun orten oldugunu verir.O

4.3 Temel Sonuglarin ispatlari

Teorem 6 nin ispati Bu teoremi ispatlamak igin

n

U, (zf)= gakcpk (2)+ S 4.F, (1/2)



rasyonel fonksiyonunun aranan kosullari sagladigini gosterecegiz. T’

lizerinde h.h.her yerde f(z)=f"(z)-f (z) saglandigindan

Hf (z)+ iNka (1/2) <0 O, (fL] (4.6)
k=t Ly(T0) UL+
ve
. " , 1
f*(2)-2 a9, (2) <Gy (f—j (4.7)
k=0 Ly (T'0) n+1

esitsizliklerinin gosterilmesi yeterlidir.

fel,(Iw) olsun. Bu durumda f el,(T,@), f,el,(T,o,) olur.

Z'e G\{O} aldigimizda I Uzerinde h.h.her yerde

S5 (12) =38l (2)- 5 Sat (2)-1 (0(2)

S| St (5 0) | ((2) -1 (2

bulunur. (2.14), (3.15), Minkowski esitsizligi ve S. operatorunun sinirliligi ile

=H%(§ék¢f(2)—ﬂ*(¢1(z))]

Ly(T. o)
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s LG_;ékgof ~(F g, )}(Z)

LM(F,(U)

n

o|fi (W) - zékwk

k=1

Saet ()1 (¢,(2)

k=1

< Cgy <c,

Ly (T.o) Lyy(T0y)

elde edilir. Diger yandan f nin a, Faber-Laurent katsayilari £ nin orijindeki

Taylor katsayilari ile aynidir. Dolayisiyla Onerme 6 kullanilirsa

1.~ 1 ~ 1
f aF, (1/ <c,, Q) £ ——|=c,QF f,—
+; k k( Z) 70 M,w1(1 n+1j 70 F,M,w( n+1)

Ly (T.@)
bulunur ve (4.6) ispatlanmis olur.

f e E,(G,w) olsun. Budurumda f, e L, (T,e,) ve

saglanir. z'e G~ alahm. I' Uzerinde h.h.her yerde

:Z_(;akq)k (2)= -%(gak(pk (2)-f (q)(z))j +S {Zaga (5o (o)}
a0 ()5 (o(2)
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-2 Baet (@5 012 [6 (02) 1 (0(2)]
+S, {gakgok — (fo+ o (0)}

oldugundan (2.13), (3.14), Minkowski esitsizligi ve S, operatorinun sinirlilig

ile

< Gy kzz(;ak(pk (z)-f; ((D(Z))

LM(F,w)

< Gy, [ify (w)— Zn:akwk
k=0 LM(T,wO)

bulunur. Diger yandan f nin a, Faber katsayilari f" nin orijindeki Taylor

katsayilari ile aynidir. Dolayisiyla Onerme 6 kullanilirsa

r + 1 r 1
< C7ZQM,(00 (fo ’mj = C7ZQF,M,w (f’m)

cikar ve teoremin ispati sona erer.O

Teorem 7 nin ispati f € E,,(G,) olsun. Onerme 9 dan T (f;)=f dir.

T:E, (D,w,) > E, (G w) operatori dogrusal, sinirli, birebir ve Orten
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oldugundan T7':E,, (G,w)— E, (D,w,) operatorii de dogrusal ve sinirlidir.

p, € P_icin

E,(f.G),. =|f -,

w(T.@)

saglandiginda T™'(p; ) € P, (D) olur ve T~' operatorii sinirli oldugundan

E, (ﬁ;’D)M,wo <t -T" (p”) Ly (T.ap) HT T (,0:) Ly (T.@o)
- T*1(f o) R L HH" Pilly o (4)
[T, (7.6),.

saglanir. Diger yandan [35]

Qi (fo*,%jﬁ I:Zf {E (%-.D),, ’O+Zn:k2”Ek(U,D)M%}, r=12 ..
k=1

olur ve buradan (4.8) yardimiyla

) 1 1
QFMa) (f’;J Mwo (f nj

<%lE, (), +

0

k=1

g”ﬂ”%{ A(f.G), +Zk2”E (,G), } r=12 ..

$ K E, (f(;’D)Mm }

cikar.O
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Teorem 8 in ispati f £, (G ,0) alalim. Onerme 9 dan T(f)=f
olur. T:E, (D,m)—E,(G ,0) operatdri dogrusal, sinirli, birebir ve Grten
oldugundan T~ :EM(G‘,a))—>EM(D,a)1) operatort de dogrusal ve sinirlidir.

r. eR, igin

oluyorsa 7'(r,) e P,(D) ve

Er (), <[ =T7(0)

=[TrE-T ()

, oy Ly (T, Ly(T.e)
N S I = “9)
=7 Nn (f)M,a)

saglanir.

Q. (ﬁ%) < ;7;; {EO (7 )y * zn:kz”Ek (f )Mw} r=12 ..

k=1

oldugundan, (4.9) ile

(i1} (o)
<SelE(0),, 3K E ), |

Cr | L o
n—;i{Eo(f)MN;kz 1Ek(f)Mym}, r=12 ..

<[

cikar.O
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5. SONUCLAR

Bu calismada elde edilen yeni sonuglar uUguncu ve dorduncu

boliumlerde bulunmaktadir ve bunlar asagidaki gibi belirtilebilir.

Uclincti bélimde, énce Smirnov-Orlicz uzayinda cebirsel polinomlarla
yaklagimin duz teoremi birinci dizgunluk moduline gore elde edilmigtir ve
Faber serilerinin maksimal yakinsaklik ozelligi ile ilgili bir teorem
ispatlanmistir. Daha sonra eg@ri Uzerinde tanimh Orlicz uzayr g6z onune
alinarak rasyonel fonksiyonlarla yaklagimin bir diz teoremi ispatlanmistir.
Bunun sonuglari olarak, kapalh Dini-duzgun bir egrinin sinirll ve sinirsiz
bilesenleri Uzerinde tanimli Smirnov-Orlicz uzaylarinda Faber polinomlari ve
Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlari ile yaklasimin duz teoremleri elde
edilmigtir. Diger yandan, bu uzaylarda yaklasim teorisinin ters teoremleri
ispatlanmistir. Bu elde edilen ters ve duz teoremlerinin sonucu olarak

genellestiriimig Lipschitz sinifinin bir karakterizasyonu verilmigtir.

Doérdincu bolimde Muckenhoupt adirliklari gbéz 6nudne alinarak
yukarida bahsedilen problemler agirhkh  Smirnov-Orlicz uzaylarinda
incelenmistir ve agirlik Gzerindeki bazi kosullara gore benzer teoremler

ispatlanmistir.
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