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Balıkesir, 2007 
 
 
 
 Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.  Birinci bölümde yaklaşım teorisi 
ve kompleks düzlemde bu teorinin gelişimi ile ilgili kronolojik bilgi verilmiştir. 
 

İkinci bölümde temel tanımlar ve araştırma konusu olan fonksiyon 
uzaylarının tanımları verilmiştir.  Ayrıca bu bölümde, Faber-Laurent serileri, 
onların temel özellikleri ve Faber operatörleri hakkında genel bilgiler vardır. 
 

Üçüncü bölümde, kapalı Dini-düzgün bir eğrinin sınırlı ve sınırsız 
bileşenleri üzerinde tanımlı Smirnov-Orlicz uzayları göz önüne alınarak, bu 
uzaylarda Faber polinomları ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonları ile 
yaklaşımın düz ve ters problemleri incelenmiştir.  Bu teoremler yardımıyla, bu 
Dini-düzgün eğrinin sınırlı ve sınırsız bileşenleri üzerinde tanımlı 
genelleştirilmiş Lipschitz sınıflarının yapısal karakterizasyonu ile ilgili 
teoremler elde edilmiştir. 
 

Dördüncü bölümde, Dini-düzgün bir eğrinin sınırlı ve sınırsız 
bileşenleri üzerinde tanımlı fonksiyonların ağırlıklı Smirnov-Orlicz uzayı 
tanımlanmış, ağırlığın bazı Muckenhoupt koşullarını sağladığı durumda,  
Faber polinomları ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonları ile yaklaşımın düz 
ve ters problemleri ispatlanmıştır. Genelleştirilmiş Lipschitz sınıflarının 
yapısal karakterizasyonu problemleri incelenmiştir. 
 
 Son bölümde, elde edilen sonuçların bir özeti verilmiştir. 
 
 
ANAHTAR SÖZCÜKLER:  Orlicz uzayı, Smirnov-Orlicz uzayı, Faber-Laurent 
Serisi, Faber operatörü, Dini-düzgün eğri, düz teorem, ters teorem, yapısal 
karakterizasyon. 
 

 ii



 
 

ABSTRACT 
 
 

APPROXIMATION BY POLINOMIALS IN SMIRNOV-ORLICZ SPACES 
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( Ph. D. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Daniyal M.  ISRAFILOV ) 
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This thesis consists of five chapters.  In the first chapter, some 
chronological information about the approximation theory and its progress 
are given. 
 

In the second chapter, basic definitions and the definitions of the 
function spaces which are investigated are given.  In addition, it contains the 
definitions, general properties of the Faber-Laurent series and the Faber 
operators. 
 

In the third chapter, considering the Smirnov-Orlicz spaces of 
functions defined on the bounded and unbounded components of a given 
closed Dini-smooth curve, the direct and inverse theorems of approximation 
theory by the Faber polynomials and the Faber-Laurent rational functions are 
investigated. 
 

In the third chapter, the weighted Smirnov-Orlicz spaces of functions 
given on the bounded and unbounded components of Dini-smooth curve are 
defined and the direct and inverse theorems of approximation theory by the 
Faber polynomials and the Faber-Laurent rational functions are proved and 
some constructive characterization problems are investigated. 
 
 In the last chapter the results which are obtained are summarized 
according to chapters. 
 
 
 
KEY WORDS : Orlicz space, Smirnov-Orlicz space, Faber-Laurent 
series, Faber operator, Dini-smooth curve, direct theorem, inverse theorem, 
constructive characterization. 
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1.  GİRİŞ 
 

Yaklaşım teorisinde belli özelliklere sahip fonksiyon uzaylarının 

elemanlarına, bu uzayın bir alt uzayından olup daha iyi özelliklere sahip olan 

fonksiyonlarla yaklaşım problemleri incelenir.  Genellikle bu alt uzay olarak, 

özellikleri çok iyi bilinen, polinomlar yada rasyonel fonksiyonlar ailesi 

alınmaktadır.  Temel problemlerden biri, verilen fonksiyona alt uzaydan en iyi 

yaklaşan elemanın varlığı problemidir.  Özel halde, alt uzay olarak polinomlar 

kümesi alındığında Banach uzaylarında en iyi yaklaşım elemanının varlığı iyi 

bilinmektedir.  Bu problemin pozitif çözümü bir sonraki problemin, verilen 

fonksiyonla buna en iyi yaklaşan eleman arasındaki hatanın, fonksiyonun 

belli karakteristikleri (örneğin, düzgünlük modülü) yardımıyla 

değerlendirilmesi probleminin çözümü için bir altyapı oluşturmaktadır.  En iyi 

yaklaşım hatasının üstten değerlendirilmesi ile ilgili problemlere yaklaşım 

teorisinin düz problemleri, elde edilen teoremlere ise düz teoremler denir.  

Bunun tam zıttı olan problemler ise yaklaşım teorisinin ters problemleri olarak 

bilinmektedir.  Bu durumda, düzgünlük modülü üstten en iyi yaklaşım sayısı 

yardımı ile değerlendirilir ve fonksiyonun yaklaşım özelliklerine göre hangi 

sınıfa ait olduğu hakkında bilgi edinme amacı güdülür.  En ideal durum, belli 

bir sınıfta elde edilen düz ve ters yaklaşım teoremlerin bir birini 

karşılamasıdır.  Yani yaklaşım hızına dayanılarak bu fonksiyonun hangi 

sınıftan olduğuna kesin karar verilebilmesidir.  Bu durumda verilen 

fonksiyonlar sınıfının yapısal karakterizasyonu elde edilebilir denir.   

 

 , Smirnov uzaylarında yaklaşım hızının 

değerlendirilmesi problemi 1959 yılında Walsh ve Russel [1] ile başlar.  Bu 

çalışmada kompleks düzlemde sınırı analitik eğri olan G basit bağlantılı, 

sınırlı bölgesi göz önüne alınmış, polinomlarla yaklaşımın hızı 

değerlendirilmiştir.  1960 yılında S. Ya. Al’per [2] bölgenin sınırını Dini-

düzgün eğri alıp polinomlarla yaklaşımın düz ve ters teoremlerini elde 

( ),  1pE G p< < ∞
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etmiştir.  Daha sonra 1967 yılında V. M. Kokilashvili [3] Al’per’in sonuçlarını 

geliştirmiş ve bölgenin sınırının Dini-düzgün eğri olduğu durumda düz ve ters 

yaklaşım teoremlerinin bazı iyileştirmelerini ispatlamıştır.  V. M. Kokilashvili 

[4] de bölgenin sınırını Carleson eğrisi almış ve  singüler integral 

operatörünün  Lebesgue uzayında sınırlı olması koşulu 

altında [3] deki sonuçlarını genelleştirmiştir.  Benzer bazı sonuçlar D. I. 

Mamedhanov ve I. I. Ibragimov [5] tarafından da elde edilmiştir.  1977 yılında 

J-E. Andersson [6] bazı özel bölgeler sınıfında V. M. Kokilashvili’nin [4] deki 

düz teoreminin  için de doğru olduğunu göstermiştir.  Diğer taraftan, 

 uzayında bazı yaklaşım problemleri M. I. Andrasko [7] ve D. M. Galan 

[8] tarafından incelenmiştir.  D. M. Israfilov, bölgenin sınırı Carleson eğrisi ve 

 durumunda 

S

( ),  1pL G p∂ < < ∞

1p =

( )1E G

1 p< < ∞ ( ),  1pE G p< < ∞  uzayında Faber polinomları ile 

yaklaşımı [9] da, p-Faber polinomları ile yaklaşımı A. Çavuş’la birlikte [10] da 

incelemişlerdir.  Bu çalışmalardaki sonuçlar ağırlıklı Lebesgue uzayına da 

taşınmıştır [11], [12]. 

 

 Kompleks düzlemde yaklaşım problemleri daha genel uzaylar için de 

incelenmiştir.  Bu bağlamda 1968 yılında [13] V. M. Kokilashvili tarafından 

Smirnov uzaylarının bir genellemesi olan ( )ME G  Smirnov-Orlicz sınıfı 

tanımlanmış ve bölge sınırı Dini-düzgün eğri iken bazı ters yaklaşım 

teoremlerini ispatlamıştır.  Bu uzayda düz teoremler son yıllarda elde 

edilmiştir; A. Güven ve D. M. Israfilov [14] te Carleson eğrisi ile sınırlı bölgede 

tanımlı fonksiyonların Smirnov-Orlicz uzayının belirli bir alt uzayında düz 

teoremi ispatlamışlardır. 

 

 Bu tezde, Smirnov-Orlicz uzayı göz önüne alınıp G bölgesinin Dini-

düzgün eğri ile sınırlı olduğu durumda cebirsel polinomlarla düz ve ters 

yaklaşım problemleri incelenmiştir. 

 

İkinci bölümde temel tanımlar ve araştırma konusu olan fonksiyon 

uzaylarının tanımları verilmiştir.  Ayrıca bu bölümde, Faber-Laurent serileri, 

onların temel özellikleri ve Faber operatörleri hakkında genel bilgiler vardır. 
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Üçüncü bölümde, kapalı Dini-düzgün bir eğrinin sınırlı ve sınırsız 

bileşenleri üzerinde tanımlı Smirnov-Orlicz uzayları göz önüne alınarak, bu 

uzaylarda Faber polinomları [15]  ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonları ile 

yaklaşımın düz ve ters problemleri incelenmiştir.  Bu teoremler yardımıyla, bu 

Dini-düzgün eğrinin sınırlı ve sınırsız bileşenleri üzerinde tanımlı 

genelleştirilmiş Lipschitz sınıflarının yapısal karakterizasyonu ile ilgili 

teoremler elde edilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde, Dini-düzgün eğrisinin sınırlı ve sınırsız bileşenleri 

üzerinde tanımlı fonksiyonların ağırlıklı Smirnov-Orlicz uzayı tanımlanmış, 

ağırlığın bazı Muckenhoupt koşullarını sağladığı durumda,  Faber polinomları 

[16] ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonları ile yaklaşımın düz ve ters 

problemleri ve genelleştirilmiş Lipschitz sınıflarının yapısal karakterizasyonu 

problemleri incelenmiştir. 
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2.  ÖNBİLGİLER 
 

2.1  Tanımlar ve Bazı Analitik Fonksiyon Sınıfları 
 

Γ  sonlu uzunluklu Jordan eğrisi kompleks düzlemi iki bileşene 

ayırır.  Bunlardan sınırlı olan iç bölgeyi G ile, sınırsız olan dış bölgeyi 

⊂ C

G−  ile 

gösterelim.  Genelliği bozmadan 0∈G alabiliriz.  Ayrıca  ile birim çemberi, 

 ile birim diski ve  ile  nin sınırsız bileşenini gösterelim.  

T

D −D T ( )w zϕ=  ve 

  ve G nin ( )1 ,w zϕ= −G −D  ye sırasıyla 

 

     ( ) ,ϕ ∞ = ∞
( )lim 0,

z

z
z

ϕ
→∞

>  

   ( )1 0 ,ϕ = ∞   ( )10
lim 0
z

z zϕ
→

>  

 

koşullarını sağlayan konform dönüşümler olsun.  ψ  ve ψ1 , sırasıyla, ϕ  ve ϕ1 

in ters dönüşümlerini göstersin. 

 

 Tanım 2.1.1 π[0,2 ]  de sürekli h fonksiyonunun süreklilik modülü 

 

   ( ) { }1 2 1 2 1 2, : sup  ( ) ( ) : , [0,2 ],   ,    0t h h t h t t t t t t tω π= − ∈ − ≤ ≥  

 

olarak tanımlanır.  Eğer 

 

   ( )1

1
0

,    0
c t,h

dt c
t

ω
< ∞ >∫  

 

koşulu sağlanıyorsa h fonksiyonuna Dini-sürekli fonksiyon denir.  Eğer 

Γ  eğrisinin ⊂ C
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   Γ: ( )ϕ τ0 ,       τ π≤ ≤0 2  

 

gösterimi için ϕ 0' ≠ 0 ve ϕ 0'  Dini-sürekli fonksiyon oluyor ise Γ eğrisine Dini-

düzgün eğri denir.  Bu eğrilerin önemli bir özelliği [17] 

 

   ( )2 30 ,       1c w c wψ ′< ≤ ≤ ≥                                                      (2.1) 

 

koşulunu sağlamasıdır.  Burada  ve  w  den bağımsız sabitlerdir.  
Benzer eşitsizlikler 

2c 3c

1'ψ  için birim çember üzerinde geçerlidir. 

 

Tanım 2.1.2 Bir :M +→R R  fonksiyonu verilsin.  p(t), t≥0 için sağ-

sürekli ve azalmayan, t>0 için pozitif ve 

 

   p(0)=0,    :=( )p ∞ ( )
→∞

= ∞lim
t

p t  

 

koşullarını sağlayan bir fonksiyon olmak üzere 

 

   ( ) ( )= ∫
0

x

M x p t dt  

 

gösterimi mevcut ise M fonksiyonuna bir N-fonksiyon denir. 

 

   ( )
( )≤

=: sup
p t s

q s t ,   (s≥0) 

 

olmak üzere 

 

   ( ) ( )= ∫
0

:
y

N y q s ds  

 

fonksiyonuna M fonksiyonunun tamamlayıcı fonksiyonu denir. 
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Tanım 2.1.3 M bir N-fonksiyon ve N onun tamamlayıcı fonksiyonu 

olsun.   ile bir ( )ΓML 0α >  için 

 

   ( )( ) αM f z dz
Γ

< ∞∫  

 

koşulunu sağlayan Lebesgue ölçülebilir :f Γ →C  fonksiyonlarının doğrusal 

uzayını gösterelim. 

 

   ( ) ( ); :  g N N g z dzρ
Γ

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫  

 

olmak üzere,  uzayı ( )ΓML

 

   
( ) ( ) : inf 0 : ; 1
ML

ff Mτ ρ
τΓ

⎧ ⎫⎛ ⎞= > ≤⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

 

 

Luxemburg normu ve 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): sup  : ;  ; 1
M

NL
f f z g z dz g L gρ

Γ
Γ

⎧ ⎫
= ∈ Γ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ N ≤  

 

Orlicz normuna göre bir Banach uzayı olur. 

 

( )ΓML  Banach uzayına Orlicz uzayı denir ve 

 

   ( ) (1
ML L )Γ ⊂ Γ                                                                                (2.2) 

 

olduğu bilinmektedir. 
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Tanım 2.1.4 M bir N-fonksiyon olmak üzere, eğer 

 

   
( )

M(2x)limsup   
M xx

< ∞
→∞

 

 

koşulu sağlanıyorsa M fonksiyonuna ∆2 koşulunu sağlar denir. 

 

( )ΓML  Orlicz uzayının yansımalı (refleksif) olması için gerekli ve yeterli 

koşul M ve tamamlayıcı fonksiyonu N nin her ikisinin de ∆2 koşulunu 

sağlamasıdır. 

 

Tanım 2.1.5  D  nin G ye bir konform dönüşümü altında ,rΓ

 

   { }: : ,r w w rγ = ∈ =C    ∈ (0,1)r

 

çemberinin görüntüsü ve M bir N-fonksiyon olsun.  G de analitik ve her 

 için ∈ (0,1)r

 

   ( )( ) 4

r

M f z dz c
Γ

≤ <∫ ∞  

 

koşulunu sağlayan r den bağımsız bir  sabitinin var olduğu  

fonksiyonlarının sınıfı 

4 0c > :f G →C

( )ME G  ile gösterilir ve bu uzaya Smirnov-Orlicz uzayı 

denir.  (ME G )−  uzayı aynı biçimde tanımlanır.  Ayrıca 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 1  ve  M ME G E G E G E G− −⊂ ⊂  

 

olur.   Smirnov-Orlicz uzayı bilinen ( )ME G ( )pE G  Smirnov uzayının bir gen- 

ellemesidir.  Özel halde ( ) : ,  1pM x x p= < < ∞ , fonksiyonuna göre oluşturulan 

 uzayı  uzayı ile çakışır.  E( )ME G ( )pE G M(G) uzayındaki her bir fonksiyonun  
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Γ üzerinde h.h. her yerde sınır değeri vardır ve bu sınır değer fonksiyonu 

 Orlicz uzayındandır [13]. ( )ΓML

 

Tanım 2.1.6 ς∈Γ olmak üzere 

 

   ( )( )ς ψ ϕ ς=: ih
h e ,       h∈[0,2π ] 

 

ve 

 

   ( ) :  ( ),h hT f fς ς=     f∈ ( )ΓML                                                            (2.3) 

 

olsun.  Th f yardımıyla ( ),M fω ⋅  süreklilik modülü 

 

   ( ) ( ), : sup ,    0
M

M h Lh t
f f T fω δ δ

Γ
≤

= − ≥                                               (2.4) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

( )∈ Γ1f L  olmak üzere 

 

   ( ) ( )1: ,    
2

f
f z d z G

i z
ς

ς
π ς

+

Γ

=
−∫ ,∈                                                       (2.5) 

   ( ) ( )ς
ς

π ς
− −

Γ

= ∈
−∫

1: ,    
2

f
f z d z G

i z
 

 

fonksiyonları sırasıyla G ve −G  de analitiktirler ve ( )− ∞ = 0f  sağlanır. 

( ) ( ) ( ){ }: :M ME G f E G f− −= ∈ ∞ =% 0  olsun. 
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Tanım 2.1.7 ( )∈ TMg L  fonksiyonunun r. düzgünlük modülü 

 

   ( ) 
 ( )

, : sup ,   0,   1,  2,  3,  
M

r r
M h Lh

g g r
δ

ω δ δ
≤

= ∆ > = K
T

 

 

olarak tanımlanır.  Burada 

 

    ( ) ( ) ( )   

0

: 1
r

rr
h

r
g gν

ν

ν
ν

−

=

⎛ ⎞
∆ ⋅ = − ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  h

 

dir. 

 

Γ  Dini-düzgün bir eğri olmak üzere ( )∈ Mf E G  için (2.1) den 

 ve ( )ψ= ∈o T0 : Mf f L ( )ψ= ∈o T1 1: Mf f L  elde edilir.  Eğer  uzayı 

yansımalı ise (Önerme 3) 

( )TML

( )0 1,  Mf f E+ + ∈ D  olur. 

 

Tanım 2.1.8  olmak üzere, = K1, 2,  3,  r δ > 0  için 

 

   ( ) ( ), 0, : ,r r
M Mf f ,ω δ ω δ+

Γ =  

   ( ) ( )ω δ ω δ+
Γ =% , 1, : ,r r

M Mf f  

 

düzgünlük modüllerini tanımlayalım. 

 Tanım 2.1.9 α > 0  ve α= +: [ ] 1r  olsun.  Bu durumda 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ){ },: : , ,  r
M MLip M f E G f αα ω δ δΓ= ∈ = Ο > 0 ,δ  
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   ( ) ( ) ( ) ( ){ }*
,: : , ,   r

M MLip M f E G f αα ω δ δ−
Γ= ∈ = Ο >% 0δ  

 

sınıflarına sırasıyla G ye ve G−  ye göre genelleştirilmiş Lipschitz sınıfları 

denir. 

 

Tanım 2.1.10 ( )∈ Mf E G  fonksiyonuna en iyi yaklaşım hatası 

 

   ( ) ( )Γ= −, : inf
M

n M Lp
E f G f p  

 

ile tanımlanır ve burada infimum derecesi n yi aşmayan tüm p cebirsel 

polinomları üzerinden alınır. 

 

Tanım 2.1.11 Bir ω Γ → ∞: [0, ]  fonksiyonu ölçülebilir ve { }( )ω − ∞1 0,  

öngörüntü kümesinin ölçümü sıfır oluyorsa ω  fonksiyonuna bir ağırlık 

fonksiyonu denilir. 

Tanım 2.1.12 ω , Γ da tanımlı bir ağırlık olmak üzere, Γ üzerinde 

tanımlı, ölçülebilir ve ( )Mf Lω ∈ Γ  koşulunu sağlayan fonksiyonların kümesi 

( )ωΓ,ML  ile gösterilir ve bu uzaya ağırlıklı Orlicz uzayı denir.  Ağırlıklı Orlicz 

uzayında norm 

 

   ( ) ( ) ,
:

M ML L
f f

ω
ω

Γ Γ
=  

 

olarak tanımlanır.  ( )ωΓ,pL  ağırlıklı Lebesgue uzayı da benzer biçimde 

tanımlanır. 

 

   ( ) ( ) ( ){ }1, : : ,M ME G f E G f L ,ω ω= ∈ ∈ Γ  
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   ( ) ( ) ( ){ }1, : : ,M ME G f E G f L ,ω ω− −= ∈ ∈ Γ  

   ( ),ME G ω−% := ( ) ( ){ }, : 0Mf E G fω−∈ ∞ =

)

 

 

olsun. 

 

Tanım 2.1.13  ve (∈ ∞1,p − −+ =1 1 1p q   olsun.  Γ üzerinde tanımlı ve 

 

   ( )
( )

( )
( )

1/ 1/

0 , ,

1 1supsup
p q

p q

t z z

z dz z dz
ε ε ε

ω ω
ε ε

−

∈Γ > Γ Γ

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟ < ∞

⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

∫ ∫ ⎟
⎠

                     (*) 

koşulunu sağlayan ω  ağırlık fonksiyonlarının sınıfını ( )pA Γ  il gösterelim. 

(*) koşuluna Muckenhoupt pA -koşulu denir. 

 

   
( )

( )
1

1: (0, ) (0, ],   ( ) : limsup
/y

M y
x

M y x
µ µ

−

−
→∞

∞ → ∞ =  

 

olsun. 

 

Tanım 2.1.14 − ∞ → ∞1 : [0, ) [0, )M , M fonksiyonunun tersi olmak üzere 

 

   µ µα β
→ →

= =
0

log ( ) log ( ): lim ,       : lim
log logM Mx x ∞

x x
x x

 

 

değerlerine [18, s.350] ( )ΓML  Orlicz uzayının sırasıyla alt ve üst Boyd 

indisleri denir. 

 

Tanım 2.1.15 g∈ ( )ωT,ML , ( ) ( )α βω ∈ ∩T1/ 1/M M
A A T  olsun.  Bu  

durumda 
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   ( )( ) ( )1: ,   0   
2

h
it

h
h

g w g we dt h w
h

σ π
−

= < <∫ T, ∈  

 

Steklov ortalaması ve I birim operatör olmak üzere 

 

   ( ) ( )
( ),

 ,
0 1

1, 2, ..., 

, : sup ,  0,   1, 2, 3, ...
i

i
LM

k
k
M h

h i
i k

f I g k
ω

ω
δ

δ σ δ
Γ

< ≤ =
=

Ω = − > =∏  

 

fonksiyonuna g nin k. düzgünlük modülü denir. 

 

Tanım 2.1.16 ,ω   üzerinde bir ağırlık, Γ ( ),Mf L ω∈ Γ  ve  olmak 

üzere 

∈Tw

 

   
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
0 1

0 1 1

: ,   :

( ) : ,   ( ) :

w w w

f w f w f w f w

ω ω ψ ω ω ψ

ψ ψ

= =

= =

1 ,w

)

 

 

olsun.  ( ,Mf L ω∈ Γ  olduğunda (2.1) ile ( )0 0,Mf L ω∈ T  ve ( )ω∈ T1 1,Mf L  

bulunur.   ve  fonksiyonlarının  üzerindeki sınır değerlerini göz önüne 

alarak, 

+
0f

+
1f T

( ,Mf L )ω∈ Γ  ve = K1, 2, 3,  r  olmak üzere, δ > 0  için 

 

   ( ) ( )0, , , 0, : ,rr
M Mf fω ω ,δ δ+

ΓΩ = Ω  

   ( ) ( )
1, , , 1, : ,rr

M Mf fω ωδ δ+
ΓΩ = Ω%  

 

tanımlayalım. 

 

 Tanım 2.1.17 α > 0  ve α= +: [ ] 1r  olsun.  Bu durumda 
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   ( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,, : , : , ,  0r
M MLip M f E G f α

ωα ω ω δ δ δΓ= ∈ Ω = Ο > ,  

   ( ) ( ) ( ) ( ){ }*
, ,, : , : , ,   0r

M MLip M f E G f α
ωα ω ω δ δ δ−

Γ= ∈ Ω = Ο >%  

 

ailelerine sırasıyla G ye ve G−  ye göre genelleştirilmiş Lipschitz sınıfları 

denir. 

 

 Tanım 2.1.18 ( )∈ Γ1f L  fonksiyonunun Cauchy singüler integrali 

 

   ( )
{ }

( )
0

0 00
0:

: lim ,   
w w z

f
S f z d z

zε
ε

ς
ς

ςΓ →
Γ∩ − ≥

= ∈
−∫ Γ  

 

ile tanımlanır. 

 

Eğer  yada  fonksiyonlarından birinin +f −f Γ  üzerinde h.h. her yerde 

açısal yollar boyunca sınır değeri varsa, Γ  üzerinde h.h. her yerde ( )ΓS f z  

vardır ve +f  yada  fonksiyonlarından diğerinin de −f Γ  üzerinde h.h. her 

yerde açısal yollar boyunca sınır değeri vardır.  Tersine, eğer  üzerinde h.h. 

her yerde  varsa, 

Γ

( )ΓS f z +f  ve −f  fonksiyonlarının da Γ  üzerinde h.h. her 

yerde açısal yollar boyunca sınır değeri vardır.  Her iki durumda da 

 

   ( ) ( ) ( )+
Γ= + / 2f z S f z f z                                                                 (2.6) 

   ( ) ( ) ( )−
Γ= − / 2f z S f z f z                                                                 (2.7) 

 

ve dolayısıyla 
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                                                                                         (2.8) += −f f f −

Γ

 

eşitliği Γ  üzerinde h.h. her yerde sağlanır [19, s.431]. 

 

Γ →:S f S f  doğrusal operatörüne Cauchy singüler operatör denir. 

 

 

2.2  Faber-Laurent Serileri ve Faber Operatörleri 
 

Bilindiği gibi [20, s.52,255] 

 

   
( )

( )
( )ψ

ψ

∞
−

+
=

′ Φ
= ∈

− ∑ D1
0

,       ,   ,k
k

k

w z
z G w

w z w
∈                                     (2.9) 

 

ve 

 

   
( )

( )
( )ψ

ψ

′ ∞
− −

+
=

= ∈
− ∑ D1

1
11

1/
, ,k

k
k

w F z
z G w

w z w
∈                                     (2.10) 

 

açılımları geçerlidir.  Burada ( )Φk z  ve ( )1/kF z , sırasıyla G  kontinyumuna 

göre z nin ve C \G kontinyumuna göre 1/z nin, k dereceli Faber 
polinomlarıdır.  Ayrıca [20, s.35,255] 

 

   ( ) ( )
( )
ψ

π ψ=

′
Φ = ∈ >

−∫
1 ,   ,  1,

2

k

k
w R

w w
z dw z

i w z
G R                               (2.11) 
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   ( ) ( )
( )
ψ

π ψ
−

=

=
−∫ 1

11

'11/ ,    
2

k

k
w

w w
F z dw z G

i w z
∈                                       (2.12) 

 

integral gösterimleri ve 

 

   ( ) ( ) ( ) 1 ,   ,   0, 1, 2,  ... ,
2

k
k

k z z d z G k
i z

ϕ ς
ϕ ς

π ς
−

Γ

Φ = + ∈ =
−∫         (2.13) 

   ( ) ( ) ( )1
1

 11/ ,   
2

k
k

kF z z d z Gς ∈
i z

ϕ ς
ϕ

π ςΓ

= −
−∫ {0}\                             (2.14) 

 

eşitlikleri sağlanır.  Şimdi 

 

   ( ) ( )
π += = =∫

T

0
1

1: : ,   0,  1,  2,  ... ,
2k k k

f w
a a f dw k

i w
                             (2.15) 

   ( ) ( )1
1

1: : ,   1,  2,  ...
2k k k

f w
a a f dw k

i wπ += = =∫% %
T

                                    (2.16) 

 

olarak alıp, ( )∈ Γ1f L  fonksiyonuna 

 

    ( ) ( )
∞ ∞

= =

Φ +∑ ∑ %
0 1

1/k k k k
k k

a z a F z

 

serisini karşılık getirelim, yani 

 

    ( ) ( ) ( )
∞ ∞

= =

∼ Φ +∑ ∑ %
0 1

1/k k k k
k k

f z a z a F z
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olsun.  Yukarıdaki seriye f  fonksiyonuna karşılık gelen Faber-Laurent serisi, 

 ve  değerlerine de f nin ka %
ka Faber-Laurent katsayıları denir. 

 

P ile bütün polinomların ailesini, ( )P D  ile bu ailenin D  deki izini 

gösterelim.   n dereceli polinomların ailesini, nP ( )nP D  ise  ailesinin D  deki 

izini göstersin.  üzerinde 

nP

( )P D

    ve :T ( ) ( )ME G→P D % :T ( ) ( )ME G−→ %P D  

 

operatörlerini 

 

   ( )( ) ( ) ( )
( )

1: ,   
2

P w w
T P z dw z G

i w z
ψ

π ψ
′

= ∈
−∫

T

, 

   ( )( ) ( ) ( )
( )

1

1

1: ,   
2

P w w
T P z dw z G

i w z
ψ

π ψ
−′

= ∈
−∫%

T

 

 

olarak tanımlayalım.  Kolayca görülebileceği gibi 

 

    ( ) ( )
0 0 0 0

 ve    1/  
n n n n

k k
k k k k k k

k k k k
T b w b z T d w d F z

= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑%

 

sağlanır.  Eğer  ise ′∈z G

 

   ( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) (1 1
2 2

P w w P
T P z dw d P z

i w z i z
ψ ϕ ς

ς ϕ
π ψ π ς

+

Γ

′
′ ′= = =

′ ′− −∫ ∫
o

o
T

)  

 

olur ve (2.6) dan Γ  üzerinde h.h. her yerde 
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   ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1/ 2T P z S P z P zϕ ϕΓ= +o o  

 

bulunur.  Benzer olarak, Γ  ya dışarıdan bütün açısal yollar boyunca 

yaklaşarak ′′ → ∈Γz z  limitini alırsak, −′′∈z G  için 

 

   ( )( ) ( )( ) ( ) (ϕ ς
ς ϕ

π ς
−

Γ

′′ ′′= =
′′−∫

o% o1
1

1
2

P
T P z d P z

i z
)  

 

olduğundan Γ  üzerinde h.h. her yerde 

 

   ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 11/ 2T P z S P z P zϕ ϕΓ= −% o o  

 

çıkar.   singüler operatörü yansımalı Orlicz uzayında sınırlı [21] 

olduğundan aşağıdaki sonucu yazabiliriz. 

ΓS

 

Önerme 1 Γ  Dini-düzgün bir eğri ve ( )ML Γ  yansımalı Orlicz uzayı ise

    ve :T ( ) ( )ME G→P D % :T ( ) ( )ME G−→ %P D  

doğrusal operatörleri sınırlıdır. 

 

Cebirsel polinomlar kümesi ( )ME D  uzayında yoğun olduğundan, 

Önerme 1 ve yardımıyla T  ve  operatörlerini %T ( )P D  den  uzayına 

doğrusal ve sınırlı olacak şekilde genişletebiliriz.  Genişlemeleri yine aynı 

işaretle gösterirsek 

( )DME
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     ve :T ( ) ( )→DM ME E G % :T ( ) ( )−→ %DM ME E G  

 

operatörleri için 

 

   ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )ψ

π ψ
′

= ∈
−∫

T

D1 ,   ,   
2 M

g w w
T g z dw z G g E

i w z
∈ , 

   ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )ψ

π ψ

′
−= ∈

−∫%

T

D1

1

1 ,   ,   
2 M

g w w
T g z dw z G g E

i w z
∈  

 

gösterimleri elde edilir. 

 

Önerme 2  Dini-düzgün bir eğri, Γ ( )ML Γ  uzayı yansımalı ise 

 

   ( ) ( )→D:  M MT E E G  ve % :T ( ) ( )−→ %DM ME E G  

 

operatörleri birebir ve örtendir. 

 

K, D:=C \K tümleyeni bağlantılı olan sınırlı bir kontinyum ve f, K da 

analitik bir fonksiyon olsun.  Bu durumda 

 

      z( ) ( )
∞

=

= Φ∑
0

,k k
k

f z a z ∈K                                                           (2.17) 

 

Faber açılımı K da mutlak ve düzgün yakınsaktır. 

 

          z( ) ( ) ( )
0 1

( , ) : ,n k k
k k n

R z f f z a z a z
∞ ∞

= = +

= − Φ = Φ∑ ∑ k k ∈K                 (2.18) 
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ve 

 

   :  { :  | ( ) | }R z z RϕΓ = ∈ =D  

 

olsun.  Burada R>1 ve , RG RΓ  nin sınırlı bileşenidir.  (2.17) serisinde 

katsayılar 

 

   
( )( )
1

1: ,   0,    
2k k

f t
a dt k

i t
ψ

π += =∫ K
T

1, 2,  

 

olarak tanımlıdır ve (2.18) den 

 

   ( ) ( )( ) ( )
1

1

1,  
2

k
n k

k n

z
R z f f t dt

i t
ψ

π

∞

+
= +

⎡ ⎤Φ
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫

T

 

 

olduğu görülür.  Eğer  ise np ∈Pn

 

   ( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )
1

1

1,
2

k
n n k

k n

z
R z f f t p t dt

i t
ψ ψ

π

∞

+
= +

⎡ ⎤Φ
= − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫

T

                   (2.19) 

 

olur.  Diğer yandan 

 

   ( ) ( ) ( )ϕΦ = + ∈,   k
k kz z E z z K  

 

sağlanır ve burada , D de analitik bir fonksiyon, kE ( )∞ = 0kE  dir.  Dolayısıyla 
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   ( ) ( ) ( )ϕ∞ ∞ ∞

+ +
= + = + = +

Φ
= +∑ ∑ ∑1 1

1 1 1

k
k
k k

k n k n k n

z z E
t t +1

k
k

z
t

                                           (2.20) 

 

olur ve (2.19), (2.20) göz önüne alındığında 

 

   

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1
1

1
1

1,
2

1 1
2

k

n n k
k nt R

n k k
k nt R

wR z f f t p t dt
t

f t p t E w d
t

ψ ψ
π

ψ ψ ψ
π

∞

+
= +=

∞

+
= +=

≤ −

+ −

∑∫

∑∫ t
      (2.21) 

 

elde edilir.  [20, s.63,205] den 

 

   ( )( ) ( )1 , ,  
2

k
kE w F w d w r

i
ψ τ τ τ

π Γ

= ∫ 1≥ >                                  (2.22) 

   ( )
1/ 22 2

4 2
1  , ln ,   1,   1

2 1 1
r rF w d r w r

i r r
τ τ

π Γ

⎛ ⎞
≤ > ≥⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∫ >           (2.23) 

 

değerlendirmeleri bilinmektedir ve burada  

 

   ( ) ( )
( ) ( )
ψ τ

τ τ
ψ τ ψ τ

′
= − >

− −
1, : ,   1,   1F w w

w w
>  

dır. 

 20



 

 

 

3.  SMIRNOV-ORLICZ UZAYLARINDA CEBİRSEL POLİNOMLARLA 
YAKLAŞIM 
 

3.1 Temel sonuçlar 
 

Teorem 1 G, Dini-düzgün Γ sınırına sahip, sınırlı, basit bağlantılı bir 

bölge ve ( )ME G , yansımalı bir Smirnov-Orlicz uzayı olsun.  Bu durumda her 

 ve her n doğal sayısı için ( )Mf E G∈

 

   ( ) ( ) 5
1, ,

M
n ML

f p f c f
n

ω
Γ

⎛ ⎞− ⋅ ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

koşulunu sağlayan, derecesi n yi aşmayan bir ( ),np f⋅  cebirsel polinomu 

vardır.  Burada , n den bağımsız bir sabittir. 5 0c >

 

Teorem 2 Eğer ( )M Rf E G∈  ve  ise 1R >

 

   ( ) ( ) ( ) ( )1/ 26
1, , l

1n n Rn M

cR z f E f G n n
R R+≤

−
n ,     z∈K 

 

sağlanır.  Burada  sabiti n ve z den bağımsızdır. 6 0c >

 

Sonuç 1 K, bağlantılı tümleyene sahip bir kontinyum,  ( )M RE G

 yansımalı bir Smirnov-Orlicz uzayı ve  ise her  için 1R > (M Rf E G∈ )
 

    ( ) ( ) ( )1/ 27
1

1, ,
1n Mn

cR z f f n n
R R n

ω+

⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
ln ,        z∈K 
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olur.  Burada  bir sabittir. 7 0c >

 

Teorem 3  Dini-düzgün bir eğri ve Γ ( ),ML Γ  Γ  üzerinde tanımlı 

yansımalı bir Orlicz uzayı olsun. ( )Mf L∈ Γ  ise 

 

   ( ) ( ) 8 , ,
1 1- , ,  ,

M

r r
n M ML

f U f c f f
n n

ω ωΓ ΓΓ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ≤ +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

% ,   1, 2,  3,  r = …  

 

sağlayan  sabiti vardır.  Burada 8 0c > ( ),nU f⋅ , f nin Faber-Laurent serisinin n. 

kısmi toplamıdır. 

 

Sonuç 2 sınırlı, Dini-düzgün G Γ  sınırına sahip basit bağlantılı bir 

bölge ve ( )ME G , G  de tanımlı yansımalı Smirnov-Orlicz uzayı olsun.  Eğer  

( )
0

, :
=

⋅ = Φ∑
n

n k k
k

S f a , ( )∈ Mf E G  fonksiyonunun Faber açılımının n. kısmi 

toplamı ise her n doğal sayısı için 

 

   ( ) ( ) 9 ,
1, , ,   1,    

M

r
n ML

f S f c f r
n

ωΓΓ

⎛ ⎞− ⋅ ≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

K2, 3,  

 

koşulunu sağlayan n den bağımsız bir  sabiti vardır. 9 0c >

 

Teorem 4 Sonuç 2 nin koşulları altında 

 

   ( )110
,

1

1, , ,    1,    
n

r r
M kr M

k

cf k E f G r
n n

ω −
Γ

=

⎛ ⎞ ≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 2, 3, …  

 

eşitsizliğini sağlayan, M ve r ye bağlı, bir  sabiti vardır. 10 0c >
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Sonuç 3 Sonuç 2 nin koşulları altında, eğer 

 

   ( ) ( ), ,    0,    1,  2,  3,  n M
E f G n nα α−= Ο > = K 

 

sağlanıyorsa her  için ( )Mf E G∈

 

   ( )
( )
( )
( )

1
,

, ;

, log ,

, 

r
M

r

r

f r

r

α

α
δ  ;

δ α

ω δ δ α

δ α

Γ

⎧Ο <
⎪⎪= Ο =⎨
⎪
Ο >⎪⎩

 

 

olur. 

 

Sonuç 4 Sonuç 2 nin koşulları altında, eğer 

 

   ( ) ( ), ,  0,   1, 2, 3,  n M
E f G n nα α−= Ο > = K 

 

ise ( )∈f Lip Mα  olur. 

 

Sonuç 2 ve 3 ten aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 5 0>α  olmak üzere Sonuç 2 nin koşulları altında aşağıdaki 

ifadeler denktir. 

(a)  ( )∈f Lip Mα

(b) ( ) ( ),nE f G n α−= Ο , 1,  2,  3,  n = K . 
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Sonuç 6 G sınırlı, basit bağlantılı, sınırı Dini düzgün eğri olan bir bölge 

ve  yansımalı bir Orlicz uzayı olsun.  Eğer f( )ΓML ( )−∈ %
ME G  ise her n doğal 

sayısı için 

 

   ( ) 11 ,
1, , ,     1,  2,  3,  ...r

n MM
E f G c f r

n
ω−

Γ
⎛ ⎞≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

% %  

 

sağlayan n den bağımsız bir  sabiti vardır. 11 0c >

 

Teorem 5 Sonuç 6 nın koşulları altında 

 

   ( ) ( )112
, 0

1

1,   , , ,      1,  2,  3,  ...
n

r r
M kr M M

k

cf E f G k E f G r
n n

ω − − −
Γ

=

⎧ ⎫⎛ ⎞ ≤ + =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑% %%  

 

sağlanır. 

 

Sonuç 7 Sonuç 6 nın koşulları altında, eğer 

 

   ( ) ( ), ,     0,   1, 2, 3, ...n M
E f G O n nα α− −= > =%  

 

 ise f ( )−∈ %
ME G  için 

 

   ( )

( )

( )
,

              ,  ;

1, log       ,  ;

                , 

r
M

r

O r

f O r

O r

α

α

δ α

ω δ δ
δ

α

δ α

Γ

⎧ >
⎪
⎪ ⎛ ⎞= =⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ <⎩

%  

 

olur. 

 

Sonuç 8 Sonuç 6 nın koşulları altında, eğer 
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   ( ) ( ), ,     0,   1, 2, 3, ...n M
E f G O n nα α− −= > =%  

 

ise f . ( )*α∈Lip M

 

Sonuç 9 Eğer  > 0α  ise Sonuç 6 nın koşulları altında aşağıdakiler  

denktir. 

(a) f  ( )*∈Lip Mα

(b) ( ) ( ), ,     1, 2, 3, ....n M
E f G O n nα− −= =%  

 

 

3.2  Yardımcı Sonuçlar ve İspatları 

 

Önerme 3  yansımalı bir Orlicz uzayı olmak üzere her 

 için  ve 

( )TML

( )∈ TMf L ( )+ ∈ DMf E ( )Mf E− −∈ % D  olur. 

 

İspat Her  için öyle ( )∈ TMf L ( )1,∈ ∞p  sayısı vardır ki  olur.  

Gerçekten, [22, s.26] gereği öyle

( )∈ Tpf L

0x  noktası  ve  vardır ki, her 13 0c > 1>p

0≥f x  ve bir  için 14 0c >

 

   ( )14 14
13

1ppc f M c f
c

≤  

 

sağlanır.  Böylece, { }0 0: :Γ = ∈ ≥Tz f x  olmak üzere 

 

   ( ) ( ) ( )
0 0\Γ Γ

= +∫ ∫ ∫
T T

p p
f z dz f z dz f z dz

p
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yazılabileceğinden 

 

   
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
0 0

15
13 14 \

15 0 0
13 14

1

1 \

p p

p

p
p

f z dz M c f z dz f z dz
c c

M c f z dz x mes
c c

Γ Γ

≤ +

≤ +

∫ ∫ ∫

∫

T T

T

T Γ < ∞
 

 

çıkar ve  olur.  1( )∈ Tpf L < < ∞p  olduğundan [23] ,  ( )+ ∈ Dpf E

(pf E− ∈ D )−  ve buradan da ( )1+ ∈ Df E  ve ( )1− −∈ Df E  elde edilir. 

( )1+ ∈ Df E  olduğundan +f  fonksiyonu Poisson integral gösterimine 

sahiptir.  Böylece, aldığımız bir , 0:= ixz re 1,r< <  için 

 

   ( ) ( ) ( )
2

0

1
2

iy
rM f z M f e P x y dy

π

π
+ +

⎡ ⎤
⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

 

olur ve Jensen integral eşitsizliğinden [24, c:1, s. 24] 

 

   ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2

0 0
2 2

0 0

iy iy
r r

r r

f e P x y dy M f e P x y dy
M f z M

P x y dy P x y dy

π π

π π

+ +

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎡ ⎤ ≤ ≤⎣ ⎦ ⎢ ⎥
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
 

   ( ) ( )
2

0

1
2

iy
rM f e P x y dy

π

π
+⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫  

 

elde edilir.  Buradan da 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0

2 2

0 0

1
2

1
2

r r

iy
r

iy
r

M f z dz M f e P x y dy dz

M f e P x y dyrdx

π

γ γ

π π

π

π

+ +

+

⎡ ⎤⎡ ⎤ ≤ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

   
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

0 0 0

2 2

0 0

1
2

iy
r

iy ix

M f e P x y dx rdy

M f e rdy M f e dx

π π π

π π

π
+

+ +

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤= −⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= <⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

 

çıkar.  Şimdi 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1/ 2 1/ 2 2ix ix ix ix ixf e f e S f e f e S f e+ = + = +T T  

 

eşitlikleri ve M nin konveksliğinden 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }1 12 2
2 2

ix ix ix ix ixM f e M f e S f e M f e S f e+ ⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ = + ≤ +⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣
T T

⎤
⎥⎦

 

   
( ) ( )( ){ }
( ) [ ] ( )( ){ }0 15

1 2
2
1 2
2

ix ix

ix ix

M f e M S f e

M f e M x c M S f e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡< + +⎣ ⎦ ⎣

T

T
⎤
⎦

 

   ( ) [ ] ( )( ){ }0 16
1 2
2

ix ixM f e M x c M S f e⎡ ⎤ ⎡≤ + +⎣ ⎦ ⎣ T
⎤
⎦  

 

ve 

 

   ( ) ( ) [ ] ( )( ){ }
2

0 16
0

1 2
2

r

ix ixM f z dz M f e M x c M S f e dx
π

γ

+ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ < + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ T  
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   ( ) ( )( ) [ ]
2 2

17 0
0 0

1 2
2

ix ixM f e dx c M S f e dx M x
π π

π⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ T  

 

olduğu görülür.  M  fonksiyonu 2∆  koşulunu sağladığı ve ( )MS f L∈T T  

olduğundan 

 

   ( )( )
2

0

ixM S f e dx
π

⎡ ⎤ < ∞⎣ ⎦∫ T  

 

bulunur.  Böylece 

 

   ( ) ( )
2

18
0

1
2

r

ixM f z dz M f e dx c
π

γ

+ ⎡ ⎤⎡ ⎤ < +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  

   ( ) 18
1
2

M f w dw c⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫
T

< ∞

)

 

 

ve her  için (0,1r ∈

 

   ( )
r

M f z dz
γ

+⎡ ⎤ < ∞⎣ ⎦∫  

 

elde edilir.   

 

Aynı metotla ( )Mf E G− ∈ % −  olduğu gösterilebilir. □ 
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Önerme 4 , yansımalı Orlicz uzayı ve , ( )TML
0=
∑

n
k

k
k

wα ( )∈ DMg E  

fonksiyonunun orijindeki Taylor açılımının n. kısmi toplamı ise her n doğal 

sayısı için 

 

   ( )
( )

19
0

1, ,  1,  2,  3,  
M

n
k r

k M
k L

g w w c g r
n

α ω
=

⎛ ⎞− ≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ K
T

 

 

eşitsizliğini sağlayan n den bağımsız bir sabiti vardır. 19 0c >

 

İspat 
∞

=−∞
∑ ik

k
k

e θβ , ( )∈ DMg E  fonksiyonunun sınır değerinin kompleks 

Fourier serisi ve ( ),⋅nS g  bu Fourier serisinin n. kısmi toplamı ise ( )1∈ Dg E  

olduğundan [27, s.38] 

 

    
0 , 0

, 0k
k

k
k

β
α

<⎧
= ⎨ ≥⎩

;

 

çıkar.  Böylece 

 

   ( )
( )

( ) ( )
[ ]( 0,20

,
M

M

n
k i

k n Lk L

g w w g e S gθ

)π
α

=

− = − ⋅∑
T

                             (3.1) 

 

elde edilir.  ∗
nt  trigonometrik polinomu g  nin en iyi yaklaşım polinomu olmak 

üzere  operatörünün nS ( )[0,2 ]ML π  de sınırlılığı [26] gereği (3.1) den 
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( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

[0, 2 ] [0, 2 ]0

20

,

                                       1 ,[0,2 ]

M M
M

n
k it

k n n nL Lk L

n M

g w w g e t t S g t

c E g

π π
α

π

∗ ∗

=

− ≤ − + − ⋅

≤ +

∑
T  

ve [28] ile 

 

   ( )
( )

21
0

1, ,   1,  2,  3,  
M

n
k r

k M
k L

g w w c g r
n

α ω
=

⎛ ⎞− ≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ K
T

 

 

elde edilir. □ 

 

Önerme 2 nin ispatı ( )∈ DMg E  nin Taylor açılımı 

 

    ( )
0

: ,   
∞

=

= ∈∑ Dk
k

k

g w w wα

 

ve , , olsun.  Önerme 8 göz önüne alındığında  ( ) ( ):=rg w g rw 0 < <r 1

 

   ( ) ( ) ( )
0,    1−− →

TM
r L

g w g w r →  

 

çıkar.  Böylece, T  operatörü sınırlı olduğundan 

 

   ( ) ( ) ( )
0,   1−

Γ
− →

M
r L

T g T g r →                                                     (3.2) 

 

elde edilir. 
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0

∞

=
∑ k

k
k

wα  serisi 1= <w r  üzerinde düzgün yakınsak olduğundan,  

serisi   üzerinde düzgün yakınsar ve böylece 

0

∞

=
∑ k k

k
k

r wα

T

 

   
( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
0 0

1
2

1              ,   
2

∞∞

= =

′
′ =

′−

′
′ ′= = Φ

′−

∫

∑ ∑∫

T

T

r
r

m
m m

m m m
m m

g w w
T g z dw

i w z

w w
r dw r z

i w z

ψ
π ψ

ψ
α α

π ψ
∈z G

 

 

elde edilir.  Buradan, [29, s.43] gereği 

   
( )( )
1

1 , ;1
2 0

m
k

w k m
dw

i w k
ψ

π +

Φ =⎧
= ⎨ , m≠⎩

∫
T

 

olduğu kullanılırsa 

   
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

0
1 1

1
0

1 1
2 2

1
2

∞

=
+ +

∞

+
=

Φ
= =

Φ
= =

∑
∫ ∫

∑ ∫

T T

T

m
m m

r m
k r k k

mm k
m kk

m

r wT g w
a T g dw dw

i w i w

w
r dw r

i w

α ψψ
π π

ψ
α α

π

 

 

çıkar ve 

 

   ( )( ) ,      1−→k r ka T g rα →                                                            (3.3) 

 

bulunur.  (2.1) ve Hölder eşitsizliği kullanılarak 

   ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

1
2

r
k r k k

T g T g w
a T g a T g dw

i w
ψ

π +

−
− = ∫

T

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 1
2 2r rT g T g w dw T g T g z z dzψ ϕ
π π Γ

′≤ − = −∫ ∫
T
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( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2322

24

1
2 2

2

NM

M

r r LL

r L

cc T g T g z dz T g T g

c T g T g

π π

π

ΓΓ
Γ

Γ

≤ − ≤ −

= −

∫
 

 

bulunur.  (3.2) ve son eşitsizlik bize 1−→r  iken ( )( ) ( )( )→k r ka T g a T g   

yakınsamasını verir ve (3.3) yardımıyla da ( )( ) =k ka T g α ,   0, 1, 2,  k = K

elde edilir. Şimdi eğer ( ) 0=T g  ise ( )( ) 0k ka T gα = = ,  ve 

buradan da  bulunur.  Bu da T  operatörünün birebir olmasıdır. 

0, 1, 2,  k = K

0=g

Örtenlik için herhangi bir ( )∈ Mf E G  fonksiyonu alıp ( )0 = ∈o TMf f Lψ  

fonksiyonunu göz önüne alalım. 

 

   ( )01
2 −∫

T

f
d

i w
τ

τ
π τ

 

 

Cauchy tipli integrali, sırasıyla,  ve D −D  de 0
+f  ve 0

−f  analitik fonksiyonlarını 

belirler.  Önerme 3 yardımıyla ( )0
+ ∈ DMf E , ( )0

− −∈ DMf E  ve açısal sınır  

değerleri için 

 

   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )(0 0 0 0 0 0/ 2 ,    / 2+ −= + = − +T Tf w f w S f w f w f w S f w )  

 

buradan da  üzerinde h.h. her yerde T

 

   ( ) ( ) ( )0 0 0
+ −= −f w f w f w  
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bulunur.  ( )0 0− ∞ =f  olduğu biliniyor.  f nin  Faber katsayıları için ka

 

   ( ) ( ) ( )0 0 0
1 1

1 1 1
2 2 2

+ −

+ += = −∫ ∫ ∫
T T T

k k k

f w f w f w
a dw dw

i w i w i wπ π π 1+k dw  

 

olur.  ( )1
0
− ∈ Df E −  olduğundan yukarıdaki ikinci integral sıfıra eşit olur ve  

dolayısıyla, { } 0

∞

=k k
a  değerleri, 0

+f  fonksiyonunun orijindeki Taylor katsayıları 

olur, yani 

 

    ( )0
0

,   
∞

+

=

= ∈∑ Dk
k

k

f w a w w

 

dır. Diğer taraftan 

 

    ( )0
+T f ~  

0

∞

=

Φ∑ k k
k

a

 

olur.   uzayında aynı Faber katsayılarına sahip birbirinden farklı iki 

fonksiyon [6] olamayacağından 

( )ME G

( )0
+ =T f f  olur ve ispat biter. □ 

 

 

3.3  Temel Sonuçların İspatları 

 

Teorem 1 in ispatı ( )∈ ΓMf L  olsun. (2.2) den ( )1∈ Γf L  olur.   Dini-

düzgün bir eğri olduğundan 

Γ

of ψ  ( )1∈ TL  olur ve böylece 
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   ( )( )f wψ ~
0 1

∞ ∞

= =

+∑ ∑k k
k k

k k

ba w
w

                                                            (3.4) 

 

alınabilir.  Şimdi, çift ve negatif olmayan 

 

   ( ) ( )

=−

= ∑
n

n im
n m

m n

K e θθ λ  

 

trigonometrik polinomu her  doğal sayısı için n

 

   ( )1  1,
2 nK d

π

π

θ θ
π −

=∫                                                                         (3.5) 

   ( ) 25

0

 n
cK d
n

π

θ θ θ ≤∫                                                                          (3.6) 

 

koşullarını sağlasın.  (Örneğin, Jackson çekirdeği 

 

   ( ) ( )
( ) ( )

4
2

42
2

3 sin
:

2 1 sin
=

+

n

nJ
n n

θ

θ
θ  

 

yukarda bahsedilen koşullar sağlar, bkz, [30, s.203-204]). 

 

   ( ) ( )1, : ,   
2

−

Γ

=
−∫

f
I z d z G

i z
θς

θ
π ς

∈ς                                                     (3.7) 

 

integralini göz önüne alalım.  ( )= iteς ψ  değişken dönüşümü ile 

 34



   ( ) ( )( )( ) ( )
( )

1,
2

−

−

′
=

−∫
it it

i t
it

e e
I z f e d

i e z

π
θ

π

ψ
θ ψ

π ψ
t  

 

olur.  (3.4) ve (2.11) göz önüne alındığında 

 

   ( ) ( )
0

,
∞

−

=

= Φ∑ ik
k k

k
I z a z e θθ  

 

elde edilir.  ( ) (1, [ ,I z L )]θ π π∈ −  ve  sınırlı değişimli olduğundan,  nK

genelleştirilmiş Parseval eşitliği [31, s.225-228] yardımıyla 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 ,
2 =−

= Φ∑∫
n

n
n k

k

K I z d a z
π

π

θ θ θ λ
π k k  

 

elde edilir ve (3.7) ye göre 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )2
0

1  , 
4

n
n

n k k k
k

f
K d d a z z

i z

π
θ

π

ς
θ θ ς λ

π ς
−

=− Γ

  G= Φ ∈
− ∑∫ ∫  

 

çıkar.  Buradan da görülür ki 

 

   ( ) ( ) ( )
2

1, :  ,   
4n n

f
P z f K d d z G

i z

π
θ

π

ς
θ θ ς

π ς
−

− Γ

= ∈
−∫ ∫  

 

n  dereceli cebirsel bir polinomdur.   çift fonksiyon olduğundan nK
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   ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
0

1,  
4n n

dP z f K d f f
i z

π

θ θ

ςθ θ ς ς
π ς−

Γ

= +
−∫ ∫  

 

çıkar ve (2.5), (2.3) ten 

 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2
0

  

0

1,  
4

1  ,   
2

n n

n

dP z f K d T f T f
i z

K T f z T f z d z

π

θ θ

π

θ θ

ςθ θ ς ς
π ς

θ θ
π

−
Γ

++

−

= +
−

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ G∈

 

 

bulunur.   ve ( )∈ Mf E G ′∈z G  olsun. 

 

   ( )1 1
2 nK d

π

π

θ θ
π −

=∫  

 

eşitliğinin her iki tarafını ( )+ ′f z  ile çarparsak 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1  2
2 2n nf z f z f z K d f z K d

π π

π

θ θ θ
π π

+ + +

−

′ ′ ′ ′= = =∫ ∫ θ  

 

ve dolayısıyla 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

1,  2
2n nf z P z f K f z T f z T f z d

π

θ θθ θ
π

+++
−

⎧ ⎫⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′− = − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭∫  

 

bulunur.  ya içeriden açısal yollar boyunca, Γ ′ → ∈Γz z  limiti alınır ve (2.6) 

kullanılırsa, h.h. her  için ∈Γz
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   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

1 1,  2
2 2n nf z P z f K S f z f z S T f z T f z

π

θ θθ
π Γ Γ

⎡− = + − −⎢⎣∫  

   ( )( )( ) ( )( )( )1
2

S T f z T f z dθ θ θΓ − −
⎤− − ⎥⎦

 

   
( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

0

0

1  
2

1  
4

n

n

K S f T f z S f T f z d

K f T f z f T f z d

π

θ θ

π

θ θ

θ θ
π

θ θ
π

Γ Γ −

−

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + −⎣ ⎦

∫

∫
 

 

elde edilir.  Son eşitlikte, ( );g Nρ 1≤  koşulunu sağlayan tüm  ler 

üzerinden 

( )∈ ΓNg L

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), sup  ,
M

n nL
f P f f z P z f g z dz

Γ
Γ

− ⋅ = −∫  

   ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
0

1sup  
2 nK S f T f z S f T f z d g z d

π

θ θθ θ
π Γ Γ −

Γ

⎡ ⎤≤ − + −⎣ ⎦∫ ∫ z  

   ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
0

1sup  
4 nK f T f z f T f z d g z

π

θ θθ θ
π −

Γ

⎡ ⎤+ − + −⎣ ⎦∫ ∫ dz  

   ( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( )
0

1sup  
2 nK S f T f z S f T f z d g z d

π

θ θθ θ
π Γ Γ −

Γ

⎧ ⎫⎪ ⎪≤ − + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ z  

   ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
0

1sup  
4 nK f T f z f T f z d g z dz

π

θ θθ θ
π −

Γ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤+ − + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫  

 

supremum alınır ve Fubini teoremi kullanılırsa 

   ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

1, sup
2  

M
n nL

f P f K S f T f z
π

θθ
π ΓΓ

Γ

⎧
⎡− ⋅ ≤ −⎨ ⎣

⎩
∫ ∫ +  

   ( )( )( ) ( ) }S f T f z g z dz dθ θΓ −
⎤+ − ⎥⎦

 

 37



   ( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( )
0

1 sup
4  nK f T f z f T f z g z d

π

θ θ z dθ θ
π −

Γ

⎧ ⎫
+ − + −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ ∫  

   
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

1  
2

1  
4

M M

M M

n L L

n L L

K S f T f S f T f d

K f T f f T f d

π

θ θ

π

θ θ

θ θ
π

θ θ
π

Γ Γ −Γ Γ

−Γ Γ

⎡ ⎤≤ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

 

bulunur.  Şimdi,  nın sınırlılığına göre ΓS
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ve (2.4) ten 
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elde edilir.  Böylece (3.5), (3.6) dan Teorem 1 in ispatı bitmiş olur.□ 

 

Teorem 2 nin ispatı ∈Γrz , 1< <r R  ve np ,   ( )∈ M Rf E G

fonksiyonuna en iyi yaklaşan, derecesi  yi aşmayan polinom olsun. n
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olarak tanımlandığında (2.21) den 

 

   ( ) 1,nR z f I I≤ + 2                                                                             (3.8) 

 

olduğu görülür.  (2.1) ve [25, s.74] kullanılarak 
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bulunur. Burada, supremumlar sırasıyla, ( );g Nρ 1≤  koşulunu sağlayan tüm 

 ve  koşulunu sağlayan tüm ( )∈ ΓNg L ( );h Mρ ≤1 ( )∈ ΓMh L  fonksiyonlar 

üzerinden alınmıştır.  Böylece 
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ve [25, s.67] yardımıyla da 
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elde edilir.  Dolayısıyla 
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bulunur.  Şimdi  integralini değerlendirelim.  (2.22) kullanılırsa 2I
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bulunur ve Fubini teoremine göre 
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elde edilir.  Sonra, en son integralde değişken değişimi yapılıp Hölder 

eşitsizliği [25, s.74] kullanılırsa 
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bulunur.  Son eşitsizlikte (3.9) deki gibi bir değerlendirme göz önüne alınıp 

(2.23) kullanılırsa 
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çıkar.  (3.8), (3.10) ve (3.11) eşitsizliklerinden 
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bulunur.  Bu eşitsizlikte, z K∈  ve : 1 1/= +r n  alınarak 
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elde edilir.□ 

 

Teorem 3 ün ispatı Bu teoremi ispatlamak için 
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rasyonel fonksiyonunun aranan koşulları sağladığını göstereceğiz.    Γ

üzerinde h.h.her yerde ( ) ( ) ( )+ −= −f z f z f z  sağlandığından 
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ve 

 

   ( ) ( )
( )

41 ,
0

1,
M

n
r

k k M
k L

f z a z c f
n

ω+
Γ

= Γ

⎛− Φ ≤ ⎜
⎝ ⎠

∑ ⎞
⎟                                        (3.13) 

 

eşitsizliklerinin gösterilmesi yeterlidir. 

 

( )Mf L∈ Γ  olsun.  Bu durumda ( )0 1, Mf f L∈ T  olur ve  üzerinde h.h.her 

yerde 

Γ

 

   ( ) ( )( ) ( )( )0 0 ,f f fς ϕ ς ϕ ς+ −= −                                                          (3.14) 

   ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1f f fς ϕ ς ϕ ς+ −= −                                                         (3.15) 
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sağlanır.  Şimdi, \′∈z G { }0  alalım.  (3.15) ve (2.14) kullanılarak 
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bulunur.   ya içeriden açısal yollar boyunca Γ ′ → ∈Γz z  limitini alarak 

yaklaştığımızda  üzerinde h.h.her yerde Γ
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bulunur.  (2.8), (3.15), Minkowski eşitsizliği ve ΓS  operatörünün sınırlılığı ile 
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elde edilir.  Diğer yandan f  nin  Faber-Laurent katsayıları  nın orijindeki 

Taylor katsayıları ile aynıdır.  Dolayısıyla Önerme 4 kullanılırsa 
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bulunur ve (3.12) ispatlanmış olur. 
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geçerlidir.  Şimdi bir −′∈z G  alalım.  (2.13) ve (3.14) kullanarak 
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bulunur.  Ayrıca 
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olduğundan 

 

   
( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

0
0

0

0
0

1
2

+

=

= Γ

−

=

−
′Φ =

′−

′ ′+ −

∑
∑ ∫

∑

n
k

kn
k

k k
k

n
k

k
k

a f
a z d

i z

a z f z

ϕ ς ϕ ς
ς

π ς

ϕ ϕ

 

 

sağlanır.   ya dışarıdan açısal yollar boyunca Γ ′→z z  limiti ile yaklaşarak Γ  

üzerinde h.h. her yerde 
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elde edilir.  (3.14), (2.1), Minkowski eşitsizliği ve ΓS  operatörünün sınırlılığı 

kullanılırsa 
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olacağından Önerme 4 yardımıyla 
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elde edilir ve (3.13) ispatlanır.□ 

 

Teorem 4 ün ispatı ( )∈ Mf E G  alalım.  Bu durumda  olur.  

 operatörü doğrusal, sınırlı, birebir ve örten olduğundan 

 operatörü doğrusal ve sınırlıdır.  Bir  için 
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sağlansın.  O zaman ( )1− ∗ ∈nT p ( )nP D  olur ve 1−T  operatörünün sınırlılığından 
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bulunur.  Diğer taraftan [32] 
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elde edilir ve ispat biter.□ 

 

Teorem 5 in ispatı ( )−∈ %
Mf E G  alalım.  Bu durumda  olur.  
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bulunur. 

 47



 

   ( ) ( )150
1 0 1 1

1

1, ,    r
n

r
M kr M M

k

cf E f k E f r
n n

ω + + − +

=

⎧ ⎫⎛ ⎞ ≤ + =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑ K1, 2,  

 

sağlandığından, (3.17) ile 
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cT E f k E f r
n

− −

=

⎧ ⎫
≤ + =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑% % % K  

 

çıkar.□ 
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4.  AĞIRLIKLI SMIRNOV-ORLICZ UZAYLARINDA CEBİRSEL 
POLİNOMLARLA YAKLAŞIM 
 

4.1 Temel Sonuçlar 
 

Teorem 6 G sınırlı, basit bağlantılı ve sınırı Dini-düzgün eğri olan bir 

bölge,  Boyd indisleri ( ),ML Γ 0 1< ≤ <M Mα β  koşulunu sağlayan bir Orlicz 

uzayı ve ( ) ( )1/ 1/∈ Γ ∩ Γ
M M

A Aα βω  olsun.  Eğer ( )Mf L∈ Γ  ise her n doğal 

sayısı için 

 

( ) ( ) 51 , , , ,,

1 1- , ,  ,  
1 1M

r r
n M ML

f U f c f f
n nω ωω Γ ΓΓ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ≤ Ω +Ω⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
% ,  1,  2,  3,  r = …

 

sağlayan  sabiti vardır.  Burada 51 0c > ( ), ,nU f⋅  f nin Faber-Laurent serisinin 

n. kısmi toplamıdır. 

 

Sonuç 10 Teorem 6 in koşulları altında, eğer f ( ,∈ ME G )ω  ise her n 

doğal sayısı için 

 

   ( ) 52 , ,,

1, , ,     1,  2,  3,  ...
1

r
n MM

E f G c f r
nωω Γ

⎛ ⎞≤ Ω =⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

 

sağlayan n den bağımsız bir  sabiti vardır. 52 0c >

 

Teorem 7 Teorem 6 in koşulları altında 

 

   ( ) ( )2 153
, , 02 , ,

1

1,   , , ,   1,  2,  3, ...
n

r r
M kr M M

k

cf E f G k E f G r
n nω ω ω

−
Γ

=

⎧ ⎫⎛ ⎞Ω ≤ + =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑   
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sağlanır. 

 

Sonuç 11 Teorem 6 in koşulları altında, eğer 

 

   ( ) ( ),
, ,     0,    1,  2,  3,  ...n M

E f G O n nα
ω

α−= > =  

 

ise ( ,Mf E G )ω∈  için 

 

   ( )

( )

( )

, ,

2

,  / 2;

1, log , / 2;    

,  / 2

r
M

r

O r

f O r

O r

α

α
ω

δ α

δ δ α
δ

δ α

Γ

⎧
>⎪

⎪
⎪⎪ ⎛ ⎞Ω = =⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪

<⎪
⎪⎩

 

 

olur. 

 

Sonuç 12 Teorem 6 in koşulları altında, eğer 

 

   ( ) ( ),
, ,     0,    1,  2,  3,  ...n M

E f G O n nα
ω

α−= > =  

 

ise ( )*Lip ,f Mα ω∈  olur. 

 

Sonuç 13 Eğer  > 0α  ise Teorem 6 nın koşulları altında aşağıdakiler 

denktir. 

(a) f ( )*Lip ,∈ Mα ω  

(b) ( ) ( ),
, ,     1,  2,  3,  ....n M

E f G O n nα
ω

−= =  

 

Sonuç 14 Teorem 6 in koşulları altında eğer f ( ,−∈ %
ME G )ω  ise her n 

doğal sayısı için 
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   ( ) 54 , ,,

1, , ,     1,  2,  3,  ...
1

r
n MM

E f G c f r
nωω Γ

⎛ ⎞≤ Ω =⎜ ⎟+⎝ ⎠
% %  

 

sağlayan n den bağımsız bir  sabiti vardır. 54 0c >

 

Teorem 8 Teorem 6 in koşulları altında eğer f ( ),−∈ %
ME G ω  ise 

 

   ( ) ( )2 155
, , 02 , ,

1

1,   , , ,   1,  2,  3, ...
n

r r
M kr M M

k

cf E f G k E f G r
n nω ω ω

−
Γ

=

⎧ ⎫⎛ ⎞Ω ≤ + =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑% %%   

 

sağlanır. 

 

Sonuç 15 Teorem 6 nın koşulları altında, eğer 

 

   ( ) ( ),
, ,     0,    1,  2,  3,  ...n M

E f G O n nα
ω

α−= > =%  

 

ise f ( ,−∈ %
ME G )ω  için 

 

   ( )

( )

( )

, ,

2

,  / 2 ;

1, log ,  / 2 

,  / 2

r
M

r

O r

f O r

O r

α

α
ω

δ α

δ δ α
δ

δ α

Γ

⎧
>⎪

⎪
⎪⎪ ⎛ ⎞Ω = =⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪

<⎪
⎪⎩

% ;   

 

olur. 

 

Sonuç 16 Teorem 6 nın koşulları altında, eğer 

 

   ( ) ( ),
, ,     0,    1,  2,  3,  ...n M

E f G O n nα
ω

α−= > =%  
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ise ( )* ,f Lip Mα ω∈  olur. 

 

Sonuç 17 Eğer  > 0α ise Teorem 6 nın koşulları altında aşağıdakiler 

denktir. 

(a) f ( )* ,∈Lip Mα ω  

(b) ( ) ( ),
, ,     1,  2,  3,  ....n M

E f G O n nα
ω

−= =%  

 

 

4.2  Yardımcı Sonuçlar ve İspatları 
 

Önerme 5 0 < Mα , 1<Mβ , ( ) ( )1/ 1/∈ Γ ∩ Γ
M M

A Aα βω  ve ( ,Mf L )ω∈ Γ  ise 

( ),Mf E G ( )ω+ ∈  ve ,Mf E G ω− −∈

)

 olur. 

 

İspat ( ,Mf L ω∈ Γ  alalım.  Bu durumda öyle (, 1, )∈ ∞p q  sayıları  

vardır ki 1 1/ 1/< < ≤ < < ∞M Mp qβ α  ve ( ) ( )∈ Γ ∩ Γp qA Aω  sağlanır [18, s. 

58, teo. 2.31].  Böylece [33, son. 2.b.3, s. 132] 

 

   ( ) ( ) ( )Γ ⊂ Γ ⊂ Γq p
ML L L  

 

sürekli gömmeleri vardır ve buradan da ( ),pf L ω∈ Γ  olur.  Şimdi [11] deki 

Lemma 2 ve Lemma 3 ü kullanarak 

 

   ( ) ( )1 1  ve  f E G f E G+ −∈ ∈ −  

 
elde edilir.  (2.6), (2.7) ve ΓS  singüler operatörünün ağırlıklı Orlicz uzayında 
sınırlılığı [34] kullanılırsa 
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   ( ) ( ),   ve   ,M Mf L f Lω ω+ −∈ Γ ∈ Γ  

 

elde edilir ve ispat biter.□  

 

Önerme 6 [35] 0 < Mα , 1<Mβ , ( ) (1/ 1/∈ ∩T T
M M

A Aα βω )

)

 ve  

( ,∈ DMg E ω  ise her n doğal sayısı için n den bağımsız öyle  sabiti 

vardır ki 

56 0c >

 

   ( )
( )

56 ,
0 ,

1,
1

M

n
k r

k M
k L

g w w c g
nω

ω

α
=

⎛ ⎞− ≤ Ω ⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑

T

 

 

sağlanır, burada kα ,  değerleri g nın orijindeki Taylor 

katsayılarıdır. 

0, 1,  2,  3,  k = K

 

2.2 Bölümde verilen Faber operatörleri ağırlıklı Smirnov-Orlicz 

uzaylarında da aynı biçimde tanımlanır.  ΓS  singüler operatörü ağırlıklı Orlicz 

uzayında sınırlı olduğundan aşağıdaki sonucu yazabiliriz. 

 

Önerme 7 Γ  Dini-düzgün bir eğri, 0 < Mα , 1<Mβ  ve 

( ) ( )1/ 1/∈ Γ ∩
M M

A Aα βω Γ  ise 

 

    :T ( ) ( ),ME G ω→P D  ve :%T ( ) ( ),ME G ω−→ %P D  

doğrusal operatörleri sınırlıdır. 
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Trigonometrik polinomların kümesi ( )[ , ],−ML π π ω  uzayında yoğun [35] 

olduğundan, cebirsel polinomlar kümesi ( ),DME ω  uzayında yoğun olur.  

Böylece Önerme 7 yardımıyla  ve  operatörlerini  den sırasıyla T %T ( )P D

( 0,ME )ωD  ve ( 1,ME )ωD  uzaylarına doğrusal ve sınırlı olacak şekilde 

genişletebiliriz.  Genişlemeleri yine aynı işaretle gösterirsek 

 

    :T ( ) ( )0, ,M ME E Gω ω→D  ve :%T ( ) ( )1, ,M ME E Gω ω−→ %D  

 

operatörleri için 

 

   ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )0

1 ,   ,   ,
2

′
= ∈

−∫
T

DM

g w w
T g z dw z G g E

i w z
ψ

∈ ω
π ψ

 

   ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1
1

1 ,   ,   ,
2

′
−= ∈

−∫%

T

DM

g w w
T g z dw z G g E

i w z
ψ

∈ ω
π ψ

 

 

gösterimleri elde edilir. 

 

Önerme 8 0 < Mα , 1<Mβ , ( ) ( )1/ 1/∈ ∩T T
M M

A Aα βω  ve  

yansımalı Orlicz uzayı ve 

( )TML

( ),∈ TMf L ω  varsayalım.  

 

   ( )( ) ( ) ( )
2

0

1: , ,   0
2

i it
rP f e P r t f e dt r

π
θ θ

π
= − <∫ 1<  

 

olmak üzere 
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   ( ) ( )
-

,
0,    1

M
r L

P f f r
ω

− →
T

→

)

 

 

yakınsaması sağlanır. 

 

İspat (, 1,p q∈ ∞  sayıları 

 

   ( ) ( )1 1/ 1/    ve  < < ≤ < < ∞ ∈ ∩T TX X p qp q Aβ α ω A  

 

koşullarını sağlasın.  Bu durumda,  operatörü rP ( ),TpL ω  ve ( ),TqL ω  

uzaylarında sınırlıdır [36].  Dolayısıyla 1: −=r rW P Iω ω  operatörü  ve 

 uzaylarında sınırlıdır.  Şimdi, Boyd interpolasyon teoremini [37] 

kullanırsak  operatörü 

( )TpL

( )TqL

rW ( )TML  uzayında sınırlı olur.  Böylece 

 

   ( ) ( ) (59 ,, MM
r LL

P f c f )ωω
≤

TT
                                                              (4.1) 

 

olur.   yansımalı olduğundan ( )TML ( ),TML ω  de yansımalıdır [38] ve böylece 

 üzerinde sürekli fonksiyonların kümesi T ( ),TML ω  uzayında yoğundur [39].  

Dolayısıyla, verilen ( ),∈ TMf L ω  ve 0>ε  için 

 

   
( ),ML

f f
ω

ε∗−
T

<                                                                              (4.2) 

 

olacak şekilde T  üzerinde sürekli bir ∗f  fonksiyonu vardır.   
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Diğer taraftan, sürekli bir fonksiyonun Poisson integrali T  üzerinde 

kendisine düzgün yakınsadığından [40, s.239] 

 

   ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1

sup
M LN

r rL g
P f f P f w f w g w w dw

ω
ω∗ ∗ ∗ ∗

≤
− = −∫

T
T

T

 

   
( )

( ) ( ) ( )1
sup

M
LN

Lg
w g w dwε ω ε ω

≤
< ∫

T
T

T

=                                            (4.3) 

 

bulunur.  (4.1), (4.2) ve (4.3) kullanılarak 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ), ,, ,M MM M

r r r rL LL L
P f f P f P f P f f f f

ω ωω ω

∗ ∗ ∗ ∗− ≤ − + − + −
T TT T

 

   ( )
( )

( )
( ) ( ),, , MM M

r r LL L
P f f P f f f f

ωω ω

∗ ∗ ∗ ∗= − + − + −
TT T

 

   
( ) ( )

( ) ( ){ }60 61, , MM M
r LL L

c f f P f f c
ω ω

ω ε∗ ∗ ∗≤ − + − < +
TT T

 

 

elde edilir.  ( ) ( )1/ 1/∈ ∩T
M M

A Aα βω T  olduğundan ( )∈ TMLω  olur ve ispat 

biter.□ 

 

Önerme 9  Dini-düzgün bir eğri, Γ 0 < Mα , 1<Mβ , 

 ve ( ) ( )1/ 1/∈ Γ ∩
M M

A Aα βω Γ ( )TML  yansımalı bir Orlicz uzayı ise 

 

   :T ( ) ( )0, ,M ME E Gω ω→D  ve :%T ( ) ( )1, ,M ME E Gω ω−→ %D  

 

 operatörleri birebir ve örtendir. 
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İspat Biz T operatörünü göz önüne alalım.  operatörü için benzer bir 

ispat yöntemi ile aynı sonuca ulaşabiliriz.  

%T

( )0,∈ DMg E ω  olmak üzere g nin 

Taylor açılımı 

 

    ( )
0

,   
∞

=

= ∈∑ Dk
k

k

g w w wα

 

olsun.  Kolayca görülebilir ki, eğer Γ  Dini-düzgün ise ( ) ( )1/ 1/∈ Γ ∩ Γ
M M

A Aα βω  

ile ( ) ( )0 1/ 1/∈ ∩T T
M M

A Aα βω , ( ) ( )/ 1/∈ ∩T T
M M

A Aα βω

T

1 1  koşulları denktir.  

 olduğundan öyle ( ) ( )0 1/ 1/∈ ∩T
M M

A Aα βω ( ), 1,∈ ∞p q  sabitleri vardır ki 

 

   ( ) ( )01 1/ 1/   ve  < < ≤ < < ∞ ∈ ∩T TM M p qp q Aβ α ω A  

 

sağlanır ve 

 

   ( ) ( ) ( )⊂ ⊂T Tq p
ML L L T

1

 

 

sürekli gömmeleri vardır. 

 

( ) ( ):=rg w g rw , 0 < <r  olsun.  ( )1∈ Dg E , sınır değerlerinin  

yardımıyla Poisson integral gösterimine sahip olduğundan [27, s. 41] Önerme 

8 ile 

 

   ( ) ( ) ( )0 0, ,M M
r rL L

g g P g g
ω ω

− = −
T T

 

ve böylece 
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   ( )0,
0,    1

M
r L

g g r
ω

−− →
T

→  

 

bulunur.  T  operatörünün sınırlılığı 

 

   ( ) ( ) ( ),
0,    1−

Γ
− →

M
r L

T g T g r
ω

→                                                 (4.4) 

 

olduğunu verir.   serisi  de düzgün yakınsadığından 
0

∞

=
∑ k k

k
k

r wα T

 

   
( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

0

0

1 1
2 2

,   

m
r m

r mm

m
m m

m

g w w w w
T g z dw r dw

i w z i w z

r z z G

ψ ψ
α

π ψ π ψ

α

∞

=

∞

=

′ ′
′ = =

′ ′− −

′ ′= Φ ∈

∑∫ ∫

∑

T T  

 

bulunur.  [29, s. 43] deki Lemma 3 ve son eşitlik bize  Faber 

katsayıları için 

( )(k ra T g )

 

   

( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

( )( )

1

0
1

1
0

1
2

1
2

1
2

r
k r k

m
m m

m
k

mm k
m kk

m

T g w
a T g dw

i w

r w
dw

i w

w
r d

i w

ψ
π

α ψ

π

ψ
α α

π

+

∞

=
+

∞

+
=

=

Φ
=

Φ
= =

∫

∑
∫

∑ ∫

T

T

T

w r

 

 

ve dolayısıyla 
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   ( )( ) ,     1−→ →k r ka T g rα                                                             (4.5) 

 

yakınsamasını verir.  (2.1), Hölder eşitsizliği ve [34] daki Teorem 2.1 sırasıyla 

uygulanırsa 

 

   ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

1
2

r
k r k k

T g T g w
a T g a T g dw

i w
ψ

π +

−
− = ∫

T

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

162 63

164 65
,

1 1
2 2

2 2

2 2 MNM

r r

r r

r r LLL

T g T g w dw T g T g z z dz

c cT g T g z dz T g T g z z z dz

c cT g T g z T g T g
ω

ψ ϕ
π π

ω ω
π π

ω ω
π π

Γ

−

Γ Γ

−

ΓΓΓ

′⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≤ − ⋅ ≤ −

∫ ∫

∫ ∫
T

 

 

elde edilir.  Son eşitsizlik ve (4.4) ten 

 

   ( )( ) ( )( ),    1k r ka T g a T g r −→ →  

ve (4.5) ten de  için 0, 1, 2,  = Kk ( )( ) =ka T g kα  olduğu çıkar.  Eğer 

 ise  için ( ) 0=T g 0, 1, 2,  = Kk ( )( ) 0= =k ka T gα  ve dolayısıyla 0=g  

olduğu bulunur.  T operatörünün birebir olduğu gösterilmiş olur. 

 

( ,Mf E G )ω∈  alalım ve ( )0 ,= ∈o TMf f L 0ψ ω  fonksiyonunu düşünelim. 

 

   ( )01
2 −∫

T

f
d

i w
τ

τ
π τ
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Cauchy tipli integrali D  de 0
+f  analitik fonksiyonu ve  de  analitik 

fonksiyonunu temsil eder.  

−D 0
−f

( ) ( )0 1/ 1/∈ ∩T
M M

A Aα βω T  olduğundan Önerme 5 ile 

 

   ( ) ( )0 0 0,  ve   ,M Mf E f E 0ω ω+ −∈ ∈D D−  

 

olur. { } 0

∞

=k k
a  değerleri aynı zamanda 0

+f  fonksiyonunun orijindeki Taylor 

katsayıları olur, yani 

 

    ( )0
0

,   
∞

+

=

= ∈∑ Dk
k

k

f w a w w

 

geçerlidir.  Buradan 

 

   ( )0
+T f ~  

0

∞

=

Φ∑ k k
k

a

 

elde edilir.  ( ,ME G )ω  uzayında aynı Faber katsayılarına sahip birbirinden 

farklı iki fonksiyon olamayacağından ( )0
+ =T f f  olmalıdır.  Bu bize T  

operatörünün örten olduğunu verir.□ 

 

4.3  Temel Sonuçların İspatları 

 

Teorem 6 nın ispatı Bu teoremi ispatlamak için 

 

    ( ) ( ) (
0 1

, : 1/
n n

n k k k k
k k

U z f a z a F z
= =

= Φ +∑ ∑ % )
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rasyonel fonksiyonunun aranan koşulları sağladığını göstereceğiz.    Γ

üzerinde h.h.her yerde ( ) ( ) ( )+ −= −f z f z f z  sağlandığından 

 

   ( ) ( )
( )

66 , ,
1 ,

11/ ,
1

M

n
r

k k M
k L

f z a F z c f
nω

ω

−
Γ

= Γ

⎛+ ≤ Ω ⎜
⎞
⎟+⎝ ⎠

∑ %%                              (4.6) 

 

ve 

 

   ( ) ( )
( )

67 , ,
0 ,

1,
1

M

n
r

k k M
k L

f z a z c f
nω

ω

+
Γ

= Γ

⎛− Φ ≤ Ω ⎜
⎞
⎟+⎝ ⎠

∑                                 (4.7) 

 

eşitsizliklerinin gösterilmesi yeterlidir. 

 

( ),∈ ΓMf L ω  olsun.  Bu durumda ( )1 1,∈ TMf L ω , (0 0,∈ TMf L )ω  olur.  

\′∈z G { }0  aldığımızda Γ  üzerinde h.h.her yerde 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
10 1

11/
2

n n n
k k

k k k k
kk k

a F z a z a z f zϕ ϕ ϕ+

== =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑ ∑%% % %

1  

    ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1
1

n
k

k
k

S a f f z f zϕ ϕ ϕ+ − +
Γ

=

⎡ ⎤
− − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑% o

 

bulunur.  (2.14), (3.15), Minkowski eşitsizliği ve ΓS  operatörünün sınırlılığı ile 

 

   ( ) ( )
( )

( ) ( )( )1 1 1
1 1,  

11/
2

M

n n
k

k k k
k kL

f z a F z a z f z
ω

ϕ ϕ− +

= =Γ

⎛ ⎞
+ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑%% %  
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   ( ) ( )
( )

1 1 1
1 ,M

n
k

k
k L

S a f z
ω

ϕ ϕ+
Γ

= Γ

⎡ ⎤
− −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑% o  

   ( ) ( )( )
( )

( )
( )1

68 1 1 1 69 1
1 1, ,M M

n n
k k

k k
k kL L

c a z f z c f w a w
ω ω

ϕ ϕ+ +

= =Γ

≤ − ≤ −∑ ∑% %
T

 

 

elde edilir.  Diğer yandan  nin  Faber-Laurent katsayıları  nın orijindeki 

Taylor katsayıları ile aynıdır.  Dolayısıyla Önerme 6 kullanılırsa 

f %
ka 1

+f

 

   ( )
( )

170 , 1 70 , ,
1 ,
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bulunur.  Diğer yandan f  nin  Faber katsayıları ka 1
+f  nın orijindeki Taylor 

katsayıları ile aynıdır.  Dolayısıyla Önerme 6 kullanılırsa 
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çıkar ve teoremin ispatı sona erer.□ 
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olduğundan ( ) ( )1
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 5.  SONUÇLAR 
 

Bu çalışmada elde edilen yeni sonuçlar üçüncü ve dördüncü 

bölümlerde bulunmaktadır ve bunlar aşağıdaki gibi belirtilebilir. 

 

Üçüncü bölümde, önce Smirnov-Orlicz uzayında cebirsel polinomlarla 

yaklaşımın düz teoremi birinci düzgünlük modülüne göre elde edilmiştir ve 

Faber serilerinin maksimal yakınsaklık özelliği ile ilgili bir teorem 

ispatlanmıştır.  Daha sonra eğri üzerinde tanımlı Orlicz uzayı göz önüne 

alınarak rasyonel fonksiyonlarla yaklaşımın bir düz teoremi ispatlanmıştır.  

Bunun sonuçları olarak, kapalı Dini-düzgün bir eğrinin sınırlı ve sınırsız 

bileşenleri üzerinde tanımlı Smirnov-Orlicz uzaylarında Faber polinomları ve 

Faber-Laurent rasyonel fonksiyonları ile yaklaşımın düz teoremleri elde 

edilmiştir.  Diğer yandan, bu uzaylarda yaklaşım teorisinin ters teoremleri 

ispatlanmıştır.  Bu elde edilen ters ve düz teoremlerinin sonucu olarak 

genelleştirilmiş Lipschitz sınıfının bir karakterizasyonu verilmiştir. 

 

 Dördüncü bölümde Muckenhoupt ağırlıkları göz önüne alınarak 

yukarıda bahsedilen problemler ağırlıklı Smirnov-Orlicz uzaylarında 

incelenmiştir ve ağırlık üzerindeki bazı koşullara göre benzer teoremler 

ispatlanmıştır. 
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