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OZET

3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA TZITZEICA SMARANDACHE
EGRILERI
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Bu galismanin amaci Oklid uzayindaki Tzitzeica egrileri ve Smarandache egrileri arasindaki
bagntilar1 incelemektir. Ayrica 3-boyutlu Oklid uzayinda Smarandache egrilerinin Tzitzeica
egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar aragtirilmig ve bununla ilgili 6rnekler verilmistir. Tez
stirecinde hali hazirda bulunan bazi tanimlardan faydalanilmis ve iizerine eklemeler
yapilarak yeni sonuglar elde edilmistir.

Bu tez dort kissimdan olusmaktadir.

Birinci kisim, giris boliimiidiir. Bu boliimde giiniimiize kadar yapilmis olan ¢aligmalardan
bahsedilmistir.

Ikinci kisimda, ¢alisma siiresince kullanilan, ihtiyag duyulan temel kavramlara ve tanimlara
yer verilmistir.

Ucgiincii kissmda, TN, TNy, N;N,, TN; N, Smarandache egrileri ele alinmis ve bu egrilerin
Tzitzeica egrisi (Tz-egrisi) olma kosullar1 teker teker maddeler halinde incelenip ortaya
¢ikan teorem ve sonuglar ayrintili bir sekilde ifade edilmistir.

Doérdiincti kisimda ise ele alinan bazi birim hizli egrilerin TNy, TN,, N;yN,, TN;N,
Smarandache egrileri bulunarak bu egrilerin Tzitzeica egrisi (Tz-egrisi) olup olmadiklar
ispatlartyla beraber sunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Tzitzeica Egrisi, Smarandache Egrisi, Diizlemsel Tzitzeica
Egrisi
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ABSTRACT

TZITZEICA SMARANDACHE CURVES IN THREE DIMENSIONAL
EUCLIDEAN SPACE
MSC THESIS
ORHAN KARACAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. BENGU BAYRAM )

BALIKESIR, JUNE - 2024

The aim of this study is to examine the relations between Tzitzeica curves and
Smarandache curves in Euclidean space. In addition, the necessary and sufficient
conditions for Smarandache curves to be Tzitzeica curves in 3-dimensional Euclidean
space are investigated and relevant examples are given. During the thesis process, some
existing definitions were used and new results were obtained by making additions.

This thesis consists of four parts. The first part is the introduction. In this section, the
studies carried out to date are mentioned.

In the second part, the basic concepts and definitions used and needed throughout the
study are included.

In the third part, TN;, TN,, N;N,, TN;N, Smarandache curves are discussed and the
conditions for these curves to become Tzitzeica curves (Tz-curve) are examined one by
one and the resulting theorems and results are expressed in detail.

In the fourth part, TN;, TN,, N;N,, TN; N, Smarandache curves of some unit speed
curves discussed are found and presented with proofs whether these curves are Tzitzeica
curves (Tz-curve).
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1.GIRIS
Bu tezin amaci 3- boyutlu Oklid uzayindaki Smarandache egrileri ve Tzitzeica egrileri

arasindaki bagintilart incelemek ayni zamanda da Smarandache egrilerinin hangi sart ve

kosullar altinda Tzitzeica egrisi oldugunu ortaya koymaktir.

Smarandache egrileri ilk olarak 2008 yilinda Turgut ve Yilmaz tarafindan [ 1] tanimlanmustir.
Yazarlar, konum vektorii diger regiiler egrinin Frenet cati vektorleriyle olusturulan
Minkowski uzaydaki regiiler egriye Smarandache egrisi adin1 vermislerdir. Bu egrilerin 6zel
durumlarini tanimlamuslar ve TB, egrisini ifade etmislerdir. [2] de yazar Oklid uzayda bazi
0zel Smarandache egrilerini calismistir. TN, NB, TNB Smarandache egrilerini
tanimlamistir. [3] de yazarlar C birim Darboux vektorii olmak iizere NC Smarandache
egrisini tanimlamislar ve bununla beraber NB ve TNB Smarandache egrilerinin birinci ve
ikinci egriliklerini hesaplamislardir. [4] de yazarlar baz1 6zel Smarandache egrilerinin Frenet
catisi ve Darboux ¢atisina gore kiiresel gortintiilerini ¢alismiglardir. [5] de yazarlar 3-
boyutlu Minkowski uzaymda Darboux ¢atisina gére Smarandache egrilerini ¢alismislardir.
Frenet ve Darboux c¢atis1 arasindaki genel doniisiimii kullanarak timelike yiizey iizerinde
tamamen yatan verilen timelike egri i¢in bazi1 6zel Smarandache egrilerini incelemislerdir.
[6] da yazar 4-boyutlu Oklid uzayda Smarandache egrilerini ¢aligmistir. Smarandache
egrileri i¢in Frenet-Serret ve Bishop degismezlerini elde etmistir. Smarandache egrisinin
birinci, ikinci ve tiglincii egriliklerini hesaplamistir. [7] de yazarlar Anti-Salkowski egrisinin
Frenet vektorleri konum vektorii olarak alindigi zaman Smarandache egrisinin egrilik ve
torsiyonunu hesaplamislardir. Bu degerler Anti-Salkowski egrisine bagli olarak ifade
edilmistir. [8] de yazar 4-boyutlu Oklid uzayda paralel dteleme catis1 yardimryla bir egriden
elde edilen Smarandache egrilerini ¢alismistir. [9] da yazarlar 4- boyutlu Galilean uzayda
Smarandache egrili hiperyiizey ailelerini incelemislerdir. [10] da yazarlar Smarandache
egrilerini Frenet catisindan farkli bir alternatif ¢ati yardimiyla yeniden karakterize
etmislerdir. [11] de yazarlar Smarandache egrilerinin integrallerinin alinmasiyla yeni eslenik
egriler tanimlamiglar ve ana egri ile elde edilen egrinin Frenet vektorleri arasindaki
bagintilarini incelemislerdir. [12] de yazarlar taban egrisi, egrinin Frenet vektorlerinden elde
edilen Smarandache egrisi, dogrultman vektorii Smarandache egrisinin birim vektorii olan
Smarandace Ruled yiizeyleri ¢alismislardir. [13] de yazarlar 3-boyutlu Oklid uzayinda Flc-
catisina gore bazi 6zel Smarandache egrilerini incelemislerdir. Yeni olusturulan egrilerin
Frenet ve Flc-cat1 vektorleri, egrilik ve torsiyonu baglangic egri degismezleri araciliiyla

ifade etmislerdir.



Rumen Matematik¢i Goerge Tzitzeica 1911 yilinda Tzitzeica egrileri olarak adlandirdigi bir
egri simifi tanimlamustir [14]. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir Tzitzeica egrisi, k, iKinci
egriliginin egrinin herhangi bir noktasindaki oskiilator diizleminin baslangi¢ noktasina olan
uzaklhiginin (d . ) karesiyle oraninin sabit olmasiyla ifade edilir. [15] de yazarlar Minkowski
uzayinda Tzitzeica egrileri ve ylizeyleri arasindaki bagintilar1 incelemislerdir. [16] da yazar
Gauss egriligi negatif olan Tzitzeica ylizeylerinin asimptotik ¢izgilerinin Tzitzeica egrisi
oldugunu belirtmistir. Ayrica Oklid uzaymda eliptik ve hiperbolik silindirik egrilerin
Tzitzeica kosulunu sagladigin1 gostermistir. [17] ve [18] de sirasiyla hiperbolik ve eliptik
silindirik egriler Minkowski uzayina taginmistir. [19] da yazar bir uzay egrisinin Tzitzeica
egrisi olmas1 icin gerekli ve yeterli sarti vermistir. [20] de yazarlar 3-boyutlu Oklid
uzayindaki Tzitzeica egrilerini ¢alismiglardir. Bu egrilerin egrilikleri karakterize edilmistir.
Sabit egrilikli ( W-egrileri) Tzitzeica egrilerinin olmadig1 gosterilmistir. [21] de yazarlar 3-
boyutlu Oklid uzayindaki Tzitzeica yiizeylerini incelemislerdir. Baz1 yiizeyler i¢in Tzitzeica
ylizey sart1 verilmistir. Ayrica diizlemsel Tzitzeica egri tanimi ilk kez tanimlanmistir. [22]
ve [23] de yazarlar 4-boyutlu Oklid uzayinda Tzitzeica egrilerini calisnuslardir. E* de
birinci, ikinci ve ligiincii gesit Tzitzeica egri tanimlarini ifade etmislerdir. Bazi hesaplamalar

yaparak bunlarla ilgili 6rnekler vermislerdir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde daha sonra kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve tanimlar verilmistir. Bu
boliim iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda Oklid Uzay, ikinci kisimda Tzitzeica

egrileri ve Smarandache egrileri ele alinmustir.

2.1 Oklid Uzay
2.1.1 Tanim

Bos olmayan bir A climlesi ve bir K cismi iizerinde bir vektér uzay1 V' olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir f: AXA — V fonksiyonu varsa A’ya V ile birlestirilmis bir afin

uzay denir.

1)VP,Q,ReAigin f(P,Q)+ f(Q,R) =f(P,R)

2)VPeAveVa e Vicin f(P,Q) = a olacak bicimde bir tek Q € A noktasi vardir [24].

2.1.2 Tanim
3-boyutlu reel standart afin uzay 3-boyutlu R? ile eslensin. R? vektor uzayinda
(,): R3xR3® - R

[¢ carpmi V x,y € R3,x = (1, %2, %3) Ve y = (y1, Y2, ¥3) i¢in

3

(Y oy) = @y =) xy

i=1

seklinde tanimlansin. Bu i¢ ¢arpima R* de Standart i¢ carpim veya OKklid i¢c carpim ad:
verilir. { R3,(, )} i¢ carpim uzayi ile eslenen reel standart afin uzay 3-boyutlu Oklid uzay1

admu alir ve E3 ile gosterilir [24].
R3 ile birlestirilmis R? afin uzaymi ele alalm. x = (xq, x5, x3) Ve y = (¥4, Y2, ¥3) iki vektor
olsun. Bu R3 vektor uzayinda Oklid i¢ ¢arprmi

3

(x,y) = in Vi

i=1



biciminde tanimlanir. Béylece R® afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzayi olur ve E3 ile gosterilir
[24].

2.1.3 Tanim
x = (x1,%3,%3) , ¥ = (1,2, ¥3) € E3 olmak lizere

d:E3xE3 > R

(5) - d(xy) = Jziil(yi Y

olarak tanimlanan d fonksiyonuna Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel
sayisina da x,y € [E3 noktalar arasindaki uzakhk denir [24].

2.1.4 Tanim
d:E3xE3 - R
(x,y) = d(x,y) =[xyl

bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E* de Oklid metrigi denir [24].

2.1.5 Tanim

E* de sirali bir {Py, Py, P, P;} nokta dortliisiine, R® de karsilik gelen {PyP;, PyPy, PyPs}
vektor tclist, R3 icin bir ortonormal baz ise {Py, P;, P,, P;} sistemine E3’iin bir dik ¢atis1
veya Oklid catis1 denir [24].

2.1.6 Tamm
I = (a,b) C R agik bir aralik olmak iizere a: I — E* diferansiyellenebilir fonksiyonuna

E3 de bir egri denir [25].



2.1.7 Tanim

a:1 € R — E3 egrisi verilsin. Vs € I igin ||a’(s)|| = 1 ise « ya birim hizh egri denir.

Ayrica a' # 0 ise a ya regiiler egri ad1 verilir [25].

2.1.8 Tanim

3-boyutu Oklid uzay1 E* de a:1 € R — E? regiiler bir egri olsun. Eger Vs € I i¢in a nin
tirevleri  a’(s),a”(s),a’'(s) lincer bagimsiz ve a'(s),a”(s),a’'(s),a’(s) lineer
bagimli ise a egrisine 3-mertebeli Frenet egrisi denir. Her bir Frenet egrisinin {T, N;, N, }

ortonormal 3-¢atisi ve kq, k,: I = R Frenet egrilik fonksiyonlari igin

T'(s) = vki(s)Ny(s)
Ni(s) = —vk,($)T(s) + vk, (s)N,(s) (2.1)
N;(s) = —vk,(s)N;(s)

Frenet denklemleri saglanir. Burada v , a egrisinin hizidir [26].

E3 de eger v = |la’(s)|| =1 almirsa a egrisi birim hizh egri olur ve (2.1) Frenet
denklemleri

T'(s) = k1(s)N1(s)
Ni(s) = —ky(S)T(s) + ka(s)N2(s) (2.2)
N;(s) = —ky(s)N;(s)

formunu alir.

2.1.9 Tanim

a:1 € R — E3 birim hizli bir egri olsun. T(s) = a’(s) , @ nin birim teget vektor alam

olarak adlandirilir.

ki:I c R- R* Vs €ligin

ki(s) =Tl = 1l " (Sl (2.3)



bi¢iminde tanimlanan fonksiyona a nin k, egrilik fonksiyonu ve k, (s) degerine de a nin

k egriligi denir. Ayrica k,(s) > 0 olmak izere

T'(s) _ T(s)

N:(s) = e HT’(s)” (2.4)
vektor alani asli normal vektor alani,

N,(s) =T(s) x N;(s) (2.5)
vektor alant da binormal vektor alam olarak adlandirilir.

k,:IcR->R

ka(s) = —(Nz(s), N1(s)) (2.6)

bi¢giminde tanimlanan fonksiyona a nin k, egrilik fonksiyonu ve k,(s) degerine de & nin

k, egriligi (burulmasi) denir.

2.1.10 Tanim

Bir a: I ¢ R — E3 regiiler egrisi i¢in eer @ nin ky egriligi k,(s) Ve k, egriligi k,(s) sabit

fonksiyonlar iseler bu durumda « bir vida egrisi veya helis egrisi olarak isimlendirilir [27].

Bu egriler Oklid déniisiimlerinin bir parametreli gruplarinin izleri olduklarmdan, F.Klein ve

S. Lie tarafindan W-egrileri olarak isimlendirilmislerdir [28].

- 3 . . o o e e kl(s)
Eger E° deki bir egri icin &)

orani sifirdan farkli sabit oluyor ise, bu egri genel helis

olarak adlandirilir [29].



2.1.11 Tanim

Bir a:1 ¢ R — E3 regiiler egrisi i¢in @ nin her noktasinda {T,N,},{T,N,},{N;, N,}
tarafindan gerilen diizlemler sirasiyla oskulator duzlem, rektifiyan dizlem ve normal

diizlem olarak adlandirilir.

Eger a egrisinin yer vektorii rektifiyan diizlemde yatiyorsa a rektifiyan egri, oskilator
diizlemde yatiyorsa a oskiilator egri, normal diizlemde yatiyorsa a normal egri olarak

isimlendirilir [30,31].

2.2 Tzitzeica Egrileri ve Smarandache Egrileri

2.2.1 Tanim

a:l c R - E3, ky(s) > 0 ve k,(s) # 0 olmak iizere, birim hiz1 bir egri olsun. a sifirdan

farkli sabit olmak {lizere a nin k, egriligi

k) _ 2.7)

2
dOSC

kosulunu sagliyor ise bu durumda a ya Tzitzeica egrisi ( Tz-egrisi ) denir. @ nin oskiilator

diizleminin orjinden uzaklig

dosc = (a(s), No(s)) (2.8)

ifadesi ile verilir. Burada N, (s) , @ nin binormal vektor alanidir [14].

2.2.2 Teorem
a:1 € R — E3 birim hizh bir egri olsun. a nin Tz-egrisi olmast igin gerek ve yeter sart
k3 (5)(N2(s), a()) + 2k3 (s)(Ny (), a(s)) = 0

olmasidir [20].



2.2.3 Tanim

a:l € R - E?, (ky(s) > 0) birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda a; sifirdan

farkli sabit olmak tzere

ki(s) = a;. dgsc (2.9)

sart1 saglaniyorsa a ya diizlemsel Tzitzeica egrisi ( dUzlemsel Tz-egrisi ) denir. Burada

N; (s) egrinin birim normal vektor alant olup

dose = (a(s)er(S)) (2-10)

biciminde tanimlanir [21].

2.2.4 Tanim

Minkowski uzayda regiiler bir egrinin pozisyon vektorii, diger regiiler egri iizerindeki Frenet

cat1 vektorleriyle olusuyorsa bu egriye Smarandache egrisi denir [1].

2.2.5 Tanim

a:1 € R - E3 birim hizh regiiler bir egri olsun. a(s) egrisinin Frenet vektdr alanlart

{T(s), N1(s), N,(s)} olmak (izere
1) TN;-Smarandache egrisi

1
Brn,(Sg) = E(T(S) + Nl(S))
seklinde,

2) TN,-Smarandache egrisi
1
Brn,(Sg) = E(T(S) + N, (S))

seklinde,



3) N{N,-Smarandache egrisi
1
By, (Sg) = E(Nﬂs) + Nz(S))

seklinde,

4) TN{N,-Smarandache egrisi
1
Brn,n,(Sp) = E(T(S) + Ni(s) + N, (S))

seklinde tamimlanir [2]. Burada sg egrinin yay parametresidir.



3. E3 OKLIiD UZAYINDA TZITZEICA SMARANDACHE EGRILERI

Bu bélimde TN;, TN, ,N; N,,TN;N, Smarandache egrileri ele alinmistir. Bu egrilerin

Tzitzeica egri olma sartlar1 incelenmistir.

3.1 TN,- Smarandache Egrisi

3.1.1 Tanim
a:1 c R - E3, s yay parametresiyle parametrelendirilmis birim hizli bir egri olsun. a
egrisinin Frenet ¢atis1 {T(s), N;(s), N,(s)} ve k,(s),k,(s) sifirdan farkli sabit olmayan

egrilikler olmak tizere, TN; Smarandache egrisi

Bry, (s5) = 5 (T(s) + Ny (s)) (3.)

seklinde tanimlanir.

Prn, €grisinin yay parametresini sg ile gosterirsek ve Sy, egrisinin tiirevini alirsak,

d dg
i, (59) = 3 2L = 5 (1'6) + ()

= = (—ky ()T () Her (SIN1(5) + ko ()N () (3.2)

dﬁTN]

elde edilir. Bu ifadenin normu = 1 olacagindan

B

dg [2k2 4+ K2
BN ? 3.3)

ds V2 *0

olmalidir. Bu durumda fry, egrisinin teget vektor alani (3.2) ifadesinden

_ dﬁ'r]v1 _ 1

Tﬁ = =
TN
T Ay [2Kk2 + K2

(_le‘l'klNl + kzNz) (34)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinir ve (3.3) ifadesi yerine yazilirsa
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, dg " dg 1
(Tgrn,)' = ( T'“) L= (—k,T+k Ny + kyNy)

dsp s /2k§+k§

V2_ (AT + BN, + CN,) (3.5)

(Tpry,)" = (2k2+k2)?

elde edilir. Burada
A(s) = —kf(2kf + k3)—k,(kiky — kik))

B(s) = —k2(2k? + 3k2)+k,(kik, — kiky—k3)
C(s) = kik,(2k? + k2) — 2k, (kik, — kik})
dir. Bry, egrisinin egriligi olan kyg,, ise

V2 AT+ BZ+ CZ (3.6)

T (2k2+k2)?

kl'BTNl - ”TﬁTNl
olur. Diger taraftan By, egrisinin asli normal vektor alam (3.5) ve (3.6) ifadelerinden

!
— T'BTN1

1
N = =
1PNy kipry, ~ VAT+BZ+C?

(AT + BN, + CN,) (3.7)

elde edilir. Bry, egrisinin binormal vektor alani (3.4) ve (3.7) ifadelerinden

. ) T Ny N,
N. =Tg., XN = . -k ki k
2BTN, Brn,® V1PN, J2kf+k§ VAZ+B21C2 Al Bl Cz
1
NZBTNl == E [(Ckl - Bkz)T + (Ckl + Akz)Nl + (_Bkl - Akl)Nz] (38)

olur. Burada
D(s) = \2k? + k2
E(s) = JA2+B%+(?

dir. (3.8) ifadesinin tiirevi alinir ve (3.3) ifadesi yerine yazilirsa
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’ ds 1 !
(Vapr,)' 22 = (55 [(Cky = BKT + (Cky + Ako)N; + (=Bky = Akp)N,] )
s [-(D'E + DE")(Ck, — Bk,) + DE(C'k; + Ckj — B'ky — Bk}, — Ck? — Ak, k)T
(Napry,) = 55053 H[=(D'E + DE")(Chy + Aky) + DE(CKE + C'ky + Cki + A’k + Ak + Ak1kz)INy (3.9)
+[(D'E + DE")(le; A + kyB) + DE(Ckyky + Ak3 — Ak — Bk, — A'k; — B'k;)]N,

elde edilir. (3.7) ve (3.9) denklemleri yardimiyla k., pry, torsiyonu (burulmast)

k25TN1 == (NZI.BTNl’ Nlﬁ'Tzvl) (3.10)

" vz [ ki(C'(A+B) = C(A' + B")) + k,(—AB’ + A'B)
2Pty T D2EZ | L k20 (—A + B) + K2AC + kyky(—A% + AB + C?)

(3.11)

seklinde bulunur.

3.1.2 Teorem

Prn,e8risi kq,k, # 0 sabit olmayan egrilikler olmak Gzere a(s) birim hizli egrisinin

Smarandache egrisi olsun. Bry, Smarandache egrisinin Tz-egrisi olmast i¢in

ki[C'(A+B)—C(A"+ B")]
KoBrn, -2v2 +k,(—AB' + A'B)

d3sc  4C%k3+4Ckiko(A-B)+k3(4-B)2 | +k2C(B — A) + k3AC (3.12)
+k1k2(_A2 + AB + CZ)
ifadesinin sifirdan farkli sabit olmasi gerekir.
ispat (3.1) ve (3.8) ifadeleri kullanilarak
1
dOSC = (ﬁTNl’ NZ.BTNl) = m (2Ck1 + kz(A - B)) (313)

seklinde bulunur. Daha sonra (3.11) ve (3.13) denklemlerinden yararlanilarak (3.12) ifadesi

elde edilir.
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3.1.3 Sonug

Prn, egrisi kq,k; # 0 sabit olmayan egrilikler olmak {izere a(s) birim hizli egrisinin
Smarandache egrisi olsun. Eger k; = ck, (c # 0 sabit) ise Pry,Smarandache egrisi

diizlemsel bir egri olur.

Ispat Diizlemsel egri olmas1 igin kapry, = 0 olmalidir. (3.11) ifadesinde k, yerine ck,

yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

3.1.4 Teorem

Brn, €grisi kq,k; # 0 sabit olmayan egrilikler olmak tlizere a(s) birim hizli egrisinin
Smarandache egrisi olsun. k; = ck, (¢ # 0 sabit) olmasi durumunda Sy, Smarandache

egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

Ispat (3.1) ve (3.7) denklemleri yardimiyla

A+B

dosc = (:BTNerlﬂTN1> = ainie (3.14)
bulunur. (3.6) ve (3.14) ifadesi ile duzlemsel Tz-egri sart1 (2.9) kullanilarak

3
kipry, _ 22 (2k7 + k3)? (ki + k3) 2 (3.15)

dZ,. ( f—2kg+kg>9 [+2(k1k2 — ky kD[ ky — kyky — ky (2K2 + k2)]

elde edilir. Elde edilen bu ifadede k; = ck, kullanilirsa

3
k 2 Py
hrny 2\/7(6 1 )2 = sabit

dZe. 2¢241

bulunur. Dolayisiyla Bry, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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3.1.5 Teorem

a(s) birim hizli W-egrisinin (kq, k, # 0 sabit) Pry, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-
egrisidir.

Ispat k,, k, # 0 (sabit) olmak uizere (3.9) esitliginden (NZﬁml)' = 0 oldugu i¢in (3.10)
ifadesinden kapry, =0 elde edilir. Bu da By, Smarandache egrisinin diizlemsel egri olmasi
demektir. (3.15) ifadesinde k4, k, # 0 (sabit) yerine yazilirsa

3
k 2V2(k? + k2)2
L (ki 23) + 0 (sabit)
dOSC

(2k? + k3)2

oldugundan dolay1 Bry, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

3.2 TN, - Smarandache Egrisi
3.2.1 Tanim

a:1 c R - E3, s yay parametresiyle parametrelendirilmis birim hizli bir egri olsun.
egrisinin Frenet catist {T(s), N;(s), N,(s)} Ve kq(s), k,(s) sifirdan farkli sabit olmayan

egrilikler olmak iizere, TN, Smarandache egrisi

Bru,(sp) = 5 (T(8) + No(s)) (3.16)

seklinde tanimlanir.

Prn, egrisinin yay parametresini sy ile gosterirsek ve Bry, egrisinin tiirevini alirsak,

d ds
Bin,(58) = 4= 2L = H ('@ + M ()

= = (ki (®)N1(8) = ko ()N () = 75 (Jea () = k2 () Ny (5) (3.17)

- . . dﬂTNz
elde edilir. Bu ifadenin normu

= 1 olacagindan

B
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d 2
Tsp_ V(ki—k2)?* _ |ki—ky|
Al 7z =" #0 (3.18)

olmalidir. Bu durumda fBry, egrisinin teget vektor alan1 (3.17) ifadesinden

_ dBTNZ _ (kl_kZ)Nl _ { Nl; kl > kZ
Torve = Zag, = Tl — \=Ny, ky <k (3.19)
olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinir ve (3.18) ifadesi yerine yazilirsa
(T )/ _ d'BTNZ I di _ ({ Nli kl > kZ),
BN, ds,g d —Nj, ki <k,
V2(=k;T+k;N3)
(T )I — { Nlll kl > k2 — |k1_k2| ’ kl > k2
Prn, —Ni, ky <k, —V2(=k1T+k;N;)
—=, k1 <k,
[k1—k2|
r_ -2k VZk
o) = Gemy T ¥ ey V2 (3.20)

elde edilir. Bry, egrisinin egriligi olan Kipry, ise

VZ_ K2 +Kk2
= — (3.21)

[k1—ka|

klﬁTNz - ”TﬁITNz
olur. Diger taraftan Bry, egrisinin asli normal vektor alani (3.20) ve (3.21) ifadelerinden

, S [zegz o > kez
T, ki+k
_ ﬁTNZ _ 1 2
NI'BTNZ B klﬁTNz B kaT—kaNp kl < kz (3'22)

/k§+k§

elde edilir. fry, egrisinin binormal vektdr alani (3.19) ve (3.22) ifadelerinden
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0 +1 0
_kl 0 kZ ) k1 > k2
/k§+k§ kf+k3
NZﬁTNZ = TﬁTNZXNlﬁTNz = T N; N,
0 -1 0
kq 0 -k, B kl < kz
/k§+k§ k2+k2
1
Nagry, = 7= (k2T+kiNy) (3.23)

/k§+k§

dir. (3.23) ifadesinin tiirevi alinir ve (3.18) ifadesi yerine yazilirsa

’ dsﬁ 1
(NZﬁTNZ) d_s = —(k2T+k1N2)

/k§+k§

(A2likaTlaks) g Ty koN), Ky > Ky

_ ) ko) (K3 +K3)2

(Nogen) =3 sturn oy ir (3.24)
et | 2elakeiaka) T ag,Ny), Ky < kg
(ky—k) (k3 +K3)2
elde edilir. (3.22) ve (3.24) denklemleri yardimiyla k, pry,torsiyonu (burulmas)
kzﬂTNz == (NZIﬁTNZ’ Nlﬁnvz) (3.25)
_ —V2(kikz—kik3)
kzﬂTNz - (kl—kz)(k%+k%) (326)

seklinde bulunur.

3.2.2 Teorem

Brn,egrisi kq,k, # 0 sabit olmayan egrilikler olmak {izere a(s) birim hizli egrisinin

Smarandache egrisi olsun. Sy, Smarandache egrisinin Tz-egrisi olmast igin

kzﬁTNz _ —2v2(k 1k —k1k3)
e (ka—kz)(ki+kz)2 (3.27)
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ifadesinin sifirdan farkli sabit olmas1 gerekir.

Ispat (3.16) ve (3.23) ifadeleri kullanilarak

ko, kq _ kitk,

+ =
VE[kpHig VA [ieg VE ki

(3.28)

dose = (ﬁTNz'NZﬁTNZ) =

seklinde bulunur. Daha sonra (3.26) ve (3.28) denklemlerinden yararlanilarak (3.27) ifadesi
elde edilir.

3.2.3 Sonug

Brn, €grisi kq,k, # 0 sabit olmayan egrilikler olmak tlizere a(s) birim hizli egrisinin

Smarandache egrisi olsun. k; = ck, (¢ # 0 sabit) olmas icin gerek ve yeter sart fry,

Smarandache egrisinin diizlemsel bir egri (kzﬁm2 = O) olmasidir.

Ispat =: k, = ck, olsun. (3.26) ifadesinde k, yerine ck, yazilirsa kapry, =0 elde edilir.

<: Brn, Smarandache egrisinin diizlemsel bir egri (kzﬁm2 = 0) olsun. (3.26) ifadesinden

kik, — kik; = 0 olur. Buradan k; = ck, elde edilir.
3.2.4 Teorem

Brn, egrisi kqi,k, # 0 sabit olmayan egrilikler olmak {izere a(s) birim hizli egrisinin
Smarandache egrisi olsun. k; = ck, (¢ # 0 sabit) olmasi durumunda Sry, Smarandache

egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

Ispat (3.16) ve (3.22) denklemleri yardimiyla

_(kl_kZ) kl > kz

dosc = (,BTNZ: NlﬁTN2> = (k1—k2) (3.29)
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bulunur. (3.21) ve (3.29) ifadesi ile diizlemsel Tz-egri sart1 (2.9) kullanilarak

3
23(k2+K3)2
RRUGHE) ey > k
k _ 3 o 1 2
= (330)
23(k2+K3)2
St + F1 < K2

elde edilir. Elde edilen bu ifadede k; = ck, kullanilirsa

3
Kiprn, _ _ 2v2(c?+1)2

= = sabit
dbsc * (c-1)3

bulunur. Dolayistyla Bry, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

3.2.5 Teorem

a(s) birim hizlh W-egrisinin (kq, k, # 0 sabit) [ry, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-
egrisidir.

Ispat ki, k, # 0 (sabit) olmak lizere (3.24) esitligindeki (NzﬁTNz), = 0 oldugu igin (3.25)
ifadesinden Kapry, = 0 elde edilir. Bu da fry, Smarandache egrisinin diizlemsel egri

olmasi demektir. (3.30) ifadesinde k4, k, # 0 (sabit) yerine yazilirsa

3
2EUGY
kip ki—k,)3 ’ 1 2 .
;ZTNZ ={ Uk . # 0 (sabit)
o3¢ 2V2(kf+k3)?
—(k1-kz)3 ’ ey <z

oldugundan dolay1 fry, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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3.3 N{N,-Smarandache Egrisi

3.3.1 Tanim

a:] c R - E3, s yay parametresiyle parametrelendirilmis birim hizli bir egri olsun. a
egrisinin Frenet ¢atis1 {T(s), N;(s), N,(s)} Ve ky(s), k,(s) sifirdan farkli sabit olmayan

egrilikler olmak iizere, N; N, Smarandache egrisi

Brun, (59) = 75 (Na(s) + No(s)) (331)

seklinde tanimlanir.

egrisinin yay parametresini sg ile gosterirsek ve egrisinin tirevini alirsak
NiN, €8 yay p B NN, €8

d dg
B, (59) = = 38 = (M) + N5 (5))

= = (kDTS =z (SIN1(5) + ko (SN, (5)) (3.32)

dﬂN1N2

P

elde edilir. Bu ifadenin normu = 1 olacagindan

ds k2+2k3
dsp | 20 (3.33)

ds V2

olmalidir. Bu durumda By, y, egrisinin teget vektor alan1 (3.32) ifadesinden

d
= fNaNe L (j, T—k,N, + kyN,) (3.34)

BnyN
e dsp /k%+2k§

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinir ve (3.33) ifadesi yerine yazilirsa
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, dp " g 1
(TBN1N2) = ( N1N2> L = (—kiT—k;N; + k;N,)

s s k2 +2K2

. (—2k,A + kyk,B)T
Ty ,) = 52 |[+ad = (kE + k3)BIN, (3.35)
+(—k,A — k2B)N,
elde edilir. Burada
A(s) = klk, — kik}
B(s) = k2 + 2k2
dir. By, n, €grisinin egriligi olan k1py.n, ise
Kk =15 || = 2247 + (kZ + k2)BZ — 2k, AB 3.36
18NN, BniN, B% + (ki +k3) 1 (3.36)
olur. C(s) = /242 + (k? + k2)B2 — 2k, AB denirse (3.36) ifadesi
' V2
klﬂNlNz = ”TﬁNlNz = gc (3.37)

elde edilir. Diger taraftan By y, egrisinin asli normal vektdr alam (3.35) ve (3.37)

ifadelerinden

(_Zsz + klsz)T
+(kyA — (kf + k3)B)N,
+(—k,;A — k2B)N,

!
TBN1N2 _ 1

N =
18NN, 1By, VBC

(3.38)

elde edilir. By, y,egrisinin binormal vektor alan1 (3.34) ve (3.38) ifadelerinden

T N; N,
k1 k2 ka
NZﬁNlNZ = TﬁNlNZXNlﬁN1N2 = \/E \/E \/E
—2k,A+k kB kiA—(k?+k3)B —k,A-k3B
1 2 2
VBC VBC VBC
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1
Nagy,n, = ¢[(k2B)T — AN, + (=A + k1 B)N, ] (3.39)

olur. (3.39) ifadesinin tiirevi alinir ve (3.33) ifadesi yerine yazilirsa

/ dsﬁ 1 ’
(Napy,w,) 3 = (g [(k;B)T — AN, + (—A + k{B)N,] )

! 2 I 12
(NVagy,n,) = TFez +[AC" + C (kA — A)]N, (3.40)
+[C"(A - kyB) + C(=k,A— A" + kiB + k;B")]N,

elde edilir. (3.38) ve (3.40) denklemleri yardimiyla k., BN.N, torsiyonu (burulmasi)

kZﬁNlNZ =~ (NZIﬂNlNZ,NlﬁNlN2> (3.41)

Kagy, = #; [-34B’ + 2B(A' — k,A)] (3.42)

seklinde bulunur.

3.3.2 Teorem

BN, n,€8risi kq, k, # 0 sabit olmayan egrilikler olmak tizere a(s) birim hizli egrisinin

Smarandache egrisi olsun. By, y, Smarandache egrisinin Tz-egrisi olmast i¢in

ka2p —V2[-3AB'+2B(A' -k, A
12\’1N2 — V2[ +2B( 24)] (3.43)
d§sc (—2A+k,B)?
ifadesinin sifirdan farkli sabit olmasi gerekir.
Ispat (3.31) ve (3.39) ifadeleri kullanilarak
1
dosc = (,BNlNZr NZﬁNlNZ) = Vzc (—2A+ k4B) (3-44)
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seklinde bulunur. Daha sonra (3.42) ve (3.44) denklemlerinden yararlanilarak (3.43) ifadesi
elde edilir.

3.3.3 Sonug

By, €grisi kq, k, # 0sabit olmayan egrilikler olmak iizere a(s) birim hizli egrisinin
Smarandache egrisi olsun. Eger k; = ck, (c # 0 sabit) ise By, y,Smarandache egrisi

diizlemsel bir egri olur.

Ispat Diizlemsel egri olmasi igin kZﬁzlez = 0 olmalidir. (3.42) ifadesinde k; yerine ck,

yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

3.3.4 Teorem

Bn,n, €8risi ki, k, # 0 sabit olmayan egrilikler olmak iizere a(s) birim hizli egrisinin
Smarandache egrisi olsun. k; = ck, (¢ # 0 sabit) olmasi durumunda Sy, y, Smarandache

egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

Ispat (3.31) ve (3.38) denklemleri yardimiyla

-BVB
dosc = ('BN1N2'N1ﬁN1N2) = ac (3.45)

bulunur. (3.37) , (3.45) ifadeleri ile duzlemsel Tz-egri sart1 (2.9) kullanilarak

klﬁNlNz __2v2¢3
disc o
osc

(3.46)

B2
elde edilir. Elde edilen bu ifadede k; = ck, kullanilirsa

3

k 2 3
1BN1N, — 2\/5 (c +1)2 — sabit

d?e. c2+2
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bulunur. Dolayisiyla Bry, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

3.3.5 Teorem

a(s) birim hizli W-egrisinin kq, k, # 0 (sabit) By, y, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-
egrisidir.

Ispat k;, k, # 0 (sabit) olmak iizere (3.40) esitliginden (NZBNlNZ)’ = 0 oldugu i¢in (3.41)
ifadesinden k23N1N2 = 0 elde edilir. Bu da By, n, Smarandache egrisinin diizlemsel egri

olmast demektir. (3.46) ifadesinde k, k, # 0 (sabit) yerine yazilirsa

3
k 2V2(K] + k3)?
Wy L N2 H IR LG (cabit)

disc (k2 +2k3)2

oldugundan dolay1 fy, y, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

3.4TN{N,- Smarandache Egrisi
3.4.1 Tanim

a:1 c R - E3, s yay parametresiyle parametrelendirilmis birim hizli bir egri olsun. a
egrisinin Frenet ¢atis1 {T(s), N;(s), No(s)} ve k,(s),k,(s) sifirdan farkli sabit olmayan

egrilikler olmak iizere, TN; N, Smarandache egrisi

Briun, (58) = 75 (T(s) + Ny () + Ny(s)) (347)

seklinde tanimlanir.

Brn,n, €grisinin yay parametresini sg ile gosterirsek ve Bry, y, egrisinin tiirevini alirsak,

dBTNlNz ds

B, (g) = =522+ 28 = H(T'(9) + Ni(9) + M5(5))

= = (ki ($)T(S) + (s () ko ()IN1 (5) + ko ()N (s) (3.48)
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dBTNlNz

B

dg V2 fk2+k2—k k
e N2 0 (3.49)

dg V3

elde edilir. Bu ifadenin normu = 1 olacagindan

olmalidir. Bu durumda fry, v, €grisinin teget vektor alani (3.48) ifadesinden

— dBTN1N2

1
TﬁTlev2 - ds, N7 (k1T + (ky—k2)Ny + koN7) (3.50)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinir ve (3.49) ifadesi yerine yazilirsa

’ dprn,N , dsﬁ 1 !
Tpryyn,) = ( ds; _2> R (ﬁ (=kyT + (ky—kz)Ny + ko N,) )

V3
(TﬁTNlNZ)I = 4(A)*

(BT + CN, + DN,) (3.51)

elde edilir. Burada

A(s) = k2 + k2—k,k,
B(s) = (kiky — kyk3)(ky—2k;) — 2ky (kf + k3 — k1k,) (ky — k3)

C(s) = (ky + k) (kiky — kik3) — Z(kf + k% - k1k2)(kf + k%)
D(s) = —(kiky — kikb)(2ky—ky) + 2k, (kf + k3 — kyky) (ky — ky)

dir. Bry, N, egrisinin egriligi olan Kiprn,n, ise

_ ' _
kl.BTN1N2 - ||TBTN1N2 T a(a)t B2+ C? + D? (3.52)

olur. Diger taraftan Bry, y, €grisinin asli normal vektor alani (3.51) ve (3.52) ifadelerinden

!

T,
= fmvaNe 1 (BT + CN, + DN,) (3.53)

- - 21024D2
kigry,n,  VBZ+CZ+D

NlBTNlNZ
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elde edilir. Bry, y,egrisinin binormal vektdr alan1 (3.50) ve (3.53) ifadelerinden

1 ) T N, N,
Noprwny = Tornyw, X N1pragn, = V2A VB21cZiDZ _gl (ks E k2) 'l;)z

(Dky — (D + C)k,)T
+(Dky + Bk,)N; (3.54)

1
Noprnin, = Javeesceroe

!

olur. (3.54) ifadesinin tiirevi alinir ve (3.49) ifadesi yerine yazilirsa
(Dky—(D+0)k)T
+(Dky+Bky)N{

(N ‘3 )Ids_ﬁ _ / +(_(B+C)k1+Bk2)N2
2PTNyN -
e s k V24 (B +C2+D? )

(Nzﬁ’TNlNz )’ =

[ EDk, — (D + C)Ek, ]T
+A(B%? 4+ C? + D¥)[D(k; — ki — k?) + D'(ky — ky) — Ck}, — C'k, — kqk,B]

N EDk, + EBk,
2A3(B2+C24D2)3 + [+A(BZ +C? + D?)[D(k? — kik, + ki) + B(—k2 + kyk, + k) + D'ky + B’kz]] M (3.55)
N [ —E(B + C)k, + EBk, N
+A(B? + C? + D?)[D(kyky) + B(k3 — ki + k) + B'(—ky + k;) — Ck} — C’kl]] 2
elde edilir. Burada
E(s)=—-A'(B>+C?+D?) — A(BB' + CC' + DD")
dir. (3.53) ve (3.55) denklemleri yardimiyla k, torsiyonu (burulmasi
BrNiN,
kZBTNﬂVz = (NZIBTN1N2’ Nl.BTNlNZ) (3.56)
k,(D'(B+C)—D(B'+C")
K _ V3 +k,(—=B(C' +D') + B'(C + D)) (357)
2Pvane 242824240 | L 12 p(c — B) + kZB(D — C)

+kik,(—B? + BC — DC + D?)

seklinde bulunur.
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3.4.2 Teorem

Brn,n, €8risi kq,k, # 0 sabit olmayan egrilikler olmak lizere a(s) birim hizli egrisinin

Smarandache egrisi olsun. Bry, y, Smarandache egrisinin Tz-egrisi olmasi i¢in

{kl(D’(B +C)—D(B' +C")
Kotry, _ _3y3 +ky(—B(C' +D") + B'(C + D)) (3.58)

d3sc (D(2ky—kp)=Clky+i) +B(2I2~kD)” | +k2D(C — B) + k2B(D — C)
+k ky,(—B%? + BC — DC + D?)

ifadesinin sifirdan farkli sabit olmasi gerekir.
Ispat (3.47) ve (3.54) ifadeleri kullanilarak

dosc = Bruuny Napruyw,) = Toromres (D(2hy = ka) = Clky + kg) + B(2k; — k1)) (3.59)

seklinde bulunur. Daha sonra (3.57) ve (3.59) denklemlerinden yararlanilarak (3.58) ifadesi
elde edilir.

3.4.3 Sonug

Brn,n, €8risi kq,k, # 0 sabit olmayan egrilikler olmak lizere a(s) birim hizli egrisinin
Smarandache egrisi olsun. Eger k; = ck, (c # 0 sabit) ise Bry,n,Smarandache egrisi
diizlemsel bir egri olur.

Ispat Diizlemsel egri olmasi icin k, Brayn, — 0 olmalidir. (3.57) ifadesinde k, yerine ck,

yazilirsa istenilen sonug elde edilir.
3.4.4 Teorem

Brn,n, €8risi kq,k; # 0 sabit olmayan egrilikler olmak tlizere a(s) birim hizli egrisinin
Smarandache egrisi olsun. k; = ck, (¢ # 0 sabit) olmasi durumunda fry, v, Smarandache

egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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Ispat (3.47) ve (3.53) denklemleri yardimiyla

1
dosc = (Brvyny Nipry oy, = W(B +C+D) (3.60)

bulunur. (3.52) ve (3.60) ifadesi ile diizlemsel Tz-egri sart1 (2.9) kullanilarak

3
klﬁTNlNZ _ 3vV3(B%+C?%+D?)2
2 - 4 2 (3.61)
d§sc 4A*(B+C+D)

elde edilir. Elde edilen bu ifadede k; = ck, kullanilirsa

3

)2 = sabit

KiBrnyn, 3\/§( c2+1

d2.  2VZ \c%2-c+1

bulunur. Dolayistyla Bry, y, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

3.4.5 Teorem

a(s) birim hizli W-egrisinin (ky, k; # 0 sabit) Bry,n, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-
egrisidir.

Ispat Ky, k, # 0 (sabit) olmak lzere (3.55) esitliginden (NZﬁTNlNz), = 0 oldugu igin
(3.56) ifadesinden kapry,n, =0 elde edilir. Bu da Bry, y, Smarandache egrisinin diizlemsel

egri olmasi1 demektir. (3.61) ifadesinde k4, k, # 0 (sabit) yerine yazilirsa

3
kl.BTNlNZ . 3\/§(kf + k%)i
d3sc

= 3 # 0 (sabit)
2V2(k2 + k2 — k.k,)2

oldugundan dolay1 Bry,y, Smarandache egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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4. ORNEKLER

4.1 Birinci Ornek
S . . .. . o e .
a,(s) = (COS (\/_) sin (\/_) ﬁ) parametrizasyonuyla verilen birim hizli helis egrisini

(W-egrisi) goz oniine alalim (Sekil 4.1). a;(s) egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve

burulmasi

1,6) = (3sin () eos () )
i) = (—co5 (). sin(3).0)
i) = (Gin () Feos ()3
Kiay (5) =5 Ve kaq,(s) =+

olur.

4.1.1 a4 (s) egrisinin TN,-Smarandache egrisi

-1 L (_Ln(Z)— S) L S —ein (=) L
Brv, = 35 (Tey + Mia) = 35 (= 55in (5) = cos () 5005 (35) =sin (5) 75)
egrisi elde edilir (Sekil 4.2). Buegri z = % duzleminde yatar. Bry, egrisinin Frenet vektorleri,

egrilik ve burulmasi (3.4), (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.11) denklemleri kullanilarak
Torw, (58) = 7= (V2sin () — cos (), —V2cos () — sin (), 0)

Nigpy, (58) = 7 (sin () +V2cos (), —cos (%) + V2 sin (), 0)
Nagrw, (5p) = (0,0,1)

klﬁTN (sp) = Ve kzﬁTN (sp) =0

seklinde elde edilir. (3.3) denkleminden

1

dsg \/2k%+ k2 J%*Z 73 . .
— = = = ise Sp=-=S olur. Buradan s = —=sp dir. Bu ifade

i V2 vz 22 2z V3

yukaridaki Frenet cat1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa
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Tﬁnvl(sﬁ) =21 ( cos( ) + \/_sm( ) —sin (%sﬁ) —+/2cos (%sﬁ),O)

2 2 . 2
Nigry, (Sg) = (sm (T sﬁ) + V2 cos (ﬁsﬁ) ,—COS (ﬁ sﬁ) +/2sin (ﬁ sﬁ) ) 0)
olur. Bu durumda kZﬁTNl(Sﬁ) = 0 oldugu i¢in Bry, egrisi diizlemsel egri olur. fry, egrisi

icin (3.14) denkleminden

dose = (Brny () Nugpy, (5)) = 2

bulunur. (3.15) denklemi kullanilarak

klﬁTN1 _ 8
dsc  3V3

sifirdan farkli sabit oldugundan By, egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

4.1.2 a4 (s) egrisinin TN,-Smarandache egrisi
1
’BTNZ = \/_Q(TOQ + NZal) =(0,0,1)

dir.

4.1.3 a4 (s) egrisinin Ny N,-Smarandache egrisi
B = O+ M) = 5 (0 (35) - pin (3). s (3) - eos(3).2)

egrisi elde edilir (Sekil 4.3). Bu egri z =% dizleminde yatar. By, y,egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve burulmasi (3.34), (3.36), (3.38), (3.39) ve (3.42) denklemleri

kullanilarak

TﬁNlNZ(sﬁ)— (\/_sm( )+cos( ) \/_cos( ) sm(j—E),O)

Nigy n, (sg) = (\/Ecos (\/_) — Sln( ) \/_sm( ) cos (\/%),O)

Nagy., (55) = (0,0,1)
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2
leNlNz (Sﬁ) - Ve kZﬁNlNz (Sﬁ) =0

seklinde elde edilir. (3.33) denkleminden

1 2
dg \/k§+2k§ \/— +: V3
B _ N4 4 N3 _ 3 _2V2
_ds 7 72 G ise sp = PN olur. Buradan s = 7 S8 dir.

Bu ifade yukaridaki Frenet ¢at1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa
1 . (2 2 2 . (2
T[;NINZ (sp) = NG (\/Esm (ﬁ sﬁ) + cos (ﬁ sﬁ) ,—V2cos (ﬁ sﬁ) + sin (ﬁ sﬁ) , 0)

1 2 . (2 . (2 2
NlﬁNlNZ (sﬁ) =5 (\/i cos (\/—§ sﬁ) —sin (ﬁsﬁ) A\ 2sin (\/—§ sﬁ) + cos (ﬁsﬁ) , 0)
seklinde elde edilir. Bu durumda k, BNoN, (sg) = 0 oldugu i¢in By y, egrisi diizlemsel egri

olur. By, n, egrisi i¢in (3.45) denkleminden

~V3
dosc = By (58) Nig,, (58)) = =

bulunur. (3.46) denklemi kullanilarak

leNlNz _ 8
dbsc 3v3

sifirdan farkli sabit oldugundan Sy, v, egrisi duzlemsel Tz-egrisi olur.

4.1.4 a4 (s) egrisinin TN, N,-Smarandache egrisi
1 1 N . N
Bra,n, = E(Tal + Nig, + Npg,)) = \/—5(— cos (5) ,—sin (5),\/5)

egrisi elde edilir (Sekil 4.4). Bu egri z = % duzleminde yatar. Bry,y, egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve burulmasi (3.50), (3.52), (3.53), (3.54) ve (3.57) denklemleri

kullanilarak
TBTN1N2 (sﬁ) = (sin (j_i) ,—COS (j_i) , 0)
NlBTN1N2 (sﬁ) = (cos (j_i) ,Sin (%) , O)

Nagryw, (55) = (0,0,1)
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leTNlNz (5,3) = \/§ Ve kZﬁTNlNz (Sﬁ) =0
seklinde elde edilir. (3.49) denkleminden

1 1 1
dsy i@+l VAitiTe
73

1
dg V3

ise s3 = 7= olur. Buradan s = V6 sp dir.

1
V6
Bu ifade yukaridaki Frenet ¢at1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa
Tornyn, (58) = (sin(V3 sp), —cos(V3 s), 0)

Nigraow, (5) = (= cos(v3 55), = sin(V3 5),0)

olur. Bu durumda k2prn,n, (Sg) = 0 olduBu i¢in Bry, y, egrisi diizlemsel egri olur. Bry, y,
egrisi igin (3.60) denkleminden

-1

dosc = (,BTlev2 (Sﬁ)’Nlﬁnlez (Sﬁ)> =5

bulunur. (3.61) denklemi kullanilarak

leTNlNz — 3\/§

2
dOSC

sifirdan farkli sabit oldugundan fry, v, egrisi dizlemsel Tz-egrisi olur.

Sekil 4.1 a; (s) birim hizli helis egrisi Sekil 4.2 a; (s) egrisinin

T'N,-Smarandache egrisi
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, 05 > 05 ) , 05 >~ 05 )
Sekil 4.3: a; (s) egrisinin Sekil 4.4: a, (s) egrisinin
N;N,-Smarandache egrisi T N, N,-Smarandache egrisi
4.2 ikinci Ornek
3 3
a,(s) = <(1+35)z, % %) parametrizasyonuyla verilen birim hizli silindirik helis

egrisini gbz oniine alalim (Sekil 4.5). a, (s) egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve
burulmasi

J(@+s) —/(1-s) 1
Taz(s):( Zs Y 2 S)_Z)

Nig, () = 5 (T =9,/ +9),0)

—J/(@+s) J(1-s) 1
NZaz(S):( 2 - ) ZS )ﬁ)

1

1
10,05 = e V¢ fee(S) = 5T

olur.

4.2.1 a,(s) egrisinin TN;-Smarandache egrisi

1 1 (/(1+s) —y/(1-5)
Brn, = 5 (Ta, + Nia,) = E( 7 tVA- =G +/0 +S)’1>

egrisi elde edilir (Sekil 4.6). Bu egri z = % duzleminde yatar. By, egrisinin Frenet vektorleri,

egrilik ve burulmasi (3.4), (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.11) denklemleri kullanilarak
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== N e SRV
7’}”1(5[3)_5(_ A+ +75 (1—S)+T.0)

Nlﬁnvl(sﬁ) ( ) (1+s 19+ \/(\1/55)’0)

NZBTNl (5'3) = (0,0,1)
klﬁTN (sp) = 5 Ve k2/3’TN (sp) =0
seklinde elde edilir. (3.3) denkleminden

ds 2k2+k2
g V3k, Vi V3 . . (4 )
— — — i =—ar I r. B r n — . 1T.
R A AW e se sp=--a csin(s) olur. Buradan s = sin 558 d

Bu ifade yukaridaki Frenet ¢at1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa

1 sm SB 1+SlTl SB

TI}TN (sﬂ) 1+sm —SB ) 1—sm ) 0
1+sm S[; 1 sm SB

Nigpy, (sp) = ( \/ 1—sm —sﬁ J 1+sm —sﬁ O)

olur. Bu durumda kapry, (Sp) = 0 oldugu igin Bry, egrisi dizlemsel egri olur. Bry, egrisi
icin (3.14) denkleminden
\/_
osc (,BTNl(Sﬁ) NlBTNl (5,8)) —
bulunur. (3.15) denklemi kullanilarak

Kiprn, _ 8
disc  3V3

sifirdan farkli sabit oldugundan By, egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.

4.2.2 a,(s) egrisinin TN,-Smarandache egrisi
1
ﬁTNZ = \/_E(Taz + NZaz) = (0’0’1)

dir.
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4.2.3 a,(s) egrisinin Ny N,-Smarandache egrisi

B, = 5 O, + M) = (T - 0 Y79 + 02 1)

egrisi elde edilir (Sekil 4.7). Bu egri z =% duzleminde yatar. Sy, y,egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve burulmasi (3.34), (3.36), (3.38), (3.39) ve (3.42) denklemleri

kullanilarak

TBNlNZ (S,b’) = %(— 1+s ‘/(1—S \h (1+s )

L (1+s) s
Nagy. v, (58) = (0,0,1)
Kigy,n, (Sp) = = Ve kapy.w, (Sg) =0

seklinde elde edilir. (3.33) denkleminden

ds ki+2K3  f3p 3 . 3 4
B = Bk B e Sp = %arcsin(s) olur. Buradan s = sin (ﬁsﬁ) dur.

ds vz V2 4f(1-s2)

Bu ifade yukaridaki Frenet ¢at1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa

TEN1N2(S[‘)) = 1< \[(1+Sln(_sﬂ) m \[ 1—sm _SB M'())

vz

V2

Mg, (S5) = %<_\[(1 - sin (\%Sﬁ)) + mﬂ%(ﬁsﬁ)), —J(l + sin (%Sﬁ)) - W, 0)

olur. Bu durumda k2ﬁ1v11v2 (sg) = 0 olduguicin By, y, egrisi diizlemsel egri olur. By, v, egrisi

icin (3.45) denkleminden

dose = By, (550, Nagyy, (59)) = =

bulunur. (3.46) denklemi kullanilarak

k13N1N2 __8

dgsc  3V3

sifirdan farkli sabit oldugundan By, y, egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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4.2.4 a,(s) egrisinin TN;N,-Smarandache egrisi

1 1 (y(@1-5) (1+s)
ﬁTNlNZ = E(Taz + N1a2 + N2a2) = ﬁ( \/; ’ ﬁs .\/§>

Z .. . .
% duzleminde yatar. Sry,y, egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve burulmasi (3.50), (3.52), (3.53), (3.54) ve (3.57) denklemleri

egrisi elde edilir (Sekil 4.8). Bu egri z =

kullanilarak

7,[}TN1N2 (5.3)= % (_\/(1 +5), \/(1 —5), 0)

1
Nl.BTNlNz (SB) = ﬁ(_\/(l —s), _\/(1 +s), 0)
NZ.BTNlNz (Sﬁ) = (OJOI]')
klﬁTNﬂVz (Sﬁ) = \/§ ve kZ.BTN1N2 (Sﬁ) =0

seklinde elde edilir. (3.49) denkleminden
1

ds g VZ [K2+kZ—k1k, VZk, 1 . ] ]
il NG Bl rewresy ise sz = ﬁarcsm(s) olur.s = sm(Z\/§)sﬁ dir.

Bu ifade yukaridaki Frenet cat1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa

T, ()= = (- Ja+sin@v3)sp), [(1 = sin(2v3)sy), 0>

s 09) = 75 (=1 = 51n (243) 59), = [(1 + 51 (243) )0

olur. Bu durumda kZBmlzvz(Sﬁ) =0 oldugu icin Bry,y, egrisi diizlemsel egri olur.
Brn,n,€grisi igin (3.60) denkleminden
1
dosc = {Brw,n, (58) Nipry,n, (5p)) = 5
bulunur. (3.61) denklemi kullanilarak
klﬁTNlNZ . 3\/§
dlZ)SC -

sifirdan farkli sabit oldugundan Bry, v, €grisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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Sekil 4.5: a,(s) birim hizli silindirik

helis egrisi

N

-0.5
0.9

Sekil 4.7: a,(s) egrisinin
N;N,-Smarandache egrisi

4.3 Uguincii Ornek

0.9

y 05 05 X

Sekil 4.6: a,(s) egrisinin

T N;-Smarandache egrisi

0.6

Sekil 4.8: a,(s) egrisinin

T N, N,-Smarandache egrisi

parametrizasyonuyla verilen birim hizh

as(s) = \%(\/1 + 52, 2s, ln(s + m))

silindirik helis egrisini géz Oniine alalm (Sekil 4.9). a;(s) egrisinin Frenet vektorleri,

egrilik ve burulmasi
1 N 1
Tes8) = (7 2 7)
1 N
Niay () = (72 0. 75)
1 —2s -2
Moy (5) = 75 (7 L)
_ 1 _ 2
k1a,(8) = Fgery V& *2a(5) = s

olur.
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4.3.1 a3(s) egrisinin TN;-Smarandache egrisi

1 1 (s+VJ5 1-+/5s
Brw, = 55 (Tay + Mia) = 75 (72 2 7520)

egrisi elde edilir (Sekil 4.10). Bu egri y = \/%_0 duzleminde yatar. Bry, egrisinin Frenet
vektorleri, egrilik ve burulmasi (3.4), (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.11) denklemleri kullanilarak

_1 V5s+1 —s—/5
7/}TN1(Sﬁ) (\/1+s2 ! '\/1+$2)

(5\/— \/—sl)

Niprv, (58) = F\ e O Ve

Nagpy, (55) = (0,1,0)

\/_
klﬂrwl(sﬁ) =73 ve kZﬁTN (sp) =0

seklinde elde edilir. (3.3) denkleminden

d 2k3+k2
G P o B o (i
FRin 3k, = NTETSS ise sz = \/garctan(s) olur. Buradan s = tan (@SB)

dir. Bu ifade yukaridaki Frenet cat1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa

Ty, 59)= 5 (c05 () = VBsin (35). 0. VBcos (35, = sin (3,))

Nllfnvl(sﬁ) = 1( sm( ) \/_cos( ) 0, \/_sm( ) cos (%sﬁ)>

seklinde elde edilir. Bu durumda k, Bri, (sg) = 0oldugu i¢in Bry, egrisi diizlemsel egri olur.

Prn, egrisiigin (3.14) denkleminden

dosc = Brn, (55), Nipry, (5)) = 2

bulunur. (3.15) denklemi kullanilarak

Kipry, _ s5v5
ngC 3\/5

sifirdan farkli sabit oldugundan fry, egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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4.3.2 a3(s) egrisinin TN,-Smarandache egrisi

1 1 -s 3 -1
Prw, = E(Tas +Nog,) = = G B o)

egrisi elde edilir (Sekil 4.11). Bu egri y = \/% duzleminde yatar. Bry,egrisinin Frenet
vektorleri, egrilik ve burulmasi (3.19), (3.21), (3.22), (3.23) ve (3.26) denklemleri
kullanilarak

— (=L o0 _>_
Torw, (58) = (7552 0. 75)
s 1
Nigp, () = (702 0. 702)
Napry,(Sp) = (0,1,0)
klﬁTNz (sp) = V10 ve kZ.BTNZ (sp) =0
seklinde elde edilir. (3.18) denkleminden

d Iy
sp_ J(ki=k2)?2 _ ky 1 : _ 1 —
=T E T =BT Tmans 1 sp = jmarctan(s) olur. Buradan s = tan(V10sp)

dir. Bu ifade yukaridaki Frenet cat1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa
Tgrn, (Sp) = (—cos(V10sg),0,sin(v10sp))
NlﬁTNZ (sp) = (Sin(\/ﬁsﬁ) ,0,cos (\/Esﬁ))

olur. Bu durumda k2pry,(Sg) = 0 oldugu i¢in Bry, egrisi diizlemsel egri olur. Bry,egrisi

icin (3.29) denkleminden

-1
dosc = (:BTNZ(SB)erﬁTNZ (Sﬁ)) = J1i0

bulunur. (3.30) denklemi kullanilarak

k
PTN2 _ 1010

2
dOSC

sifirdan farkli sabit oldugundan fry, egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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4.3.3 a3(s) egrisinin Ny N,-Smarandache egrisi

1 1 (\/5-2s —2—+/5s
B, = 75 (Maay + Noa) = 755 (o L omsr)

egrisi elde edilir (Sekil 4.12). Bu egri y = \/%_o duzleminde yatar. By, y,egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve burulmasi (3.34), (3.36), (3.38), (3.39) ve (3.42) denklemleri

kullanilarak

_ 1(—V5s-2 _ 25—5
T5N1N2 (Sﬁ) - 5( Vi+s2z ’ '\/1+$2)

_1(2s—V5 _ V5s5+2
Nl:BN1N2 (SB) - E(\/1+52' '\/1+$2)

NZﬁNlNZ (S[;) = (0,1,0)

JT0
Kipy,n, (S8) == Ve kapy . (55) =0

seklinde elde edilir. (3.33) denkleminden

dsg /k§+2k§ 3k, 3

a v vz vaoaws) 0T

Bu ifade yukaridaki Frenet ¢at1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa

3

V10

arctan(s) olur. Buradan s = tan (‘%_0 sﬁ) dir.

Tﬂzlez (sp) = %(—\/Esin (? SB) —2cos (@Sﬁ) ,0,—/5cos (@ SB) +2sin (? sﬁ))

Nigy.n,(Sp) = %(—\/gcos (@ SB) +2sin (@ sﬁ) ,0,v/5sin (@ sﬁ) +2cos (@ sﬁ))

olur. Bu durumda k2ﬁ1v11v2 (sg) = 0 olduguicin By, y, egrisi diizlemsel egri olur. By, v, egrisi
icin (3.45) denkleminden

-3
dosc = (,BNlNZ (Sﬂ)'NlﬁNlNz (SB)) = 10

bulunur. (3.46) denklemi kullanilarak

klﬁ'NlN2 __10v10

d2g. 27

sifirdan farkli sabit oldugundan By, egrisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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4.3.4 as(s) egrisinin TN;N,-Smarandache egrisi

1 1 (+V5-s —1—+/5s
Brww, = 35 (Tay + Naay + Noa) = 752 (7o 3 7))

egrisi elde edilir (Sekil 4.13). Bu egri y = % dizleminde yatar. fry,y, egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve burulmasi (3.50), (3.52), (3.53), (3.54) ve (3.57) denklemleri

kullanilarak
V5s—1 s—/5
Torwa, (59)= 72 (Yo 0 73

_ s—/5 V5s5+1
Nigryon, ) = 72 (3 )

NZﬂTNlNZ (sp) = (0,1,0)

\/—
klﬁTNlNz (sﬁ) Ve kZﬁTN Ny (Sﬁ) =0

seklinde elde edilir. (3.49) denkleminden
dsg \/_ Ik2+k2 —kik; Tk, =
V5 . . , .
s =tan (\/_E s[;) dir. Bu ifade yukaridaki Frenet cat1 vektor alanlarinda yerine yazilirsa
1 V5 (V5
Torn v, (SB)= \/—( cos ( ) \/_sm( ),O, —/5¢cos (\/—Esﬁ) + sin (ﬁsﬂ))
V5
NlBTN1N2 (sp) = \/_<sm( ) \/_COS( ) 0, \/_sm< ) + cos (E%))

seklinde elde edilir. Bu durumda k2[>’Tzv1N2 (sg) = 0 oldugu igin Bry, y, €grisi diizlemsel egri

2
ise s = £arctan(s) olur. Buradan

\/—(1 V5

olur. Bry, n, egrisi i¢in (3.60) denkleminden

\/_
dosc (,BTNlNZ (53) NlﬁTN1N2 (Sﬁ)>

bulunur. (3.61) denklemi kullanilarak

Kiprn,n, _ 5V5
dosc 2v2

sifirdan farkli sabit oldugundan Bry, v, €grisi diizlemsel Tz-egrisi olur.
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Sekil 4.9: a5 (s) birim hizli silindirik helis ~ Sekil 4.10: a5(s) egrisinin

egrisi T'N;-Smarandache egrisi

-0.05
-0.1

-0.15

y 1 .05 x
Sekil 4.11: a5 (s) egrisinin Sekil 4.12: a5 (s) egrisinin
TN,-Smarandache egrisi N; N,-Smarandache egrisi

Sekil 4.13: a5 (s) egrisinin TN; N,-Smarandache egrisi

41



SONUC VE ONERILER

Ugiincii kistmda, Smarandache egrilerinin Tzitzeica egrileri ile arasindaki bagmtilar
hesaplandi. 3.1.2 Teoremi ile (3.12) denkleminde TN; Smarandache egrisinin Tzitzeica
egrisi olma sart1 verildi. 3.1.3 Sonug ile TN; Smarandache egrisinin k; = ck, sart1 altinda
diizlemsel egri oldugu sonucuna ulasildi. 3.1.4 Teoremde ise TN, Smarandache egrisinin
diizlemsel Tzitzeica egri sartt gosterildi. Bununla beraber 3.1.5 Teorem ile ki, k, #
0 (sabit) W-egrisinin diizlemsel Tzitzeica egrisi oldugu ifade edildi. Yine ayni teorem
icerisinde TN; Smarandache egrisinin diizlemsel Tzitzeica egrisi olma kosulu sunuldu. 3.2.2
Teoremi ile (3.27) denkleminde TN, Smarandache egrisinin Tzitzeica egrisi olma sartt
verildi. 3.2.3 Sonug ve 3.2.4 Teorem ile k; = ck, sart1 altinda egrinin diizlemsel Tzitzeica
egrisi oldugu sonucuna varildi. Ayrica 3.2.5 Teorem ile k; ve k, egriliklerinin iligkisine
bagli olarak TN, Smarandache egrisinin diizlemsel Tzitzeica egrisi olma sartt 2 durumlu
olarak sunuldu. Ayni sekilde 3.3.2 Teoremi ile (3.43) denkleminde N;N, Smarandache
egrisinin Tzitzeica egrisi olma sarti ifade edildi. 3.3.3 Sonug, 3.3.4 Teorem ve 3.3.5 Teorem
ile N; N, Smarandache egrisinin diizlemsel egri olma durumlari ve diizlemsel Tzitzeica egrisi
olma sartlar1 gosterildi. Son olarak TNy N, Smarandache egrisinin Tzitzeica egrisi olmasi
icin gerek ve yeter sart 3.4.2 Teoreminde, diizlemsel egri olma durumlar ve diizlemsel
Tzitzeica egrisi olma sartlari ise 3.4.3 Sonug, 3.4.4 ve 3.4.5 Teoremlerinde elde edildi. Sonug
olarak eger a(s) egrisi genel helis egrisi (k; = ck,) ise elde edilen B(sz) Smarandache

egrilerinin diizlemsel Tzitzeica egrisi oldugu gosterildi.

Dordiincii kisimda, konu ile alakali ti¢ 6rnek paylasildi. Bu 6rneklerin (4.1.1), (4.2.1) ve
(4.3.1) maddelerinde a egrisinin TN; Smarandache egrisi; (4.1.2), (4.2.2) ve (4.3.2)
maddelerinde a egrisinin TN, Smarandache egrisi; (4.1.3), (4.2.3) ve (4.3.3) maddelerinde
a egrisinin N;N, Smarandache egrisi ve (4.1.4), (4.2.4) ve (4.3.4) maddelerinde ise «

egrisinin TN; N, Smarandache egrisinin Tzitzeica egrisi olma durumlari ele alindi.

Ilerleyen zamanlarda, yapmis oldugumuz bu hesaplamalar farkli egriler i¢inde kullanilabilir

veya farkli uzaylarda ve farkli boyutlarda benzer ¢alismalar yapilabilir.
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