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OZET

AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA ES ZAMANLI YAKLASIM
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(TEZ DANISMANI: YUNUS EMRE YILDIRIR)
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Bu tez ¢alismasi 5 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris boliimii olup tez konusuyla ilgili literatiir 6zeti ve tez ¢aligmasinin amaci
bu boliimde verilmistir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan biitiin terimlerin tanimlar1 ve temel 6zellikleri verilmistir.
Ozellikle agirlikli Lorentz uzayr ve bu uzayda trigonometrik yaklasimin temel kavramlari
tizerinde durulmustur.

Uciincii boliimde agirhikli Lorentz uzaylarinda trigonometrik yaklasimm diiz teoremi
ispatlanmigtir. Diiz teoremin ispatlanmasi icin gerekli tiim yardimci teoremler de ifade ve
ispat edilmistir.

Dordiincii boliimde agirliklt Lorentz uzaylarinda trigonometrik yaklagimin iyilestirilmis ters
teoremi ifade ve ispat edilmistir. Yine bu ispatta gerekli yardimei sonuglar ispatlariyla
verilmistir. Ayrica bu uzaylarda gegerli yapisal karakterizasyon teoremi elde edilmistir.
Besinci boliimde ise agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlara bu fonksiyonlarin
Fourier serilerinin kismi toplamlar1 ve Poussin ortalamalariyla es zamanli yaklasim
teoremleri ifade ve ispat edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Agirlikli Lorentz uzayi, Muckenhoupt kosulu, diizgiinliik
modiilii, en iyi yaklagim sayilar1 dizisi, Fourier serisi kismi toplamlar dizisi, de la Vallée-
Poussin ortalamasi
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ABSTRACT

SIMULTANEOUS APPROXIMATION IN WEIGHTED LORENTZ SPACES
MSC THESIS
RAHMIYE CILINGIR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: YUNUS EMRE YILDIRIR)
BALIKESIiR, DECEMBER - 2023

This thesis work consists of 5 chapters.

The first part is the introduction chapter. The literature summary about the thesis subject and
the aim of the thesis study are given in this part.

In the second chapter, definitions and basic properties of all terms used in the thesis are
given. In particular, the weighted Lorentz space and the basic concepts of the trigonometric
approximation in this space are emphasized.

In the third chapter, the direct theorem of the trigonometric approximation in weighted
Lorentz spaces is proven. All auxiliary theorems necessary to prove the direct theorem are
also stated and proven.

In the fourth chapter, the improved inverse theorem of the trigonometric approximation in
weighted Lorentz spaces is stated and proven. Again, the necessary auxiliary results are
given with their proofs. Additionally, a structural characterization theorem in these spaces
has been obtained.

In the fifth chapter, simultaneous approximation theorems to functions from weighted
Lorentz spaces with partial sums of Fourier series and Poussin averages of these functions
are stated and proven.

KEYWORDS: Weighted Lorentz spaces, Muckenhoupt condition, modulus of smoothness
sequence of the best approximation numbers, Fourier series sequence of partial sums, de la
Vallée-Poussin means.
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1. GIRIS

Calisilan fonksiyon uzayinda bir fonksiyonun, sonlu boyutlu bir alt uzayindan olan
fonksiyonlara en iyi yaklasim derecesinin, bazi diizgiinlik kriterlerine gore
degerlendirildigi teoremlere yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri denir. Bu

teoremlerdeki esitsizliklere de Jackson- Stechkin tipli esitsizlikler denir.

Buradaki baslangic noktasi derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarla bir f
periyodik fonksiyonuna en iyi diizgiin yaklasim ile ilgili Jackson’in ([6]) klasik teoremidir:

2 periyotlu siirekli bir f fonksiyonu igin,

n+1>

esitsizligi saglanir. Trigonometrik yaklasimin bu ilk diiz teoremindeki Jackson

En(f) < Co(f,

esitsizliginde E,,(f), f fonksiyonununa derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlar

ile en iyi yaklasim sayilar1 dizisini gosterir. Yani,
E,(f) = inf max |f(x)— T,(x)|,
T,€ g"an[O,ZTL']
burada 7;, derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarin sinifidir ve

w(f,6):= sup max [f(x+h)— f(x)]
|h|S5xE[O,21T]

f’nin siireklilik modiiliinti gosterir.

[9]1°de Steckin, Lebesgue uzaylarinda (LP,1 < p < o) Jackson esitsizliginin bir benzerini
ispatlamistir. Lebesgue uzaylarinda konuyla ilgili diger onemli sonuglar [1, 10, 11]’de
bulunabilir. Muckenhoupt kosulunu saglayan w agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak agirlikly
Lebesgue uzaylarinda trigonometrik yaklasimin diiz teoremi [5]’de Gadjieva tarafindan

ispatlanmugtir:

T

1_[(1 —on,)f

i=1

, reN,

1
E(Py, S (fir) = sup,

OShiSﬁ Ll‘:,

burada I 6zdeslik operatorii, T := [—m, ) Ve

x+h

1
onf(x):= > f fw)du,  xeT
x—h

f’nin Steklov 6teleme operatoriidiir.



Agirlikli Lebesgue uzaylarinda o), dteleme operatorii ve w,(f,.),r diizgiinlik modiilii bu

sekilde tammlanmistir, ciinkii agirlikli Lebesgue uzayr LY, f(.) » f(.+h) ahsilmis

Oteleme altinda genel olarak degismez degildir.

Agirlikli Lebesgue uzaylarinda trigonometrik yaklagimin bazi 6nemli teoremleri [3, 4, 8,

13]’te ispatlanmustir.

Lorentz uzaylari, [12]’de G. G. Lorentz tarafindan Lebesgue wuzaylarinin bir
genellestirilmesi olarak tanimlandi. Birgok matematik¢i bu uzaylardaki problemler ile
ilgilendi. Yine literatiirde yaklagim teorisiyle ilgili de bu uzaylarda elde edilmis sonuglar

bulunmaktadir.

Siireg igerisinde agirlik fonksiyonlart kullanilarak agirlikli Lorentz uzaylar1 tanimlanmistir
[7, p.20], [3, p.219]. A, Muckenhoupt kosulunu saglayan agirlik fonksiyonlarina sahip
agirhikli Lorentz uzaylarinda trigonometrik yaklasim ile ilgili diiz, ters ve es zamanl
yaklasim teoremleri ve bunlarin iyilestirilmeleri [1,3,4,9,14,15] nolu makalelerde elde

edilmistir.

Bu tezin esas konusu olan es zamanlhi trigonometrik yaklagim teoremlerinde,
fonksiyonlarin tiirevlerine trigonometrik polinomlarin tiirevleriyle yaklagim problemleri
incelenir. Literatiirdeki es zamanli yaklasim teoremlerinde yaklagsan trigonometrik
polinomlar olarak agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlarin Fourier serilerinin
kismi toplamlart kullanilmistir [1]. De la Vallée-Poussin ortalamalart kullanilarak es
zamanl yaklagim teoremleri su ana kadar agirlikli Lorentz uzaylarinda ispatlanmamustir.
Biz bu tez ¢alismasinda bu boslugu doldurmak i¢in bu tip es zamanl yaklasim teoremleri

ispatlamay1 hedefledik.



2. ON BILGILER
Bir w: T — [0, ] &l¢iilebilir fonksiyonu verilsin. Eger w™1({0,00}) kiimesinin Lebesgue
Ol¢iimii sifir ise bu w fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir. w bir agirlik fonksiyonu

olsun. f: T — R fonksiyonunun

w(e) =fw(x)dx

e

Olclimiine gore azalan rearrangementi

fu @) = inf{t = 0:w(xeT: |f(x)| > 1) < t}
seklinde tanimlanir.

1< p,q < o olsun.

1 t
=1 £ @
0

olmak tlzere

S

1l = | (F @) thde | <o
T

kosulunu saglayan tiim olgiilebilir f: T — R fonksiyonlarinin kiimesine agirlikli Lorentz

uzay1 denir. Bu uzaylar L} (T) ile gosterilir ve ||f||,4,» normuna gdre Banach uzay1 olur.

p = q durumunda L7 (T) uzay: iyi bilinen agirlikli Lebesgue uzayma déniisiir. w, T de

agirlik fonksiyonu ve 1 < p < oo olsun. A, (T) Muckenhoupt smifi

p—1

1 1 ,
supmf w(x) dx mf wl =P (x)dx < oo, p = ——
1 1

kosulunu saglayan w agirlik fonksiyonlarmin smifi olarak tanimlanir. Burada supremum

T’ nin herhangi bir alt aralig1 {izerinden alinir ve |I|, I araliginin uzunlugunu gésterir.

f € LPI(T) fonksiyonunun r. mertebeden diizgiinliik modiilii

lj(l - Ghi)f

Q, (f: ) =

w sup , reN
P 0<h;<8

rq,w

ile tanimlanir.



Bir f:T — R fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

1
M) = sup j FOdt

xX€Il

bi¢iminde tanimlanir. Burada supremum T ’nin biitiin agik alt araliklar {izerinden alinir.

weA,(T), 1 < p,q < oo durumunda feL?) (T) nn Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu
agirhikli Lorentz uzaylarinda sirhdir [2, Teorem 3]. Dolayisiyla o,(f) ortalama

fonksiyonu da bu uzaylarda sinirli olur. Bu, Q,.(f, §) diizgtinliik modiiliiniin iyi taniml

prq,w

oldugunu gosterir.

ay, b, € R (k =0,1,2,...) sabit sayilar olmak {izere

(00}
Qo :
> + ) (ay coskx + by sinkx)
k=1
serisine trigonometrik seri denir. Bu serinin eslenigi ise

Z (ay sin kx —by, cos kx)
k=1

olarak tanimlanir.

n
a
T,(x) = 70 + Z(ak cos kx + by, sin kx), n=20,12,..
k=1

ifadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir.
En(f) pqw ile derecesi < n olan trigonometrik polinomlar ile felP1(T) fonksiyonlarina en

1yi yaklasim sayilar1 dizisi gosterilir. Yani,

En(f) pqw = inf ”f - Tn”pq,w

Th€3n

Burada J,,, derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarin kiimesidir.
Wpqw ile gosterilen Sobolev uzay: re N olmak iizere

Woaw:=1{f € L fDell}

bi¢iminde tanimlanir.



feL*(T) olsun. k = 1,2, ... i¢in

1 27T
ap(f) = Ef f(t) cos kt dt,

2T
1
bi(f) = ;f f(t)sinktdt
0
olmak tizere

o(f)

+ Z(ak(f) cos kx + b, (f) sin kx)

serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir.

wed,(T), 1<p,g<co iken LEI(T) c L'(T) oldugundan feL})(T)’mn Fourier serisini

tanimlayabiliriz:

o(f)

flx)~ +Z(ak(f) cos kx + b, (f) sin kx)

ve eslenik Fourier serisi

flx)~ aoéf) + Z(ak(f) sin kx —by (f) cos kx)
k=1
bi¢iminde tanimlanir. Burada ao(f), ar(f), b (f), k=12,... f’nin Fourier

katsayilaridir.

A (x, ) = (ax(f) cos kx + b, (f) sin kx), keN

olmak lizere

n

Sn (f) =S8, (x,f) —70 Z e (), n=123,..

k:
bigiminde tanimlanan (S,) dizisine f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar
dizisi denir.
m+n

1
Vo (F) =V, (x,f) =n—+12 S, (x,f), mn=12,..



bi¢giminde tamimlanan (V},) dizisine ise f fonksiyonunun Fourier serisinin de la Vallée-
Poussin ortalamasi denir. m=0 durumunda (V},) dizisi iyi bilinen Cesaro ortalamasi ile

cakisir. De la Vallée-Poussin ortalamasi igin integral gosterimi

U, (F) ==V, (o f) = f & — DK, (O dt,

biciminde elde edilir. Burada

dir.

Eger bir C pozitif sabiti icin A < CB oluyorsa bu durum A < B bi¢iminde gosterilir.



3. AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA TRiGONOMETRIK
YAKLASIMIN DUZ TEOREMLERI

Asagidaki teorem [1] nolu makalede ispatlanmistir.
3.1 Teorem.

we€ A,(T),1<p,q <oover € Nolsun. Her f € Wy, , i¢cin

1
“f - Sn(f)”pq,w = (n-l-—l)r ”f(r) - Sn(f(r))”pq’wﬁ neN

esitsizligi yalnizea r, p, g ya bagl pozitif bir sabit ile saglanir.
ispat.

Agirlikli Lorentz uzayr normunda kismi toplamlar dizisi S, ve eslenik fonksiyon f
operatdrlerinin simrlihg w € A,(T), 1< p,q < o kosullar1 altinda [16,Teorem 6.6.2]

ve [7] nolu kaynaklarda ispatlanmistir. Yani
1S () lpgw = 1f llpgws ||f||pq,w S Nfllpgw
“f - Sn(f)”pq,w S En(f)pq,w

degerlendirmeleri gegerlidir. Ayrica

Sa(t.f0) = 5,7t )
oldugu kolayca goriilebilir [7]. Bu durumda [18] nolu makalede 6.15 bagintisina benzer

olarak

f(x)=S,(x,f) = Z kinf (f(r)(t) — Sn(t,f(r))) cos (k(x —t) — %) dt.
T

k=n+1

esitligi elde edilebilir. » = 21 durumunda

1 [ (FO = $.(FP)) cosCex)
_Sn . =(-1 t Tr
f(x) (x,f)=(1D k;1kr +b, (f(r) _ Sn(f(r))) sin(kx)

& A (0 = $a(r ™)

= (=1 Z kT

k=n+1




= (-1 Z k"= + 1)) S (x,f(” - sn(f(ﬂ))

k=n+1
olur. Boylece,

If = $ullpgw < D kT =G+ D7)

k=n+1

i (£ =5 )|

pq.w

oo

< z (e = (k+ D) = S, (FO)]|

pq.w
k=n+1

(Tl + 1)r ”f(r) =S (f(r))”

elde edilir. = 21 + 1 oldugunda cos (k(x — t) — %) = sin(k(x — £)(=1)") olur ve

pq,w

o 1| a (f(r) - Sn(f(r))) sin(kx)
fx) = S,(x, f) = (=)} o
= B " (f(r) - Sn(f(r))) cos(kx)
2 A (fO = $.(FD)
= (_1)1 Z k( o )

k=n+1

= (=D Y (kT = Gk + DS (6O = 5,F)

k=n+1
elde edilir.

If = Su () lpquw < Z (kT = G+ D7)

k=n+1

|&U@—SUWD”

paw
= i k7 =G+ D ||fO =5,
e
(n“)r fO -5
o 1)r IF© = Su(F Mg

bulunur ve teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.1 den asagidaki sonug elde edilir.



3.2 Sonug.

we€ A,(T),1<p,q <oover,n € Nolsun. Her f € W, igin

1
v U

esitsizligi yalnizca r, p, g ya bagh pozitif bir sabit ile saglanir.

Ey, (f)pq,w S pqw

Agirlikli Lorentz uzaylarinda Peetre-K fonksiyoneli su sekilde tanimlanir:

feLPNT), t>0 ve r € N olmak iizere

K(F 6 50 W) = inf {lIf = gllpgu + " [lg|
g

EWpqw

pq.w}'

Agirlikli Lorentz uzaylarinda trigonometrik yaklasimin diiz teoremini ispatlamak icin

oncelikle diizgilinliik modiiliiniin Peetre-K fonksiyoneline denk oldugu ispatlanir.

Eger A < B ve B < A esitsizlikleri ayn1 anda saglaniyorsa bu durum A = B bigiminde

gosterilir. Bir k > 0 sayisinin tam degeri [k] := max{n € Z:n < k} bigiminde tanimlanir.
3.3 Teorem.

feL(T), r € N,we A,(T),1<p,q <o vetk >0 olsun. Budurumda

0 (f, Opqw = K(f, 6 L, W)
ve

0 (f k) pgw S (1 + (kD00 (f, ) pg.ws

esitsizlikleri yalnizca p, q ya baglh pozitif sabitler ile saglanir.
Ispat.

Eger h € Wy ise 02,(f,.)pgw'nin alt toplamsalhigindan ve [7,Lemma4.1] de

ispatlanan
2 2
0, (g < 7[R
esitsizliginden

2 (f, Opapw S IIf = hllpgu + 7 [RE7]|

esitsizligi elde edilir. h’a gore infimum alarak Q2.(f,)pqw S K(f, & LY, WZ,) esitsizligi

bulunur. Lsf operatoriinii



(Lsf)(x):= 36‘3f6fuf_tf(x +s)dsdtdu, xeT

bi¢iminde tanimlayalim. [20, p. 15] den

2r

dXZT‘

esitligine sahibiz. Gerekli degerlendirmeleri yaparak

c
Lrgf :W(I—O'g)r, r €N

53 9
s llpqw S 5= | | 2600 Tpquedtdu S Ifllpqu
0 J0

elde edilir. Yani Ls operatorii [P7’da smirhdir. A% :=1— (I — L"5)" tanimlamasin

yaparsak
d2r er 1 1
dx2r Ar&f ‘ dx2r Lr&f = o 17— 0-5)r||pq,w S ﬁﬂr(f: 6)pq,w
bqw

pq,w

elde ederiz. Boylece A% f € VI/;JW olur. Ls operatérii L)7°da smirli ve

r—1
I-Ls= (I—L(g)zLé
j=0

oldugundan, her g € LP7 icin

S u
1 = L9 1o S 10 = L)gllpqw < 87 j j 26 (1 = 09l w dtdu
00

S sup | = o) gllpgw

0<ts<é

elde ederiz. Bu esitsizligi ||f — A5fllpgw = 1T — Ls" ) fllpqw esitliginde r defa
uygulayarak

“f Al f”pqw s Sup ”(1 - O-tl)(l - Lr)r 1f”

pqw
_ _ _Jrr-2
5()53556”(1 Ut1)(1 Utz)(l Ls)" f”pq,w
<< sup M=o )f@ = 2 Opauw
0<tl‘S paw
i=1,2,..

elde ederiz. Diizgiinlik modiiliiniin K fonksiyoneline denkligini kullanarak,

5 F kD pqw S nf {IIf = gllpgw + GOF g @ |

geE quw

S A+ inf {If = gllpgw + ¥ [lg® @}

gEW, pqw

10



S (A4 [kD* 2,(f, ) pgw

elde ederiz ve teoremi ispatlamis oluruz.
Trigonometrik yaklasim teorisinin Jackson tipli diiz teoremi agirlikli Lorentz uzaylarinda
asagidaki gibi ifade edilmis ve ispatlanmaistir.

3.4 Teorem.

1<p,q <oo,w € Ay(T), r,neNve f € LIT(T) i¢in

1

En(f)pq,w s -Qr (f' _)pq,w

n

ve

If = Sn(llpgw = 2r (f’%>

pq,w

esitsizlikleri yalnizca r, p, g parametrelerine baglh bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.
ispat.
r € Nve f € L} olsun. A7 ,,,f operatériinii kullanalim. 3.2 Sonug ve 3.3 Teorem’den

En(f)pq,w = En(f - A;/nf + A;/nf)pq,w < En(f - A;/nf)pqlw + En(A;/nf)pq'W

dZT r
LA |
bqw

1
n

<l - aiufl 4

elde edilir ve

1
”f - Sn(f)”pq,w s En(f)pq,w s (f’_)
N/ pqw
oldugundan Teorem ispatlanmis olur.

Simdi ikinci tip Jackson esitsizligi veya ikinci tip diiz teorem olarak bilinen asagidaki

teoremi agirlikli Lorentz uzaylarinda ifade ve ispat edelim.

11



3.5 Teorem.

1<p,q<o,we€ Ay(T), 7 k,n € Nolsun. Budurumda her f € W, ,, igin

1 1
< — ™ =
En(f)pq,w ~ (n+1)" -Qk (f ) n)pq,w
esitsizligi yalnizca r, p, g parametrelerine bagli bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

Ispat.

3.2 Sonug ve 3.4 Teoremden

En(f)pqw S ;En (f(r) l)
’ (n+1Dr ) pqw

1 1
< (R
S G (f ’n)pq,w

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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4. AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA TRiIGONOMETRIK
YAKLASIMIN TERS TEOREMLERI

Simdi agirlikli Lorentz uzaylarinda trigonometrik yaklagimin ters teoremlerinin nasil elde
edildigini inceleyelim. Bunun i¢in Oncelikle bazi1 yardimci teoremler ispatlanmalidir.
Bernstein esitsizligi olarak bilinen ve trigonometrik yaklasimin ters teoremlerinin ispatinda
kritik bir rol oynayan asagidaki teorem agirlikli Lorentz uzaylarinda [19, VI] ve [20] nolu

kaynaklarda verilen yontem izlenerek elde edilir.
4.1 Teorem.

wE€ A,(T), 1<p,q <o olsun. T, €T, ve r €N ise yalmizca r,p’ye bagl bir ¢ > 0
sabiti ile
()
”Tn " ”pq,w < Cnr”Tn”pq,w
esitsizligi saglanir.
Asagidaki teorem [16] nolu kaynakta ispatlanmistir.

4.2 Teorem.

1< p,q < oo olsun. Her f € LP7 igin

M Il < SUP f £ g@w)dx| < cllfllpaw
T

olacak bi¢imde pozitif bir c sabiti vardir. Burada supremum ||g||,,47 ,, < 1 kosulunu

saglayan tim g fonksiyonlari {izerinden alinir ve p’ = p/(p — 1) dir.
4.3 Teorem.

1 < p,q < oo ve ¢ iki degiskenli 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

[owoad| < [lo6 g ax

T paw

esitsizligi gecerlidir.
Ispat.
4.2 Teorem, iyi bilinen Fubini teoremi ve Holder esitsizligiyle

13



f o odx||  <c swp f f l0(x,y)ldx |l IwG)dy

llgll,rgr,, <1
rq.w
T paw T \T

—c sup f f 9GO Iw)dy | dx

gl gr =1
Ih'a'w=lp \1

<
gl g <1

<c sup f 190G D llpasw 1911 wdx
T

< cfllw(x,-)“pq,wdx
T

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.4 Teorem.
w € A,(T) ve 1< p,q < o olsun. Her f € L} i¢in
If = Sn(F) llpgw < CEn(Hpgw
esitsizligini saglayan pozitif bir ¢ sabiti vardur.
ispat.

3.1 Teoremin ispatinda da belirttigimiz gibi agirlikli Lorentz uzaylarinda S,, operatdriiniin

sturliligi ispatlanmistir. Yani

152 () llpgw < cllf llpgw

esitsizligi gecerlidir. T, en 1yi yaklasimin bir trigonometrik polinomu olmak {izere

”f - Sn(f) ”pq,w < “f - Tn(f) ”pq,w + ”Tn - Sn(f) ”pq,w
= ”f - Tn(f) ”pq,w + ”Sn(Tn -1 ”pq,w
< cEn(f)paw

olur ve ispat tamamlanir.

Littlewood-Paley teoremi olarak bilinen ve iyilestirilmis ters teoremlerin ispatinda énemli
bir rol oynayan asagidaki teorem agirlikli Lorentz uzaylarinda [3, Teorem 5.5] de verilen

interpolasyon teoremi yardimiyla ispatlanir [9].
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4.5 Teorem.

w € A,(T) ve 1< p,q < wolsun. f € LY fonksiyonunun Fourier seri agilimi

flx)~ Z (a,cosnx + b, sinnx)
n=0
bigiminde olsun. Bu durumda

1) 1/2
lf pg < (Z %, (x)) < GolIf lpquw

m=0
pqw

olacak bigimde f’den bagimsiz c,Ve c, pozitif sabitleri vardir. Burada

2m—1
Tm(x) = Z (a,cosnx + b, sinnx), To = Q
n=2m-1
dir.
4.6 Teorem.

f € w24 olsun. Bu durumda

Ql(f(zl)’é‘)pqw < Cé‘zl”f(l)”

olacak bigimde § ve f’den bagimsiz pozitif bir ¢ sabiti vardir.

bpq,w

ispat.
Q(f,8) < c62Q,_1(f", 8) esitsizligini ispatlamak yeterlidir.
!

oo =| [ -an)reo
i=2

olsun. Bu durumda

l hy
1
[[0-are = peo -5 | poc+ o
i=1 1_h1
hq
1
=7 f [B(x) — Bx + O)]dt
—hq
hy
1
=~ f[ﬁ<x+t)—2ﬁ(x)+ﬁ(x—t)]dt
—hq

15



hi t
= 8h1f f fﬁ (x + z)dzdydt
0

esitlikleri yazilabilir. Burada 4.3 Teorem uygulandiginda

hi t y
ﬁ(l - Ghi)f < 8thf f fﬁ”(. +z)dz dydt
=1 L 0 0

-y Lalq
hy ¢

8h1ff Y12y fﬁ”( +z)dz||  dydt

bl

elde edilir. oy, operatdriiniin LP7 <de h’a gore diizgiin sinirlihgmi kullanarak

| l
i=1

[ [a=an)r

hi ¢t
c
<gi | ol dvde < ch2 18"
0 0

paw
elde ederiz. Son esitsizlikten

Ql(f S)pqw c 2“% h-z ”B””pqw

1<l<l

l
= C62 sup | |(I - O'hi)f” = Cszﬂl_l(fll, 6)pq,w
0<h;<é n
2sisl =2 Pqw

sonucuna ulasiriz ve ispat tamamlanir.

4.7 Teorem.

1<p<ovel<qg<2olsun ¢; € I {(pj(x)}j,nzlfonksiyonlarmm keyfi bir sistemi
i¢in

1/aq

m 1/2 m
>0 <c( Dl
j=1 j=1

pq.w

esitsizligi ¢; ve m’den bagimsiz bir ¢ sabiti ile saglanir.

Ispat.
Ispatta iyi bilinen (f*)% = (f*)* ve (f + g)** < (f** + g**) bagmtilarim1 kullanacagiz
[3,s.41 ve 54]. Hardy esitsizligiyle [3,s.129]
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Jj=1
paw
<c f Z«)ﬁ) ()7 dt
\T j=1
m a/2\ " 1
= c f Zsoﬁ) ©r dt
T j=1
* 1/q
m
44
<c f(Zgajq Ot Ldt
T \J=1

elde ederiz. Boylece

m ok 1/q
4_q
j ZW O
T

I <c
/(&
m 1/q
<c f Z(q)jq) (t) |tP dt
T \J=1
1/q

esitsizlikleri gecerli olur. Hardy esitsizligi tekrar uygulandiginda

1/q

I<c Zf((qu)*(t)t%_ldt <c Zf((pj*)q(t)t%_ldt

Jj=1r j=1T
m 1/q m 1/q
q_
<c[ Y[y @ea) =cl Yl
Jj=1T Jj=1

elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.8 Teorem.

2<p<oveq=2olsun. ¢; € L5 {o; (x)}:,ilfonksiyonlarmm keyfi bir sistemi i¢in

17



/2

m 1/2 m 1
2
> o <c( Dl
j=1 j=1
q,w

p

esitsizligi ¢; ve m’den bagimsiz bir ¢ sabiti ile saglanir.

ispat.
Agirlikli Lorentz normu tanimindan

1/q

. 1/2 / - 1/2\ ** a \

q_
(DX J {2 () | o de
j=1 \T j=1 /

pq,w
pa

olur. Teoremin kosullar1 altinda L2? normlu uzay olur. Bunu dikkate alarak ve Hardy

esitsizligini kullanarak

/ 2 1/2\ * 1 . \
ISc\Tf <j=1<pj @® | v dt/
((iqyﬁ *(t) o de

1/q

i\ .
Ms
NgE

1
2

QN

<c if((pj**(t))qt%_ldt
T

18



QN
N| =

j=1

(i [ @) )

m 1/2
2
<c( Dol
j=1
elde ederiz ve ispat tamamlanmis olur.
4.9 Teorem.

1<pgqg<o,we€ A,(T)ve f € LPT(T) olsun. f’nin Fourier katsayilar1 a; Ve by ve

By . (x) = ay cos (k + ,ug)x + by, sin (k + ug)x
olmak tizere

2i+1

Z KeBiul| < c2MELi(F)pqu

=2i41
k=24 rq.w

esitsizligi f ve i’den bagimsiz bir c sabiti ile saglanir.

ispat.

j
Ty u(x) = Z B, ()
k=1

tanimlamasini yapalim. Iyi bilinen Abel doniisiimiinii kullanarak

2i+1 2i+1
Y KB @ = ) Tk = et DM (10 — 730, (0)
n=20+1 n=2+1

+ 21 (sz‘u(x) — Tzi,“(x))

elde ederiz. 4.4 Teorem yardimiyla

2i+1 2i+1
D kB e D [0 DE = KFIEL(F) e + 2B (Fpgu
k=21+1 pqw n=20+1

< 2™E,i(Npgw

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Agirlikli Lorentz uzayinda iyilestirilmis ters teorem asagidaki gibi ifade ve ispat edilir.
4.10 Teorem.

1<p<o vel<gqg<2veyap>2vegqz=2olsun. Budurumda, n € N, w € A,(T),

f € LPI(T) ve y = min(q, 2) olmak iizere
1 n 1/y
C —
afrs) = p(Z kREVLE_y (f)pq,W>
paw k=1
esitsizligi pozitif bir ¢ sabiti ile saglanir.

Ispat.

1
2M <pn<2Mtlye § = ~ olsun. Bu durumda

2(f, ) pgu < 0 ((f = Symes (), 5)pq A 2 (Some1, )

esitsizligi gegerlidir. LP?’de o, ortalama operatériiniin diizgiin sinirlilig: kullanilarak

0 ((f = Som1(1).8) < €llf = Symss g < CEn(Fpae
elde edilir. 4.6 Teorem’e gore

Q(Sym1, 8)pguy < 8% ||5§531

prq,w

yazilabilir. Bu durumda

0(Sym+1, 8)pguw < €6 ”51(21) — 55" ” +
pqw

m
> [sen - s8]
i=0

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sag tarafindaki ilk terim igin

pq,w

l l
5520 =520 .., = Qasl + 11D < cEo(Fpa

elde ederiz. Ikinci terime 4.5 Teorem’i uygularsak

m m 2i+1

21 21
Z [52(i+)1 - Sz(i ) = Z z kZLBk,Zl(x)
i=0 pqw =0 k=21+1

pqw
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1/2

m | 2i+1 2
<c Z Z k' By 1 (x)
(=0 |k=2i+1
pqw
buluruz. 4.7 Teorem ve 4.8 Teorem yardimiyla
m gi+1 Y 1y
21 21

52831 s =e( D D) EBea®

pqw i=1 ||k=2i+1 pqw

sonucunu elde ederiz. Burada y = min(q, 2) dir. 4.9 Teorem ile

m 1/y
<c (Z 22 B () W)

paw i=1

S(Zl) S(Zl)

Zl+1

bulunur. Boylece elde edilen biitiin esitsizlikler birlikte diistiniildiigiinde

m

1y
-Ql(fr 6)pq,w < C621 EO(f)pq,w + En(f)pq,w + (Z 22yli EL(f)pq,w)

i=1

sonucuna ulasiriz. Ey (f),qw Monoton azalan oldugundan

m 1/y
¢ 2ly-1 ¥y
-Ql(f' 6)pq,w < ﬁ k Ek—l(f)pq,w
i=1

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanur.

Bu teorem trigonometrik yaklasim teorisinde iyilestirilmis ters teorem olarak bilinir. Ozel

olarak y = 1 alindiginda agagidaki klasik ters teorem elde edilir:

feLh(T),we A,(T)vel<p,q<oolsun.n € N igin

n
1 1
" <f; _> S 72(k + 1)2r_1Ek (f)pq,w , TEN
" pqw n k=0

yalnizca 7, p, q’ya bagli bir sabit ile saglanir.
Agirlikli Lorentz uzaylarinda ispat siireclerini verdigimiz diiz ve ters yaklagim teoremleri

birlikte diisiintilerek Marchaud tipi esitsizlik olarak bilinen asagidaki sonug elde edilir.
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4.11 Sonug.

feL(T),we A,(T)vel < p,q < oo olsun. Budurumda r € N igin,

1
Qi1 (f, Wpgw du
Q& (f ) pgw S 52rf e, 0<8<1,

é

degerlendirmesi gegerlidir.
Yine diiz ve ters teoremlerin sonucu olarak 4.12 Sonug elde edilir.
4.12 Sonug.

felli(T),we Ay(T)ve 1 <p,q < o olsun. Eger bir @ > 0 igin

En(fpgw Sn7%, n€N
ise, verilen bir r € N i¢in
0% ,r>af2
1
Q- (f, 5)pq,w S 5% logg T =af2
52" r<aj

degerlendirmeleri saglanir.
Agirlikli Lorentz uzaylarinda genellestirilmis Lipschitz sinifi

Lip(a,pq,w) = {f € L0: Q,(f, 8)pgw < 6% & > 0}

bi¢iminde tanimlanir. Burada a > 0, k == [%] + 1 dir.

3.4 Teorem ve 4.12 Sonug birlikte distniildigiinde Lip(a,pq,w) Lipschitz smiflarinimn

asagidaki yapisal karakterizasyonunu elde ederiz.

4.13 Sonug.

feLV(T), we Ay(T), 1<p,q<o ve a>0 olsun. Asagidaki iddialar birbirine
denktir.

() f € Lip (a, L)) (i) En(f)ypa s n7° neN
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5. AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA ES ZAMANLI
YAKLASIM TEOREMLERI

Yaklasim teorisinde es zamanli yaklasim teoremlerinde, incelenen fonksiyon uzayindan
olan fonksiyonlarin tiirevlerine, trigonometrik polinomlarin tiirevleriyle yaklasim
problemleri incelenir. f € W, ,, ve yaklasan trigonometrik polinom olarak S, alindiginda

asagidaki es zamanli yaklasim teoremleri elde edilmistir [1, 21, 22].

5.1 Teorem.
wE€ Ay(T),1<p,q<overkn € Nolsun. Her f € W, ,, ve 0 < k < ri¢in,

1

7 =51, S 7 EalF)

pq,w

esitsizligi yalnizca r, p, q’ya bagli pozitif bir sabit ile saglanir.
ispat.

q't* € 7‘;1 ve En(f(k))
€9)

pq.w = ”f(k) - q”Lﬁﬂ» En(f)pq,w = ”f - t*”pq,w olsun. Bu

durumda (S,(f,.))" = Sp(f®,.) oldugunu dikkate alarak,
Ir®@ =50, < 1F® =569,
<[lr®=al,,, +lla=Sa(F%.)l,,,, + 16 (, ) =)
S E(f9),., + 1Sa(a = L), + 1 1S(f, ) = Gillpgw

S E(f®) ., 1S = Sult llipguw

< nk_rEn(f(r))pq'W + nkEn(f)pq,w o nk—rEn(f(r))

+ 8.5 = @@

pqw pqw

pqw pqw

prq,w

elde edilir ve ispat tamamlanir.

5.2 Teorem.

we A,(T),1<p,q<ooverk,l € Nolsun. Her f € W, ve 0 < k < r igin,

1 1
k) _ ¢ () )
I7 Sn ”pqw = (f ' 'n>pq,w

esitsizligi yalnizca r, p, g’ ya bagl pozitif bir sabit ile saglanir.
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Ispat.

(k)

f € Wjg icin f® e Wy olur. (S.(f,)) = Sn(f(k), .) esitligini, 3.2 Sonug ve 3.4

Teorem’i kullanarak

1 1
k) _ g U (k) _ (k) ) —
I7 Sn (f)”pq.w =|r Salf )”pq.w S - (f ' 'n>pq,w

elde ederiz ve ispat tamamlanir.
f € Wyqw ve yaklasan trigonometrik polinom olarak Vj, alindiginda ise asagidaki es
zamanli yaklagim teoremleri elde edilmistir.

Oncelikle [17, Teorem 2.1] in ispat yontemi ve 3.4 Teorem kullanilarak asagidaki
yardimc1 teorem ispatlanabilir.

5.3 Teorem.

we€ A,(T), 1<p,q<o vel € N olsun. Bu durumda her f € W,,, ve r =0,1,2, ...
i¢in,

c 1
1f = Va(Pllpgw < g 1yr & (f( )’n—+1>pq,w

esitsizligi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 bir sabiti ile saglanir.

5.4 Teorem.

we€ A,(T),1<p,q<overk,l € Nolsun. Budurumda her f € W, ,, ve

0 <k <rig¢in,

1 1
k) _ 7 (&) r _
I7 & (f)”pq.w = nr-k & (f ' "n)pqw

esitsizligi n’den bagimsiz pozitif bir sabit ile saglanir.
Ispat.
fEWS,veT, € T, (n=0,1,2,...) f’ye en iyi yaklasim polinomu olsun.

Normun ozelliklerine gore

IF© =v,®OP < |f® - @@ +]|[Tn® —v,® 5|

pq,w pq.w pq.w
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esitsizligi saglanir. 5.1 Teorem ve 3.4 Teorem ile

IF® = TH®|| <= E(f™) < ‘Ql(f(r)’l)
pq,w

pqw ~ n'k pqgw ~ nrk n

elde edilir. 5.3 Teorem, 4.1 Teorem ve 3.5 Teorem’den

ITD® =V OPIL, , < 0 UVl = Fllpguw + I = Tallpga}

el 1 - 1
sn F-Ql (f ;;) + En(f)pq,w
pq.w

n

<zwu(r0;)

bulunur ve sonug olarak

1 1
lr® = ©l < = (£
pqw
esitsizligi ispatlanmis olur.
5.5 Teorem.

wedA,(T),1 < p,q < o veleNolsun. Her f € L} i¢in

at(ry) = (@ O, 1 b la) < @ (f)

pq,w

esitsizlikleri n’den bagimsiz c;ve c, sabitleri ile saglanir. Ayn1 kosullar altinda

cann(f.n) = (w1 5Dl < ot (1)

pq.w

esitsizlikleri de n’den bagimsiz c3ve c, sabitleri ile saglanir.
Ispat.

[1] nolu kaynakta Lemma 1 in ispatinda benzeri kullanilan

1
A AG I TA0]

W
pqw rq

l
pqw

a(f, %)pq,w < (nl (£- Vn(f),%>pqlw r oy (%(f)%)pq’)

S (IIf = YaPllpguw + 022N, )

elde edilir. Simdi Q;(f,.)pqw diizgiinliik modiiliinii alttan degerlendirelim. 3.3 Teorem ve

esitsizligi ve 12 ( f, %) diizgilinliik modiiliiniin 6zellikleri yardimiyla

3.4 Teorem ile
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B 500 (£17)

pqw

1
—21||y @D < ( _)
i 1 (f)”pq.w s\l paw
esitsizliklerine sahibiz. T,,* € 7;, , L5 (T) “de f’ye en iyi yaklasim polinomu olsun. Yani,

”f - Tn*”Lqu = En(f)pq,w-
Boylece

If = VaOllpa < I = T llpgw + 1T = Va(Ollpgw

= En(f)pq,w + ”Vn(Tn* - f'-)”LfA’/q S En(f)pq,w
esitsizlikleri yazilabilir. Dolayisiyla

WA+ 1 = VPl S (20 (£12)  + EuFlpa)

1
< 0 (f : 5)
pqw

elde edilir ve teoremdeki birinci degerlendirme ispatlanmis olur.

Simdi ikinci degerlendirmedeki esitsizlikleri ispatlayalim. Yine [1] nolu kaynakta Lemma

1’in ispatinda benzeri kullanilan

1
2 (Sus) = 5,20

pqw pq,w

esitsizligi ve 25, ,, ( f, %) diizgiinlik modiiliiniin 6zellikleri kullanilarak,

a(f, %)pq,w < <nl (f—&(f)%)pqw 0, (sn(f),%)pq)

< (IF = $aPllpgu + 0 2.2 )

elde edilir. Simdi 2},,,(f,.) diizgiinlik modiiliinii alttan degerlendirelim.

En(f)pq,w S -Ql (f' 1) W

n/pq

1
n—zz”Sn(zz) (f)”pq,w < (f, g)pq y

esitsizlikleri saglanir.

T, € T, LP7(T) ‘de f’ye en iyi yaklasim polinomu olsun. Yani,
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If = T llps = En(Fpu-
Boylece
If = S lpgw < f = T llpgw + 170" = Sn(Fllpgw
S En(Npgw + 1S0(Tn” = £, )lpgw = En(Fpgw

esitsizliklerini yazabiliriz. Dolayisiyla

n2Su ) g, I = Sa Pl S (2 (£13)  + EalFpan)

1
s (f : z)
pqw

elde edilir ve Teorem ispatlanmis olur.

pq,w
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlara bu fonksiyonlarin Fourier

serisinin kismi toplamlar1 ve Poussin ortalamalariyla yaklagim problemi incelenmistir.

5. boliimde agirlikli Lorentz uzaylarinda ispatlanan es zamanli trigonometrik yaklagim

teoremleri agirlikli degisken iislii Lebesgue uzaylarinda da ispatlanabilir.
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