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OZET

EKSTREMAL POLINOMLAR VE ONLARIN
YAKLASIM OZELLIKLERI

Burcin OKTAY

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

( Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damyman:: Prof.Dr. Daniyal M. Israfilov )
Balikesir, 2003
Bu ¢aligma ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, 6nce ilerideki boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar
ve teoremler verilmis, daha sonra yaklagimin incelendigi bazi fonksiyonel uzaylar ve
bu uzaylardaki en iyi yaklasim sayilar tanimlanmistir. Boliimiin son kisminda ise
ileride kvazikonform smirli bolgeler {izerinde yaklagim degerlendirilecegi igin
kvazikonform doniisiimler ve egriler hakkinda gereken bilgiler verilmigtir.

Ikinci boliimde, Lebesgue uzaylarinin dzel bir sekli olan Bergman Uzaylan
incelenmistir.  {lk 6nce Bergman uzayr tammlanmis ve onun bazi ozellikleri
arastirilmastir. Daha sonra Bergman uzaylarinda nemli bir fonksiyon olan Bergman
¢ekirdek fonksiyonu tanimlanarak, bu fonksiyon ile konform déniistimler arasindaki
bagintilar verilmigtir.

Son bélimde ise, Bergman uzaylarinda bir ekstremal problemin ¢oziimi
sonucu olusturulan Bieberbach polinomlar1 sinifi tammlanmg, daha sonra
Bieberbach polinomlarimin kapali bolgelerde Riemann konform doniisiimiine
yaklagim hizi degerlendirilmistir. Bu yaklasim 6zellikle analitik ifadesi kolaylikla
bulunamayan konform doniigimlerin pratik ingaast bakimindan da Onem
tasimaktadr.

ANAHTAR SOZCUKLER: fonksiyonel uzay / en iyi yaklasim
sayilar / kvazikonform egriler / Lebesgue uzaylari / Bergman uzay: / Bergman
¢ekirdek fonksiyonu / Riemann konform doniisiim / Bieberbach polinomlart
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ABSTRACT

EXTREMAL POLYNOMIALS AND THEIR
APPROXIMATION PROPERTIES

Burcin OKTAY
Balikesir University, Institue of Science,
Department of Mathematics

(M.Sc. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Daniyal M. srafilov )
Bahlikesir-Turkey, 2003
This work consists of three chapters.

In the first chapter, basic definitions and theorems which are used in the
following chapters are given. After that, some functional spaces in which the
approximation is investigated and the best approximant numbers in these spaces are
defined. Since in the following chapters the approximation on the domains with
quasiconformal boundary is investigated, at the final part of the chapter the necessary
information about the quasiconformal mappings and curves are also given.

In the second chapter, an important subspace of the Lebesgue spaces called
the Bergman space is investigated. Here at first, the Bergman spaces are defined and
some properties of these spaces are studied. Later, the Bergman kernel function
which places an important role in the Bergman spaces is defined and the relations
between this function and conformal mappings are considered.

In the final chapter, the classes of Bieberbach polynomials, which are
constructed as the solution of an extremal problem, are defined and then, in the
closed domains the approximation rate of these polynomials to the Riemann
conformal mapping is investigated. @ This approximation is important for
approximately construction of the conformal mappings whose analytical expression
is not simply obtained.

KEY WORDS : functional spaces / the best approximant numbers /
quasiconformal curves / Lebesgue spaces / Bergman spaces / Bergman kernel
function / Riemann conformal mapping / Bieberbach polynomials.
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SEMBOL LISTESI

@

imge

Nl

E(Zo ,r)

OA
CA
do

11

Adi

Karmagik sayilar kiimesi

Genisletilmis karmagik sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi

{z eC: ]zl < 1} kiimesi (agik birim disk)
{z € C:Jz - 75| < r} kiimesi

A kiimesinin kapamsi

A kiimesinin sinirt

C - A (A kiimesinin tiimleyeni)

Alan diferansiyeli

f fonksiyonunun normu
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1. ON BILGILER

1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

1.1.1 Tamim: Kompleks diizlemde birim cemberin bir homeomorfik doniisiim

altindaki goriintiistine Jordan egrisi denir [26,5.1].

1.1.2 Tanim: y:z(t) (a <t <b) C’de bir egrive a=t, <1, <..<t,=b,

[a,8] kapalr araliginun bir bolintiisi olsun. Eger

supVZ;: lz(tv ) - z(t‘,_1 )l <

ise y egrisine sonlu uzunluklu egri denir [30,s.246].

1.4.3 Tamm: a <t <b arah@ igin 2'(t)= x'(t)+iy'(t) tiirevi var ve siirekli
ise yegrisi siirekli diferansiyellenebilirdir (C' simifindandir). Bununla birlikte
a<t<bigin z’(t) # 0 oluyorsa y egrisine diizgiin egri denir.

Her diizgiin egri sonlu uzunlukludur [21,5.154].

[a, b] kapali araligimin sonlu sayida noktas: diginda, z'(t) tirevi var, stirekli

ve z'(t)# 0 ise egriye parcal diizgiin egri denir.

Her parcali diizgiin egri sonlu uzunlukludur [21,s.155].

1.1.4 Tamm: z=z(s), L egrisinin parametrik denklemi olsun. Eger z"(s)
Jonksiyonu simirly ise z=z(s) denkleminin ifade ettigi egriye sumrli egrilikli egri denir

/36].

1.1.5 Tanim: y, sonlu uzunluklu kapaly bir Jordan egrisi olsun. z € y icin z

merkezli r yarigcapli daireyi D(z,r) ile gosterelim. Eger



sup|D(z,r)y| <cr

zey
esitsizligi z noktast ve r yarigapindan bagimsiz belirli bir ¢ sabiti igin saglamyorsa y
egrisine regiiler egri veya Carleson egrisi denir [26,5.2].
Biitlin diizgiin egriler Carleson egrisidir.

y={zeC: z=x+if(x)0<x <1} ve

fx)=x" sin(l), f(0)=0
x
ise y egrisi,
a > 2 oldugunda Carleson egrisidir,
1 < a <2 oldugunda Carleson egrisi degildir fakat sonlu uzunlukludur,
0 < a <1 oldugunda sonlu uzunluklu degildir.

[26,5.5].

1.1.6 Tanim: y,z= z(t) te [a,b] parametrlk  gosterimine sahip sonlu
uzunluklu bir egri olsun. 0 <a <1 oldugunda
]z(tl)— z(tz)l < c|t1 —tz‘a

kosulu saglaniyorsa y egrisine «dereceden Lipschitz egrisi denir ve y € Lipaile

gosterilir [16,5.35].

1.1.7 Tanim: Karmagik diizlemde baglantilt ve agik kiimeye bélge denir
[32,5.1].

1.1.8 Tanim: B, C de bir bilge olmak iizere f :B — C siirekli doniigiimii
verilsin. Eger bir z, € B noktasindan gegen ve aralarinda a agisi yapan herhangi
iki diizgiin y, vey, egrilerinin f(y,)ve f(y,) resim egrileri de w, = f(z,) da
aralarinda yon ve biyiiklik bakimindan o agist yapiyorlarsa f fonksivonuna z,da
bir konform doniisimdiir denir. Eger her z, € B noktasinda f konform ise f B de
konformdur denir [10,s.313].

Olgiilebilir bir A kiimesinin konform déniistim altindaki goriintiisiiniin alani,



dlan f(4)= {1 ) dxdy,

7 : D — C konform déniisiimii i¢in  f(z)=a, +a,z+a,z* +...+ ise

Alanf (D)=ﬂn§:nlan| 2

olur [32,5.4].

1.1.9 Tanim: C Jordan egrisi bir {l < [z[ < p} , p>1 halkasimin analitik
P

ve bire-bir ¢(z) doniistimii altindaki goriintiisii ise C egrisine analitik egri denir

[32,5.41].

1.1.10 Teorem: Eger G bélgesinin sumr1 analitik bir edri ise, G bolgesinin
D ’ye her konform doniisiimii, G yi kapsayan belirli bir bolgeye bire-bir ve analitik
olarak genisletilebilir. Aymi sekilde G ‘nin suwuri analitik egri ise, CG bolgesinin
CD ‘ye olan her konform doniisimii CG 'yi kapsayan bir bolgeye bire-bir ve analitik
olarak genisletilebilir [32,5.41].

1.1.11 Teorem: Eger G bilgesinin sunir1 bir Jordan egrisi ise, G nin D ’ye
her konform doniigimii G 've bire-bir ve siirekli olarak genigletilebilir. Aym sekilde,

G nin st bir Jordan egrisi ise, CG ’nin CD ‘ye olan her konform doniistimii

CG ’ye bire-bir ve siirekli olarak genisletilebilir [32,5.24].

1.1.12 Tanmm: Siurli bir bolgenin simrt baglantili ise bolgeye basit

baglantili, simir1 baglantisiz ise katl baglantili bolge denir [30,5.67].

1.1.13 Teorem (Riemann Konform Doéniigiim Teoremi): GcC

smirt en az iki noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu
durumda, G bolgesini D ye ,

flz,)=0ve f'(z,)>0
kosullar1 altinda resmeden bir tek f konform doniistimii vardir [30,5.8].



1.1.44 Tanim: G, basit baglantli bir bolge, G, ise CG 'nin sonsuz
noktasini iceren bileseni olsun . Eger G ve G aym simira sahipseler, G bolgesine

Carathédory bolgesi denir [30,5.38].

Her Jordan béligesi bir Carathédory bolgesidir fakat yarigapr ¢ikanlmig bir disk
Carathédory bolgesi olamaz. Ayrica Carathédory bolgeleri polinom yaklagimi (PA)
Ozelligine sahiptirler[16,s.17].

1.1.15 Teorem (Sinirsiz Bolgeler icin Cauchy integral Formiilii):

G, sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ile simrlanmis swmirli bir bolge ve y bunun
pozitif yonlendirilmis simir1 olsun. f, CG bolgesinde analitik bir fonksiyon ise

1 /)., [flo)-fzy zeCG
——'I—:dg_(f(w) ; zeG

27 ;

olur [21,5.486].

1.1.16 Teorem (Green Formiilii): G balgesi, parcali diizgiin ve pozitif
yonlendirilmis simirt olan basit veya katlh baglantili bir bolge olsun. fve g G’de

analitik, G *de siirekli tiirevienebilen Jonksiyonlar ise
— e~
gfgdm——z—iaifgdz

olur [16,s.10].

1.1.17 Teorem (Cauchy-Green Formiilii): G, suur: sonlu uzunluklu bir

Jordan egrisi olan simirly bir bolge, f ise G bolgesinde siirekli kismi tiirevlere sahip
ve G 'de sirekli bir Jonksiyon olsun.  Eger f- fonksiyonu G iizerinde
integrallenebilir ise, her z € G igin
1 1 ¢ /2
&)=5- (£ L (15 4o,
wigl —z Ty6 -z

olur [11,510].



1.1.18 Teorem (Rezidil Teoremi): f, bir G bolgesinde ve sinirinda sonlu

tane z,,z2,,..z, € G aykiriliklar: hari¢ analitik ise

J(e)z =223y Res(,2,)

i=l

olur [21,5.675].

1.1.19 Teorem (Lebesque Monoton Yakinsaklik Teoremi): G, basit
baglantily stmrli bir bélge, { f,,} integrallenebilen fonksiyonlarin hemen her yerde

azalmayan ve lim I ; f,do, <o kosulunu saglayan bir dizisi olsun. Bu durumda
n-—>o0 e

hemen her yerde f, T f kosulunu saglayan bir f integrallenebilen fonksiyonu vardir

ve
lim [[7, do = [[7 do.
G G
olur [2,5.134]

1.1.20 Teorem (Weierstrass Teoremi): G, basit baglantili bir bolge ve

(g,) G bolgesinde analitik forksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger (g, )dizisi G
bélgesinin kompakt altkiimelerinde bir g fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise

lim [g,(z)dz= [g(c)dz

2z zzy
olur.

Burada z, e Gvez,z ¢ G, z, veznoktalarim birlegtiren bir yaydir.

1.2 Bazi Fonksiyonel Uzaylar

1.2.1 Tanm: G, sonlu uzunluklu bir L Jordan egrisiyle stirh bir bélge ve

I<p<o olsun. Yay uzunluguna gore |f|” nin Lebesgue integrallenebilir oldugu

olciilebilir, kompleks degerli fonksiyonlarin kiimesine L¥ (L) uzay: denir [13,5.169].



1.2.2 Tanim: G, sonlu uzunluklu bir L Jordan egrisiyle simirli bir bolge ve
f, G'de analitik bir fonksiyon olsun. Eger

I FE) || <M

olacak sekilde G bolgesinde, G’nin kompakt altkiimelerini simwrlayan ve G’nin

smrina yaklagsan L, L,.,....,L, sonlu uzunluklu Jordan egrileri dizisi varsa f

fonksiyonu E* (G) uzayindandir denir [13,s.169]
Ozel halde G bélgesi bir birim disk ise E”(G) uzaylar, bilinen H”(D) uzaylari
olur.

L7(L) ve E*(G) p =1 oldugunda asagidaki norma gére Banach uzayidirlar:

Wy =Wy = (ﬂf(z)r’ ldz@

/p

1.2.3 Tanim: G bolgesinde hemen her yerde pozitif ve integrallenebilen
fonksiyonlarin kiimesi G 'de agirlik fonksiyonlar: kiimesi olarak kabul edilir.

1.2.4 Tanim: @, G’de bir agirlik fonksiyonu olsun.
(Lo)=f e (L): | ocl(L) |

biciminde tammlanan uzaya o -agwlikli L¥ uzay: denir [14].

1.2.5 Tanim: w, G’de bir agirlik fonksiyonu olsun.
E*(G,0)={f € E'(G): fel’(Lo)

biciminde tammlanan uzaya G’de analitik fonksiyonlarin p. mertebeden w -agwlikl

Smirnov uzay: denir [14].

1.2.6 Teorem (Holder esitsizligi): I1<p,g<o ve l+l=1 olsun.
P q

Eger fel” vegel ise fge L' dirve



et el el -1,

olur [2,5.256].

1.2.7 Tanim: @ fonksiyonu L egrisi iizerinde bir agirlik fonksiyonu olsun. Eger
p-1
1 1 1/(p-1
supsup| — jw(c)ldclj = [lo)"" ’|d§|] <o
zel. r>0 erD(z,r) LAD(z,r)
oluyorsa @ fonksiyonu Muckenhoupt - A, kosulunu sagliyor denir.
L iizerinde Muckenhoupt - 4, kosulunu saglayan biitiin agirhk fonksiyonlarinin kiimesi

4, (L) ite gosterilir [26,5.28].

1.2.8 Tanim: T birim gember, ge L’(T,0) ve w € AP(T ) olsun. g

fonksiyonu i¢in agagidaki sekilde bir 6teleme tammlayalim:
h
2,(w) :=51’; J'g(we” )dt, O<h<m, weTl
—h

olsun.

[15,5.110] geregi

”g h llL"(T,a))s Cp ”g "L”(T,a)) I<p<w

yazilabilir.
ge I’ (T, ») ve we Ap(T) ise

Q. (8.):[0.59) > [0,%)

Qp,m(gj)::sup{"g -g, HL,,(M), h<s }, 1< p<w
seklinde tamimlanan fonksiyona p. mertebeden w -agirlikli integral siireklilik modiilii
denir [25].

Q,, (g, ) stirekli, negatif olmayan, azalmayan ve
limQ, ,(g,6)=0

Qp,m (gl + gZ’ ) < Qp,a) (gl’ ')+ Qp,a) (g29 )

kosullarin1 saglayan bir fonksiyondur.



1.2.9 Tanim: G bélgesinde analitik ve G de siirekli olan f fonksiyonlarimin
olusturdugu uzay A(@) ile gosterecegiz.
Bu uzayda norm
|71 =max|f(z)] <o
seklinde tamimlanar.
heI’(C), 1<p<w ve

Th(¢ )= hm—— [ j h(z) dxd

&0
[z— |>e

olsun. Bu operatérle ilgili asagidaki teorem gecerlidir.

1.2.10 Teorem(Calderon-Zygmund esitsizligi): # c L’ (C) vel <p <
ise
[, <<, |,

olur. Burada c,sadece p’ye bagh olan bir sabittir [1,s.106].

1.2.11 Teorem: H bir Hilbert uzay ve S c H olsun. Eger u,veS

oldugunda

(u’v):{l, u=v

0, uzv
oluyorsa S altkiimesine H’de bir ON sistem (orthonormal sistem) denir [16,s.5].

{v j} H Hilbert uzayinda bir ON sistem olsun. Eger (v j) nin lineer
birlesimleri H’de yogunsa yani x € H ’ye istenen kadar yakinsa {v j} sistemine CON

sistem(tam orthonormal sistem) denir [16,5.25].
1.3 En lyi Yaklasim Sayilan

1.3.1 Tanim: G cC, L simirli bir bélge, w AP(L), f€E?(G,®) ve
1<p<w olsun. P, (n =1,2,...) derecesi n’yi agmayan polinomlar oldugunda, f

fonksiyonuna E* (G, (o) uzaywndaki en iyi yaklasim sayist



E; (f’w)p '=12nfuf ~P» uL”(L,a))
Sformiilii ile, 17 (G) uzaylarindaki en iyi yaklagim sayisi ise [ € L (G) icin
&y (f)p :=i1;”fuf_p"uLP(G)

SJormuilii ile tammlamr [14].

1.3.2 Teorem: G, diizgiin simrli bir bolge, 1< p<w,me A”(L) ve
f € EN(G) olsun. Budurumda Vn=1,2,..igin
,(f.0), sen P EX(f.0),
olur.

-1/p

Ozel halde w = ¢/ ise

£,(f), <en™'"E, [f, ——I—J
™),

olur [14].
1.4 Kvazikonform Doniisiimler ve Egriler

141 Tanm: IcR ve f:1 >R olsun. Yé&>O0icin ikiser arakesitleri

bos olan ve u¢ noktalart I'ya ait olan (a,b)c Iaraliklart icin

Z\bi - ail < 6 oldugunda Z| 1,)-r1 (ai)l < eolacak sekilde &=5(e,f) saysi

bulunabiliyorsa f fonksiyonu I'da mutlak sireklidir denir [29,s.20].
Her mutlak stirekli fonksiyon siireklidir.

1.4.2 Tanim: G c C bir bolge ve u, G'de tarmml, reel degerli ve siirekli
bir fonksiyon olsun. Eger, kapamgsi G’de bulunan ve kenarlari x ve y eksenlerine
paralel olan her R dikdortgeni igin, u fonksiyonu R’de ¢izilen yatay ve diigey dogru
pargalarimn hemen hepsi iizerinde mutlak siirekli ise, u fonksiyonu G bélgesinde

dogrular tizerinde mutlak sitireklidir denir.



Bir h:G — C fonksiyonunun reel ve sanal bilesenleri G bélgesinde dogrular
tizerinde mutlak stirekli iseler, h fonksiyonu G bolgesinde dogrular iizerinde mutlak
siireklidir denir ve h e ACL(G) ile gosterilir [29,5.127].

G < C bir bolge ve z=x+iy olmak lizere h(z)=u(x,y)+iv(x,y) G bolgesinde
dogrular iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda u ve v
fonksiyonlar1 x=c ve y=c dogrular iizerinde sirasiyla y ve x’e bagh fonksiyonlardir
ve bu dogrularin hemen hepsi lizerinde mutlak stireklidirler. Bu nedenle, G’de

hemen her yerde u, ve v, kismi tlirevleri vardir. Aym gekilde G’de hemen her yerde
u, ve v, kismi tiirevleri vardir. Bu nedenle G’de hemen her yerde

h, = —;—(hx —ih,) ve h. = -;—(hx +ih,)

kismi tlirevleri mevcuttur.

1.4.3 Tanim: G c C bir bolge, h: G —> C bir homeomorfizm ve K 21
olsun. Eger asagidaki iki kosul saglaniyorsa h doniisiimiine G iizerinde bir
K-kvazikonform dowiisiim denir [1,5.24].

1-) h, G bolgesinde dogrular iizerinde mutlak siireklidir.

2-) k=K
K +1

olmak iizere, G 'de hemen her yerde Ih2 { < klhzl olur.

Bir kvazikonform dontigiimiin bir yansima ile bileskesine yon degistiren

kvazikonform doniisiim veya antikvazikonform doniigiim denir [1,5.16]

1.4.4 Teorem: Kvazikonform doniisiimlerin asagidaki ozellikleri vardur:

a-) Konform doniisiimler 1-kvazikonformdur. Tersine, I-kvazikonform
doniisiimler de konformdurlar.

b-) K-kvazikonform bir doniisiimiin tersi de K-kvazikonformdur.

c-) Ki-kvazikonform bir doniisiim ile Kj-kvazikonform bir doniisiimiin
bileskesi K;K,-kvazikonformdur [1,5.22].

1.4.5 Teorem: w birim diskin kendine K-kvazikonform doniisiimii ve

w(0)=0 olsun. Bu durumda keyfi iki z, ve z, noktalar: i¢in

1/K

Wz, )-wlz,)| <16]z, - 2,|"", |z <1, |z| <1, K 21
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1.4.6 Teorem: G bolgesinin K-kvazikonform w doniigiimii verilsin. Bu

doniigiim G 'nin her kompakt M altkiimesinde 71(— mertebeden Holder sinifindandir:

lw(z,)-—w(zz)[s(:lz1 —ZZIUK, Vz,,z, € M.

[1,5.51].

1.4.7 Sonug: Birim diskin birim diske her kvazikonform domiigiimii kapal

disklerin homeomorfizmine genisletilebilir [1,5.47].

1.4.8 Teorem: G ve G' kvazikonform swurl: iki bolge ise G bolgesinden
G' bolgesine her konform domiisiim diizlemin diizleme kvazikonform doniigiimii
olarak genisletilebilir [29,5.98].

Eger G bolgesinin simn K-kvazikonform ise genisletilmis fonksiyon K*-

kvazikonform olur.

1.4.9 Teorem (Goldstein teoremi): G basit baglantili, simrh bir bolge

ve w G bolgesinin K-kvazikonform bir doniigiimii olsun. Bu durumda élgiilebilen

her M < G kiimesi ve her 6 € (0,—}(—) icin

mes(w(M )).<_ c{mes m)5
olacak sekilde c=c(K) sabiti mevcuttur [20].

1.4.10 Tanim: C nin kendi iizerine K-kvazikonform bir déniigiimii altinda
bir gemberin goriintiisiine K-kvazikonform egri denir [29,5.97].
Her kvazikonform egri bir Jordan egrisidir. Ayrica her analitik egri bir kvazikonform
egridir. Bir kvazikonform egrinin 2 boyutlu Lebesque Slgiimii sifirdir. 1 boyutlu
Lebesque olciimii ise sonlu olmayabilir. Bir bagka deyisle kvazikonform bir egri
sonlu uzunluklu olmayabilir. Fakat sivri agis1 olan egriler kesinlikle kvazikonform
degildir [29,s.104].

1.4.11 Tanim: L kvazikonform egrisiyle suwurl bir G bélgesi verilmis olsun.

G bolgesini G bolgesinin disina (G - C_G_) G bolgesinin disim G bolgesine

11



1.4.11 Tanm: L kvazikonform egrisiyle simirli bir G bélgesi verilmis olsun.
G bolgesini G bolgesinin digina (G - Ca), G bolgesinin disgim G bolgesine
(Ca - G) resmeden ve L’de idantik olan y: C— C antikvazikonform doniistime L
egrisine gore kvazikonform yansima denir [29, s. 98].
Bir bolgenin smir1 kvazikonform bir egri ise mutlaka kvazikonform bir yansima
vardir.
Ayrica bir Jordan egrisinin kvazikonform bir yansimaya sahip olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul kvazikonform bir egri olmasidir.

L bir K-kvazikonform egri olsun. L’nin smirladigi smirh bolgeyi G ile

gosterelim ve 0 € G oldugunu varsayalim. Bu durumda C ’nin kendi iizerine, birim

cemberi L’ye resmeden bir w K-kvazikonform déniigiimii vardir. Bu doniisiim D’yi

G’ye ve CD ’yi CG ’ye resmeder. Birim ¢embere gore j(z):—l— yansimasini
z

g6zoniine alahm. Bu durumda y = wojow™ déniisiimii G’yi CG ‘ye, CG yi G’ye
resmeden ve L’nin noktalarmi sabit birakan K -antikvazikonform bir doniisiimdiir.

Yani L’ye gore K’ -kvazikonform bir yansimadir.
Tersine, L Jordan egrisinin bir y kvazikonform yansimaya sahip oldugunu

varsayalim. D ’nin G’ye bir f konform doniigiimiinii alalim. Bu durumda,

h(Z)Z{f(z) ;zeD

(vofoj)(z) ;zeCD

doniistimii, birim c¢emberi L’ye resmeden, C’den C ’ye kvazikonform bir

déniisiimdiir. O halde L bir kvazikonform egri olur.

12



2. BERGMAN UZAYLARI
2.1 Bergman Uzaylan ve Ozellikleri

G < C bir bolge, f, G bolgesinde analitik bir fonksiyon ve
2
I[f]= H] f(2)| do, 2.1)
G

olsun. Yukaridaki integral bolge lizerinden bir Lebesgue integralidir. Bu integral
Riemann integralinin bir limiti olarak da diigiiniilebilir. Gergekten;
{G, }, G ye yaklasan ve agagidaki 6zelliklere sahip olan altkiimelerin bir dizisi olsun.

i-) Her G, kiimesi sinir1 sonlu sayida Jordan egrilerinden olusan bir bolgedir.

ii-) Herni¢in G, c G,,, c G dir.
iii-) Her P € G igin n>n, oldugunda P € G, olacak gekilde bir n, = n,(P)
vardir.
4,2 :={'f GX. ze0,
0, ze G/G,
olsun. G iginde ¢, T|f|" oldugu gosterilebilir. Lebesgue monoton yakmsaklik

teoremi geregince
2
H¢n do, > ”|f| do, (n—> )
G G
olur. Buradan

[[Iffdo. > 1171= [[ifldo. (1>

G, G
yazilabilir. Bu son ifade (2.1) integralinin Riemann integrallerinin bir limiti olarak

yazilabilecegini gosterir.
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Ozel halde

G={z: r<|z|<R} (0<r<R<w)
ve
f@)=Ya,z (z¢G)
ise
R2zr o
1= [ fC e X Y aom e ™) p dgdp
r Q h=—0 m=—c0
R2r «
_[IZ lp2n+ld¢dp
r n=-o
2n+1dp
“272'2,6' I jp2n+ldp
olur.

Yukarnidaki 2. esitlik serilerin p e(r,R) oldugunda ¢ ye gore mutlak ve

diizgiin yakinsakligindan, sonuncu esitlik ise terimleri negatif olmayan seriler igin
toplam ve integral islemlerinin yerdegisiminin miimkiinliigiinden dolayi elde edilir
r=0i¢in f, 0< |z| <R gikanlmiy komsulugunda analitik ve I[f]<wo ise

n<0 i¢in a, =0 dir. Gergekten, bilindigi gibi

“=2 jf(Z) n=0,+1,+2,..
ﬂl

n+l

dir. Burada y = {z: ‘zl =p pe (r,R)} ve f, y lizerinde siirh oldugundan

f(2)
27a -[ @

n

f(2)
Z”II b

, ,n+l

1 M
:—2;pn+l _ﬂdzl

/4

14



1 M M

n+l wp = n

2 P P
olur. Sonuncu esitlikte #<0 oldugunda p sifira giderken p”— o ve dolayistyla

a, — 0 olur.

Boylece f (z) = zan Z" yazilabilir. Buise z =0 noktasinin kaldinlabilir

n=0

ayrik singiiler nokta oldugunu gosterir. Boylece

I[f]=2”i an

n=0 r

2n+1

dp

( 2n+2 _r2n+2)

n+2

(R 242 _ p2me2 )

=w o[

o n+l

ve burada r=0 oldugunu dikkate alirsak

2

0

I[f]=7r

n
__R2n+2 (22)
~n+l

olur.

211 Tanm: G'de analitik ve [ [ f ] <o  kosulunu saglayan
£ fonksiyonlarimin kiimesi L’ (G) ile gosterilir. Bir baska deyisle
L* (G)={f: f, G de analitik ve I[f]<oo}
olur.

Goriildigi gibi A( )c I*(G)dir.

21.2lemma: fel’(G)ise zeG ve d, = dist(z,aG) oldugunda

[f]

)| <253 2.
olur.
ispat: D, D c G kosulunu saglayan z merkezli d, yargapl bir disk olsun.
(2.2) esitliginden

15



2

[l do. - 7[2!;:% o
> ntaor R
=”‘f (z)rdf
olur. Buradan
[l fdae. = [flr|e
22l f(2)| d:

ve sonug olarak

il .
()] < rd

esitsizligi elde edilir.

f, G bolgesinde analitik ve p >1 oldugunda

I, = {g If(Z)ipdoz}”p

normunu tammlayalim. Eger “ d “P <w ise feI”(G) olur.

Yukaridaki lemmanin asagidaki sekilde ifade edilen bir genellesmesi de saglamr.

213 Lemma: fcL?(G)ise z, G ve d, = dist (z,,0G) oldugunda

1
wd

@ s—=r1;

3
Zo
olur.

ispat: Sadelik igin z, =0 oldugunu varsayalim. Bu durumda f fonksiyonu

D(0, do) diskinde analitiktir. Bundan dolay1 0 <7 < d,, oldugunda
1 2z ) p
ro) <~ Oj] flre)| a0

esitsizligi saglanir.[34,5.432]
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Bu esitsizligin her iki tarafimt rdr ile garptoktan sonra [O,dO] aralif1 {izerinden

integrallersek

OPS L1 ) o,

D(0,dy)
Buradan ise

1
xd,;

QN <— 171,

elde edilir.

f-g € I’(G) keyfi iki fonksiyon olsun.

aof <2([af +}of )

esitsizliginden
o)+ beCe) < {Jof

oldugu goriiliir.

7G| +sf

¢(=)

2) 2.4)

2.1.4 Tanim: f,g e [*(G) olmak iizere

(7.8)= [[f(2)e(e) do,

kompleks sayisina f ve g nin i¢ ¢arpimi denir.

2.1.5 Teorem: L2(G) bir Hilbert uzaydr.

Ispat: L2 (G) “nin bir tam i¢ ¢arpim uzay1 oldugunun goésterilmesi gerekir.

a-) L*(G) bir lineer uzaydir. Gergekten a, feC ve f,ge I2(G) oldugunda

(2.4) esitsizliginden dolay1 af + fg € L*(G) dir.

b-) I* (G) asagidaki Ozellikleri sagladigindan bir i¢ ¢arpim uzayidir.
(£.£)z0 ve (£.f)=0& f =0
(f +g.1)=(f.)+(g.h)
(f.8)=(g.7)

17



(f.g)=alf.g)
¢-) L*(G) normlu bir uzaydir ve bu uzayda norm asagdaki sekilde

tammlamir:

=)= [ [ o

d-) L*(G) bu norma gore tamdur.

ispat: {f}, L?(G) de bir Cauchy dizisi olsun. O halde ¥ £>0 igin n, m>N
oldugunda |

2
fn‘_fm“ :(.fn-'fm’fn*fm)

= Lﬂ - fmrdaz <g

olacak gekilde bir N sayis1 vardir. 2.1.2 Lemma’ya gére G’nin her kompakt B
altkiimesi igin d = dist (B,G ) oldugunda

Mr.sfae.
1O-LE S ed

Bu ise, {f .} fonksiyonel dizisinin G’nin her B kompakt altkiimesinde belirli bir F

analitik fonksiyonuna diizgiin yakinsakhgim gerektirir.
f.@)=>Flz) (n>w, zeBcG)

[[lf.,-r.fdo, <e=> ([|f,~ f.[do. <e (n,m> N)

fn"‘F'rdO'z <g (n>N) olur. Bu

Sonuncu esitsizlikte m — o igin limit alinirsa I I
B

2
bagmt1 her B kompakt altkiimesi i¢in yazilabildiginden ” I f,— FI do, <g olur. Bu
G

esitsizlik F e I*(G) ve

f.—F|—0 (n— ) oldugunu gosterir. Boylece L*(G) de

her Cauchy dizisi yakinsaktir. Bu ise I” (G) uzaymin tam oldugunu gosterir.
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2.2 Bergman Gekirdek Fonksiyonu

Bu boliimde kompleks analizin dnemli fonksiyonlarimdan biri olan Bergman
¢ekirdek fonksiyonu tanimlanarak, bu fonksiyonun bazi 6zellikleri incelenecektir.

H bir Hilbert uzayi, L bu uzayda sinirh lineer fonksiyonel olsun. Bilindigi
gibi bu fonksiyonel H uzaynda
L(x)={(x,u) (xeH)
olacak sekilde bir tek u € H fonksiyonu yardimiyla tanimlanur.
G keyfi bir bolge olmak iizere H =I*(G) ve {€G olsun. 2.1.2 lemma

geregi
1i'9] S—ML, d, =dist{¢,0G)
Vzd, ‘
oldugundan
f)=1) (r e 2©))
fonksiyoneli sabit her £ € G igin I*(G) de siurhdir. Boylece
&)=, u) (re2(6))

olacak sekilde bir tek #, € I*(G) fonksiyonu vardir.

221 Tamm: K(z,¢)= u;(z) olarak tammlanan fonksiyona G ’nin

Bergman gekirdek fonksiyonu denir.
Bu tamm geregi { € G oldugunda f ¢ ) fonksiyoneli

FQ)=(f.k6.0)= [[f2)k(zL)do- (f < 2(G)) @.5)
G
seklinde yazilabilir.
K ¢ekirdek fonksiyonunun tamimindan agagidaki 6zellikler elde edilir.
1 k(o) =KE¢)  £<0)
2-) z,,7, € G igin K(z,,2,)=K(z,, ,)

Burada 1.6zellik (2.5) esitliginde f = K(,,{) yazlarak goriiliir.
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(2.5) esitliginde f = K(,z,) ve ¢ = z, yazilirsa
(. K(.¢)) = (K(. 2, ) K (. 2,))
= HK (z, z, )K iz, zZ, idaz

= ‘Kiz, z, iK(z, zl)do-z
G

= ”K(z, zZ, )Kiz, z, )daz
G

=K(ZZ>ZI)

oldugu goriiliir ve boylece 2. 6zellik de ispatlanmis olur.

CeGigin M= {f e I*(G): f(§)=1} olsun.
Cekirdek fonksiyonu ile M kiimesinde tammli bir minimizasyon problemi arasindaki

iliski asagidaki teorem yardimiyla verilir.

2.2.2 Teorem: min u f Il =4 n f 0" olacak sekilde bir tek f e M vardr
feM

ve

K@S) iyl
k(.0)” Klet)= Il

fo( )_

esitsizlikleri saglanr.
ispat: Vf e M c I?(G) igin (2.5) ozelligine gore £(¢)=(f,K(,<¢)) olur.
f(¢)=1 oldugundan Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilarak f € M oldugunda
1= 7€)= (1 KGO < KGO =AVEE.Q)
oldugu goriiliir. Sonuncu esitsizlikte esitlik sadece
f=fy=CK(;¢)
oldugunda saglanir. Bu durumda

1= £,6)=CK(.¢$)

bagmtisindan C = ve sonug olarak

1
k(.)
£o(2)=K(z.)/ K(£,$)
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oldugu goriilir. Aym1 zamanda sonuncu esitlikten

K(z.¢)= £,(2).K(.¢)= £, |A]
elde edilir.

2.3 Bergman Cekirdek Fonksiyonunun Seri Acilimi

Cekirdek fonksiyonunun agik bigimde ifadesi bazi 6zel durumlarda elde

edilebilir. Bununla birlikte ¢ekirdek fonksiyonunun {¢ j} CON sisteme gore bir seri
acilimim bulmak miimkiindiir. Gergekten
7,=(k(.¢) ¢,)=4,0¢) G=1.2...)

Fourier katsayilari olmak iizere K (z,cj ) fonksiyonuna [16, Teorem 3] uygulandiginda

agagidaki teorem ifade edilir.

2.3.1 Teorem: {¢ j} keyfi bir CON sistem ise Y& € G igin Bergman

cekirdek fonksiyonu
K(:6)=24,0)¢,2) (2.6 <G) 2.6

seri acilimina sahiptir. Bu seri G’nin her B kompakt altkiimesinde diizgiin
yakinsaktir.
Ozel halde G=D= {z: Ei <1} ise

P.(z)= f;—lz" (n=0,1,2,.)

olacagindan, D nin ¢ekirdek fonksiyonu

K(Z,;)=i n;l Zn\/n;lzn

n=0

Sy

o 7
1 1

=— Q.7
4 (l - z‘éj)2

olur.
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Yukandaki seri { €D oldugunda z’ye gore D de yakinsar. Fakat £,0D ye
yaklasgtikca yaklasim hiza gittikge kotillesir. (2.5) ve (2.7) esitliklerinden

f6)=—] jﬁ{_@—dmz (¢ eD)

elde edilir ve bu ifade Vf € I’ (D) i¢in yazilabilir.

2.4 Bergman Uzaylarinda integral Gosterimi

Simdi kvazikonform yansima kullanarak 6zel halde Bergman uzaylarinda
yeni bir integral gésterimi elde edecegiz.

fe A(@) alalim ve f fonksiyonunun G ’yi igine alan daha genis bir bolgeye
geniglemesini§ = y(z) yansimasint kullanarak agagidaki sekilde gergeklestirelim.

T 7(z) zeG
-y e

Bilinen

(foy). =(r,09)y. + fz09)y..

(foy); =0y )y; y (f EOJ’)J’;

esitlikleri kullanilarak
~ 0, zeG
i (fgoy)y;, zeCG

oldugu goriiliir. z e G oldugunda

F(z)= | £()ar

fonksiyonunu tammlayalim. Burada ¥, 0 ve z noktalarim birlegtiren ve tiimiiyle G

iginde kalan sonlu uzunluklu bir yaydir. Goriildiigi gibi F, G’de analitik, G ’de
stirekli tiirevienebilirdir.

F fonksiyonunun
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OZET

EKSTREMAL POLINOMLAR VE ONLARIN
YAKLASIM OZELLIKLERI

Bur¢in OKTAY
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dal

( Yiiksek Lisans Tezi / Tez Danismani: Prof.Dr. Daniyal M. Israfilov )
Balikesir, 2003
Bu ¢alisma {i¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde, once ilerideki boliimlerde kullanilacak olan temel tanumlar
ve teoremler verilmis, daha sonra yaklasimin incelendigi bazi fonksiyonel uzaylar ve
bu uzaylardaki en iyi yaklasim sayilari tanimlanmigtir. Bolimiin son kisminda ise
ileride kvazikonform sinirli bolgeler tlizerinde yaklasim degerlendirilecegi icin
kvazikonform doniistimler ve egriler hakkinda gereken bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, Lebesgue uzaylarmin 6zel bir sekli olan Bergman Uzaylar
incelenmistir. Ilk 6nce Bergman uzay: tammlanmis ve onun baz &zellikleri
aragtirtlmistir. Daha sonra Bergman uzaylarinda nemli bir fonksiyon olan Bergman
¢ekirdek fonksiyonu tamimlanarak, bu fonksiyon ile konform déniistimler arasindaki
bagintilar verilmistir.

Son bolimde ise, Bergman uzaylarinda bir ekstremal problemin ¢6ziimii
sonucu olusturulan Bieberbach polinomlar1 simifi tanimlanmig, daha sonra
Bieberbach polinomlarinin kapali bolgelerde Riemann konform doniigiimiine
yaklasim hiz1 degerlendirilmistir. Bu yaklasim 6zellikle analitik ifadesi kolaylikla
bulunamayan konform doniisimlerin pratik insaast bakimindan da Onem
tasimaktadir.

ANAHTAR SOZCUKLER: fonksiyonel uzay / en iyi yaklasim

sayilar1 / kvazikonform egriler / Lebesgue uzaylar1 / Bergman uzayi / Bergman
¢ekirdek fonksiyonu / Riemann konform doniisiim / Bieberbach polinomlari
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ABSTRACT

EXTREMAL POLYNOMIALS AND THEIR
APPROXIMATION PROPERTIES

Burcin OKTAY
Bahikesir University, Institue of Science,
Department of Mathematics

(M.Sc. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Daniyal M. Israfilov )
Balikesir-Turkey, 2003
This work consists of three chapters.

In the first chapter, basic definitions and theorems which are used in the
following chapters are given. After that, some functional spaces in which the
approximation is investigated and the best approximant numbers in these spaces are
defined. Since in the following chapters the approximation on the domains with
quasiconformal boundary is investigated, at the final part of the chapter the necessary
information about the quasiconformal mappings and curves are also given.

In the second chapter, an important subspace of the Lebesgue spaces called
the Bergman space is investigated. Here at first, the Bergman spaces are defined and
some properties of these spaces are studied. Later, the Bergman kernel function
which places an important role in the Bergman spaces is defined and the relations
between this function and conformal mappings are considered.

In the final chapter, the classes of Bieberbach polynomials, which are
constructed as the solution of an extremal problem, are defined and then, in the
closed domains the approximation rate of these polynomials to the Riemann
conformal mapping is investigated. = This approximation is important for
approximately construction of the conformal mappings whose analytical expression
is not simply obtained.

KEY WORDS : functional spaces / the best approximant numbers /
quasiconformal curves / Lebesgue spaces / Bergman spaces / Bergman kernel
function / Riemann conformal mapping / Bieberbach polynomials.
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siirekli geniglemesini tanimlayalim. F fonksiyonu C de siirekli ve smirhdr.
F(e)= F(0)= F(0)=0dir ve F, ve l?; tirevleri vardir. zeG oldugunda ise
F'(z)= f(z) dir.

Simdi . e I*(C) oldugunu gsterelim.

¢ = y(z) kvazikonform bir yansima oldugundan antikvazikonform bir doniigiimdiir.

Bunun RE) eslenigi ise kvazikonform olur. Bu durumda

y _
Zel=|Ye <k = K-1 <1
Y, y; K +1
olur. y’nin jakobiyeni J(y)= v, 2 —| v l2 < 0 oldugundan

!gly;[2d0'2= [j(l—yz ] I (y)|do,

H /() do,

j‘da

1k2

lk2

= k2 alan(G) <

oldugu goriilir. F,G de analitik oldugundan herz € G igin F’; =0 olur. Ayrca L
egrisinin 2 boyutlu Lebesgue 6l¢iimii 0 oldugundan

[ ao. =0
G
elde edilir.

[N do. = [[|F[ o = 056} ] do.
c CcG cG

<M [[|y.[do, <o
CG

olur. Buradaki M sabiti f (y(z)) fonksiyonunun siirekli dolayisiyla sinirli olusundan

gelmektedir ve M = r?%x| f(¢) dir. Boylece F. e L*(C) oldugu gosterilmis olur.

UR“L\X
1.C. Y“KSE“OG perim ¥ U s

s “N {s\ ¥
23 \x\\m\i



2.41 Teorem: f ¢ A(_), 0e GveG bir kvazidisk ise Yz € G igin

1)=-1 jjf"y(‘) ()do,

esitligi vardwr [8,5.105].

ispat: fe A(a)ve F (z) = ]. f (C )dé’ olsun

~ F(z), G
7 (z) _ (2) ze 2
F (y(z)), zeCG
genislemesini olusturalim ve F (z) € ACL(@) oldugunu gosterelim.
R, kenarlan koordinat eksenlerine paralel bir dikdértgen ve £ >0 olsun. R
dikdortgeninin bir yatay dogru ile kesisimi sonucu elde edilen dogru pargasi tizerinde

yerlesen ve kesismeyen (z,,z] ), (z,,2} ), ...(z,,z,) araliklarini gozoniine alahm. Bu

durumda
o, = !F(Zk) F(ka Z!F(Zk) F(Zk)! ZIF(J’(Zk) F(J’(Zk)l
+Z|F(zk - F(z,)
G)
olur. Burada z biitiinliyle G bdlgesinin i¢inde olan, Z biitiiniiyle disinda olan,

0] @)

ise bir ucu G’nin i¢inde digeri diginda olan araliklar tizerinden alinan toplamlar
3)

olsun.
z;, |z, z, ] arahigindan olan ve bolgenin simirinda yerlesen bir nokta olmak iizere
SIFG)-Fe) s SIFG)-Fla)+ XJre)- Fle)
yazilabildiginden ve F(z) G ’de Lipl simfindan oldugundan,
o < M{ St Tl stk ShE) el i -

olur. y(z) kvazikonform déniisiim ve bundan dolayr mutlak siirekli oldugundan her

e> 0 igin bir &§ = 5(¢) sayis1 vardur ki znzlzk ——z,'cl < 6 oldugunda
k=1
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Z‘J’(Zk J’(Zk +ZIJ’(Zk (k] 5%2

. . £
lur. Simdi J = olg)— ersek
olur. $imdi mln( (e), 2M) segerse

o <M +£)-

2M 2M
elde edilir. Boylece F e ACL(E) oldugu gosterilmis olur. ﬁ; el’ (C) oldugu da
bilindiginden F ’ye Cauchy-Green formiilii uygulanabilir. Buna gére G yi kapsayan

yeterince biiyiik r yarigaplh dairede

F(z )___J‘ﬁ(@ ” % d0'

m|€| §—z ”|q<r

olur. Burada z € G oldugunu diisiinerek tiirev aldigimizda

N FQ) gr 11T _yo
1055 d ey = Je

bulunur. { €G ise F, G’de analitik oldugundan F; = Oolacaktir. Bu durumda

I¢] < r yerine {\é’ | < r}/ G yazabiliriz. Diger yandan

=\ _ | F), {eG
r¢) {(Foy)(§)= {eCG

oldugundan

FG) .o 1 Joyg)
f()—Z zm'[( —zf % P G(C z)’ Yedoe

esitligi yazilabilir ve burada r — oo i¢in limit alimrsa ilk integralin degeri sifir

olacaktir. Ciinkii r yeterince biiyiikk oldugunda —;— < |§ - z] esitsizligi yazilabildiginden

1
<lim— max
r—w Qg |(l=r

1 [ FQ)
I _df
'lg‘ 27i 1., (¢ - 2)

F(;] la¢] = limmax

el o

F(é)l

olur. .

Ayrica r — oo igin {4’ ¢ < r} — C oldugundan, Vz e G i¢in

fl@)=-1 j [ (’;y@)z)
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elde edilir. Buradan da L egrisinin 2 boyutlu Lebesgue ol¢iisiiniin sifir oldugu

dikkate alindiginda

)_—_H(f;y(;)z) Yz

sonucuna vanlir.

Yukaridaki teorem f < A(G) oldugunda ilk defa V. I Belyi tarafindan

ispatlanmistir. Daha sonra 1. M. Batchaev bu teoremi Bergman uzaylarindan daha
genis olan uzaylara genigletmis ve integral gosteriminin saglanmasi igin agagidaki

gerekli ve yeterli kosulu elde etmistir.

2.4.2 Teorem: G, sirly, basit baglantili bir kvazidisk olsun.

£(2)=- ﬂ((f;"yx)?y; C)o,.

integral gésteriminin saglanmast icin gerek ve yeter kosul [ fonksiyonunun G

bolgesinde analitik ve

[[17(2)| do,

integralinin sonlu olmasidir[8,s.110].

2.5 Bergman Cekirdek Fonksiyonu ile Konform

Doniisiimler Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda Bergman c¢ekirdek fonksiyonu ile Konform doniistimler
arasindaki baglantilar incelenecektir.

G c C (G #C) basit baglantili bir bolge, ¢, G de sabit bir nokta ve F,
G’den D’ye

F)=0, F(5)>0
kosullarim saglayan bir konform déniigtim olsun. Bilindigi gibi (Riemann konform

doniislim teoremine gére ) bu kosullar1 saglayan bir tek £’ konform doniisiimii vardar.

2.5.1 Teorem: F konform doniisiimii ile K ¢ekirdek fonksiyonu arasinda
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F'(z)=

bagintilary vardir.

—l "z )F' zZE
K(gg)K(ZJ) K@)=—FEFE)  (:€0)

ispat: F '(Z)F '(é’ )/ 7 nin K (z,é’ ) ya esit oldugunu gorebilmek icin
F '(z)F ’(4’ )/ 7 nin (2.5) esitligini sagladigim gostermek gerekir.
fel}(G) ve G,={z:|F(z)]<p} (0<p<1) olsun. zedG, igin

F(z)F (z) = p’ oldugundan Green formiilii geregince

= 1 =
éijdaﬁga(j;dez

2
P
—d-

fFZ

y

"L
F

1
2i

Q'——a

0

Il

) I'Q
%'—-o

olur. (4’ ) =0 oldugundan ¢ noktasi 7{— fonksiyonu i¢in bir aykiri noktadir. Buna

gore sonuncu integral, rezidii teoremi kullanilarak yazildiginda

(Q fFdo, = -’2?;2751'Re s(%,é’)

olur. fve F, ¢ daanalitik f(£)#0,F(¢)=0veF(¢)# 0 oldugundan % fonksiyonu

¢ ’da basit kutba sahiptir. Bu durumda Re s( N4 ) S (C) olur. Boylece

F¢)

e Lo SE)
Cng do, 212 76)

1)

PR

elde edilir. Buradan
10)="1 [[76) T 4,
PG, 4

ve p—1 icin limit alinirsa
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0= [[76) T 4o,

olur. Bunu (2.5) esitligi ile karsilagtirdigimizda
F'(z)F'
K(z,8)= —@;@ 2.8)

oldugu goriiliir.

Sonuncu esitlikte z yerine £ yazilirsa

ke.0)-U8)

ve buradan

F'(¢)=rJK(.0)

olur. F ’(4’ ) nin bu ifadesi (2.8) esitliginde yerine yazilirsa

F’(z) K( rl

elde edilir. Boylece teoremin ispati1 tamamlanir.

)(C)

Ozet olarak, G bolgesinden D’ye
F(¢)=0, F'¢)>0

kosullarin1 saglayan F' konform doniisiimii, K cekirdek fonksiyonunun (2.6) seri

acilimi kullanilarak;

F(z)= j (v.¢ v (zeG)

K({ ¢).:
bi¢iminde ifade edilir.

Eger f, G den {w: W < r} diskine
Q=0  f¢)=1
kosullanm saglayan bir konform déniigiim ise F(ﬂK(é’,é’))—m olur ve f konform

dontisimii

Fz) 1
f(Z) F (é') K(C é,)v_J;K(Va é’)dv (Z € G) (2.9

olarak bulunur.
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3. BIEBERBACH POLINOMLARI

Bu boliimde matematik ve mekanigin birgok alanlarinda sik kullanilan
Riemann konform doniigtim fonksiyonunun pratik olarak bulunmas: igin bir

yontem verilecektir.

3.1 Bieberbach Polinomlan ve Ozellikleri
Bergman cekirdek fonksiyonunun (2.6)’ daki ifadesinde serinin »-I1. kismi

toplamu
K,,*,(z,;>=f§“m, D)p,(2) (n=12...)

seklinde olur. Burada P,(z)’ler G bolgesine gore belirlenen orthonormal
polinomlardir.

G bolgesinden {w:|w|<r} diskine f(¢)=0, f'(()=1 kosullanm saglayan f
konform ddniisiimiiniin (2.9) ‘daki ifadesinde Bergman ¢ekirdek fonksiyonunun
seri agihmindaki »-/. kismi toplami yazildiginda n dereceli (n=0,1,2,...)
polinomlar dizisi elde edilir. Bu polinomlar dizisi ye G bélgesinin kompakt
altkiimelerinde diizgiin olarak yaklagir.

3.1.1 Tanim: G, Jordan bélgesi, P](z) G nin orthonormal polinomlar:

Kne:6)= 5,7 00P,0) (1=12..)
olsun.
m(e):= n.,(«; Keil:0), [

polinomlarina (G,¢) ¢ifti igin Bieberbach polinomlar: denir.
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Sonuncu esitlikte z =¢ yazildiginda kolayca goriiliir ki 7, ({ ) =0 dir. 7z, (z) ’in

tlirevi alinirsa,

TTn ( ) Kn—]( C)

(4 (3]
olur. Buradan da z=¢ yazildiginda 7;,,' ({ )= 1 oldugu gortilir.

Gostermek mimkindir ki bu polinomlar p,(¢)=0, p, (¢)=1

’

integralini

n

kosullarini saglayan n.dereceden p, polinomlarmmn smifinda {ip
minimize ederler. Bir bagka deyisle,

-ws{ o)

dir. Diger yandan n— o i¢in 7, (z) polinomlarimn f (z) fonksiyonuna G’nin

!

7z,

kompakt altkiimelerinde diizgiin yakinsadigimi gormek miimkiindiir. Gergekten

2.3.1 teorem geregi
K(:6)=24/0)8,2)

acilimi G’nin kompakt altkiimelerinde diizgiin yakinsak oldugundan

K (Z 4 )
m ()= Knil&:C)

Ve

(. K(z:6)
I&xco)

esitlikleri kullanilarak ﬂn,(Z) polinomlarinin  f '(z) fonksiyonuna kompakt
altkiimelerde diizgiin yakinsak oldugu goriiliir.  Buradan ise Weierstrass
teoremine gore 7z,(z) polinomlarimn f (z) fonksiyonuna kompakt altkiimelerde
diizgiin yakinsaklig: elde edilir.

Bieberbach polinomlarinin konform doniigiim fonksiyonuna yaklasim
problemleri ve bdlgenin geometrik Ozelliklerine gore yaklasgm hizimn

degerlendirilmesi ile ilgili ¢esitli bilimsel aragtirmalar yapilmistir. Bu konuda ilk
calisan M.V.Keldych (1939) dir. Keldych G bolgesinin smir1 , simrh egrilikli
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diizgiin Jordan egrisi oldugunda V& >0 ve n’den bagimsiz belirli bir ¢= c(g)
sabiti igin

lo-z.)s < 3.1
n

oldugunu ispatlamistir. Burada ¢, G bolgesinden {w: le <r0} diskine
9(z,)=0,¢' (z,)=1 kosullarm: saglayan bir konform doniisiimdir. Keldych, bu
calismasinda yogun bir simr noktalan kiimesinde Bieberbach polinomlarinin
raksadigi, sonlu uzunluklu simn olan bir bolge 6rnegi verir. Keldych’den sonra
S.N.Mergelyan (1951) Bieberbach polinomlarinin yaklagimi iizerine ¢aligmus,
Keldych’in koydugu simrin smurht egrilikli olma kosulunu kaldirarak, L
(bolgenin smiri1) sadece diizgiin Jordan egrisi oldugunda Ve>0 ve n’den

bagimsiz belirli bir ¢ = c(g) sabiti igin

lp -7, (3.2)

<
G 1/2-¢
n

oldugunu gostermistir. (Mergelyan (3.2) bagmtisindaki %—g sayist yerine 1-&

sayisimin da alinabilecegini ifade etmistir.)

Bieberbach polinomlarinin yaklagimi ile ilgili ¢aligmalar Keldych ve
Mergelyan’dan sonra Wu Xue-Mou ile devam etmisti. Onun bu konudaki
caligmasi asagidaki teorem ile ifade edilir.

L egrisi z=1z(s) (OSsSl) gOsterimine sahip diizgiin bir egri olsun.
Burada s, L’nin yay uzunlugu ve /, L’nin uzunlugudur. L egrisine teget dogru ile
pozitif reel eksen arasindaki ag1 #(s) olsun. L, diizgiin egri oldugundan, &(s)

0<s</ iizerinde siireklidir.

3.1.2 Teorem: L diizgiin Jordan egrisi ve 0" (s)e Lip(a) ise n’den

bagimsiz bir ¢ sabiti igin 0<a <1 oldugunda

lole)-7, @) < 5] togn 69

ve a =1 oldugunda
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| plz)- 7, (2)|; <C( ) 3(logn)2 3.4

olur. (Burada p negatif olmayan bir tamsayidir.)
L smurh egrilikli bir egri ise @'(s) smrhdir. Boylece 6(s) 0<s<!
iizerinde 1. dereceden Lipschitz kogulunu saglar. Sonug olarak teoremin ikinci

esitsizliginde p=0 yazilirsa

3

lofe)-7, @), <] gy 65

olur. Buradan gorilir ki (3.5) esitsizliginin saglamig oldugu hiz (3.1)
esitsizliginin saglamis oldugu hizdan daha yiiksektir. Bdylece Wu Xue-Mou
tarafindan elde edilen sonucun Keldych’in elde ettigi sonugtan daha iyi oldugu
goriilir.

C, G bolgesinin simir olsun. Eger C, sonlu uzunluklu, z = z(s)
gOsterimine sahip ve p ninci tiirevi Lipa (p =12,...0<a< 1) siifindan ise
bunu CeC (p,a) seklinde yazacagiz. Bu tip degisik geometrik 6zelliklere sahip
egrilerle sinirh bolgelerde, Bieberbach polinomlarimn yaklagim hizlarmin
degerlendirilmeleri, Suetin (1974) tarafindan arastirilmis ve bulunan sonuglar

asagidaki teorem ile ifade edilmistir.

3.1.3 Teorem: 7z, Bieberbach polinomliari,

a-) CeC(p,a) ve p+aZ-Z—ise

lo()-7, ()] <c28” 3.6)

p+ll

b-) Ce C(l,a) ve %<a<% ise

|o(z)-7, ()|, < —mis | (3.7)

n
¢-) CeCl,@) ve a>0 ise
lote)-,e)l, < <Lo2a)~ a9

a+l/2

d-) C swurt diizgiin ve simirly egrilikli ise
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lote)-r, )], < L&k 69

bagintilari saglarlar.

Ce C(p,a) oldugunda (p(z) fonksiyonu G de p ninci kez siirekli
diferansiyellenebilir ve ¢'(z)e Lipa olur. Buna gére p+a 2% oldugunda (3.6)

esitsizliginin sagladigt hiz (3.3) dekinden daha yiiksektir. Gergekten
or (s)e Lipa ise (o(z) fonksiyonu Gde p+1. kez siirekli diferansiyellenebilir ve

P! (z)e Lipaolur [38]. G bolgesinin pargali diizgiin sinirhh olmas1 durumunda
Bieberbach polinomlarimn yaklasim hizimn degerlendirildigi ilk c¢alismanin
Simonenko tarafindan yapildig: bilinir. Simonenko c¢aligmasinda G bolgesini
Lipschitz bolgesi olarak alir (bdlge bir poligon da olabilir) ve bu 6zellikteki bir
bolge de biitiin # dogal sayilan icin

” o(z)-x, (Z)IIE <cn” (3.10)
esitsizligini saglayan ¢c>0 y >0 sabitlerinin oldugunu gdosterir.

Birinci béliimde kvazikonform egrilerden bahsedilmisti. Stiphesiz
kvazikonform egriler sinifi Lipschitz egrilerini de i¢ine alan oldukca genig bir
egri smfidir. G bolgesinin kvazikonform simirli bir bolge olmasi durumunda
V.V.Andrievski, Bieberbach polinomlarinin yaklasim hizim1 degerlendirmis,
boylece Simonenko’nun yukarida verilen c¢alismasim kvazikonform egrilere

genigletmistir.  Andrievski’nin bu 6nemli ¢alismasi asagidaki teorem ile ifade
edilmektedir.

3.1.4 Teorem: G bdlgesi kvazikonform simwrly bir bolge olsun. Bu

durumda n’den bagimsiz y >0 ve ¢ >0 sabitleri igin

u o(z)-r (2) "5 <cn”’ (3.11)

olur.
Simonenko ve Andrievski’nin yukarida verilen ¢aligmalar1 Gaier (1988)
tarafindan swrasiyla 3.1.5 teorem ve 3.1.6 teoremde verilen sonuglarla

geligtirilmigtir.
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3.1.5 Teorem: G bélgesi, L stur1 pargali diizgiin Jordan egrisi olan bir
bolge ve Ax (0 <A< 2), L ’nin keyfi iki diizgiin yayimn olusturdugu en kiigiik dis

aci olsun. Bu durumda 0€ G ye gore 7, Bieberbach polinomlar:

: ( A1
y <min| ——,—
2-12
ozelligindeki y sayisi igin

lo(z)-7,@)|; <en” (=12 ..) (3.12)

bagintisin saglariar.

Ozel halde dis ac;llarzzg ise /1,1 2% oldugundan (3.12) esitsizligi

4 <—;—igin saglamir. Bu ise Mergelyan’in, diizgiin simrh egriler i¢in (3.2)

bagintisi ile verilen sonucunu genisletir.

v, {w : 'w[ > 1} bolgesini L egrisinin disina konform olarak resmeden ve

yr{o0)=co, y'(0)>0

kosullarim saglayan bir déniisiim olsun. Bilindigi gibi 1<|w,|, |w,| <2 ve belirli
bir ¢ sabiti igin
|ww)-y(w,)| < dw, —wy)”
ise y e LipB (0< B<1) dir. Aym sekilde z,,z, € G ve belirli bir ¢ sabiti igin
|o(z,)-plz,)| < dz, - z,)"
ise p e Lipa (0<a<1) dir.
Eger L eprisi kvazikonform egri, ¢ e Lipavey e LipBisebunu L e K(a, f)

olarak gosterecegiz.

3.1.6 Teorem: G, L Jordan egrisiyle siurli bir bolge ve L eKla, B)
(0<a,ﬂ Sl) ise, (G,0) ¢iftine gore =, Bieberbach polinomlari, ;/<9[2£

bigiminde bir y sayist icin (3.12) bagintisim saglarlar.
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L, dizgin epri ise O<aq,f<1 seklinde her @,f i¢in L e K(a,p)
oldugundan (3.12) bagintisi herhangi bir y <% icin saglanir ki bu Mergelyan’in

(3.2) ile gosterilen sonucunu verir.
Simdi Gaier’in, bolgenin smirimin pargali analitik Jordan egrisi olmasi

durumunda elde ettigi sonuglarim inceleyelim.

3.1.7 Teorem: G bdlgesi, dig sivri agilar: olmayan, par¢ali analitik bir L

Jordan egrisiyle simirlt bir bolge ve ln(0<ﬂ<2) L’nin iki analitik yaymn

’"‘/1 oldugunda (G.0)

olusturdugu en kiigitk dis a¢t olsun. Bu durumda y = 5

ciftine gore r, Bieberbach polinomlar: igin

1
lo-7,].c =OCog ny— (3.13)

olur.

oldugunda (3.13) bagntistnin saglanmadigr [17]° de

y> 4

2

gosterilmistir.  Yukaridaki teoremin ispatt Warschawski’nin bir teoreminden
yararlanarak {i¢ adimda yapilmistir.

z,’ler sinirmn koseleri, P(z):= H(z -z, ) ve g =¢@'P oldugunda

1-) Uygun bir g igin |g—P,|. G normuyla, O, derecesi n’yi agmayan belirli

bir polinom oldugunda |¢’ -0, |, «, hormunun degerlendirilmesi

2") “g —Pn

¢ Dormunun degerlendirilmesi

3-) o -7, (¢, hormunun degerlendirilmesi.

Simdi V.V. Andrievski ve D.Gaier’in birlikte yaptiklani bir ¢alismayi

incelemeden &nce bazi tanimlar verecegiz.

3.1.8 Tanum: Bir L Jordan yayi, birim diskin, belirli bir kvazidiske ¢
konform doniigiimii altinda, [— 1,+1] araligimin gorintiisii ise L Jordan yayina
kvazianalitik denir. Kvazianalitik bir yay kvazidiizgiindiir. Yani Vz,,z, € L igin

¥(z,,2,), z, vez, arasindaki yay oldugunda belirli bir ¢ sabiti i¢in
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l?’(zvzz)l Sclzl —Zzl

kosulunu saglar.

3.1.9 Tanim: Bir L Jordan egrisi verildiginde
1-) L, bir kvazikonform egri,
2-) L, sonlu sayida kvazianalitik yaydan olusur
kosullar1 saglanmiyorsa L egrisine par¢ali kvazianalitik egri denir.
L’nin iki kvazianalitik yaylannin kesistigi noktalar z, = ( j=12, m) ile
gosterilsin. z;'de @ fonksiyonunun siirekliligi
a)j(é):= sup{l (p(z)—(p(zj)l : \z —zjl <0,z€ G}
fonksiyonuyla 6lgiilir.
¢, L'nin disindan A = [’Z’ :|z‘| > 1] bolgesine
#0)=c0, ¢(0)>0
kosullarim saglayan bir konform doniigiim ve y, ¢ "nin tersi olsun.
#lz,)=17, de y dontsimiintn siirekliligi
nj(é'):: supﬂ w(r)—y/(rj)‘ ; IT —rj’ <90,7€ K}
fonksiyonuyla 6lgiiliir.
G bolgesinin parcali kvazianalitik Jordan egrisiyle sinirli bir bolge olmasi

durumunda Bieberbach polinomlarinin yakinsakligmin incelendigi asagidaki

teoremler, V.V.Andrievski ve D.Gaier’in [7] deki ¢aligmalarindan alinmistir.

3.1.10 Teorem. G bolgesi parcall kvazianalitik Jordan egrisiyle simirly ise

Bieberbach polinomlari igin

lp -7, “C(a) < constm]axa)j[,uj (%H Jlogn  (n=2,3,..) (3.14)

olur.
Yukarida bulunan sonug¢ ile Gaier’in [18]’de buldugu sonug arasindaki
baglantiyi gorebilmek i¢in;

L, pargali analitik ve z; (0 <4, < 2) kogelerinde 4,7 dis agisina sahip olan

bir egri olsun. Bu durumda pozitif c, ve ¢, sabitleri igin,
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a)j(é')Sclé”(H") ve ,uj(é‘)Sczé'l’
olur ve (3.14) bagintisindan
A
24,

J

lo-=,] clg) Sconst.n” . flogn ,  y =min

bulunur. Burada \/—IOE yerine Gaier’in [18]‘de verilen sonugtaki logn ¢arpam
gelmistir.

Gaier’in, G bolgesi sivri agis1 olmayan, pargah analitik sinirhi bir bolge ve
Az (O <A< 2) smirin analitik yaylarinin olusturdugu en kiigiik dis a¢1 oldugunda

buldugu sonuglar daha Once verilmisti. Simdi Gaier’in simrin kogelerinde

n/N (N=12,..) biciminde i¢ acilar olmast durumunda, Bieberbach
polinomlarinin G bolgesini birim diske doniistiiren ¢, konform donitisiimiine

yaklagimiariyla ilgili sonuglart inceleyelim. Burada G bolgesinin sinir1 yine

pargali analitik oldugu ve dig sivri agisinin olmadig: kabul edilir. Sirnn £ ile
gosterilen koselerinde i¢ agilar o,z (() <a; < 2), dis agilar ise 4,7 ile gosterilsin.
Buradan goriilirki @, +4, =2 dir.

Gaier daha Onceki ¢alismalarinda bélgenin sininy z#/ N (N =1,2,...) biciminde

a,r i¢ agilarina sahip olmadik¢a Usstintin artirifamayacagini gdstermigti.

Gaier’in asagida verilen c¢ahsmasinda ise Ozel halde, —2%— iisstiniin

artirllabilecegi gosterilmigtir.

.1 . . 1 .
Belirli N, dogal sayilarnt i¢in «; =Foldugunda, ¢, koselerine smirin &zel
j

koseleri, diger durumlarda ise normal koseleri diyelim.

A,
J eder ¢ normal kose ise
-4 ger ¢, $
Y, =
21,
I eger ¢ . ozel kose ise
S e, $

J

olsun. Burada A ;= 2—-«a ; dir.

Bulunan sonuglar agagidaki teorem ile ifade edilir.
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3.1.11 Teorem. G bolgesi pargalt analitik sumirly, sivri agist olmayan ve

koselerinde o ,m dis aglarina sahip olan bir bolge olsun. Bu durumda
y=miny; icin

=0(n7) (n— ) (3.15)

leo =7l o6)
esitligi vardur.

Omegin; G bolgesinin simn, dik agilarda kesisen dort analitik yaydan

olussun. Burada «, = % A y :% ve biitin kogeler 6zel koselerdir.y ;=6
oldugundan yukaridaki teorem geregi

[ =7l =0l*)  (n—>w0)
olur.

Bazi bolgeler i¢in yakinsaklik derecesi daha da iyilestirilebilir. Ornegin G bir
kareyse, qoo,a de regiiler olacaktir ve q<l i¢in [16,5.35] geregi

lpo -7, ) =0(q") (n—> ) olur. Bununla birlikte yukardaki teoremde

verilen y issii artinlamaz.

3.1.12 Teorem. Bolgenin sinmir1 3.1.13 teoreminde ifade edilen bicimdeyse

y =miny ; oldugunda

c(6) =0(logn)n™) (n— o) (3.16)

bagntist saglanr.

"(Po -7,

Burada da y iissii genelde artirnlamaz.

Koselerin #/N (N =1,2,...) bigiminde i¢ agilara sahip olmas: durumunda (3.15)
ve (3.16) bagintilarindaki yakinsama hizi (3.12) ve (3.13) bagintilarindaki
yakinsama hizindan daha yiiksektir.

Bilindigi gibi, kvazikonform egrilerde sifir a¢i bulunmaz. Andrievski’nin,
kvazikonform egrilerde Bieberbach polinomlarinin yaklagimi ile ilgili ¢alismasi
daha once verilmisti. Andrievski sifir agis1 olan bélgeler tizerinde de ¢alismis ve
bu ozellikteki bolgelerde Bieberbach polinomlarimin yaklagimi {izerine ilk
sonuglarn vermigtir [6]. Pritsker ise onun yontemini kullanarak, benzeri sonuglar

i¢ sifir agili bolgeler igin ispatlamastir [33]. Daha sonra Andrievski ve Pritsker
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birlikte [9]’da yaptiklar ¢alismada, i¢ sifir agili belirli bolgelerde bazi1 sonuglar
elde etmigler ve bir i¢ sifir agida Bieberbach polinomlarinin 1raksadigi Keldysh-
tipi bolge 6rnedi vermislerdir. Bu calismada i¢ sifir agiyr olusturan yaylarin
dokunma dereceleri incelenir ve bu dereceye gore Bieberbach polinomlarinin

yakinsak veya iraksaklig1 aragtirilir.

G, pargalhh kvazianalitik L egrisiyle siurl bir bolge olsun ve egrinin
kvazianalitik yaylan z,e€L,j=1,.,m noktalarinda birlegsin.  Eger, z,
noktasinin yerel koordinat sistemindeki bir komsulugu i¢in,

(x,y)e L= ex’ <y<e,x?
ve
(x,y)e L, =>—c,x" <y<—cx”
oluyorsa L,cL ve L, <L kvazianalitik yaylan x”-tipi i¢ sifir agi

olustururlar. Burada P>p>1vec,,c, >0 dir. Verilen notasyonlar dikkate

alindiginda Bieberbach polinomlarinin yakinsamasi tizerine sonuglar asagidaki

teoremlerde ifade edilir.

3.1.13 Teorem. G bolgesinin sinuri, {z j} noktalarinda x” -tipi i¢ sifir
acilara sahip olan par¢all kvazianalitik bir egri ise
"(”_”nllc(a)scan , neN
olacak sekilde q = q(G),r =r(G),0<q,r <1veC = C(G) sayilar vardir.
Yukandaki teoremde r=I/ olamaz. Ciinkii r=1 olursa g<I olacagindan

[16,5.27] geregi (o,a de analitik olacaktir.

3.1.14 Teorem. Parc¢ali diizgiin egri ile simirly ve simirdaki sivri agida
Bieberbach polinomlarimin waksadigi bir bolge vardir ve bu bolgenin sinir1 sivri

noktamn belirli bir komsulugu disinda analitiktir.
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3.2 Kvazikonform Sinirh Bolgelerde Bieberbach

Polinomlarinin Yaklasim Ozellikleri

GcC, L Jordan egrisiyle simrli basit baglantili bir bolge olsun.

Riemann Konform Déniigiim Teoremine gore G bolgesinin {w:|w| <7, } diskine

o(z,)=0, ¢'(z)=1
kosullarmi saglayan bir tek w=g(z) konform déniigiimii vardir. Diskin 7,
yarigapina, G’nin z,’a gore konform yarigapi denir.

z=y(w), ¢(z) doniistimiiniin tersi olsun ve G’de verilen bir f fonksiyonu

ve p>0 i¢in,

£l =sup{|£ (), z€ G,

A7 @) = glf (z))do, . (3.17)

"f”il,,(c) ~ Lﬂf’(z)lp do,,

olsun.

2/p

Bilindigi gibi ¢,(z)= Z_ﬂ(o'(é')] d¢  (zeG) fonksiyomu f(z,)=0,

2o

f '(zo):l kosullarim1 saglayan ve G’de analitik fonksiyonlarn simfinda
1715 @) (p >0) integralini minimize eder [34].

7, p,(2,)=0,p,(z,)=1 kosullarm: saglayan ve derecesi <n olan p,

polinomlarinin sinifi olsun. z,’de ugo >~ Da integralini minumum yapan bir

p

L,(G)
Ty, (z) polinomu vardir [12]. Bu Ty (z) extremal polinomlarma (G,z,) cifti
icin genellestirilmis Bieberbach polinomlar1 denir. Ozel halde p=2 igin bu

polinomlar bilinen Bieberbach polinomlaridir. Eger G Carathédory bolgesi ise

G, polinom yaklasimi 6zelligine sahiptir. Diger bir degisle »n — o oldugunda

“q)p -P — 0 olacak sekilde en az bir {P.} polinom dizisi vardir. Buradan

L,(G)
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— (0 yazmak

Bieberbach polinomlarinin extremal 6zelligi geregi “gop ~Tupls )

miinkiindiir. 2.1.2 lemma kullanilarak VB < G i¢in

< b (;Z:’;,jp("" d=dist(B, 6G) (3.18)

yazilabileceginden = G’nin  kompakt  altkiimelerinde  diizgiin  olarak

r ’
|¢p “np

7, , (z)> @, (z) olur. Buradan da Weierstrass teoremi sonucu B’nin kompakt
altkiimelerinde

limz, ,(z)=g,(2)
esitligi saglanir.

G c C, K-kvazikonform smrh bir bélge, D = {w : |w| < 1} ve o (2),CG=C\G

den CD:= E\Eye

B)=, l)>0
kosullarin1 saglayan bir konform doniisiim olsun. ¢ ve @, doniisiimleri, G’den
sirastyla C G ye ve C ye K* kvazikonform genislemeye sahiptirler. w vey,,

sirasiyla @ ve ¢, dontisiimlerinin tersleri olsun.

G bolgesinde analitik olan bir fonksiyon aym zamanda G’de siirekli
oldugundan onun kompakt altkiimelerinde diizgiin siireklidir. Boylece yukarida
tanimlamig oldugumuz (pp(z) fonksiyonu da G’de siirekli, G’nin kompakt

altkiimelerinde ise diizgiin siirekli olur. @, nin G ye siirekli genisletilebilenligini

soyleyebilmemiz i¢in onun G’de diizgiin siirekli oldugunun gosterilmesi gerekir.

3.2.1 Lemma. G, K-kvazikonform swnirlt bir bilge ve p>1 ise @,G'de

diizgiin siireklidir.
Ispat. zve¢ Gde keyfi iki nokta, w:=g(z), 7 := p(¢)
(Iz -<], dist(z,L), dist({ , L)yeterince kiictik ve |w| <|r|,argw < arg z‘) olsun.

Bu taktirde
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2/p ¢ 2/p

0,0, =[] dc- [l dc

=| [lp'@)" az

s(z.¢)

= [l var

s(w.r)

olur. Burada s(z,¢ ), G’de z ve ¢ y1 birlestiren herhangi bir sonlu uzunluklu
Jordan yay1 ve s(w, r) = gp(s(z,;’ )) dir. Analitik fonksiyonun integrali yoldan

bagimsiz oldugundan sonuncu integralin degerlendirilmesi i¢in

> 2 -

Sy :={t:argw$argt$argr; =|wl—}w—rl},
< sl
s(w,r):: S, US, U sy, s(z,é’ )= l//(S(W,T))

olsun.

5, :={t Largr = argw,

83 = {t:argtzargr;

dzst(§ L)<| <, dist(¢,L)

{t ' Fo — lt ‘
[32, 5.22] bagintis1 kullamlarak ¢ € s(w, t) icin
1-2/p
dist\&, L
-0, ) =e, | |46 619
s(w,z) 0

elde ederiz.

Diger yandan q)(z),ade diizgiin olarak i Holder kosulunu

sagladigindan &, :=l//[roqo(§)/|¢(§)] icin

wle)- W(—F,—‘;'i]

bulunur.

1/k?

=|e-&[selr =c(ro =)™

il
i

Eger p2>2 ise 1- 2 >0 dir ve dist(g”,L) < fcf - ch! oldugu dikkate alinirsa
p

sonuncu esitlik ve (3.19) esitliginden
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2

lp,)-9,&)|<c; | [_(_’f_ltl)i} pldfl

wn| ol
_ ]
et
Scgw—1 ™

=ci|olz)-o(¢)] ™
elde edilir. Burada @, =(1-K )(1-%) <1 dir. ¢(z) fonksiyonu “1?12’
dereceden Holder kosulunu sagladigindan sonug olarak
0,0, <cr ¢
bulunur.

Eger 1<p<2isel—~—2—>0 dir.
p

dist(¢,L)= clr, - lt‘)z
oldugundan ve (3.19) esitsizliginden
=3 1
l(op(z)— (pp(é’)‘ <c, I(ro i lt‘)1 rldi| < cglw— ’rlz[] ,,)
s{w,7)
bulunur. Buradan da Holder esitsizligi geregi
{kq
P
le,(2)-0,¢)|<c)lz-¢| % (3.20)
elde edilir. Bdylece ¢, fonksiyonunun G de diizgiin siirekli oldugu goriiliir.

3.2.2 Sonug¢. G, K-kvazikonform simirli sonlu bir bolge ve p>1 olsun. Bu

durumda
2 [—
2K +€9 2’ p>2
_ pK
2(17—21), 1<p<2.
pK

icin G de @, € Lipa olur.
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y, L egrisine gore kvazikonform bir yansima olsun. Bu yansima, L’nin bir

komsulugunda, Z’deki noktalar hari¢ hemen her yerde
lJ , (z) (z)l —|y. &) = (3.21)
kosulunu saglayan siirekli kismi tiirevlere sahiptir.
N Q » (Z ) Ze 6
7,(2)= _
®, (y(z)) ze CG.
?, (z) *nin tiim diizleme geniglemesi olsun. Bu durumda

- op \z 0, zeG
7= 2|

9z ((ox’,,yo y) (z) (y; (z)), ze CG. (3.22)

olur.
u €(0,1) igin
L, = {z : l (”1(2)' =1 +u}, Q, = (intL, \G

olsun.

3.2.3 Lemma. L, K-kvazikonform bir egri ve u e (0,1) olsun. Bu durumda
Vp>1lve Vyel0 —1—— icin
p Y 5 = % ¢

7,:)

esitsizligi saglanir.

L(Q)

Ispat. (3.22) bagintisindan

(H (@,,0 0}y, do ] "

?,:(2)

L,(Q,)

oldugu goriiliir ve ¢, (2)= [(o'(z)]z“” esitligi geregi

5;:2(2),'Lp(gu) - uﬂ( ’
[ Jﬁwoy(z)rdaz]

’ y;(z)lpdaz ) p
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< ¢y [mes (p(x(@, ))]"*

<¢ [mes (¢0y oy, )O¢1 (Qu ) e

= cg( HIJ«MO% (w)‘ deJ

(41 (Qu )

< cw( j IJ oo, (w) daw1

¢1(Qu)
S¢Cy [mes (((po'//l )0 2 (Qu ))]1/,;.

bulunur. @ow,, L’nin belirli bir komsulugunda K -kvazikonform doniisiim

oldugundan Goldstein teoremi geregi Vy, € (0, %) i¢in

mes((q)oyfl )0 ? (Qu )) ¢y [mes(¢1 (Qu ))] "< epu”

elde edilir. y :=y,/p alinirsa ispat tamamlanms olur.

3.2.4 Lemma. G, K-kvazikonform swmrly, sonlu bir bolge ve p>1 ise

..
Vy, € [0,;;(—2) icin

e,

Pl =

esitsizligi saglanir.
ispat. ¢ fonksiyonu G’de konform oldugundan bu bolgede her kerteden
tiirevleri analitiktir. Ozel halde @, (z) tiirevi de G°de analitiktir. Ayrica @, (2)

G’de Lebesgue toplanabilirdir. Bu durumda

(Z)———H Z,”(g)z) €G 3.23)

integral g6sterimi yazilabilir.

Keyfi bir ne N ve 1’¢ yeterince yakin 0< y <l i¢in

(2)|>1+uf,

A)———Hé”(g)z) s D@)=- H (,,M(;) (3.24)

olsun. Bu durumda

u=n", B, :={ :

45



¢ (2)=J,(2)+ J,(2), zeG (3.25)
olur. J, (z) toplanan1 C\B_u bolgesinde analitik oldugundan z G igin
> (2)-4,.(2)| < f"f (3.26)

esitsizligini saglayan n-1. dereceden bir g, _,(z) polinomu vardir.

p.)= [a,.)d¢ (3.27)

olsun. (3.25) ve (3.27) bagntilarindan
1,6) = " Ji (Z)+ J, (Z)‘ 9, (Z)”Lp(g)
<|J, (Z)"LP(G) +]J2(2) -4, (Z)”L,,(G)

e, - .

elde edilir.

\/p
19:6)= 00, = [0, e
G
olduguna gore (3.26) esitsizliginden

" J2(Z)_ Qn—l (Z)"LP(G) s %

bulunur.

le, = .|, ) =l = 2

L,(G)

oldugu dikkate alindiginda

C
los = Pally o) <191 @0+ = (3.28)

esitsizligi elde edilir.

Diger yandan Lp,(p >1) uzaylarinda Hilbert doniisiimiinin simrlilig: ile

ilgili Calderon-Zygmund esitsizligi ve 3.2.3 Lemma’dan Vy e (0, ——;{—2) icin
p

"Jl "Lp(G) S 'a’,,,g "Lp(ﬂu) <cou’ (3.29)
sonucuna vartlir.
5,6)= 2, )+ [1-5, @) 2,)| (330

olsun. Goriildiigu gibi
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i)n(ZO)___O’ ﬁn (ZO)=1
olur. (3.28), (3.29) ve (3.30) bagintilarindan

0, -, -[1-p, )|c-2)

“(017 _ﬁn (G) = L)

s H[1- 72 @)]=2)
(1-7, (@) |(e-2)

elde edilir. (3.25), (3.26) ve (3.29) dan ise

I[1-7.)](-=)

(3.31)

<|e, - p.

L£,(6)

c
<t +
n

L,(G)

=’ll_pn (ZO)
©)

Lp(G)

< ” Jl(ZO)“Lp(G) +" Jz(zo)—p;(zo)"Lp(G) (3.32)

Lp

¢
<cu’ +-%

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.31) ve (3.32) esitsizlikleri geregi

C
< Sue
L'(G) n

C
- b4 4 18
"gop - D, +c U’ U +———n

olur. Sonug olarak u :=n” vey,1’e yeterince yakin aliirsa Vy € (O, -%\ igin
\ P

<|p, - 2.

le, = .., £,(G) i) =Gt
oldugu goriiliir.

U, G c U olacak sekilde yeterince biiyilk yarigaph bir disk, W;(U ) (p>1)
ise U’da tammli, {"da genellesmis birinci mertebeden tiirevleri p integrallenebilir

fonksiyonlarn simifi ve f e W; (U ) icin

o
Y

2
+

N P
2
) do | , §=x+iy (3.33)

“f !IW;@ = Z[ I [l%xji

olsun.

Derecesi en fazla n olan her p, polinomunun U’ya genislemesi,
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= 3.34
2.0(2)), zeU/G (3.34)

seklinde tanimlansmn. p, (z) genislemesinin yukaridaki tanim geregi

1‘7,,(2):={p ) ee0

Bal; = 1Pl

ve y’nin diferansiyellenebilirlik 6zelligi ile (3.21) esitsizligi geregi

(3.35)

Pallvyio) < WPrly) < IPrlly o)

bagintilari yazilabilir.

Diger yandan da 7, (z,)=0 kosulu altinda 5, € W,(U) igin

_1 fule.2)| .(6) P,y ), , ze
Ba(2)= Ilé—l (c—x,)+ 8y(yyo)}:l(;, U (336)

integral gbsterimi yazilabilir. Burada

{=x+iy,z=1x, +g/0,u(§,l) I

+2Jdr || [cHo..

¢4
Ve
——————M_le —z,i<h
V(é’) |4,_ | —hz lg Zo}
0, |§’——ZO|Zh.

seklinde tanimlanir. />0, {4’ : |§’ - zol < h} c G kosulunu saglayan bir sayidir.

3.2.5 Lemma. G, K-kvazikonform simirl bir bolge ve p, (z) derecesi en

fazla nolan ve p, (z,) =0 kosulunu saglayan bir polinom olsun. Bu durumda
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[
ey IOg"”pn"L;(G)’ p=2

“Pn“a <4 c"p""L‘p(G)’ p>2

Gl

1+K?
Lcn Pulli oy I<p<2
olur.

Ispat. p=2 ve p>2 oldugunda teoremin ispati sirasiyla [4] ve [23]°de

verilmistir. Burada 1<p<2 durumu incelenecektir.

2K?
o=
1+ K?

olsun. [3]’de verilen

Pn

5 Seyn

pna

esitsizligine ve (3.35), (3.36) bagintilarina gore z € G ve yeterince kiiciik € >0

fausl IZZJ

igin

roresd] 1 (BB

Sen T lpuls +en "?"“w( : dfiry

4’ ~z|<en™® }

2

SCn 8“ﬁn “5 TCyu

-1
pn W:,(U)

bulunur. Burada ¢ yeterince kiigiik secilerek

(4

ez <en” 7 oy
elde edilir.
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3.26 Teorem: G, K-kvazikonform  simirlh
1 1
2- l1+— |< p <o ise Vn =2 dogal sayilar: ve her

icin

c
nt

”‘pp Tl S

olacak sekilde bir c=c(p,G)>0 sayis1 vardur.
p=2 durumunda teoremin ispat1 [28)’de verilmistir.

ispat: 2/ <n<2’" ¥osulunu saglayan

hery € (0, ! 5 ] i¢in 3.2.4 lemma geregi
pK

n>2

4
T 141 "‘”np Sc25n
2p AG
ve 3.2.5 Lemma geregi
cn’’, p>2
"y " lE = —r+‘——’2Kzz “2‘_1)
1+K°\ p
cyn R I<p<2
esitsizlikleri yazilabilir.
C 2777, p>2
7T s —7I~I_5 . 2K22)
24, 2, i 2.,
i PG 2 i 1+KZ(P

C

ve
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bir  bolge ve

dogal sayilari ve



?, (2)- Ty p (2)= lﬂ'z o, (z) T, (z)]+ Z lﬂzmﬂ’p (z) + 7y, (z)j zeG

m>j

oldugundan
Cah” HCpg 3 27", p>2
m>j
4,2k (2
“% ~Taple S1CuN {, “Kz(” IH (3.37)

esitsizligi elde edilir.

1 < . .
¥, (O, —;;(7] aralifinda degisebileceginden 2 — 211(2 (1 + 7(1—{) < p<2i¢in

2
¥y — 2K 5 2__1 >0
I+K°\p

bulunur ve (3.37) deki sonuncu toplam

e 2k? 3_1) 4,2 (3_1
K2 p LK p
2 Scyh

Cy
olarak degerlendirilir.

Boylece (3.37)’den Vn =2 ve her

(1

0,— |, p=2

( pKZ]
¥ €4

1 2K* (2 1
Wk ) TRl
icin

"(”P Tuplic =
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sonucuna varilr.

3.2.7 Teorem: G,LeK(a,p) (0 <a, f<1), Jordan egrisiyle surlt bir

bolge ise Yn>2 dogal sayilari ve her

(O,g’é), p=2
yels 7
2 2
VB2 2 )\ 2R g p<n
" p 1+K2\p 2K

icinn=1, 2, ... oldugunda

G n}’

“% ~np

olacak sekilde bir c=c(p,G) sabiti vardir.

3.2.8 Teorem: G, parcal diizgiin L Jordan egrisiyle sinirli bir bilge ve
An (0 <A< 2) L nin iki diizgiin yayimn olusturdugu en kiiciik dis act olsun. Bu

durumda her
0,lmin(—2—'1-,l) , p>2
p 2-2

Y €4 ) ,
O,min( 24 ,1)- K12 4], 21X min( 24 ,1)<p<2
2-2" ) 1+K\p 2K 2-4

icin

n)’

”(p,, ) S

olur. Burada K, L ’nin kvazikonformluk katsayisidir.

Yukaridaki teoremlerin ispatlari 3.2.6 teoremin ispatina benzer sekilde ve
[17]°de verilen

L € K(a, B) oldugunda;
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mesp(¥(Q, )) < cu®,

L, par¢ali diizgiin egri oldugunda ise,

22 ’1)
2-4

mesp(y(Q, ) < cu”, U< min(

degerlendirmeleri kullanilarak yapilir.

3.3 Diizgiin Simirh Bolgelerde Bieberbach

Polinomiarinin Yaklagim Ozellikleri

G < C basit baglantili L simirh bir bblge, L = 0G, z, € G, w = ¢,(z), G'den
D(0,r,) :={w : |w| <1, }diskine 9,(2,)= 0,9 ,(z,) =1 kosullarm saglayan bir
konform doniisiim ve y,{(w) ise ¢,(z) doniisiimiiniin tersi olsun. ¢ doniisiimii,

G bolgesinin digini birim diskin digina konform olarak resmeden ve

¢>(oo)= o ve limg(—z—) >0

oz

kosullarin1 saglayan bir doniisiim, t//(w) doniistimii de gp(z) doniisimiiniin tersi

olarak tanimlansin. @, L egrisi lizerinde bir agirlik fonksiyonu olsun.

3.3.1 Lemma: G, diizgiin L egrisiyle simrli bir bolge ise.Vp e (l,oo)

icin —1,— ve —1-, A4, (L) ye aittir.
@il

o’

ispat: G bolgesinin s diizgiin - egri  oldugunda, Vp > li¢in

, l(o{)l €4, (L) ve |K//6l €4, (GD(O,rO )) oldugu [14,Teorem3]’de ispatlanmistir.

o
lwal € 4,(@D(0.r,)) iliskisi ¢ := p/(p~1) oldugunda VI c Ligin

(i)
[Tl

<c<w (3.38)
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esitsizligine denktir.

(p-1)
1 - 1 s 1/(p-1)
(m floi)” ldzl} [mﬂ%r“’ ‘ |dz|]
1 I

=Kﬁ [j |¢(’,“dzl]('_% Ij|¢3|1ld2|”x[(}fj |- l)idzlJ J

[ o]

yazilirsa, buradaki 1. ¢arpan l(p(',l € 4, (L) oldugundan simirh olur. 2. ¢arpanin

sinirhligr ise (3.38) esitsizliginde ¢q = 1/(p—1) yazilarak goriliir. Boylece

. €4, (L) oldugu da benzer sekilde ispat yapilarak goriiliir.

o'l

3.3.2 Teorem: G, simir1 diizgiin Jordan egrisi olan sonlu bir bélge olsun.

€d (L) olur.

Iol

Bu durumda (G,zo) ciftine gore r, Bieberbach polinomlari igin,

A N T [ R
olur.

veQ,,, (- 1/n) ise gy fy (w)l(w'(w))"* igin 2.

mertebeden @, agirlikli integral siireklilik modiiltidiir.

Buradaw = 1/|¢'|, @, =

ispat: G diizgiin sinirh bir bolge oldugundan l(alve fonksiyonlari

bl

sirastyla [15] ve 3.3.1 Lemma geregi AP(L)’ye aittirler. Holder esitsizligi

kullanilarak ¢, € L2( , ') elde edilir. Diger yandan ¢} € EI(G) dir. Boylece

tamim geregi @) € EX(G, 1/]¢)’D olur. [14, Teorem 11]°de w :=1/|p|ve p=2
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yazilarak ¢ icin

&,(@,), <c,n? E, (wé,i,) (3.39)
o),

esitsizligi elde edilir.
@, ne “ . " 1.(6) normunda en iyi yaklasan ¢, (z) polinomlart igin
Qn(Z) = jqn (t)dt 4 tn(Z)z Qn(z)+ [1 - qn(ZO)](Z - ZO)

olsun. Bu durumda ¢, (z,) =0, ¢/ (z,) =1ve (3.39)’dan

o —t;“L2(G) =| o5 -a, _1+qn(ZO)HL2(G)
.<_"¢)(') -9, ) +n1“qn (Zo)"LZ(G)

L (G

. 1
<y En(% ’W} g COCORTACH) s
2

elde edilir. 2.1.2 Lemma kullamlirsa

les(2)-aq, (Z)“Lz(G)
dist(z,,L)

|25(20)~9,(z,)| <
esitsizliginden

|

-1/2 p°
¢(') "'t:’ Li(G) < c31 h En (w(')’

1} + 8n(¢())2
2

]_47] dist(zo ,L)

ve buradan da

’ ’ h . ' :
|5 _t"”L2(G) < eun” E"(%’Wll

bulunur.

55



Boylece 7, Bieberbach polinomlarinin ekstremal dzelliginden

= oJf , 1
o0 = all ey < €5im™ En[%’—T)
1),

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige [5] geregi
[p.l; <c(tan)” 121 )

bagintist uygulanirsa

N o I ™
0 nilc — 32 n ”n 0,‘¢, ; =

elde edilir.

Diger yandan 3.3.1 Lemma geregi w=1/,¢’| € A2(L) ve [14, lemma 3] geregi
@, =]1//') € 4,(T) dir. Bunlara ek olarak I egrisinin diizgiin oldugu ve

o, e E’ (G, 1/ |¢'() oldugu da goz oniinde tutulursa [25, Teo.11] kosullar saglamr.

l 1/2 ’ ’ 1
ool < 22) " o (ol NGO L). n22
seklinde yazilabildiginden teoremin ispati tamamlanur.

Tanim geregi Q, , ( fo,l) yakinsak oldugundan asagidaki sonug elde edilir.
n

3.3.3 Sonug: G, diizgiin simrl bir bolge ise m, Bieberbach polinomlar:

icin

Inn 1/2
"(00—7[.,550 — nx2

bagmintis1 vardir.
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Bu sonucta elde edilen esitsizlik Mergelyan’in (3.2) de verilen esitsizliginden
daha hizli sifira yaklagmaktadir. Boylece (3.2.) den daha iyi bir sonug elde edilmistir.

3.4 Diizgin Sinirh Bélgelerde Genellesgtirilmis

Bieberbach Polinomlari ile Yaklagim

Teorem: G, diizgiin simirlt bir bolge oldugunda her n dogal sayist ve

here >0 icin

-1/
cn '’ p>2

o ) czn{1~%+{l‘%)), I<p<2

“(D,, “Zp

olacak sekilde ¢, = c,(p,G,&)>0 (i=1,2) sayrar: vardr.

ispat: ¢,, G bolgesini D(O,ro)’a konform olarak resmeden bir doniisiim

2/p

olsun. (pp(z)r:- _ﬂw(’,(g’ ) d¢ oldugundan ve [37] geregi

Zp

’

Do

Vp>0 igin

istenilen mertebeden L7 simfindan oldugundan

2/p
[c&[<oo

= o

yazilabilir. (op' fonksiyonunun G’de analitik bir fonksiyon oldugu da dikkate

alindigimnda ¢, € E '(G) olur. Diger yandan G diizgiin siurh bir bolge ve 3.3.1

lemma geregi w = A €4, (L) oldugundan n=1, 2, ... igin 1.4.2. teorem geregi

'

s(0, ) Scn‘”"E,.”(w,f,I;l;J (3.40)
P
p

bagintis1 yazilabilir.
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q,(z), o p’ fonksiyonuna |.|, ., normunda en iyi yaklagan polinom,

L,(G)
P, )= [a,)d

pu(e)=p,(2)+1-4,(2)lz - 2)

olsun. Sonuncu esitlikten goriiliir ki p,(z,)=0 ve p, (z,)=1 dir. Buradan

!

=lp, —q,-1+4,(z,)

~

Pp — Dy

L,{G) L,(G)

!

O . -4, o)l 0

IA

14

= = +
P, =4, 1(0)

0, (z)-4,(z)

L,(G)

= ¢p _qn +cl

q)p (ZO)_ qn(ZO)
L,{(G)

r2/p
olur. Biz burada [% ] fonksiyonunun z,’da 1’e esit olan dalim aliyoruz

Vf e L,(G) igin

1 7@,
T
yazilabildiginden
' 7 [ ¢)p' a qn
@, —D <\, -4 v o
r n LP(G) r n LP(G) (ﬂ_dz)l/p
' c
< - 1+-—1
Pp —49n LP(G)( +(ﬂ_d2)l/p]

olur. Buradan da (3.40) bagintisi kullanmilarak
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4 ’

. 1
Pp ~ D

<c,nPElo ,—1|,
L@ "[% |¢'l)p n=l, 2 ..

bulunur. Boylece 7, , Bieberbach polinomlarinin extremal zelligi geregi

. . r 1
”(ap — T L) <c,n 1/11En[¢p ,m]
b4

s

o0

yazilabilir. {E;(%',_l_) } dizisi yakinsak oldugundan simirlidir. Bu yiizden
P ) n=1

'

<c.nVF (3.41)

iLlp(G) -3

H(Dp ~Tup

olur.

2/ < n <2’ kosulunu saglayan » > 2 dogal sayilan igin

T ia —7T SWT o — + ” -7
24 p n.p LI,,(G) 2/% p q)P Ll,,(G) ¢l7 n,p LIP(G)
Yl p =
Sc4(2’“) +en'?
-1/p
<¢ghn

bagintis1 yazilabilir. Sonuncu esitsizlige, diizgiin egrilerin kvazikonform egriler

simifindan oldugu dikkate alinarak 3.2.5 lemma uygulandiginda

CrlF2mp ™ 5,) p>2
7[2]-“’ ﬂ-n,p G S< (E_I}ZKZ
P Jk?
CyM Izr,,, -7 , 1<p<2
{ 277 p np Llp(G)
( -1/p
con 't p>2
<A (2 1)21(’
2_ -
cont? P, 1< p<2

ve buradan da
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con VP p>2

5 < -%[%—1)%;, (3.42)

Ciol 1<p<2

uﬂ'Zj H 4 - ”",P

bagintis: elde edilir. Diger yandan
“”2’?1’ T N”Z’?p I nv,,(o) +le, - ”"’PHL;(G)
¢y (21 )—llp +cpn P

<c, (2’ )‘l/p

olur. Yine 3.2.5 lemma uygulandiginda

c “7: , —7 p>2
1415 94 n.p >
P L, (G)
l”zf,p Tl = (3—1)11(.22
4 +K
Cysh iy~ np s 1<p<2

2 )2k?

e 4 (Zf i?'l)ﬁfﬁ (2f )_1/,, 4 I<p<2

{cm (Z’TW, p>2
<

ve buradan da
" sl ), p>2
T, Rl S 2 (3.43)
bagintisi elde edilir.

(3.42) ve (3.43) bagintilan

R I
esitsizliginde yerlerine yazildiginda

en™?, p>2 asl )", p>2
_< 1 (2 2k? +
¢ _;{;_1)1_;1(_2, I<p<2

Zne " 72p

G

“” wip " Ty

: _l+[£,1)2K1
Ciolt c,7(2’) plr JuE*, l<p<?2

< cg( ’)~1/p, p>2 . 016(21)'1/1’, p>2
c,,,(Z’T%{%_l)%, 1<p<?2 c,,(zj)_%{%*l]%?, l<p<2

ve sonug olarak
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2y 2
= )" e (3.44)

24 p " i pli 2 \2K2

7
¢ cw( J )'%[;'IJEK_Z, l<p<2

bulunur.
0,05, )=l 7, O Sl G ) 20
oldugundan
o, ~7sly <l @72, + Sl 0., ),

esitsizligi yazilabilir.
(3.42) ve (3.44) bagintilar1 kullanilarak

enV”, p>2 cw;( "), p>2
oo =l < cwn—%{%—q%, 1<p <2+ ¢ > 2" ) o, 1< p<2
ve buradan da j

conV'? +cls'§2_"'“’, p>2
O TR T I - U

m>j
bagintisi elde edilir.
Buradaki p>2 durumu gdzoniine alindiginda

m
-1/p -mlp _ -/p 1
Cyhn +cl8 E 2 =Cgh +CIS E (‘?7;)

m>j m>j

1 j
-1/ p
< Coh +020(§1—/?)

-1 _y
=con P 4, 27F

-1 -
<con™? +cpon'?

— -1/p
=Cyuh
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2 2
olur. Diger yandan K 1< p <o i¢in l——?'—l—(—z— 2_ >0 oldugu dikkate
p 1+K°\p
1 2K (2
almp, a¢=—-—-{—-1{>0 igin (3.45) bagmusindaki /<p<2 durumu
p 1+K°\p
incelendiginde
Col” +c1922 " =cn” +cwz(———)
m>j m>j 2
<cn™ +c19 ( 9
e
1Y
<cn™ +cy (5‘;—)
Leph™® +cpn™
=Cuh "
olur.

Boylece (3.45) bagintis

cyn?, p>2
ool LGRS see 540
Cysh , e <p<2
seklinde yazilabilir.

Diizgiin bir egri [35] geregince Ve >0 igin 1+ ¢ katsayili kvazikonform bir

2

3K* -
egri oldugundan p>
£rl gun P 2K?

I kosulu p>1 kosulu ile degistirilebilir. Gergekten

burada K yerine 1+ ¢ yazildiginda

3K -1 30+ef -1 _3(+25487)-1_ 2+65+3¢7
2k t+ef  201+2e+6’)  2+4s+2¢°

p

bulunur. Sonuncu ifade 1°den biiyiik kalarak 1’e istenilen kadar yakin oldugundan

2
Ps SIZ(K kosulu p >1 kosuluna denk olur. Buna gore (3.46) bagintisi
c,n?, p>2
le, =7 < [1_[L,) 2 ]
cun M 1< p <2
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seklinde yazilabilir.

2

Diger yandan ILKTCT ifadesinde de K yerine 1+ ¢ yazildiginda
+

k> 1+2e+5%)  2+45+28°

=l+¢
14K 1+(+25+£%) 242e+¢°

olur. Buradan

I

(1 2 2¢ J
=241 =4

fiefi)

Boylece sonuncu egitlik (3.46) bagintisinda yerine yazildiginda

bulunur.

(9 p>2

b < _(1__;+g(l_%)] Y

C,n q

”q)P “Tnp

elde edilir.
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