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OZET

LP UZAYLARINDA POLINOM VE RASYONEL FONKSIiYONLARLA
YAKLASIM
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dalh
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damismam : Prof. Dr. Daniyal M. Israfilov)
Balikesir, 2001

Bu ¢aligma ii¢ béliimden olugmaktadir.

Birinci béliimde, 6nce ilerideki boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar,
gosterimler ve teoremler verilmis, daha sonra yaklagimun incelendigi agirlikli L?
uzaylar tanimlanmis ve bunlarin bazi 6zellikleri ispatlanmistir. Bu béliimde ayrica
Cauchy singiiler integralinin tammi ve Cauchy integralinin limit degerleriyle ilgili
6nemli bir teoremin ifade ve ispati verilmigtir.

Bilindigi gibi yaklasim teorisinde yaklagimin miimkiinliigii diginda yaklasan
polinomlarin daha pratik bir sekilde inga edilebilen olmasi da temel problemlerden
biridir. Bu yonde yapilan arastirmalann biiylik bir kisminda yaklagan polinomlar
Faber polinomlarnn ve onlarin genellesmeleri yardimiyla inga edilmektedir. ikinci
béliimde, bu genellesmelerden biri olan p-Faber polinomlart incelenmistir. Ayn
zamanda, LP(T") ve L’(I', ) uzaylarindan olan fonksiyonlarin p-siireklilik modiilleri
ve p-Faber Laurent rasyonel fonksiyonlar: tanimlanmigtir.

Uglincti boltimde, once LP(I') uzaymdan olan bir fonksiyona yaklasan
rasyonel fonksiyonlar insa edilmistir. Bu rasyonel fonksiyonlar verilen fonksiyonun
Faber-Laurent kismi toplamlar1 yardumiyla ifade edilmistir. Yaklasan rasyonel
fonksiyonlarin LP(I") uzayindan olan bir fonksiyona yaklagim hizi bu uzaylarda
tanimli olan p-siireklilik modiilii yardimiyla degerlendirilmistir.

Daha sonra, bir feEP(G, o) fonksiyonu verildiginde bu fonksiyonun Faber-
Laurent serisine agilma yontemi verilmig, bu fonksiyon igin agurlikli p-siireklilik
modiilil tanimlanmig ve inga edilmis Faber-Laurent kismi toplamlar dizisinin verilen
fonksiyona EP(G, ) normunda yaklagim hizi agirlikhi p-siireklilik modiiliine gére
degerlendirilmistir.

Bu bolimiin son kisminda yukaridaki yontem genellestirilerek agirlikla
LP(T, ®) uzaylarinda rasyonel fonksiyonlarla yaklagim hizi incelenmistir. Agirlik
fonksiyonunun sagladigi kosullar literatiirde daha 6nce bilinen Ap-Muckenhaupt
kosullandir. Bu kosullar singiiler integrallerin agirlikli Lebesgue uzaylarinda siurh
olmas: igin gerekli ve yeterlidir. Ayt kogullar altinda LP(T, @) uzaylarinda agirlikls
p-stireklilik modiili tamimlanmis ve bu modille gére yaklasim hiz
degerlendirilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Smirnov simfi / agirhk fonksiyonu / siireklilik
modiilii / p-Faber polinomu / p-Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu / yaklagimin
derecesi.




ABSTRACT

APPROXIMATION BY POLYNOMIALS AND RATIONAL FUNCTIONS
IN L* SPACES
Balikesir University, Institue of Science,
Department of Mathematics
(M. Sc. Thesis/ Supervisor: Prof. Dr. Daniyal M. Israfilov)
Bahkesir, 2001

This work consists of three chapters.

In the first chapter, at first, basic definitions, notations and theorems used in
the following two chapters are given. Then the weighted LP spaces in which the
approximation is studied are defined and some properties of these are proved. In this
chapter, also, the definition of Cauchy singular integral and the statement and proof
of an important theorem on the limit values of Cauchy integral are given.

As known, in the approximation theory not only the possibility of the
approximation but also the construction of the approximant polynomials by a more
practic way is one of the basic problems. In most parts of studies on this subject the
approximant polynomials are constructed with the help of Faber polynomials and
their generalizations. In the second chapter, p- Faber polynomials, one of these
generalizations, are studied. Besides, p-modulus of continuity and p- Faber-Laurent
rational functions of the functions belonging to L°(I") and LP(I', ) are defined.

In the third chapter, at first, the rational functions approaching a function of
LP(I") are constructed. These rational functions are constructed with the help of the
Faber Laurent partial sums of the given function. The degree of approximation of the
approximant rational functions to a function of L’(T') is estimated by p-modulus of
continuity which is definite in these spaces.

Then, for a function feEP(G, ®), the method of expansion to the Faber-
Laurent series of this function is given, the weighted p-modulus of continuity is
defined, and the rate of approximation of the Faber-Laurent partial sums which have
been constructed for the given function in the EP(G, ®) norm is estimated with
respect to the weighted p-modulus of continuity.

At the end of this chapter, as a generalization of the mentioned method, the
rate of approximation with the rational functions in the weighted L(', ) spaces is
studied. The conditons that the weight functions satisfy are Ap,-Muckenhaupt
conditions known in the literature. These conditions are necessary and sufficient for
the boundedness of the singular integrals in the weighted Lebesgue spaces. Under the
same conditions in LP(I", ) spaces the weighted p-modulus of continuity is defined
and the rate of approximation with respect to this modulus is estimated.

KEY WORDS: Class of Smirnov / weight function / modulus of continuity /
p-Faber polynomial / p-Faber-Laurent rational function / degree of approximation.
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SEMBOL LiSTESI

Simge Adi

C Karmagik sayilar kiimesi

R Gergel sayilar kiimesi

T {zeC: Iz‘ =] }kiimesi (birim ¢ember)

U {zeC:|7 <1} kiimesi (agik birim disk)
D (2, 1) {zeC: |z - zol <r} kiimesi

D (2, 1) {zeC:|z—20|Sr} kiimesi

A A kiimesinin kapanigi

0A A kiimesinin sinir

CA C-A (A kiimesinin tlimleyeni)

A~ CA

|F| I' egrisinin uzunlugu

r- Negatif yonlendirilmis I" egrisi



ONSOZ

Agirlikli Lebesgue uzaylarinda yaklagim 6zelliklerini inceledigim bu
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Ayrica, benim bu noktaya gelmemde biiyiik emekleri olan ve maddi, manevi
desteklerini her zaman arkamda hissettigim sevgili anne ve babama da tesekkiirlerimi
sunarim.

Balikesir, 2001 Yunus Emre Yildirir
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1. ON BILGILER
1.1 Temel Tanmmlar ve Teoremler

1.1.1 Tanmm: Karmagik diizlemde baglantili ve agik bir kiimeye bélge;
baglantil1 ve kapali bir kiimeye de kontinyum denir [13, s:1].

1.1.2 Tanmm: [a,b] c R olmak iizere siirekli bir
I':[ab]>C
fonksiyonuna karmagik diizlemde bir egri denir. Burada I'(a) ve I'(b) noktalarma
sirastyla egrinin baglangig ve bitim noktalar1; bir I" egrisi verildiginde I'(a) = I'(b)
oluyorsa I ya kapal1 egri; I" tiirevi var ve stirekli ise I ya diferansiyellenebilir egri;
diferansiyellenebilir bir I" egrisi icin eger, I"'(t) # 0 oluyorsa I" ya diizgiin egri; bir I
egrisi sadece t;=t; i¢in I'(a) = I'(b) oluyorsa I ya Jordan egrisi denir [12].

1.1.3 Tammm: [a,b] R olmak lizere

I z=2z(t) =x(t) +iy(t)
stirekli egrisi verilmis olsun. Eger n dogal say1 oldugunda

ti=a<t<t3<..<tw;=b
kosulunu saglayan t;, t;, ts, ..., ta+1 degerlerinin keyfi bir dizisi i¢in

n

2ol 2(tia) ~2(t) |

k=1
toplamu simirl kaliyorsa I" egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Bagka bir degisle, I
egrisini gosteren z fonksiyonu smnurlt degisimli ise I ya sonlu uzunluklu egri denir
[S, s:417].

1Y

1.1.4 Tanmm: I" sonlu uzunluklu kapali bir Jordan egrisi 'olsun. Eger her
r>0i¢in
sup{ ’1" N D(z, r)l rzel }S K@)

kosulunu saglayan sadece I'" ya bagl bir K(I') > 0 sabiti varsa I' ya regiiler egri denir
[1,s:2].



1.1.5 Teorem(Riemann Déniigiim Teoremi): GcC smir1 en az iki
noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu durumda, G bélgesini
Uya

fzo))=0 ve f'(z,)>0
kosullan altinda resmeden bir tek konform déniistim vardir [12,5:8].

1.1.6 Teorem: Eger bir G bdlgesinin sinir1 bir Jordan egrisi ise, G nin U ya
her konform déniisiimii G ye birebir ve siirekli olarak genigletilebilir. Ayn sekilde,
G nin smnin bir Jordan egrisi ise, CG nin CU ye her konform déniisimii CG ye
birebir ve stirekli olarak genisletilebilir [13, s:24].

1.1.7 Teorem: E < C en az iki noktadan olusan, baglantili tiimleyene sahip,
sirl bir kontinyum olsun. Bu durumda, CE bslgesini CU ye

¢()

d(0) =0 ve 11m

kosullan altinda resmeden bir tek ¢ konform déniistimii vardir [12,s:104].

1.1.8 Teorem(Simirsiz Bolgeler i¢in Cauchy Integral Teoremi): G, sonlu
uzunlukiu bir Jordan egrisiyle simirlanmis siurlt bir bélge ve I' bunun pozitif
y6nlendirilmis siurn olsun. f, CG bdlgesinde analitik bir fonksiyon ise,

_}TJ-_i:_(ngz{f(w)—f(z) : 2eC-G
2mi 1G -z () :zeG
olur [6, s:486].
E bir 6l¢gtim uzay: olsun. Bu durumda

[Ex)|dx <
E

kosulunu saglayan biitiin ol¢iilebilir f fonksiyonlarinin kiimesine Lebesgue uzayi
denir ve LP(E) ile gosterilir[5, s:388].

1.1.9 Teorem(Hélder Esitsizligi): p>1, g>1 ve ~1—+l=i icin f(x)eLP(E)
P q

ve g(x)eLYE) ise, f(x)g(x)eL!(E)ve



S( é If(x)lpde}/p[ g Ig<x>l“de)é

JE(x)g(x)dx
E

olur [5, s:388].

1.1.10 Teorem(Minkowski Esitsizligi): p>1 icin f(x), g(x)eLP(E) ise
])é

A pA
( ﬂf(x) + g(x)lp de P < [ { |f(x)|pdx} F +( f Ig(x)lp dx
E E E
olur [5, s:389].

1.1.11 Tanmm: G, sinun bir I" Jordan egrisi olan siurl1 bir bélge, z,el’ ve T’
nin z, da bir tek tegeti var olsun ve de z, in bir komsulugunda I" egrisi normalin her
iki yam tizerinde bulunsun. Bu durumda, eger G iginde bulunan ve z, noktasinda son
bulan siirekli bir £ egrisinin, z, mn bir komsulugundaki kism, kdsesi z, da bulunan,
biiyiikliigii 7 den daha kiiciik olan ve agiortayi I ya i¢ten normal ile ¢akisan bir ag1
icinde kaliyorsa bu ¢ egrisine agisal yol denir. Eger G iginde analitik olan bir f(z)
fonksiyonu, z, I' iizerindeki bir z, noktasina I" i¢indeki keyfi bir agisal yol boyunca
yaklagirken bir a degerine yaklasiyorsa, kisaca, f(z) agisal yollar boyunca a degerini
alir veya f(z) I lizerinde agisal limit degerine sahiptir, diyecegiz [5, s:428].

1.2 Bazi Fonksiyon Siiflan

1.2.1 Tanim: I, kompleks diizlemde sonlu uzunluklu kapal: bir Jordan egrisi

olsun. I' iizerinde tamiml ve 1< p< o i¢in

)
”f“]_)’(l") = { IJ: |f(Z)|ple|J < o0

LY

kosulunu saglayan biitiin 6l¢tilebilir kompleks degerli fonksiyonlarin simifi LP(T) ile

gosterilir [1, s:1]. Gostermek miimkiindiir ki, LP(I),

HILP(I') normuna gére bir

Banach uzayidir.



1.2.2 Tanmm: § =x +1y veya kutupsal koordinatlarda £ = re®® olmak iizere,

U iginde harmonik olan ve 0<r<1 ve p>0 igin

2%
[ |u(r,0)Pde
0

integralinin r den bagimsiz bir M sayisiyla simurli olmasi ozelligine sahip u(r,0)
fonksiyonlarimin siufi hy ile gésterilir [3, s:385]. Ozel halde, U i¢inde harmonik ve
sinurl: olan biitiin fonksiyonlar keyfi p>0 i¢in h, smifindandir. 0<p'< p ve biitiin
x20 igin xP < 1+ xP esitsizlii saglandigindan h,c h, kapsamasimn gergeklendigi

kolayca goriilebilir. Yani p biytidiik¢e hy siuft daralir. Eger bir u(r,8) fonksiyonu
h; simfina aitse T iizerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahiptir
[5, s:388]. h, suufi ile ilgili bu Ozellii kullanarak U i¢inde analitik olan -

fonksiyonlarin limit degerlerinin varligiyla ilgili sonuglara kolayca ulagabiliriz.

U icinde analitik ve smurh olan bir f({) fonksiyonu verilmis olsun. Bu
fonksiyonun reel ve imajiner kisimlann U i¢inde harmonik fonksiyonlardir ve 6zel
olarak h; smifindandir. Dolayisiyla, bu fonksiyonlar T {izerinde hemen her yerde
acisal limit degerlerine sahiptir. Bundan dolay:r f(£) fonksiyonu da T iizerinde
hemen her yerde agisal limit degerlerine sahiptir. Bu limit degerleri gember iizerinde
f(e®) ile gosterilen bir fonksiyon belirler. Bu ¢ok basit sonucu, ilk olarak
Nevallinna tarafindan olusturulan N sinifi fonksiyonlarina genellestirebiliriz.

1.2.3 Tanmm: U i¢inde analitik olan ve bu disk i¢inde

(0= 20
© w(&)

seklinde iki analitik fonksiyonun orami formunda yazilabilen fonksiyonlarn
olusturdugu simfa N suufi denir [5, s:369]. N sinifini karakterize etmenin bagka bir

yolu su teoremle verilir,

1.2.4 Teorem: Bir f({) fonksiyonunun N simifina ait olmas: igin gerekli ve

yeterli kogul O<r < 1 i¢in

2t +

6[ log l f(reie )I de



integralinin r den bagimsiz bir M sabitiyle sirli olmasidir [5, s:394].

+
Burada, log gésterimi,

l+ _jloga : axl
oga= : 0<axl

seklinde tanimlanir.

N sinifina ait fonksiyonlarin sinir dzellileri i¢in de su teorem gegerlidir.
1.2.5 Teorem: Eger bir () fonksiyonu N sinifina aitse bu fonksiyon birim
cember iizerinde hemen her yerde biitiin agisal yollar boyunca belirli f(ea) limit

degerlerine sahiptir [5, $:395].

1.2.6 Tanmm: U i¢inde analitik olan ve O<r < 1 ve p>0 i¢in

b £lre’®)|Pa

J

0

integralinin r den bafimsiz bir M sayisiyla sirli olmasi 6zelligine sahip f(£)
fonksiyonlarinin smifi H, ile gosterilir [5, s:402]. Agcik olarak U icinde analitik ve
smurlt olan biitiin fonksiyonlar keyfi p>0 i¢in H, sifindandir. Bununla beraber
0<p'< p ve biitin x>0 igin xP <I+x? esitsizlizi saglandigindan H,cH,
kapsamasinin ger¢eklendigi kolayca goriilebilir. Ayrica, keyfi p>0 ve x>0 igin
T+ + p
logx = —l-logxp <X
p p
oldugundan her p>0 i¢in Hyc N kapsamasinin saglandigini goriiriiz.  Bu son
kapsama dolayisiyla diyebiliriz ki bir f(§)eH, fonksiyonu p>0 igin birim gember

lizerinde hemen her yerde agisal yollar boyunca belirli limit degerlerine sahiptir ve

bunlar bir (eie) limit fonksiyonu formundadir. Burada,

i f(reie )‘pde

J
0

LY

integraline r—»1 igin Fatou Lemmasiu uygularsak (0,27t) araliginda f (eie)e LP

sonucuna variriz.



1.2.7 Teorem: U iginde f({) fonksiyonunun analitik olmasi, r—>1 igin

IQI =1 gemberi iizerinde hemen her yerde f(re") — f(e®) olmasi, (0,2 %) aralifinda
f (e 0 ) €L olmasi ve U iginde

__l—_znf(eit)deit
e ‘Zniof e -¢

Cauchy formiiliiniin saglanmasi igin gerekli ve yeterli kosul f(£)eH; olmasidir.

Bununla beraber keyfi bir f(§ )eH; fonksiyonu igin Cauchy integral teoremi,
27 . )
[fe*)de* =0
0

seklinde saglanir [5, s:408].

Simdi daha genel bir fonksiyon sinifin1 tammlayalim. G, kompleks diizlemde
siri kapali sonlu uzunluklu I" Jordan egrisi olan sinrli bir bélge olsun. {=y(z) ile G
bolgesini konform olarak U ya déniistiiren bir fonksiyonu gosterelim. z=w() onun

ters fonksiyonu olsun. I’ ile z=w({) doniigiimii altinda IQ[ =r ¢emberine karsilik

gelen G igindeki egrileri gésterelim.

1.2.8 Tanmm: G iginde analitik olan ve p>0 ve 0< r<1 igin
JIf@Pldz
L,

integralinin r den bagumsiz bir M sayisiyla simirhi olmasi 6zelligine sahip f(z)

fonksiyonlarimin sinifina Smirnov sinifi denir ve EP(G) ile gosterilir [5, s:438]. Bu

tanimda gecen I |f (z)lpldzl integralinde z=m(£) degisken doniigiimii yapilarak,
I’

T

“f(z) € E*(G) & f(o@)¥o'©) e H,”
oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla eger f(z) fonksiyonu EP(G) simifina aitse, bu
fonksiyon I lizerinde hemen her yerde biitiin agisal yollar boyunca belirli f(z') limit

degerlerine sahiptir; |f(z")], I" lizerinde integrallenebilirdir ve

lim [[f(z)°ldz|= [ f(z)["|de]
r—1 T, r



olur [5]. EP(G) suufinin konform doniislimden bagimsiz bir tamumi da verilebilir.

129 Tanmm: G i¢inde analitik olan ve G i¢indeki I',—>I" 6zelligine sahip
sonlu uzuniuklu kapah Jordan egrilerinin bir I', dizisi i¢in

[lf@[Pled
r

integralinin n den bagimsiz sonlu bir sayryla suurli olmasi 6zelligine sahip

fonksiyonlarin sinifina Smirnov sinifi denir [5, s:438].

1.2.10 Teorem: f(z), G i¢inde analitik bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun I

tizerinde hemen her yerde agisal yollar boyunca belirli limit degerlerine sahip olmasi

ve G i¢inde her yerde
()= = [Ny ;
2n 2 z'-z

Cauchy formiiliiniin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f(z) fonksiyonunun
E'(G) siifindan olmasidir. Ayrica f(z)eEl(G) ise Cauchy integral teoremi

[f(z)dz'=0
r

seklinde saglanir [5, s:439].

1.3 Cauchy Integralinin Limit Degerleri

I", kompleks diizlemde kapali sontu uzunluktu bir Jordan egrisi olsun.

Cauchy integralini goz Oniine alalim. zgI oldugunda bu integral bir analitik
fonksiyon tanimlar. §imdi I tizerinde bulunan bir z, noktasini gz Sniine alalim.

Keyfi bire>0igin Iy =T~ D(z,,€) olsun. Bu durumda eger

im 122 47

g0 r z'—7 o
limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun Cauchy singiiler integrali denir ve

7



1 (@) @)

Sr(f —1
r()(z,) lm 211:11- Z—Zo

veya

Sr()(z) = 2= @) (£ g
rZ-2

seklinde gosterilir. . Asagidaki teorem, Cauchy integralinin I iizerindeki limit
degerleriyle, Cauchy singiiler integralinin varlif1 arasinda bir iliski kurar.

1.3.1 Teorem: EZer Cauchy integrali I" iizerinde hemen her yerde I" nin bir
tarafl tizerinde bulunan biitiin agisal yollar boyunca belirli limit degerlerine sahipse,
Cauchy singiiler integrali I" {izerinde hemen her yerde mevcuttur ve Cauchy integrali
I' nin diger tarafi {izerinden I' lizerinde hemen her yerde acisal limit degerlerine
sahiptir. Tersine, Cauchy singiiler integrali I" {izerinde hemen her yerde mevcutsa
Cauchy integrali I" min her iki tarafi {izerinden de I iizerinde hemen her yerde agisal
limit degerlerine sahiptir. Burada,

lim j—ff—zldz' = _[i'gz'—,)dz' + 7if(z})
22, 1 Z-Z F2-Zo
formiilii I {izerinde hemen her yerde saglanir. Bu formiilde sol taraftaki limit agisal
yollar boyunca alimir. Sag tarafta pozitif isaret acisal yol egrinin solunda; negatif
igaret ise yol egrinin saginda kaldig zaman alinr.

Ispat: z,el’ olsun. z, z| noktasina herhangi bir agisal yol boyunca

yaklagirken
ff-f—zzdz'-f £z) dz, e=l|z-z}|
[Z-2 L z'-z,

e
farkinin * wif (z,) ne yaklastigim gostermek yetecektir. Burada isaret, ag1sal yol zj
noktasindaki tegetin solunda kaldiginda pozitif, safinda kaldifinda negatiftir. Eger
bu iddiay: ispatlayabilirsek, I" lizerinde hemen her yerde ve 6zel olarak f(z') niin
sonlu oldugu noktalarda yukandaki integrallerin birinin varhg: diger integral icin
karsilik gelen limitin varlif1 anlamina gelecektir.

Once, T iizerinde f(z')=1 oldugu bir 6zel durumu inceleyelim. z,=2z'(s,),T
dz'(so),

So

iizerinde keyfi bir nokta ve =1 olsun. Bu durumda yukandaki integrallerin




birincisi, z' noktasi I egrisi iizerinde bir tur yaptiinda, log(z'-z) fonksiyonunun
artigtm verir. Bu artigin imajiner kismu z'-z vektoriiniin egim acisindaki artigtir.
Eger I' iizerindeki (z’ (59 —€),Z'(5¢ +s)) yaymin yerine, bu yay ile aymi son
noktalara sahip, I' min diger yam Gizerinde yerlegmis bir y yar1 gemberini diigiiniirsek
(log(z'—z))r degismez. Diger yandan, z' yeni yol etrafinda bir tur attiginda
log(z'-z) fonksiyonunun artis1 ile log(z' —z;,) fonksiyonunun artis1 arasindaki fark
e—>0 i¢in sifira yaklagir. A¢ik olarak,

Jode- [

z'-z T, z'-z,
farki yeterince kiigilk bir € i¢in +mi ye keyfi olarak yakin yapilabilen,
(log(z’ ~Zy ))Y daki artiga esittir(Burada igaret, I" ilizerinden alinan integrasyonun

yoniine baglidir). Bu, -0 i¢in isaretin istenen segimiyle yukandaki farkin +mi ye

yaklagtigini gosterir.
Aym iddiay1 genel durumda ispatlamak igin, her zj eI’ igin z, z;; noktasina

ag1sal bir yol boyunca yaklagirken

) vl i@ , f(Z) ’ —
Flasy) = [ r{z &z - £z o)rf f
y J-f(Zi—fZ(Zo)de If_(zé)’__iﬁ_)_d' =|Z'Z'o|
I, °

ifadesinin sifira yaklastigin gostermek yeterlidir.

z2,=2'(s,), I iizerinde keyfi bir nokta ?. =1 ve f(z") sonlu olsun. y,,
s

!

z, noktasinda " ye tegetin reel eksenle yaptifi efim agisimi gdstersin. z, z

noktasina bir ¢ agisal yolu boyunca yaklasirken ve z=zj + ieei(x°+‘") iken
yeterince kiigiik bir € i¢in w, <p/2 oldugunda |\u| <y, veya |11: - \|/| <y, oldugu
sonucuna ulasinz. '

$imdi, n>0 verilsin. h=h(n)>0, |s —s,| <h icin

z'(s) -z,

=eXo +3, [|§<n
S—S,



kosulunu saglayan bir say1 ve €, (0,h) araliginda keyfi bir sayry1 gostersin. Bu
durumda,

’ _ ’ dZ'(S)
ROECAMS (@ E)-£(z)) = ds
r z'-z f(s—s,) (€™ +8)- cieittt¥)

olur.

Eger, |0'| <h igin Iml <n oldugunda
ci=s-5,, m(c)=m:=8¢%° ve ¢(c):=(z(s))-Hz,))(dz/(s)/ds)e¥o

dersek,

F@EE)  ( 6e)ds
r Z-z r 1+ m)o —¢cie"

elde ederiz. Dolayisiyla

eie"d(c)do N ? ¢(c)do

& rJ; [+ m)o-zie” )1+ m)o * % (1+m)o—cie™

sonucuna ulagiriz.

Yine z;, noktasin,

®(c) = [|¢(c)do = [[f(Z/(s, +0)) - £(2'(s,))| do
0 0

iken

tim 2
c—>0 ©

kosulunu sagladigim varsayalim.
I' {izerindeki hemen hemen biitiin noktalanin bu varsaymmi dogruladigim
gosterelim. Diizlemdeki biitiin noktalarin rasyonel koordinath {ry,r;,...} kiimesini

g0z Oniine alalim. Her ry ve 0<s<S aralifindaki hemen hemen biitiin s ler i¢in

Lebesgue teoreminden[11,s:19],
d S 1 s+C
— [[f@Z'(s)—1|ds = lim = [|f(z'(s)~ 1| ds =|f(z'(s) ~ g |
ds c—>00 :

elde edilir. Dolayisiyla, eger Eyx 0<s<S arahginda yukarndaki esitligin
dogrulanmadign veya f(z'(s))=o kosulunun saglandifi noktalarin kiimesi ise

mesEg =0 olur.
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Simdi,
«
E= U Ei
k=l
diyelim. Bu durumda mesE=0 olur. Eger so¢E ise keyfi >0 i¢in r, y1

I£(2/(sg) - 1ie| < =
2
olacak bigimde segebiliriz. Yeterince kii¢lik bir ¢ i¢in
1 e, ' LG,
= E@ (s, +0) - £(Z'(s, )| do < = [|f(Z'(s, +0))-1,|do
Co Go
1% € €
+—||f(z ~L|dsS-+==
c(ﬂ (Z'(s,)) -1, | ds S+ =€

olur ve bu, E nin digindaki bir s, igin

91(2—)0
c

c — 0 iken

olmasi anlamina gelir.
Yaptifimiz varsayim altinda

gie"¢(c)do BJ. d(o)do
L (Q+m)o—cie¥)(1+m)s - (1+m)o —sie"

integrallerinin herbiri i¢in bir simr bulalim.

R, = ? d(c)do | g g 0(c)|do

& (+m)o~sie| 4 (1+m)o ~ siei"‘l

veya imajiner kisimla paydadaki modiilii yer degistirerek

R, <__l__l h¢(c)|dcs——l——-2maxm

T cosy,—TM £ cosy,—-n | o

elde ederiz. Simdi
| gie¢(c)do
£, ((1+m)o —¢ie™) (1+m)c

integralini
I'ni=T-D(z},,e+h) Ve Ten:=(z'(s, ~€—h), Z(s, -€))U(Z'(s, +5), (5, +£+1))
yaylar tizerinden iki integrale bolelim. Bu durumda,

gie" (o) do |< £|9(0)| do
(a+mo—eie” ) +mo|~ 2 [0+ m)oe™ —ei] 1 -n)o

R,=(]
Ten

11



veya reel kisimla paydadaki modiilii yer degistirerek,

R < [ clEdds € j o) do
2 A o?(cosy, -m)(A-n) (cosy,-n)(1-m)r, o’

elde ederiz. Kismi integrasyondan

i ¢ do _ o(0)| 2] ®(c) do
Cnh Gz 62 l-gh rh 63
lo<h | o h € h e] €| o

elde edilir. Sonug olarak,
R, < 12 -max
(cosy, —m)(1-m) ol

bulunur. Bu esitsizlikler,

()
(¢}

R(n)=(2+ 12] L maxi%sl, lim R(n) =0

1-mjcosyy—n .|0'|<h G 10
iken
. gie' d(c)do
Fz2,) <] | $(c) |+ R
r, (1 +m)c —¢ie )(1+m)o'l

olmasim gerektirir.

Sonuncu integral, e—0 i¢in integral isareti altinda limit alindiginda, sifira

yaklagir. Dolayisiyla, -0 igin [F(z,z;)| nin limit degerlerinin higbirinin R(n)

sayisim asmadigi sonucuna ulagihr. Ama bu limit degerleri den bagimsiz

oldugundan ve n—0 iken R(1)—0 oldugundan bu, €0 iken yani ¢ egrisi boyunca

z—>z, iken F(z,2,) — 0 olmasi anlamina gelir ve ispat tamamlanmus olur.

Simdi, G, I" sinirina sahip sirh bir bolge olsun. Genelligi kaybetmeden 0

orijininin G iginde oldugunu kabul edelim. Eger fe LP () ise

12



£ (z) = -—l— J‘i(—z—zdz', zeG
2nmi fz'-z

f'(z).=—l-; Iifz—)dz', ze G~
2mi fz'-z

seklinde tanimlanan: f*:G — C ve f~:G™— C fonksiyonlan sirasiyla G ve G~
icinde analitiktirler ve f~(o0)=0 dur.

1.3.1 Teorem geregince efer f* ve f~ Cauchy integrallerinden biri I’

lizerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahipse, Cauchy singiiler integrali

I" lizerinde hemen her yerde vardir ve £* ve £~ Cauchy integrallerinden digeri de T’
tizerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahiptir. Tersine, Cauchy singiiler
integrali I" tizerinde hemen her yerde varsa, f* ve £~ Cauchy integralleri I" tizerinde
hemen her yerde acisal limit deBerlerine sahiptir. ' min her iki tarafi {izerinde
bulunan agisal yollar boyunca limit alarak, I" iizerinde hemen her yerde gegerli olan

£*(2) = Sr(f)(z)"";'f(z)

£(2) =S¢ (f)(z)——;-f(z)

2= (2)-f" (2
formiillerini elde ederiz [1, s:2].

Gosterilmigtir ki, I' nin bir regiiler egri olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul
p>1 ve her feLP(T) i¢in Sr(f) in var ve LP(") ya ait olmasi ve smirh olmasidir. Yani
p>1 ve her feLP() i¢in

ISc Oy ry < CODel o
olacak bigimde bir C(p,I") > 0 sabitinin var olmasidir{2]. Bununla beraber, eger Sy
singililer operat6rii smrhise her felP(I) icin yukarida tanimlanan f* ve f~
fonksiyonlar: sirasiyla EP(G) ve EP(G™) Simirnov siuflarina aittir [8]. Ayrica T’

regiiler bir egri ve feL(I') ise yukanda verilen formiiller geregince f* ve f~
fonksiyonlar LP(I") sinifindandur.

13



1.4 Agirhikh Fonksiyon Siniflar:

1.4.1 Tanmm: o, I" tizerinde bir agurlik fonksiyonu, yani I' {izerinde negatif
olmayan, Slgiilebilir bir fonksiyon ve p>0 olsun. Eger

: p-1
supsup[l Jo ldql][l J (m(s))"/“’")ldqlJ <o

zel 050 | T 1 \piz ) [AD(zr)
oluyorsa w, I tizerinde Ap,-Muckenhaupt kosullarini sagliyor denir [10, s:3].
I' tizerinde Ap-Muckenhaupt kosullarimi saglayan biitiin  agulik
fonksiyonlarmin kiimesini Ay(T') ile gosteririz. Eger aeAy(T) ise
o VP e 1P/(e-D )
oldugu agiktir.

142 Tanm: L"(T,0)={feLl'D):|ffoel!()} kimesine o-agirliklt

LP-uzay1 denir [10, s:3].

1.4.3 Tanm: EP(G,0)={fcE'(G):feL’([,0)} kimesine G i¢indeki
analitik fonksiyonlarin p. dereceden w-agirlikli Smirnov simifi denir [10, s:3].

1.4.4 Teorem: I" bir regiiler egri, o, I" lizerinde bir agirhik fonksiyonu ve
1< p <o olsun. Bu durumda her fe L’(T,0) i¢in
"SF (f)"LP (T,@) s ! "f"LP (I',®)
esitsizliginin saglanmast icin gerekli ve yeterli kosul weAp(I") olmasidir [10, s:4].
1.4.5 Lemma: Eger feL’(I",0) ve weAy() ise feL'(l") olacak bi¢imde bir

r>1 sayis1 vardir.

Ispat: weA (") oldugundan weA4(I) olacak bigimde bir qe(l,p) sayisi
vardir [4]. r =2 olsun. fe L*(T,) oldugundan
q
) 0¥ e L9

olur. Diger yandan,

o VP e LP/(P-I) (')

14



oldugundan Holder esitsizligi fe L") oldugunu gésterir.

1.4.6 Lemma: I', bir regiiler egri ve weA,(I") ise her feLP(l,0) igin
f* ¢ E?(G,0) ve f~ € E?(G~, ) olur.

ispat: feL"(l“,m) olsun. 1.4.4 Teorem geregince S-(f) e L*(I',0) oldugunu
elde ederiz. Diger yandan, 1.4.5 Lemma geregince feL'(I") olacak bi¢imde bir r >1
sayist vardir. 1< r< o ve T, regiiler oldugundan Sr: L(T") - L'(I") swnurlt bir lineer

operatdrdiir [2]. Dolaywsiyla f* ve f~ fonksiyonlan sirasiyla EF(G) ve EF(G™)

simflarindandir. Bununla beraber, I" izerinde hemen her yerde
£@)=8:0@+31@) ve £ D=5 (N~

esitlikleri saglandigindan f* ve f~ fonksiyonlarinin L*(T",0) ya ait olduklan ortaya
¢ikar. E"(G)c ENG) ve E"(G7)c ENGT) kapsamalarimi dikkate alirsak ispat

tamamlanir.
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2. L*(T;0) UZAYLARINDA p-FABER POLINOMLARI SERISI
VE p-SUREKLILIK MODULLERI

2.1 Fy p(z) p-Faber polinomu ve Fk,p (l) p-Faber Esas Kismu
z

G, smirt sonlu uzunluklu kapali I' Jordan egrisi olan smirh bir bélge olsun.
¢ ve ¢, swrasiyla G~ ve G bolgelerini U™ bdlgesine,
([)(oo):oo, ¢( )>0 $1(0) = 0, li_?i)z¢1(z)>0
kosullar1 altinda resmeden konform doniigtimler olsun. ¥ ve ¥ sirasiyla ¢ ve ¢, in
ters doniistimleri olsun. 1.1.5 Teorem geregince ¢ ve ¢, fonksiyonlan I' ya; ‘¥’ ve
¥, fonksiyonlar1 da T ye siirekli olarak genisletilebilir. Yine ¢'(z), G~ iginde;
&,'(2), G icinde; y'(w), y;'(w) fonksiyonlani da U~ iginde sifirdan farkhidir.

k , negatif olmayan bir say1 olsun. ¢(z), G~ de analitik ve

¢'(0) = ln‘n¢—(zgl>0

oldugundan [([)(z)]k R/¢'(z) fonksiyonu oo noktasinda k. dereceden bir kutba sahiptir.

Dolay1siyla bu fonksiyonun oo daki Laurent agilimim distiniirsek her ze G~ i¢in

[0@]*}'@) = Fip(2) + Exo(2)
olacak bigimde k. dereceden bir Fi(z) polinomu ve Ey () = 0 kosulunu saglayan
G~ de analitik bir Ey ,(z) fonksiyonu vardir. Bu son esitlikten R>1 ve her zeG i¢in,
Tp ={eG™:[6(0)=R}

olmak tizere,

. .
I[¢ ]R/¢( g @y, 1 @,

2mi 2mi L -z 2mi L -z

elde ederiz. Burada sinursiz bolgeler i¢in Cauchy integral formiilii geregince,
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2 -z d€ =Ejp(x)=0

1 J’E k,p ©

ve Cauchy integral formiilii geregince,

1 Fp® ——
= rj ey (@)

olur. Dolayisiyla, R>1 ve her zeG igin
1 I[¢<q>]k §'©)

B (2)=——
op(?) 2w} gz

g

integral gosterimini elde ederiz. Aym zamanda ¢(£)=w doniistimii yapilarak,

1 Wiy w Y
Zni'w‘=R y(w)—-z

dw

13 k.p (z)=

elde edilir.

2.1.1 Tanm: Fyy(z) polinomuna I' egrisi i¢in k. dereceden p- Faber

polinomu denir.
Simdi [(1)1(2)]1‘_yp R/,'(z) fonksiyonunu dikkate alalm. Bu fonksiyon
G\{0} da analitiktir ve 0 noktasinda k. dereceden bir kutba sahiptir. Eger bu

fonksiyonun 0 daki Laurent agiliminin esas kismini ?k,p(l/ z) ile gosterirsek, her
zeG\{0} i¢in

(61 @17 Ry (@) =Fi p (V2) + By, 2)
olacak bigimde G ig¢inde analitik olan bir I:fk’p (z) fonksiyonu vardir. Bu son

esitlikten R>1 ve her ze G~ igin
T ={¢eG:[6:;Q=R}

olmak fizere, .

k—2/ ' T B
L O © 1 Bl 1 Bp®@
g -z 21'c11~~R -z 21r1i:R -z

elde edilir. Burada Cauchy integral teoreminden,
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1 Iﬁkp@)

2m~ -z dz=0

ve stursiz bélgeler igin Cauchy integral formiiliinden,

I ,p(/c)

2‘rt11.R -z

dg = F p (@) - Fy 5 (1/z) = ~Fy , (/)

elde edilir. Dolayisiyla R>1 ve her ze G~ i¢in

e, ()= I[4>1(«:)]“‘2/ PR ©

™ E C-z

dg

integral gosterimini elde ederiz. Bu integralde yapacagimiz ¢, (&) =w doniisiimiiyle
bu esitlik,

wh Py Ve
21t1 [w[=R yi(w)-z

dw

Fk,p (1/ a)
bi¢iminde yazilir.

2.1.2 Tanim: Fk,p(l/ z) rasyonel fonksiyonuna I' egrisi i¢in k. dereceden p-

Faber esas kismi denir.

2.1.3 Lemma: n bir dogal say1 ve I',, ={CeG~ :|¢(§)I =1+1/n} olsun.

Egerze G~ ise

- [¢(ng%_(_ & - I[d’@]k%—(_ "

VA
1-'l+l/n

olur.
Ispat: d(z,T,y,)=inf {{{-7:{ely,y,} diyelim ve n,, 1+1/n<|p(z)|

kosulunu saglayan en kiigiik dogal say1 olsun. Bu durumda, n2n, 6zelligindeki her

»

dogal say1 i¢in
d(z. Niyne1y) > 4z Teyn) 2 d(z,T4yn)

NS | .
olur. ¢>1 igin, eger —+—=1 ise
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d¢ =
G
1+ \II 1 + e -2
n
elde ederiz. Acik olarak, her n>n, i¢in
k. 14
(l + 1) elk® [w'((l + l)ele )] 4
n .
- 1 ,1(1 + -l—je’e
\y[(l + —)e‘e) -z
n

qk+D)-1 2% .
2 ( 1) W,((“_}_)ele]
n

e |1+=
dq (Z, rl+l/n, ) 0
d6 < BIT|

« ikO} . 1 i0 %
I[¢<c>]“*</$'6 2“(“11{) i [“’ ((“ﬂe H {H 1

de

2n
] n

de

n
olur. Bu durumda,

fothitr)

olacak bigimde n den bagimsiz bir B sabitinin varlig1 ispatlanabilir. Son iki esitsizlik

[ q )

o
ECo

n
\ J

dek

dizisinin n>n, igin diizglin simirh oldugunu gésterir. Buradan,

LSl
I( n) [( ) } i( )eledez

lim "
7 w((l + —)eie] -z
n

= 2? i [\V’(eie)r/q iei®do = J'de = IM
0 \V(eie)"z T W(w)-z r ‘C—z

I+—
n

dg

bulunur. Bu, ispat1 tamamlar.
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2.1.4 Lemma: Her zeG ve her we U™ i¢in

[yl _ & F,p@)
\U(W)—Z k=0 Wk-'-1

olur. R

Ispat: zeG olsun. [y (w)]l'l/p / [w(w) - z] fonksiyonu U~ iginde analitik,

y(wo) =0 ve limm>0

w0 W

oldugundan, bu fonksiyon U~ nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin olarak
yakinsayan

[y (w)J}-VP _ v h®@
\[J(W)—Z = W1<+1

seklinde bir tek Laurent serisine sahiptir. Bu esitlik kullanilarak, R>1 ve neZ" i¢in,

Ll L (00,
2m|WI=R w(w) -z 21|:1jwl R k+l

k=0 W

o 1 w'
=3 — d
"20( 2y L W W]Ak’p 2

bulunur. Buradan, Fp(z) = Anp(z) oldugu kolayca gérilir. Bu, ispati tamamlar.

2.1.5. Lemma: Eger ze G~ ise

K pfir
Fuot) = W YT + -1 [ROTTO o

Lt -z
olur.
Ispat: ze G~ olsun. Eger R >1 ise yeterince biiyiik secilen bir n dogal sayisi

i¢in z, g U Ty, ile simrh bir bdlgenin bir i¢ noktasi olur. Dolaystyla, Cauchy

integral formiilii geregince,
K p/a
(R TR bQIR© 4
™ I-Rul--m/n- C —Z

_ 1 J[«b@]“ﬁ/«b'(c) -1 | bl @
2mi C C-z 2mi -z

dg

1“l-rl/n
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elde ederiz. 2.1.3 Lemma kullamlarak istenen elde edilir.

2.1.6 Lemma: n, bir dogal say1 ve
~ 1
Dy = {C eG:|1(Q) =1+ ;}

olsun. Bu durumda, her zeG igin

lim | [m(c)]“:i"j/mwc) & = I[m(c)]“:f’j/m'(c) &

N—>00 ~;
r“'/n

olur.
Ispat: 2.1.3.Lemmanin ispat: gibidir.
2.1.7 Lemma: Eger ze G~ ve we U~ ise
w2 Ply P o Fep(z)
yi(w)-z k=0 wkl
olur.

Ispat: w e [\y]'(w)]H/ s / (w;(w)-z) fonksiyonu U~ iginde analitik ve oo
da ikinci kerteden bir sifira sahip oldufundan onun U~ igindeki Laurent serisi

agilimi

Wy ] 2K, @)
yi(w) -z i wkt?

formundadir. Sag yandaki seri U~ nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin
yakinsaktir. Dolayisiyla eger R>1 ve n bir dogal say: ise
wn—p/z[ ]l—l/p

K= 1 v1'(w)
Fn,P(l/Z)" o ]w]iR vi(W)-z

_ L jwn(i————Ak’;ff)de
k

21ti |w|=R . =0 W

=Z[ : J v:,<+2 dw)‘z*k,p(z)

k=0 2Tti lwl-_—R W

dw

olur. Buradan
~Fop(l/2)=Ay ()
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oldugu goriiliir. E),p (1/z)=0 oldugundan

w Py w] P = Fe,(/2)
=X -

yi(w)-z k=0 W

cikar,

2.1.8 Lemma: Eger ze G\{0} ise

k—2/p !
B, (V2)= [0 @12y @ - = I[d»l(g)] R, ©) i

2mi 2 G-z

olur.

Ispat : Eger ¢ kiigiik segilirse ve n yeterince biiylik aliursa zeG\{0} noktasi
f‘l+l/n wdD™(0,e) egrisiyle smurhh bolgenin bir i¢ noktast olur ve

[¢1(§)]k‘2/p§/¢1'(§) fonksiyonu bu bélgede analitik olur. Dolayisiyla, Cauchy
integral formiiltinden,

741 o -z 2i D) -z

k~2/p ’ k-2/p '
(O sl (RN I[m@] '@ 4o 1 [ Lol Uor© 4

elde ederiz. E, (&) / (€ — z) fonksiyonu D(0,¢) da analitik oldugundan

1 @I © 1 Feplld),
2m D) -z 271 aD(0,6) -z
1 Ek p(C) ~
+— | —=E=dg=-F,(1/2)
Zmi 6D(J(;,s) &=z ’

oldugu kolayca goriiliir. Bu, ispati tamamlar.

»
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2.2 L’(") ve L?(T';0) Uzaylarindaki Fonksiyonlarn p-Siireklilik
Modiilleri

2.2.1 Tanim: p>1 ve geL?(T) olsun. Bu durumda,

g(ei(e+h) )_ g(eie )’p 4 e]%

2n
op(gt)=sup | |
Ih|<t\ 0

ile tamimlanan wp(g,t):(0,%0) —> [0,%0) fonksiyonuna g nin p-stireklilik modiili denir.
Her gel’(T) i¢in lir%mp(g,t) =0 oldugu goriilebilir {3]. Bununla beraber her
t—>

21:82 € Lp (T) lc;ln
®,(g; +82:) S0,(8),) +@,(8;y)
oldugu Minkowski esitsizligi kullamlarak,

27

J

0

(81 +82) (ei(e+h) )“ (g1 +822) (eie)lpde

])é

®,(8] +82,1) = Sup
lhjst

] |51|1p [2]5| d (ei(e“h) )_ - (eie )+ gz(ei(em) )_ g, (eie )\p de])/p
hlst| o

(

< sup | (zjfl g (ei(0+h) )_ 8 (eie )IP deJ% +[zj‘:| gz(ei(9+h) )_ gz(eie )'P a0

<t |\ o 0

]/p

( 2n }/p 2n %
. . p . . p
< sup 4 ” gl(el(e+h) )_gl(ele )‘ | b+ sup ” gz(el(9+h))_ gz(ele)l 40
i<t |\ o l|<t [\ o
= mp(glat) +mp(g231:)
seklinde gosterilebilir.
2.2.1 Lemma: Eger geLP(T) ise bu durumda her te(0,00) igin

olur.
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Ispat: Zake , €LP(T) nin Fourier serisi ve S,(g,0) = Zake *® onun n.

k=-o k=-n
kismi toplami olsun. geEP(U) oldugundan, k<0 igin oy = 0 ve k>0 i¢in by = o
oldugunu biliyoruz [3]. Dolayisiyla
8(e") - 2bee = g(e™) =S (&,0)

olur. Bu,

< |e€®)-5.(2.9)
(T)

g(w)— Y b w"

k=0 LX(T)

oldugunu gésterir. Diger yandan, her n dogal sayis1 igin

"g(e'e) S (g,e)"L,(T) p® p(g"n_};I)

olacak bigimde sadece p ye bagh pozitif bir K, says1 vardir [14, s:205, 207]. Son iki
esitsizlik ispat1 tamamlar.

2.2.4.Tamm: felP(D) olsun. Eger f,,f; : T — C fonksiyonlan hemen her

yerde
£, () = £(y(w))Rlw' (W)

£y (w) = £y ()Rl (wyw P
ile tammlaniyorsa

Qp(f, ) = Qp(fo, ) + (i, °)
olarak tanimlanan

Qu(f, -) : (0,20) > [0,0)
fonksiyonuna felP(I’) nin p-genellestirilmis stireklilik modiilii denir. Burada
f,.f; € L,(T) oldugu agiktir.

feLP(T) icin verilen bu tamimu agurlikli L°(T,0) uzayindan olan fonksiyonlar

icin de verebiliriz. $imdi bu tanim1 vermeye ¢aligalim.

ge LP(T,0) ve weAy(T) olsun. Bu durumda,
h .
gn(W) = [g(we")dt, O<her
2h

fonksiyonunu dikkate alalim. [4, s:110] da ispatlanan
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"gh"]_?('r,m) < CP"g"L"(T,m) > 1<p<00

bagmtisint kullanarak, ge L°(T,0) i¢in g, € L*(T,0) oldugunu elde ederiz.

2.2.5 Tamm: Eger ge LP(T,0) ve 0eAy(T) ise bu durumda,
Q, ,(g,d) =sup { "g - gh"L,,(T’m) :h<d}, 1<p<ew
ile tammlanan Qya(g, *) : [0,0) — [0,0)  fonksiyonuna g i¢in p. dereceden
w-agirlikl stireklilik modiilii denir.
Qpo(g, -) fonksiyonunun siirekli, negatif olmayan, azalmayan ve
%i_%mp,m(g2 =0, 0,481 +82,)S0,4(81)+0p0(82,7)

kosullartm saglayan bir fonksiyon oldugunu kolayca géstermek miimkiindiir.
2.2.6 Lemma: Eger ge L’(T,0) ve 0eAy(T) ise bu durumda,

®p0 ST (8),) Scr0p 4 (8 )

olur.
Ispat: 8¢(0,27), h<d ve weAy(T) olsun. Fubini teoremini uygulayarak,

St@h (w)—— IST(g(we‘e))dG—— f L(Pv) B ] i

we

o

p
(P.V.) [B=
mi{ 'l'[ Tele _Wele

4 i0
1 B wel® |dr
5 {5 V) E Jde

i0 }.i0
Lh glte” Je d'c}de

.':..t_.,D"

2h
= (P.V.) [—b dr=——(P.V) [En® (® 4o = [S1 (g, (W)
w 2m TT—W

elde ederiz. Dolayisiyla, .
[8:@)w) - Br@],(W) = [S1(&-gn)W)
olur ve buradan,

Ist(e)-[St @},

elde edilir. Son esitsizlik, ©;,(S1(8),")<C0;, (g,") oldugunu gosterir ve ispat

184 (T,(D)= "ST (g —8hn )"LP(T,(D) < Czllg —£En "LP (T,®)

tamamlanir.
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2.2.7 Lemma: Eger ge L’(T,0) ve weAy(T) ise bu durumda,

Qp (@) <(er +1/2)Qp o (8,

olur.
Ispat: T tizerinde hemen her yerde gt =S;(g)+ %g oldugundan, 2.2.6

Lemmadan istenen elde edilir.

2.2.8 Lemma: geEP(U,0) ve weAy(T) olsun. Eger iak (g)w* , orijinde
k=0

g nin Taylor serisinin n. kismi toplami ise bu durumda her n dogal say1s1 igin

olacak bigimde bir c,>0 sayis1 vardir.

W) - Yo @w"
k=0

<e3Qp (2,1/n)
L*(T,0)

Ispat: Zﬁke’ke, geEP(U,») nin Fourier serisi ve S,(g,0) = ZBke nun
k=0

k=-n
n. kismi toplami olsun. geE (U) oldugundan k<0 i¢in Bi=0 ve k>0 igin Bx=0(g)
olur [3, s:38]. Dolayisiyla,

= Jgl®)-s0 2.0

’(T,0)

g(w) - > oy (g)w"

k=0

lL"([O,Zﬂ:],m)

olur. T, (g,0), g(eie) icin Lp( [0, 27r], 03) da en iyi yaklagan trigonometrik polinom
olsun. Yani,

En,p (g,0) =inf { "g —T||L,([0’2n]’m) :Temn,}

derecesi n yi asmayan trigonometrik polinomlarla g ye yaklasimdaki minimum

hatay1 gosterirken,

%

= En,p( ,0)

=T
“g " le(fo.2n],0)

olsun. Bu durumda,

=[ele®)-5. 2.0

L’ (T,®)

g(w) - D o (B)w"
k=0

([0,27})

)

< ”g(eie )— T, (8.6) 1 ([0,2n],m) L* (0,27} )
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olur. Diger yandan,

Sa(g-T,".9)

< c4||g(ei° )-T." @6

IL"([O,Zn],m) |L" ([0,27)w)

olacak bi¢imde bir c,>0 sabiti vardir [9]. Dolayisiyla,

g(w) = Y ay fg)w"

k=0

s (C4 + l)En,p (ga ®)
(T.0)

bulunur. Buradan [7] de ispatlanan
Enp(g:0) Sc5Q2p (g,l/ n)
esitsizligi kullanilarak,

“g(W)— 3 o (@wk
k=0

< c3§2p,0.) (g’ l/n)
L*(T,0)

elde edilir. Bu, ispati tamamlar.

2.2.9 Tamim: fe L’(T,0) ve oeAy(T) olsun.
D=0 (W(W)), or=o(yi(w)w ™
olmak iizere 2.2.4 te tammlanan f_,f; fonksiyonlar1 i¢in
Qpolf, )=Qp0 (o, ) + Qo (f1, )
seklinde tamumlanan Q(f,):(0,%0)—>[0,0) fonksiyonuna fel’(T,®) nm p-
genellestirilmis siireklilik modiilii denir.
Burada, f, e L?(T,0,) ve f; € LP(T,®,) oldugu kolayca goriilebilir.

2.3 L*(") ve L°(I',0) daki Fonksiyonlarin p-Faber —Laurent Rasyonel

Fonksiyonlar:

fel®(I) olsun. 1.3 bolimde tamimlanan f* e EP(G) ve f~ € EP(G")
fonksiyonlarmin her birisi 2.2.4 tamumda verilen f_,f; fonksiyonlar1 cinsinden

sirasiyla agagidaki integral gGsterimlerine sahiptir.

' 1-1/p
£ (2) =—2%T'|‘f0(w) “\14!?\:3-2 dw, ze G
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2/p 1 1-1/p
[Wl (W)] dW, ze G~
Yi(w)-z

f=f* —f~ oldugundan 2.1.4 ve 2.1.7 geregince feLP(I") fonksiyonuna,

£(2) =5 [ ()™
T

© ) ~
flzy~ Y. axFp@)+ Y- p(1/2)
k=0 . k=0

seklinde gosterilen genellestirilmis p- Faber Laurent serisi karsilik gelir. Burada a,

ve @, katsayilari,

a, = J'—(—lzl—)d k=0,1.2,..
A= [ Aiw,  k=012,..

ile tammlamr. Bu katsayilara felP(I’) min p-Faber-Laurent katsayilari denir.
f,,f, €L*(T) oldugundan, f,*,f;" e EP(U) ve f; (0)=0, f; () =0 olmak tizere
T {izerinde hemen her yerde

fo(w) = fo+ (w)—-f, (w), fi(w)= f1+ (w) =1, (w)
olur. Bunlan kullanarak k =0,1,2,... i¢in,

1 £y (w) 1 £, (w)
=EE f[ wkH dw j k+1 I k+l EE T.[ Wk dw

(W) (W) (W) _ 1 f+(W)]
-[ o I Wkl I Wkt —2—75 f" lwk+1 W

elde edilir. Yani, a, ve 3, katsayilan swastyla f,",f," e EP(U) fonksiyonlarimn
Taylor katsayilaridir. Dolayisiyla, 2.2.2 ve 2.2.3 Lemmalardan, her n dogal sayisi

icin

n
f5(w)— Y aw* S(%+Cp)Kpcop[fo,—l—)
k=0

n
~ K 1
f1+(w)—2akw S(E"'Cp]Kpmp(fl’;—J

k=0 ()

elde ederiz.

2.3.1 Tanmm: feLP(), a, ve @, onun p-Faber-Laurent katsayilar1 olsun. Bu

durumda,
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R (£, 2):= kzoakap(z)+ z 8 Fe p (1/2)

rasyonel fonksiyonuna f nin n. dereceden p- Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu

denir.

$imdi, benzer bir tanim feL°(T',0) igin verelim. feL*(T",0) ve @ € A, (I)
olsun. Bu durumda, f e L'(I') olacagindan,

" + Q4
f":G C, f
- (2) = o Ij -2 —d
f":G"—>C, f“(z):——l—jf(C) =224
T~z
fonksiyonlarin1 tanimlayabiliriz ve T {izerinde hemen her yerde f(z)=f*(z) -~ (2)

dir. Burada f* € EP(G,0) ve f~ €e E?(G ,0) oldugu 1.4.6 Lemma geregince
agiktir ve bu fonksiyonlarin herbirisi yukarida oldugu sekilde 2.2.4 tanimda verilen
f, ve f; fonksiyonlan cinsinden sirasiyla asagidaki integral gosterimlerine sahiptir.

+ y'w)™
£ (z)———jf( ) r O dw, zeG
“2p[ vy Y
f'(z):-—_ffl(w) Plyrw)] pdw, ze G~
211:1T yi(w)—z

Dolayisiyla, 2.1.4 ve 2.1.7 geregince fe LP(I",0) fonksiyonuna,

) o) -
flz)~ ¥ aFip @)+ X -8cFyp(l/2)
k=0 k=0
seklinde bir genellegtirilmis p- Faber Laurent serisi kargihik gelir. Burada a, ve a,

katsayilari,

ak = J‘—_(——)d k=0,1,2,...

k+1

1Y

f(w) k=012,...

= et

ile tammlanir. Bu katsayilara feL’(I',0) min p-Faber —Laurent katsayilari denir.
f,eL’(T,w,) oldugundan,
£, (w)e EP(U,0,), f, (W) e EP(U™, 0p)

30



ve fieLP(T,w;) oldugundan,

f,* W) eE, (U,0,), f; (W)€ E, (U ,0;)
olur ve T iizerinde hemen her yerde

fo=f," —f,” ve f; ="~
gerceklenir. Bunlan kuﬂ;lnarak,

+ +
i s 5
T W T W

elde ederiz ki bu katsayilar swasiyla f,* e EP(U,0,) ve fi;" e EP(U,0)

fonksiyonlarinin Taylor katsayilaridir. Dolayisiyla 2.2.8 ve 2.2.7 lemmalari ardarda
uygulandifinda,

n
£t (w)— Y aw" Sc3(%+c2)mp,mo (fo,—l-J
k=0 L*(T,0,) n

. 1
fl+(w)— Zakwk SC3(“+C2)mp’ml (fl,;)

k=0 L(T,0,)

elde ederiz.

2.3.2 Tanm: fel’(T,0) ve a, ve @, onun p-Faber-Laurent katsayilari

olsun. Bu durumda,

Rop(£2) == 3, ayFy p () + 3-8 Fy p (1/2)
k=0 k=0

rasyonel fonksiyonuna f nin n. dereceden p- Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu

denir.

Simdi, fe EP(G,®) olsun. 1.4.3 Tamum geregi, feE!(G) olacagmndan her
zeG igin,

_L _{(Q __1_ ; l/p \lj’(w) l‘l/P
f@)=—— l_I e Tff(\v(W))(\v ()"

elde ederiz. Diger yandan, we U™ ve zeG igin,

(W)™ _ & F,@

y(w)-z k=0 wkt
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oldugundan eger

() = L [N 4

: k+1
2mi T w

dersek fe EP(G,w) fonksiyonuna Zak(f)Fk,p (z) serisinin karsilik geldlglm CoT T
: k=0

goriiriiz ve
f2) é a, (E)Fy (2)

olarak yazanz. Bu seriye f nin p-Faber polinomu serisi ve ay(f) katsayilarina f nin p-

Faber katsayilar1 denir.
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3. AGIRLIKLI I°(T', 0) UZAYLARINDA FABER-LAURENT
RASYONEL FONKSIYONLARIYLA YAKLASIM

3.1 Teorem: f ¢ LP(T) ve R.p (f,z) bu fonksiyonun n. dereceden p-Faber-

Laurent rasyonel fonksiyonu olsun. Bu durumda her n dogal sayis1 ve p>1 i¢in,
1
<Alp,I)Q | f,—
() (p.1) p( n+lj

olacak bigimde sadece p ve I ya bagh bir A(p,I")>0 sayis1 vardir.

[f@)-R,p (5, 2)

Ispat: Biliyoruz ki eger feLP(I") ise I" lizerinde hemen her yerde
f@)=f"(2)-f (2
gegerlidir. Simdi,

£+ (2) - iaka,p (2) < e + C(p,F))

k=0

n
f0+ = Zakwk
() k=0

_ S~ (1
f7(2)~ 2.8y (_)
k=0 Z

esitsizliklerinin dogrulugunu goésterelim. 2.2.4 de tanimladigimiz,

£y (w) = F(y(w)Xy' (w))'?

fonksiyonunda w yerine ¢ (z) ve
£ (w) = £y (W) (W) P w¥P
fonksiyonunda da w yerine ¢,(z) koyarak,
£(2) = £, (0(2))p' @)"?
£@) = £ (6:@)br' @) (01 (D) P

elde ederiz. Buradan da I" izerinde hemen her yerde gegerli olan
f(z) = [fo* (0(2))- fo'(¢<z))](¢'(z>)‘/ P
£2) = [t (0120) - £ (0:@)) (01 @)P (6, 2)) 2P

esitliklerine ulagilir. z'e G olsun. 2.1.5 Lemma geregince k=0,1,2,... igin,

L(T)

n
£7(w) - Z'ékwk
k=0

< G— + C(p,l"))

() (T)
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' ' 1ot 1 [1(9) k &) 1/p
Fep(2) = (0@)(0'z )P+ 2mi IJ : )C (—¢z' ) d¢

oldugunu biliyoruz. Bunu ve

£ = [t,* (6@) - £,” 6@ @)

esitligini kullanarak,
K (11 /WP
g) 2 F p(2) = Zal{ 6@ E @) + L rI(d»(@))c @ Z('f;)) dq}
n Z @@ @)VP
Z (Z ))k (Z ))l/p + — I =0 de

—0 -7

+ ' - ' 1/
L I{ ~£," GO | £ GOX @) | 1) } i
zmr C_Z' c_zt C_Z'

& l:iak(‘b(@)k - fo+(¢(g))](¢v(c))1/p
= > acb@) @ @))P + -1 [Le=0 w

o 2mi - -2
= . i
L (R gy Lo O™
2ni 2 G -2 2mi -2

elde ederiz. fo"(¢(§))(¢'(§))l/p fonksiyonu EP(G~) uzaymndandir ve sonsuzda bir

sifira sahiptir. Dolayisiyla, sinirsiz bdlgeler i¢in Cauchy integral formiili geregince,

- ' 1/p
21 Ifo (¢(€))(¢ (C.’)) dc = _fo—(¢(zv))(¢1(zl))l/p
i

: ; C—2
olur ve
- ()
2 2~
oldugu dikkate almursa,

é 8 F (2 = kioak (@)@ @) + £ (2)

':éak 6@ -£,* (4,(@)}@,'(@)1/::

+2nilj L-72

dg - £, (6o’ @))"P
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elde edilir. Burada hemen her zeI i¢in I" min disindan agisal olarak limit alirsak ve

I' tizerinde hemen her yerde

@) =f"@)-f @),
£~(2) = S(E(2)) - %f(z)

f(z) = [f 6(2)- fo‘(<|><z))](¢'(z))’/p
oldugunu dikkate alirsak,

£*(2)- Zakap(z) @) Y@ G @)
k=0

s{{ $ a6 —fo+(¢<z>)] <¢'<z>)lfp}

k=0

*%[ . ek (6@) —fo*(¢<z))} @@)P +£,"(0@) @) -£~@)
k=0 .

~ [fo+(¢(z>)— fo'(¢(z))](¢'(z))1/*’ —éoak 6@} @ @)?

k=0

+S{[fo*(¢(z))- iak(‘b(z))kJ(‘V (z))‘“’}

* ';‘[ 2 (b@) - fo*(¢(z))} G @IP +£,"(6@) @)
k=0

elde ederiz. Burada gerekli diizenlemeleri yaparak,

f*(z)—Zaka,p(z)=8ﬂ (62)- Y 2k (6(2)) J¢<z))1/"}

k=0 k=0
[ ot (6(2)- iak(d»(z))“]@ @)V

sonucuna ulagiriz. S:LP(T) — LP(T") singiiler operatorii sinirli ve

£, (0@)- Y a (@) @@ =T (W)= Yapw*
k=0 (1) k=0 1P(T)
oldugundan,
f*(z)- iaka,p (2) < (-1-+ C(p, r)) £f," (w) - iakwk
k=0 /(I 2 k=0

(T)
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elde edilir.

Benzer bir yoldan, z' € G - {0} icin 2.1.8 Lemma ve

£(2) = [ty (01(2) - £~ (6126 @) (01 ) 2P
esitligi kullanilarak ve I" nin i¢inden agisal limit alinarak,

”f (2)- Zakap(lj S(—;+C(p,l"))

n
f1+ (W) - Zﬁ'kwk

k=0

k=0 (1) (T

esitsizliginin dogrulugu ispatlanabilir. Dolayisiyla,

|t@-Rap 2],

<l £ @) - (2)- [Zakap(z)+z akap(z))

k=0 LP(T)

<|f*@- Y aF,(2) +|£7(2)- D3 F , @

k=0 L") k=0 (D)
n n
53 +C(p,T J f, ' (W)= a,w* + £ (W)=Y 7 wE
k=0 L*(T) k=0 I/(T)

Cur) iy 3+ ]( ooy Jron{ B LD
+c(pr))Kp( ) (f?li_l]

<

:
d
(

elde edilir. Burada,
1 1
Alp,T)= (5 + C(p,l"))Kp (5 +¢, )
alinirsa her n dogal sayisi i¢in,
1
<Alp,I’ ,—
Lp(l-) (.p )Qp(f n+1)

elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

[ R, (£.2)

3.2 Teorem: S (f, z) Zak(f)ka(z) f e EP(G,») fonksiyonunun p-
k=0 .

Faber polinomu serisinin n. kismi toplami ve weT igin

0, (W) = o(y(w)) ve £o(w) = £ly(w)) (y'(w))/?
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olsun. Bu durumda, eger € A, (') ve o, € A,(T) ise her n dogal sayis1 ve p>1
igin,

I -S. (£,

1
(ro) < %6 Cpo, (fo’g)

olacak bigimde bir c¢ sabiti vardur.

Ispat: f, e LP(T, ®,) oldugunu biliyoruz.

f°+(w):=§l—f£’—(T—)dT, weU

TTT—W

- 1 .f(7)
f =—=dr,
o (W) 21rilj'c—w T

welU

seklinde tanimlanan f," ve f,” fonksiyonlarim g6z 6nﬁne alalim. a(f), f € EP (G, m)
>fonksiyonunun k. p-Faber katsayis1 olsun. 146 Lemma geregince

f,* €eEP(U, o,) ve f,~ eEp(U', coo) olur. Bununla beraber, f,"()=0 , T

tizerinde hemen her yerde f, =f," —f,” ve

1 1 (7
f)=—[=>=d
a, (f) 27ti1J-.1:k+1 &
oldugundan
1 f.7(x)
f)=— [2—+*d
a, (f) 2nif( o< ®

elde edilir. Dolayisiyla, fe EP(G, o) fonksiyonunun k. p-Faber katsayisimn,

f,* e EP(U, ©,) fonksiyonunun orijindeki k. Taylor katsayisi oldugu goriiliir.
f e EP(G,®) oldugundan her z’'e G~ igin J‘i(‘r—), dt=0 olur. Diger yandan, T
T-Z
r

tizerinde hemen her yerde f, =f," —f,” oldugu géz &niine alimrsa I {izerinde

hemen her yerde
@ =t 6@) -1, 6|6 @)
elde edilir. Simdi, bir z’' € G~ alalim. 2.1.5 Lemma ve son esitlik kullanilarak,
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> agFip@) = (@ @P Y ar ()(6())
k=0

k=0

@O 3 a OG@)
+——I—I k=0 dg —— J'ﬁ)_ d¢
2n11_ A 27 Q—z’

n

@O S a OGE@)

Y SN Y l/p - ~K L k=0

=('@)) goauf)(d»(z )+ Ij = d¢
_ L I(¢'(c>)’/*’fo+(¢<c>) L I(¢'<¢>)l/pf (¢(c))

27i r -7 2mi T A

elde edilir. Burada

Vp
P I(‘b (g))C fZ (¢(C)) _ (¢v(zl))1/}3 fo_(¢(zl))
r

oldugundan
Sak, ()= (0'@)" Za,Ob@)

@©)"* [ z 2, (DO - fo*(¢<c>)}

! - (@)L, (62)

+57;f c 7

elde edilir. Simdi, I un digindan tiim agisal yollar boyunca z’ — z limitini alarak, I’

lizerinde hemen her yerde gegerli olan
z o4Fu @ = (@) S, (00 -1, (602)

£, (0(2) £, (6(2))] (0 (z))”"+S{(¢ (z))”"[Zak<f>(¢<z>) ~f, (¢<z>)J}

esitligini elde ederiz. Boylece Minkowski esitsizligi, 1.4.4 Teorem ve degisken

doniigiimiiyle ,

1
IS0 e < (cl +5]

esitsizligi elde edilir ve 2.2.7, 2.2.8 Lemmalar1 ispat: tamamlar.

£ (w)— iak(f)wk

k=0

L*(T,w,)

3.3 Teorem: f ¢ L"(l", ®) ve R,p(f;z) bu fonksiyonun n. dereceden p-

Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu olsun. weT i¢in
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0o (W) = (y(w)) ve oy (w)=oly (w))w>
olmak iizere

£, (w) = Fw(w)) (w'(w)) /P

' P
fi(w)= f(\lfl(W))(Wl (W))V wP
fonksiyonlarini tammla&ahm. Bu durumda, eger 0 € A, (I") ve @y,@; € Ap(T)

ise her n dogal sayis1 ve p>1 i¢gin,

<Cco (f,l)
L*(I0) Pl "’ n

olacak bigimde bir C > 0 sabiti vardir.

[t@~RopE.2)

Ispat: o e A,(D) ve fe L? (I‘, co) ise I' lizerinde hemen her yerde
f(z)=f*(2)-f " (2)
oldugunu biliyoruz. $imdi,

£7(2)- > 8 Fyp (‘i‘)

k=0

n
f1+ (W) = ZEka
k=0

< (l + clj

(T, o) 2
< (—1- + c,)

I’(T,0) 2

esitliklerinin saglandigini gdsterelim.

(T, ®,)

£ 7 (w)- iakwk

k=0

£*(2)- i a ke, (2)

k=0 LP(T,®,)

f, eLP(T,0,) oldugundan 1.4.6 Lemma geregince f," e EP(U,n,),
f," e Ep(U", ® ), f, () =0 ve I iizerinde hemen her yerde
£, (W) = £, (W)~ f,”(w)
saglanir. Yine, f; € LP (T, col) oldugundan 1.4.6 Lemma geregince
f1+ € EP(U, col), fi e Ep(U', O] ), fi (0) =0 ve I tizerinde hemen her yerde
fo(W) =17 (W) = £,” (W)
saglanir. Bunlan kullanarak, \
t@=[r,* ()£, 6|6 )
£@ = 01 @) - £ 610 )Py ) P

esitliklerini elde ederiz. Simdi, z'e G — {0} olsun. 2.1.8 Lemma geregince,

39



k-2/p I/p
Fiop/2) = 1 @ 2oy @)p oL (O TOIQ)P

T G-z

oldugunu biliyoruz. Bunu ve

£2) = |6 012~ £~ (6, @)) 61 @)P (0, )27

esitligini kullanarak,
AN I N

2 Oakap(l/z) Zak(¢1<z>)“ 2P (o 2))VP - .Ik=° = dg

n -2/p l/p
= Sab@F o) L (¢1(C))(¢1(€)) GN@)

k=0 mip £-z

(fl*(m@))(m(@)"”*’ - Yadb @)Y P](d»l'(c))‘/ P

1 k=0 1 - £(€)
+—] ~ dg+— [22dg

27 r -2 2mi r&-7
L G @G@)N TP er @) 6 (0:@)6:1@) 7Py O

27 - A -2
elde ederiz.

f;" € EP(U,0,;) oldugundan,
£ (0:@) (01 @)"* (6, (2)?? € E°(G, 0)
ve f|" € EP(U—,C!)I) oldugundan,

£;7(0:@) (0, @) (6,2)) ¥ ¢ EP(G, 0)

olur. Cauchy integral formiiliinden,

+ ey VP -2/p
& G @ 0@ £ (0@ (0, @) (6, ()77

=3
r

- ' I/P ‘2/p
ff (¢1(€))(¢1C(f)z), O™ 4 -0, @) by @) (b)) P
r

elde ederiz. Dolay151yla

£ @)= jé“ﬁ d

oldugu da g6z 6niine alinirsa,
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kioﬁk?k,p(l/z')= kioik O1@) 2P (o @) + £+ ()

1 [fl*(w@)(m(o)‘” P —éoa‘k 61 )Y pJ (61" )P
" omi rf {-2
=267 (01@)) 01 @) ZP (b1 @)VP + 7 (012)) (01 2)) 7P (01 @)YV

dg

elde edilir. Burada, hemen her zeI igin I' min iginden agisal olarak z’ — z limitini

alir ve
£2)= [ 012 - £ 61 )6y’ @) (b @)
esitligini kullanirsak,

z~kﬁk,p(i,)—f-<z'> = Y b @)@ +
k=0 z k=0

+ S{[fl’“(cbl(z))(d»l(z))‘z/ Po 3% (¢1(z))k'2/pJ by -(Z))l/p} )

k=0

3 @M - Sk o

k=0
~26* (1 @)01 @) P (61’ @)P + £, (01 @01 @) P (01" )P
0 610) - 01 @) 01 @) 2P by )P

elde ederiz. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

sz’ﬁk,p[ﬂ—f'(zo - %[ Y & (01@) P -7 (1) 01 (2) ¥ PJ(%'(z))l/ i
k=0 k=0

+S{[fﬁ(¢1<z>) 01@) 7P = Y 5 (0 @)Y p} (6 @) p}

k=0

bulunur.

(fﬁ(«bl @) 7P - Y5, (o, (z)Y“”"J b, )" £iF (w) = 3wk
k=0

k=0

I’(T, ©)

(T, w®,)

esitligi ve 1.4.4 teorem,
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n
£i1(w) - D T wk
k=0

k=0

“ SCEENEY

< (%‘F Clj
T, o)

esitlifinin saglandiim gosterir. Benzer bir yoldan z' € G igin 2.1.5 Lemma ve

1@ = [f.* 0@)-1, @) @)
esitligi kullamhp, I nm:dlsmdan agisal limit alinarak,

< (1 +c, )
LP(T,0) 2

esitsizliginin saglandig: goriilir. Son iki esitsizlikten,

(T, o,)

£, (W) - Y, w*

k=0

£ ()~ 22K, ()

LP(T, @)

|f@-R,,(E2) <

f*(2)-f " (2)- [Zaka’p @+ Y. -3 F, (Z)J

ILP(F’ ©) k=0 k=0

(T, @)

f7(2)- Y 8Fp(2)

k=0

f*(2)- Y axFy 5 (2)

k=0
n
£,7(w) - Zakwk +

< (—1‘ + 01)
2 k=0 L*(T,0,)
1 1 1 1
5(5*°1)°3(5+°2)(Qp’mo(f°’ﬂ+Qv’m(fhﬂ)

elde edilir ki burada C:= (—;— +c ) C3 (% + czj denirse,

< +

(T, 0)

I'{,0)
(T,0,) ]

n -
f1+ (W) - Zikwk
k=0

1
F@-Rop 2y r,,) $CO (f’ﬂ

olur ve ispat tamamlanmus olur.
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