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Bu c¢alismada, yiksek mertebeden degisken katsayih bir lineer adi diferansiyel
denklemin verilen kangik kosullara gore yaklagik ¢ozimlerini Taylor polinomlan
cinsinden bulmak i¢in bir Taylor-Siralama Yontemi sunulmustur. Burada, problemin
a<x<b tanim araligmdaki Taylor-Siralama noktalarinin yardimiyla Taylor Matris
Yontemi gelitirilmis ve diferansiyel denkleme uygulanarak, denklem siralama
noktalarina bagll bir matris denklemine veya bir cebirsel sisteme donistiriimiigtir.

Bu calisma bes bolimden olugmustur: Birinci boélimde, problemin
tamimianmasi, siralama noktalarimn nasil tespit edildigi; ikinct bolimde bilinmeyen
fonksiyonun, tiirevlerinin ve kosullanin matris formlart ve diferansivel denklemin
matris denklemine dénistiiriiimesi; tginci bolimde de ¢oziim yontemi sunulmustur.
Dordiincti bolimde, yontemin onemii 6zelliklerini agiklayan ornekler sunuimus;
besinci boliimde ise sonuglar tartistmgtir.

Anahtar Kelimeler: Siralama Noktalari, Taylor Polinomlari, Taylor-Matris
Yontemi, Diferansiyel Denklemler.
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ABSTRACT

Taylor Collocation Method for Approximately Solving
Linear Differantial Equations

Aysen KARAMETE

Balikesir Umiversity, Institute of Science,
Department of Mathematics Education

M.Sc. Thesis / Supervisor: Prof. Dr. Mehmet SEZER

Balikesir-Turkey, 1996

In this study, a Taylor Collocation method for approximately solving higher
order linear differantial equations in term of Taylor polynomials is presented. Here,
Taylor Matrix method is devoloped by means of Taylor Collocation points and
applying to differantial equation, it is transformed to a matrix equation or an
algebraic system, which is based on Collocation points.

This study consists of five chapters. In the first chapter, the problem and
collacation points are defined. In the second chapter, matrix forms of the unknown
function and it is derivatives and transformation of differantial equation to matrix
equation are given. In the third chapter, the method of solution is presented. In the
fourth, examples are given which illustrate the partinent features of the method and in
the last chapter, results are discussed.

Key Words: Collacation points, Taylor Polynomials, Taylor-Matrix Method,
Differantial Equations.
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i. TEMEL. KAVRAMLAR

1.1 GiRiS

Yiksek mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemler fen,
miithendislik ve matematidin bir ¢ok dalinda bir matematik model olarak karsimiza
¢tkmaktadir. Bunlarin analitik (tam) g¢ozamlerimi bulmak genellikle zordur; hatta
imkansizdir. Literatiirde de sadece bazi 6zel diferansiyel denklemlerin ¢ozami igin

yontemler verilmistir. Diger durumlarda yaklasik ¢ozam yontemlerine gerek duyulur.

Bugiine kadar, yiksek mertebeden diferansiyel denklemlerin yaklagik
¢Oziimleri igin oldukga ¢ok galigmalar yapiimis ve yontemler verilmistir. Genellikie seri
yaklasim yontemleri sikga kullaniimakiadir Bu yontemlerden Leibnitz-Muclauren-
Taylor seri yontemleri  [1,2], birinct ve ikinci mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin herhengi bir x, noktas: civarinda ve verilen baslangi¢ kosuluna gore
Taylor Seri formunda ¢ozuimini bulmak igin kullanilmustir; ancak karigik kosullar

verildigi zaman uygulamak mimkin degildir.

Aynica 1989'da  Kanwal ve Liu, Fredholm integrallerinin ¢éztimi igin bir
Taylor a¢ihm yontemi verdi [3]. 1992'de bu yontemin genellemesi yapildi [4]. Bu
yontem 1994'de Sezer tarafindan Volterra Integral denklemierine [5], Sezer ve
Koroglu tarafindan Lineer olmayan Fredholm denklemlere [6] uygulandi. Diger
vandan bunlanin yardimiyla Taylor Matris adi verilen bir yontem gelistinildi ve
Fredholm Integral denkiemlere [7] ve ikinci mertebeden lineer diferansiyel
denklemlere [8] gemsletildi. Yukanda adi gegen Taylor Yontemlerindeki teknik,
denklemdeki her bir terimin n defa tiirevinin alinmas: ve sonra sonug¢ denkiemde
bilinmeyen fonksiyonun Taylor seri acgiiminda yerine konuimasi, daha sonra
(dolayisiyla) cebirsel bir sisteme doniistitrillmesine dayandiriir.

Seri yaklasim yontemlerinden Chebyshev Yontemleri de diferansiyel, integral
ve integrodiferansiyel denklemlerin yaklagik ¢ozumlerini bulmakta kullaniimaktadiriar.



kangik yotem, gibi yontemler [12,13] de verilmigtir,

Son zamanlarda da Karamete ve Sezer tarafindan Taylor Siralama Yontemi
[14] ads verilen bir matris yontemi sunulmus ve ikinci mertebeden integrodiferansiyel
denklemlerin, dolaywstyla diferansiyel denklemlerin, kangik kosullar alunda Taylor
polinomlan cinsinden yaklagik coziimlerini bulmak ic¢in kullanilmustir.  Yontem
yukarida sunulan Taylor ve Chebyshev seri yontemierinin, problemin tanim
arahiindaki siralama noktalan yardimiyla gelistirilip diferansiyel, integral ve
integrodiferansiyel denklemlere uygulanmis halidir.

Bu galigmada, ikinci mertebeden integrodiferansiyel denklemler igin de verilen
Taylor Swralama (Collocation) yontemi [14], ikiden daha yiksek mertebeli lineer
diferansiyel denklemler i¢in gelistirilmistir.

Yontem, once diferansiyel denklemdeki bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin
sonlu Taylor seri acgiimlarinin ve bilinen katsayt fonksiyonlarimin  siralama
noktalarindaki degerlerine bagh matris formlarinin elde edilmesi, sonra bunlarm yerine
konulup sadelestirilerek denklemin Tayior katsayilh bir matris denklemine
donustiirilmesinden ibarettir. Boylece sonug matris denklemi ( ki bu bilinmeyen
Taylor katsayih bir lineer cebirsel sisteme karsthk gelmektedir) ¢oziilebilir ve katsayilar
yaklasik olarak bulunabilir.

1.2 PROBLEMIN TANIMLANMASI

Bu ¢aligmada, problemimiz degisken katsayili m. mertebeden lineer

3P (x) yO () = f(x), a<x<b (1.1)
k=0

diferansiyel denkleminin

m-1 . . )
j;zo [aij y“)(a)“* bij y(J)(b)+ C; y(”(c) ]: A, (1.2)

1=0,1,...m-1; a<c<b



kosularina gore, x=c noktasi civarinda

N (n)
y(x):z—y—n%fl(x-c)"; a<x.c<b. N>m (13)

n=0)

kesilmis (sonlu) Taylor serisi formunda yaklasik ¢oziimii bulmaktir.

Burada Pk(x)(k:(),l ,,,,, m) ve f{x) fonksiyonlan [a,b] araliginda Taylor
serisine agilabilir fonksiyonlardir. Ay, bij’ Sj A, katsayilan uygun sabitler; y(“)(c)
Jbulunmas gereken Taylor katsayilandir. Bu Taylor katsayilarini bulmak igin asagida
tammlayacagimiz siralama noktalarim kullanacagiz.

1.3 SIRALAMA (COLLOCATION) NOKTALARI

Problemin tanim aralifs olan a<x <b aralign,
A=Xg <X} <.<Xy=b

olmak iizere, xg,xj,..,xyN noktalan ile N egit par¢aya bolelim. Bu sekiide elde

edilen
.b-a .
X;=a+1 5 i=0,1,.. N (1.4)
noktalanna "siralama (collocation) noktalart" denir. Ayni zamanda x; siralama
noktalarim
XN =28<Ky _  <<Xp<Xg=b
olacak sekilde
. b-a .
xi:b—l N i=0,1,...,N (1.5)

olarak da alabilinz.
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2. DIFERANSIYEL DENKLEMIN MATRIS
DENKLEMINE DONUSTURULMESI

2.1 BILINMEYEN FONKSIiYONUN MATRIS GOSTERIMI

Once Kesim 1.2 de tanimianan degisken katsayil m. mertebeden lineer
m k)
Y P (x) y*(x) = £(x) 2.0
k=0

diferansiyel denkleminin a <x <b aralifinda

(n)
yx)= ¥ _Ln_f_‘:‘l (x-c)° (2.2)

n=0
kesilmig Taylor serisi formunda bir yaklagik ¢oziimiinin var oldugunu kabul edelim.

Bunu

[vo]= XM A (2.3)

matris formuna doniistirebiliriz; burada X, M,, A matrisleri

X:[l (x-¢) (x—-c)* .. (X—C)n]

A=[y") v y?(@) .. :v‘"’(C)]t



LI 0
ol
o L o 0
I
M =0 0 &~ o
[{] 23
o 0o o . -
i NI |

olarak tanimlanir. Bu durumda (2.3) matris formu,

x;=a+i b_a, i=0.1,. N
N

siralama noktalarinda

[v(x)]=X,MyA; i=0.1....N

(2.4)

Xi:[l (x,-¢) (x-c)> .. (xi—c)n]

sekline gelir. Acikga (2.4) sistemi

[¥(0)]= XM
[ys)] = X, MgA

[y(ao]= XyMpA
veya

Y@ =cMA

matris denklemi olarak yazilabilir. Burada YY) ve C matrisleri.

2.5)



t
YO =|y(x) V() V(x) . ¥(x)

I (x0-9 (x9-9° .. (xg-oN ]
2 N
1 (XI*C) (XI“C) (.\'I—C)

Ll (xn —-©) (xN —0)2 (xN —c)Nd
olarak; M, ve A ise (2.3)'te tammlanmigtir.

2.2 BILINMEYEN FONKSIiYONUN TUREVLERININ MATRIS
GOSTERIMI

(2.2) de tanimlanan bilinmeyen ¢6ziim fonksiyonunun birinci tiirevi,

(n)
y(x) = zo(y _(l)),< oy

olduguna gore, bunun matris formu,
[y ]= XMA (2.6)

olur; buradaki Ml matrisi




[ i b
0 o 0 0
1
0 0 Ji 0
1\/1l =
1
0 0 (N-1!
|0 0 O 0 ]

olarak tanimlanmustir. (2.6) ifadesinin x; siralama noktalarindaki degerlen

[yV)]=X;MA; i=0,1,..N
olur; daha agtk olarak

[y“)(x(,)] = XOMIA

[y‘”(xl)] _ XIM‘A

[ a0]= X MA
ya da diizenlenirse

.matris denklemi elde edilir; YV matrist,

Y‘“=[y‘”(xo) yP ) ¥y (x,)

ile verilmektedir.

$) t
y o (xy)

Q.7



Genellersek, y(k)(x) tirev fonksiyoniarinin matris formlarinin

[y(k)(x)] = XMkA , k=0.1.. . m<N
oldugunu ve x; siralama noktalar kuflaniidiginda bu sistemin
YR =CM, A, k=01, m<N (2.9)

matris formuna donistigina goririz. (2.9) sistemindeki matrisler,

t
Y“"=[y“"(x0) y ) yH ) y“"(xN)]

F - ]
—~ 0 0 0 1 ]
o 0 — 0 0
i ot
6 — 0 ... 0 i
i if
0 0 — 0 3
M = 3
o 21 aM]
1
) O 0 O
i (N-1!
o o 6 .. ———‘ (00 0 .. 0 AN+ Dx(N+1)
B NN+ hr(N+1)
i 1 ] -0 0 ! 0 0 ]
0 o L 0 0 o
! 1
00 o _l. 0 0 0 ... 0O i—' 0
I |
Mz= T Mkz 1
0 0 ... 6 0
1 (N-Kk)!
00 0 O N-2) ¢ 0 0 0 0
06 0 0 .. 0 :
00 0 0 0 e e o .
L N+ Dx(N + 1
(N4 1) 000 .0 0 0 e




r~ 1

1 (X(’*C) (.‘(0*0)2 (X()“C)N
I (xy-¢) (x|—c)2 (xl—c)N

C=|" A e v y‘"’(C)]t

1 Gy (-9 sy ol

seklindedir.
2.3 DIFERANSIYEL DENKLEM ICIN TEMEL MATRIS BACINTISI

Simdi x = X; (1=0,1,..,n) degerlerini (2.1) diferansiyel denkleminde yerine

koyarsak

IZ'OI k(xl 3 X xl) (2.10)
veya

P (x )y (x )+ Px )y P (x )+ 4P (x )y ™ (x ) = ()

Py )y )+ P (x )y (x )+ 4P (x)y™(x) = £(x))

(0 M (m) _
P()(XNW (xN)+P1(xN)y (xN)+...+Pm(xN)y (xN) = f(xN)
sistemini elde ederiz. Bunu matris formunda séyle yazabiliriz:
PO, Py, 4P vy

veya



S P YR - F

k=0

Burada Y®) matrisleri (2.9) bagintist ile tansmlanmustr; P, ve F matrislen,

k
k=0,1....m<N igin
[~ B T
P(x) 0 .. 0 ] f(x,)
0 Pk(xl) 0 f(x])
L - P=
0 0 .. P(x F(x
L il N)~(N+1)x<N+1> L (xN)J(N+1)x1

ile tanimlanmustir.
(2.9) ile tanimlanan V&) matrisini (2.11) matrnis denkleminde yerine
koyarsak,

{iPkCMk}A - F 2.12)
k=0

matris denklemini elde ederiz. Bu (2.1) diferansiyel denkiemi igin bir temel bagintidir.

Burada Py, C, My ve F matrisleri x, swralama noktalarina ve N kesme sinirina

bagl daha once tanimlanan matrislerdir; A, bulunmasi gereken Taylor katsayilarninin
olugturdugu stitun matrisidir.

2.4 KOSULLARIN MATRIS DENKLEMi

Kesim 1.2 de tamimlanan, degisken katsayii m. mertebeden (1.1) lineer
diferansiyel denklemine ait,

3 [a5 ¥P(a)+ by y P (b)+ ey (e) |= A, (2.13)

=

10



. ) ) - TR R
kogullarim goz oniine alabm. Yine Kesim 2.1'de y(x) bilinmeyen fonksiyonum ve -

tiirevlerinin matns formian, (2.9) da

TR s mapa IV
e e SOy

[y(k)(x)]: XM A, k=01_.m<N

seklinde tammlanmisti. y(x) fonksiyonunun x=a, x=b

noktalarindaki degerleni

[yOm]=XM A

[y(o)(a)]:[l (a-c) (a-c)" .. (a—c)N]MOA=[1 h W hN]MOA=HMOA
Om]=[t (b-a -0 . -0 "MA=[i k ¥ _ MMA=KMA

[yw)(c)]:[l 0 0 .. O]MOA:IMOA

seklinde olur. h=a-c ve k =b-c¢ olmak iizere H, K ve I matrisleri,

H:[1 h h? hN]
K:[l k k¥ . kN]
I=[1 0 0 .. 0]

olarak alinmustir.
y'(x) tirev fonksiyonunun matris ifadesinde, x=a, x=b, x=¢ degerlenini
yazarsak,

[y“’(a{ =HM A

[y“’(b): =KMA

[y"()]=IM A

matris formlan elde edilir.

il



Ayni islemleri, j=0,1,....m— 1 olmak uzere, (m-1). tiireve kada!

genel olarak

[y? @)= HM A
[y0®)]= KMA

[y7()]= IMA

matris denklemlert bulunur. Bu (2.14) ifadelerini, j=0,1,...,m

denkieminde yerine koyalim.

nfl{ain +b K+ cijl} MA = [K]
=0

U -3 {aHebKcl}=[u, u, u,

=0
olmak tizere, (2.15) matris sistemini, i =0,1

..... m-—1 igin

UOA :[?»0]
UA =[]

veya artiridmig matris formlannda

ﬁi :[UI;A’I]

:[Uio Ui U oo Ui, 7%]

olarak yazabiliriz.

iZ

%
b

—1 olmak tizere, (2.13)
(2.15)

ui.m l]

(2.16)

2.17)



3. TAYLOR SIRALAMA YONTEMI

3.1 COZUM YONTEMI

(1.1) diferansiyel denkleminin verilen kosullara gore ¢oziimiini bulabilmek
icin 6nce (2.12) de tamimianan

{iPkCMk}A=F G
k=0

matris denklemini ele alalim. Bu denklemde

n P M y 9
{3::0 ,C k} W | (3.2)

dersek, denklemt kisaca;
WA=F (3.3)

seklinde yazabiliriz. (3.1) ya da kisaca (3.3) denklemi m. mertel;eden, degisken

katsayth, lineer (1.1) diferansiyel denklem: i¢in temel matris denklemidir. Burada
W ve F,

i} _ _ -
Wao W Won f(xo)
Wi Wn WiN f(xl)
W = F=
_WN() WN‘ WNN_I(N T DX(N + D —f(XN )J

(N + 1xl
olarak tamimianir.

13



(3.3) temel matnis denkleminin artirilmis matrisi,

W =[W.F]
olmak tizere ,
—W(m Wor - Won f(xo)_
Wi Wy owyy s f(xy)
W=[W.F]=
[Who  War oo Wn o F(xy)
seklinde yazilabiir.

m. mertebeden lineer diferansiyel denklem (3.3) matris denklem formuna ve
sonra (3.4) artnimis matris formuna donistiralir. Bu artinlmis matrisin son m satin
silinerek ve bu silinen satirlarin yerine kosullaria ilgili (2.17)de tanmimlanan satir
matrisleri yazilarak, yeni artirinus matris

W =[W'F| (3.5)

veya agik olarak,

Woo Woi = WonN . f(x,)
wN—m,O WN—m,l cee WN—m,N ; f(XN—m)
. .
W = uyg Uy - Ugno s Aq
Uy Uy, Uy ; A
| Up-10 Um 1 o UmogN . }\'m—l J

seklinde ifade edilir. Bu artiriimig matris

WA =F (3.6)

i4



Waq W e Won f(x,)

WN—m.() WN-m.l o WnemN f("(N—m)
* *
W =[ ugy Ug) Ugn . F Ao s A=
Upg Uy UiN A
(N)
. Ly (c) ]

| Un-10 U1 Up-iN . | ?"m—! J

olarak tammlianir. Eger rank W =rank[W" F |=N+1 ise ise yani detW #0 ise (3.6)
matris denkleminin ¢ézimi

A=WF 3.7)

seklinde olur. Boylece (3.7)'den

A=[y"@©) y"(@©) yP@©) . y*"'(c)]t

bilinmeyen Taylor katsayilarinin olusturdugu siitun matrisi tek olarak bulunur. O

halde (1.2) kosullarina gore (1.1) diferansiyel denklemti tek ¢oziime sahip olur ve bu
cozim,

[y(x)]= XM A

ya da

n=(}

g0
y0= 3 L x-on; (3.8)

seklinde Taylor polinom ¢oziimudar.



3.2 COZUMUN KONTROLU VE HATA HESABI

(3.8) formunda elde edilen ¢ozimin dogrulugunu kolayca kontr;ﬂ.m
edebiliriz [11].

(3.8) kesilmiy Taylor seri agihmi, (1.1) diferansiyel denkieminin yaklagik
¢oziimi oldugundan, y(x) ¢ozimii ve y®™(x) tirevleri, (i.1) denkleminde

yazildiginda denklem yaklasik olarak saglanmalidir; yani x=x, e[a,b], r=0,1,....N

igin
[y(k) (Xr)] =X.M,A ‘
ID(X,)I=Ik§0Pk(xr) y(k)(xr)—f(xr) =0 (3.9)
olacaktir.

Eger maxllO’kr =107* (k pozitif tamsayi) olmast istenirse ID(x,)|, 107* dan

daha kiigiik oluncaya kadar kesme sinint olan N yiikseltilir.
Cozimdeki hatayt da Taylor agihmindaki hata formiliiyle tespit edebiliriz.
y=y(x) yaklasik ¢6ziimii igin

b-a
, (r=0,L,..., 3.1
- (x- m) (3.10)

X =a+T

olmak tizere y(x;) ler belirlenir.

N
D oy(x,)

T £=0 3.1
Y m+1i G.11)

olmek tizere

i6



Ar :—Y_y(xr); (1 =0,l,...,m)

degerleri tespit edilir. Bu degerler yardimiyla ortalama hata

"}QL(A,)Z
R, == — (3.13)

m

olarak buiunur.
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4. UYGULAMALAR VE SONUCLAR

Bu galigmada verilen Taylor Siralama Yo6ntemini, m. meriebeden degisken
katsayih lineer diferansiyel denkiemlerin, verilen kosullara gore yaklagik ¢6ziimiini
bulmak igin kullanabiliriz. Bunu agagidaki 6rneklerle agiklayalim.

4.1 UYGULAMALAR

ORNEK 1: 1. mertebeden, lineer
A+%)y +(1+x+xH)y=1-x; 0<x<1 4.1

diferansiyel denklemini ve

Y0 -3y(h=1 42)

kogulunu goz 6niine alalim ve y(x) ¢g6ziimiine

y(x)= %—y%i(—cl(x-c)“, 0<x,c<1

n=0

sonlu Taylor serisiyle (N=4 dordiincii dereceli Taylor Polinomlan cinsinden)
yaklasalim Taylor siralama noktalarini, N=4 igin, Kesim 1.3 'ten,

XOZO, Xl=z~, x2=: s X3="_‘, X4:l

olarak alalim.

Px)=1+x, B(x)=1+x+x%, f(x)=1-x olduguna gore, bu fonksiyonlarn
matris formlarinda gosterimini (2. 10) bagintisindan
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[ (5) 0 0 0] 1 20 0 0 O] 1]
0 - 06 0 O 0 —~l ¢ 0 0 —3-
) 3 16 7 ‘13
=0 0 = 0 0 P.=|0 0 - 0 o =1
PI 5 . By a , F 5 4.3)
0 0 l 0 0 }l 0 —l—
4 16 4
] 0 0 2 i 0 0 3 [ 0]
seklinde eide ederiz. N=4 igin (2.11) matris denklemi

olur.

Burada Py, P, ve F matrisleri yukanida tammianan matrislerdir. My, M, ve C
matrisleri ise (2.3), (2.6) ve (2.9)'tan yararlanarak asagida verilmistir.

1 - 10 o0 0 0
I * b (—) H (")
—l-'-OOO OOFOO 4 42 43 44

1 ! o1 1 1y (1

My=|0 o 5 0 0 Ml”o 0 0 & of C 15 (5) (5) (5)

1 21 2 3 4

0 0 0 — 0 I 3 (3 3 ]
3 0 O 3 ') WG

| 030! 4 \4 4 4
_OOOOZ_U ] ] 111 1 L]

(4.4) denkleminde bu matrisler yerlerine konulup diizenlenerek (3.4)
bagmusindan artirlmig matrisi
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J

1 2 0 0 0 1
21 101 181 87 341 3
16 64 512 2048 98304 ° 4
- 7193 4 s
W=[W:Fl=l4 3§ 32 192 1536 ° 2 (4.5)
37 223 1005 1341 5031 I
16 64 512 2048 32768 ° 4
3 5 3 L 0
i 2 2 24 |
olarak bulunur. Kosulla ilgili artirilmig matris, (2.17)'den,
. 1 3 3 1 1
Ug=[Upide]=|—- -2 -2 —= —— 1 4.6
0=[Uo: ] [4 4 8 8 32 ] (4.)

olur. (4.5) matrisinin son satinnin yerine (4.6) satir matrislerini koyarak, (3.5)'ten,
artinlmig matrisi

1 2 0 0 0 ;1]
21 101 181 87 341 3
16 64 512 2048 98304 ° 4
] O LA ) B E S £ |
W=wiFl-l2 3 ®m 12 153 2
37 223 1005 1341 5031 1
16 64 512 2048 32768 ° 4
r 3 3 v _t .
| 4 4 8 8 32 7

olarak buluruz. Bunun ¢6ziimii ise,

1 2 0 0 o T'. .

r (0)(0)' 21 1ot 18t 87 341 f-é
ym 16 64 512 2048 98304 | |7
YO 17 19 31 43 155 ;
yP0)=|4 8 32 192 1536 {5
y®(0) 37 223 1005 1341 5031 2
16 64 512 2048 32768 | |—

_3’(4)(0),‘ l _2 _}_ ~l __]_ lli
L 4 4 8 8 32 ] - -

20



[ 145603 ]
~0.456038
=| 154003
2.50254
| -0.936572 |

olur. Boylece bu katsayilan (3.8)'de yerine koyarak, (1.1) probleminin ¢ézimiini
y(x) = —0.090238x* + 0.417090x> — 0.770015x* — 0.456038x + 1.45603
olarak buluruz.

=10 alinarak x; noktalanndaki y(x;) ¢6ziim degerleri, D(x;) sapmalan, Ry
ortalama hatalan bulunur. c¢=0 ve N=4, N=5, N=6 ve N=7 alinarak sonuglan
Tablo 1a' da verilmistir.

Ay islemler N=4 ve c¢= :l{ c:—;—, c=% ve ¢ =1 i¢in yapilmistir ve sonuglar

Tablo 1b'de gosterilmigtir. Bilinmeyen Taylor katsayilanmin olusturdugu A matrisleri,
yukarda verilen noktalar icin farkh bulunsa da; bu katsaylann (3.8)de yerine
konulmasiyla elde ettifimiz Taylor polinomlari hemen hemen aym ¢ikmaktadir.
Soyle ki; c=0 ve N=4 igin A matrisi ve y(x) ¢oziimii,

[ 1.45603 ]
-0.456038
A =| -154003 |, y(x) =—-0.0390238x" +0.417090x> — 0.770015x> ~ 0.456038x + 1.45603
2.50254

| -0.936572

seklinde bulunmugtu.

N=4 vec :% igin islemler yapildiginda elde edilen A matrisi ve y(x) ¢oziimi,



[ 1.30026 ]
~0.765280 N

A = -0.943663 |, y(x) = —0.0390238x* + 0.417090x> — 0.770015x% — 0.456037x aﬁi“i‘»4£5g3w 3.
2.26840

| -0.936572 |

..
N=4 ve c=— 1g¢in,
2

[ 1.08521 ]

-0.932748
A =] -0.405830 |, y(x) = -0.0390238x* + 0.417089x" — 0.770013x% — 0.456039x + 1.45603
2.03425
| -0.936572

3 ..
N=4 ve c=— igin,

[3,4228608]
3.979186

A =| —687472 |, y(x) = -0.0390239x* + 0.417090x> — 0.770014x% — 0.456039x + 1.45603
2.87717

| 0.936572 |

N=4 ve c=1 wiin,

[ 0.608051
~0.900892
A =] 0.494227 |, y(x)=—0.0390238x" + 0.417090x° — 0.770014x2 — 0.456038x + 1.45603
1.56597

| —0.936572 |

olarak bulunmustur.

Bu sonuclar da gosteriyor ki Taylor Siralama Metodu'yla, ¢oziimiinii
aradigimiz (1.1) denklemininin yaklagtk ¢oziimiini, sadece aralifin orta noktasinda
degil, her x=c noktasinda (a < ¢ <b olmak sartiyla ) bulabiliriz.
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ORNEK 2:

V') +Hxy'(x) +xy(x) = 1+x+x%;, —1<x<1
y(0)=1 y(O)+2y(l)-y(-1)=-1
problemini goz 6niine alalim ve y(x) ¢6ziimiine

4 (n)
y(x)= % Xﬁ.ﬂ (x-¢)*, -1<x,c<1
n=0 -

sonlu Taylor serisiyle yaklagalim. N=4 i¢in Taylor Siralama noktalan [-1,1] aralifinda,

Xp = -1, x,=—?l, X, =0, x3=—21—, X4 =1

<

bulunur.

P(x)=1I, P(x) =Py(x) =x, f(x)=1+x+x> olmak iizere (4.7) diferansiyel
‘denklemini (2.11) matris denklemi ile,

{P,CM, + PCM, +P,CMy}A =F 4.8)

seklinde gosterebiliriz. Burada P,, P, P, C, F ve M, asagida tammlanmgtir.
M,, M, matrisleri Ornek 1'de tanimlanmgts.

]
1
J

1 0 0 0 O] -1 01000 %
01000 0~§000 ry
P2=00100,P1=P0=0 0 0 0 0|, F=|1i
000710 0 0%0 %
|0 0 0 0 I} | 0 0 0 1] | 3 |
_ | . ) )
00 0 0 1 -1 1 -1 1

0! i i¥ 1y (¢ 1Y
SR

6 0 I 2 2 2 2
M, = 1,C=1 0 0 0 0
2 0 — 1 1Y 1y 1y
s 6 GG

0 0 0 2 2 2 2
00 0 0 of Lb T 1 ‘ P




N g
(4.8) denkleminde bu matrisler yerlerine konulup diizenlenerek (3:4)" " ="
bagintisindan artinlmig matrisi

40 324 5y
2 3 8
LIS I CRNE (B
2 4 16 9 768 ° 4
W=[WF]=|0 o 1 0 0 ; I 4.9
132553 07
2 4 16 966 256 7 4
1 2 > 2 v ;3
L 2 3 24 R
olarak bulunur. Kosuilaria iigili artinimig matrisler (2.17) denkleminden
Up=[Ug:Ae]=[t 0 0 0 0 ; 1]
(4.10)
- | I |
U =lUpMhl=ll 4 = — — ;-1
1=[Uia] [ 2 2 24 ]

(4.9) matnsinin son iki satinmn yerine (4.10) kogullannm koyarak, (3.5)ten,
artiridmig matrist

1

4 o0 2 4 5]
2 3 0§

1119 53 103 03

SUN SN 2 4 16 9 768 ° 4
W—[W’F]— o 0 1 0 0 : i
i 0 0 o 0 : 1

o4 L0 L

I 2 2 24 ]

olarak buluruz. Bunun ¢6ziimii ise,



- 1
3 4 5 }
3 -1 0 _ — o _
y ()] > 3 s | 1]
0 11 3
yPO | (22 1 19 _53 103 2
o |=| 2 4 16 "o 768 h
ym o 0 1 o0 0|
y4(0) 1 0 0 0 0 1
O] _
yPo) |, 4 2 1 L) [-1]
L 2 2 24 ]
denkleminden
yol [ 1]
yD(0)| [-0.763825
y2O = 1 (4.11)
y?(0)| | 0.886363
|y (0)] | 269090
bulunur.

Boylece bu katsayilan (3.8)'de yerine koyarak, (4.7) probleminin ¢dziimiini
y(x) =0.112121x* + 0.177727x% + 0.5x% - 0.763825x + | (4.12)

olarak elde edernz.

Yukandaki problemin yaklagik ¢oziimii [8], [9] ve [12]'de verilmistir. N ve ¢
'nin degisik durumlan igin elde edilen sonuglar Tablo 2a ve Tablo 2b'de sunulmustur.
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ORNEK 3:

y'(x)+xy'(x)+y(x)=¢€*; 0<x<l1
y(0)=0 w(i)=0

problemini g6z oniine alalim ve y(x) ¢6ziimiine

5 yin)
y(x)= 3 Y n$0) (x-c)*, 0<x,c<1
n=0 .

(4.13)

sonlu Taylor serisiyle yaklagalim. N=5 igin Taylor Siralama noktalar [0,1] arahginda,

1 2 3 4
XOZO, Xl=—5—, XZ 2;, X3= s X4="%‘

bulunur.

P,(x)=P(x) =1, B(x) =x, f(x)=¢e" ve ¢c=0 olmak iizere (4.13) diferansiyel

denkiemini (2.11) matris denklemi ile,

{P,CM, + PCM, + P,CM,}A =F

(4.14)

seklinde gosterebiliriz (c=0). Burada P,, P, P, C, F, M, M, ve M, asagida

tanimianmigtir.
0 0 0 0
1 00 0 0 0] 0o X 0 o
010000 S,
PPOOIOOOPOO‘;OO
2750 001 0 of 'T 3
000 = 0
00 00T 0 54
0 0 000 1] 6 3
] 00
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1 06 0 0 0 0} 1 ]
~ 0 0 0 0 0
;] 1)2 fif 0oLy 0!
5 A5 5 5 5) 01'0000
2 _) zf 2 (2) b
c-| 505 5 5 5 MZO‘);OOO
Y Y (Y Y T e 0 0 Lo o
5 {5 5 5 5) 3?1
111)2(1)“:@“5“ 0000 g0
5 |5 5 5 5 g
TR U G S 000005
ﬂo'ooooﬂ i 1 1
ol 00 5 0 0 0
l .
0 7 000 000% 0
l -
1 i
M= 0 0 5 0 0L M,=l00 o 0 - 0
00 0 0 L g 0 o L
3! 3l
1 0 0 0 0
b 000 0 0 0

(2.17) denkleminden hesaplanan kosullarla iligili artinlmis matrisler de
Up=[Ugngl=[t 0 0 0 0 0 ; 0]
{4.15)

3 e 11
U,—[U,,A,]m[I 1 7 0 o]

Ao

1
2
seklindedir.

(4.14) denkleminde yukanda hesaplanan matrisler yerine konulup diizenlenirse

ve elde edilen (3.4) artinlmis matrisi W hin son iki satinm yerine, (4.15) kosullan
yazilirsa,
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(101 o0 o 0 - ol
[ 25 13 el 253 c},

5 50 375 3000 187500
o ames mo s g
W'=| 5 25 375 375 46875 .
ST 9 07 2493 S

5 50 125 1000 625000
i o 0 0 0 0 © 0
Lo 0
| 2 4 24 120 i

olarak bulunur. Bunun ¢6ziimii ise,

101 0 0 0 o
- > 53 73 61 25
YO i % 50 375 3200 187500 o
1 5
y (0) 4 31 166 32 524 ||
2 0) 1 - - = ;
YOI_|" 5 25 375 375 46875| |€
VO [ & 77 93 707 2493 || 3
‘ 5 50 125 1000 625000
yS(Q) 10 0 0 © 0 0
Wy, , L 1 1t 1 i]o]
i 2 4 24 120 |

denkleminden

yo(0)| [-0.223992]
y'(0y | |-0.030166
¥2(0) 1.88923
v (0)| | 0.772404
y*0)| | —4.66994
Y30y | -3.87411 |

bulunur. Boylece bu katsayilan (3.8)'de yerine koyarak, (4.13) probleminin ¢6ziimiinii
y(x) = -0.032286x> — 0.113870x* + 0.437185%* + 0.5x% ~ 0.791030x +2.9846 1077

olarak elde ederiz. N ve ¢ 'nin degisik durumlan i¢in elde edilen sonuglar Tablo 3'te
tartigilmistir.
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2 O1dV.L
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ORNEK 4:

(1+2x)y"(x) +4xy"(x)+ 2x-Dy'(x)=e %, 0<x<1 (4.16)

yO=1 y(O=5 y"(0)=-1

[N -

problemini g6z 6niine alalim ve y(x) ¢oziimiine

4 ()
y(x)= Z—y——%c—)—(x-c)", 0<x,¢c<1
n!

n=0

sonlu Taylor seristyle yaklagalim. N=4 igin Taylor Siralama noktalan [0,1] aralifinda,

1
X =0, x1=4—, Xp ==, X3=

| w

1
- X4=1
7 4

olarak almir. Py(x)=1+2x, P(x) =4x, B(x)=2x-1, P(x)=0 ve [(x)=¢™* (c=0)
.olmak tizere (4.16) diferansiyel denklemini (2.11) matrns denklemi ile,

{P,CM, +P,CM, + PCM,JA=F 4.17)

seklinde gosterebiliriz. Burada Ps, P, P, F ve M, asagida tamimlanmistir.
M,, M, , C Ornek I'de, M, ise Ornek 2'de tanimlanmugt:.

']
1
J

- 0
1(3)000 00000 —10l0007 ooo?;;o e,
0 - 0 0 0 0100 0O 0 —— 0 00 | el
2 2 000 0 — 1
P,=lo 0 2 0 o, B=|l0 0o 2 0 of, B;=j0 o ooo,M3=OOOOgF=e5
00020 00030 0 0o Lo 3
2 000 0 4 (2) 0600 0 0 ¢4
6 0 0 0 3 | 0 0 1] 000 0 o _e’l_J

(2.17) denkleminden hesaplanan kosuliarla iligili artirilmig matrisler de
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seklindedir.

Tanimianan matrisler ve (4.18) kosullanindan faydalanarak (4.16) problemini

— - a1 0]
o] o -1 0 1 oT'e
s I O ANTINE T
y2( ) 2 8 64 68| |©
y&O) =1t 0o 0o 0 0 1
y¥0)| |o 0 0 o 1
2

yP@] o 0o 1 0 0] |5

seklinde yazabiliriz. Bunun ¢6ziimtni ise

yOo [ 1]

y(0) 0.5
y2 O |=[ -1
y¥(0) L5

| y®(0)] [-172308

olarak buluruz. Bu katsayilann (3.8)de yerine konulmastyla (4.16) probleminin
¢Oziimiind

y(x) =—0.0717954x* +0.25x% - 0.5x* + 0.5x +1

seklinde buluruz.

(4.16) probleminin verilen kogullan saglayan tam ¢ozumi y(x)=-§e""+l

. seklindedir [15]. Tablo 4'de =5 ahinarak y(x;), D(x;), A(x)ler hesaplanarak, tam
¢Oziimle kargilastinimast yapilmigtir.
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ORNEK S:

vV +y(x)=2-x
y(D=0, y'(I)=0, y"(0)=0 ve y"(0)=0

problemini goz 6niine alahm ve y(x) ¢oziimiine

6 «(n)
y(x)= z—y——n-,(-‘—’lfx-c)", 0<x.c<l

n=0
soniu Taylor serisiyle yaklagalim. N=6 i¢in Taylor Siralama noktalari [0,1] araliginda,

| | 1
Xg =0, ,xlzg, XZZ;’ x3:5, X4 =

> X5=

2 5
- ““,ngl
3 6

bulunur.

Pi(x)=Py(x)=1 ve [(x)=2-x olmak iizere (4.19) diferansiyel denkiemini
(2.11) matris denklemi tle,

{P,CM, +P,CM }A=F (4.20)

seklinde gosterebiliriz. Burada Py, Py, F, C, M, ve M, asagida tanimlanmugtir.

0 0 0 0 0 0
20NONONGEG) T
] ] P - T U R Rl R Rl B i
1000000 6 \6/) \6) 6/ \6) \6 =
Py (1Y Yy oy (1Y 6
R R RORONOIE
0010000 383/ A3/ \3) \3) 3 3
(1Y (1Y (1Y (1Y (1Y 3
P,=P={o 0 0 1 0 0 of C=|1 = ,) = — *) ~| | F=]2|
2 \2) \2) \2) \2) 2 2
0000100 2 (2 (29 (23 (9% (a\ 4
et HONCRCRONCIE
: e e e s
6 \6) \6) \6 6 6 |1

11 1 i 1 -

36




6 0 060 1 0 ¢
o
0 06 06 0 O —]l—i 0
o
M,=|0 000 0 0 —
6 060 0 0 0
0 0 60 0 06 0
00 00 0 0 0
(6 0006 0 0 0]
Diferansiyel
gostenimieri,

U, =[U0;AO]:[1 1

U, =[U,;A,]:[0 1

N

0, [Uz;M]:{O 0
63=[U3;}h3]=[0 0

seklindedir.

Lo 0 0 0 0 o0
0!
o—ll—'ooooo
0 0 4 0 0 0 0
2!
,Mwooo% 0 0
0()00—1—00,
4
OO()OOLO
51
0o 0 0 0 0 o
i 6! |

Denklemin verilen dort

kosulunun da matris formunda

(4.21)

(4.20) matris denkleminde, bulunan matrisleri yerlerine koyup diizenlersek ve
elde ettiimiz W matrisinin artiridmis matrisine (4.21) kosullarim ilave edersek, W'

matrisini,
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(1 0 O© 0 1 0 0 2]

| 11 1 31105 155521 4666561 11

6 72 1296 31104 933120 33592320 6

11 11 1945 9721 29161 5

3 18 162 1944 29160 524880 3
W':[w*~p“]= 1 i i 1 1

’ | S — —_ —_ 0
2 6 24 120 720

o 1 ! 1 e 0
2 6 24 120

0 0 1 0 0 0 0 ;0

0 0 O 1 0 0 0 ;0]

seklinde yazabilinz. Buradan bilinmeyen Taylor katsayilannin olusturdugu matris,

y@0y] [ 0.200457 7
vy | | -0.269327

y@(0) 0
o= 0
yv9(0) 1.79954

yO(0) | | -0.728655
| y©(0) | |-0.0283140]

seklinde bulunur.
Bu katsayilann (3.8)'de yerine konulmasiyla (4.17) probleminin ¢oziimini
| y(x) = -3.9325 10°5%° - 0.00607213x +0.0749809x"* — 0.269327x +0.200457

seklinde buluruz. Tablo S'de bu problemin =5 almarak y(x;), D(x;) ve A(xp)ler
hesaplanarak gosterilmis ve genel ¢6ziimiyle karsilagtirimugtir [16].
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Tablo 4
(1+2x)y"(x) +4xy"(x)+(2x - Dy'(x) =%, 0<x<i

WO)=1 y©=2 yi(0=-1
N=4 c=0

X¢ y(x¢) D(x;) A(x¢) Tam Co6zim
0 I 0 0.12292 i
0.2 1.08188 0.014613 0.0410348 1.081873
0.4 1.13416 -0.11182 -0.0112420 1.134064
0.6 1.16469 0.007878 -0.0417753 1.164643
0.8 1.17859 -1.2380 -0.00556726 1.179731

1 1.17820 -1.652355 -0.0552845 1.183939

y=1.12292 Rp=0.031509

Tablo 5
W) +y(x)=2-x

y()=0, y'(h=0, y"(0)=0 ve y"(0)=0

N=4 ¢=0
Xr y(%e) D(x¢) A(xy) Tam Coziim
0 0.200457 0 -0.116530 0.198256
0.2 0.146710 -4.4843x10-° -0.0627829 0.142586
0.4 0.0945839 3.98858x104 -0.0106566 0.091234
0.6 0.0481048 0.00128324 0.0358224 0.047523
0.8 0.0137081 0.00493073 0.0702191 0.0.014578
1 1.5032x10-% 0.00704379 0.0839272 0
¥=0.003973 R,,~0.0351524
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S. SONUC VE TARTISMA

1. Bu ¢aligmada tam ¢oziimi bulunamayan ya da bulunmasi ¢ok zor
hesaplamalan gerektiren, yiiksek mertebeden, degisken katsayili, lineer diferansiyel

denklemlerin yaklagtk ¢6ziimi igin sunulan Taylor Siralama Yontemi'nin yararhhifi
tartistidi.

2. (1.1) diferanstyel denkiemindeki P, (x)(k=0,1,...,m) ve f(x) fonksiyonlan
verilen aralikta Taylor serisine agilabiliyorsa, dolayistyla siralama noktalarninda tanimb
ise 0 zaman y(x) seri ¢6ziimii vardir; aksi halde yontem kullamlmaz. Diger yandan
bilinen bu fonksiyonlarin x=c civarinda hizh yakinsayan bir Taylor Serisine
acilabildiginde ve siralama noktalannin sayis fazla oldugunda Taylor Siralama
Ydontemi'nin en tyi sonug verdigi gozlenmigtir.

3. Eger P, (x)(k=0,1,...,m) ve f{x) fonksiyonlar: x; siralama noktalarinda basit
(trigonometrik ya da iistel olmayan) fonksiyon iseler, ( ki aksi halde belli bir yuvarlama
islemi sonucunda isleme devam edilir) x=c noktasiu [a,b] arabifinin herhangi bir
yerinde segebiliriz, bu segimin sonucu etkilemedigi orneklerde gézlenmistir. Bu da
denklemi, 6zel bir noktada degil de, herhangi bir noktada agmak agisindan énemilidir.

4. Denklemin en iyi yaklayk ¢ozimiini elde etmek igin Taylor agihmindaki N
kesme simn, dolayistyla siralama noktalarinin sayisi yeterince biiyitk secilmelidir.
Cunki N 'nin segimi y(x) ¢oziiminin hassashfuu belirler. Eger N kigiik alinirsa,
¢6ziimi istenilen dogrulukta temsil etmeyebilir. Aym sekilde N gereginden gok biiyitk

secilince gereksiz ¢ok fazla iglem yapilmig olunacaktir.

5. (L 1) diferansiyel denklemi 6zel olarak,

3Ry (x) = £(x)

Cauchy-Euler bigiminde alinirsa, (burada; P, (x) = ¢, x*olmak iizere)
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(SnomJa-r
k=0

matris denklemine donistiiriliip, ¢oziim benzer sekilde arastinlir. Burada Py,

Xg 0 0
0 xt* 0
P, =c, :
| 0 0 xNkJ

olarak alinmigtir.

6. Yine (1.1) diferanstyel denklemi

3 ey ™ () = (%)

seklinde sabit katsayih diferansiyel denklem olarak alinirsa,

k=0

{2 c,CM, }A =F
matris formuna donistiirilip ¢oziime ulagilabilir.

7. Eger diferansiyel denklemin tam ¢oziimii varsa ve bu N. veya daha kiigiik
dereceden bir polinom ise, Taylor Siralama Yontemi ile ¢6ziim aynen elde edilir. Tam

¢oziim yoksa ¢oziim N. derecedenbir polinom seklinde yaklagik olarak bulunur.

8. Yontem gelistirilerek, yiikksek mertebeden Fredholm tiirii integrodiferansiyel
denklemlere, Volterra tiiri integrodiferansiyel denklemlere ve kismi diferansiyel
denklemlere uygulanabilir.
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