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) . SONLU FARK YONTEMLERIYLE ]
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERi

. Canan AKTAS
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Egitimi Anabilim Dali
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damigmani : Prof. Dr. Aydin OKCU)
Balikesir, 1995

Parabolik denklemler sonlu fark yontemleri kullanilarak ¢oziiliirler. Sonlu fark
yaklagimlan; agik ve kapall yontemler olmak {izere iki grupta incelenir. Agik yontem,
U(x, ttk) bilinmeyen degerlerinin; adim adim U(x, t) bilinen degerlerini kullanarak
dogrudan hesaplanmasidir. Dolayisiyla, t yoniinde noniterativ iglem yapar, Bir
nonlineer denkleme uygulandifinda sonugta bir denklem sistemi vermesine ragmen
kararhlik s6z konusu oldugunda bazi kisitlamalar getirdiginden yeterli degildir. Kapali
ybntem, ¢dziimde iterativ iglem kullanilmasidir. Kararlilik ve yakinsaklik bakimindan
iyi olmakla birlikte, lineer olmayan bir denkleme uygulandifinda yine lineer olmayan
bir denklem sistemi verir. Bu yontemlerle ilgili ayrintili agiklamalar 2 ve 3. boliimlerde
verilmigtir.

AU U
—-—:———’0<< t >0
ot o 0%

bagntis1 sonlu fark yontemleri kullanilarak

Y _AvV+b

dt
seklindeki adi diferansiyel denkleme indirgenir. Burada A ve b, t 'den bagimsizdir ve

V(t), V(0)=g baslangi¢ kosulunu saglar. A, (N-1) mertebeli,

[-2 1
1 -2 1

L -

seklinde bir matristir.



SV AV+b
dt

formundaki adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii 3. Boliim'de gosterilmigtir. Kararlhilik
konusu 4. Bolum'de verilmigtir. 5. Bolim'de difiizyon ve reaksiyon difiizyon
denklemleri igin niimerik yéntemler anlatilmugtir.

Ekler bbdliimiinde %zAV+b diferansiyel denkleminin 6zdeZerlerinin

bulunug yontemi ve klasik agik yaklagimin bilgisayar programi Basic dilinde verilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER : kismi diferansiyel denklemler / sonlu fark
yontemleri / klasik agik yaklagim / klasik kapali yaklagim / Crank-Nicolson yontemi /
dogrular yéntemi
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF DIFFERANTIAL EQUATIONS
WITH FINITE DIFFERENCE METHODS

Canan AKTAS
Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics Education

(M.Sc. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Aydin OKCU)
Bahkesir-Turkey, 1995

Parabolic equations are solved by means of finite difference methods. Finite
difference approximations are studied in two groups, namely explicit and implicit. The
explicit method is the direct computation of U(x, t+k) unknown values by using U(x, t)
known values in a step-by-step manner. Thus, this method operates noniteratively in
the direction of t.

When applied to a non-linear equation, it does yield an equation system, but
when it comes to stability, it is not efficient as it brings about certain restrictions. The
implicit method is the utilization of an iterative operation in the solution.

Although this is efficient as far as stability and convergence are concerned, it
yields a nonlinear equation when applied to another nonlinear equation. Detailed
explanations concerning these methods have been given in section 2 and 3 of this
thesis. Equation

U U
= 0<x<X,t>0
At x> x<X,

can be reduced to the ordinary differential equation

ﬂ:AV+b
dt

by using finite difference methods. Here, A and B are independent of t; and V(t)
satisfies V(0)=g initial condition.

A is a matrix in the form of

ii
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haﬁng;%n (N-1) order. The solution of ordinary differential equation in the form of

d—V-=AV+b
dt

has been shown in section 3.

The subject of stability has been given in section 4. In section 5 numerical methods for
diffusion and reaction-diffusion have been explained.
Calculation method of eigenvalues of differential equation (:1—:,= AV +b and

Basic-Language computer program for classical explicit approximation have been
given in the appendix section.

KEY WORDS : partial differential equations / finite difference methods /
classical explicit approximation / classical implicit approximation / Crank-Nicolson
method / method of lines

iv
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1. TEMEL KAVRAMLAR
1.1 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem

Bir kismi tirevli diferansiyel denklem, iki veya daha gok bagimsiz degigken ile
bir veya daha ¢ok baZimh degiskenin, bagimsiz degigkenlere gore kismi tiirevlerini
igeren bir denklemdir. n tane bafimsiz ve bir tane bagimh degiskenli, kismi tirevli
denklemin genel sekli; x, x,, ..., x, bagimsiz degigkenleri ve

v, 22Uy 20 y _oU oy _9U

1 dx 2 Ox, X3 Oxy n IXp

U bagimlh degiskeninin kismi tirevlerini gostermek tzere,

F(XI,XZ,...,Xn,le,sz,...,an,lexl,lexz,u.) = 0

bigimindedir.

Bir veya birden fazla bagimli degiskeni ve onlarn bir veya birden fazla bagimsiz
degiskenlere gore tiirevlerini igeren denklem takimina diferansiyel denklem sistemi
denir,

Kismi tiirevli denklemlerin fiziksel bilimlerde ve mihendislikte pek ¢ok
uygulamalarina rastlanir,

1.2. Sonlu Farklar

Giiniimiiziin uygulamali bilim dallannda ortaya ¢ikan problemler, teorik
yontemler ile ¢ozilmeye baglanmig bulunmaktadir. Hatta bazi durumlarda, problemin
analitik ¢6zimii olsa bile sayisal yontemlerin kullanilmastyla ¢6ziim, ¢ok daha basit
hale getirilebilmektedir.

Bir diferansiyel denklem geklinde ifade edilebilen problemlerin yaklagik
¢oziimlerinde en ¢ok kullamlan sayisal yontem sonlu fark yaklagimlandir.
Problemlerin sonlu farklar ile ¢6ziilmesinde temel mantik, tirevlerin sonlu fark
operatorleri ile yer degistirmesidir. Bu yer degistirme Taylor serisi agilimi kullamlarak
gerceklenir. Coziime gegmeden 6nce problem bolgesi genellikle geometrik gekiller
iceren kafeslere boliniir ve problemin yaklagik ¢ozimti her bir kafesin kesim (grid)
noktalar: iizerinden hesaplanir.

Sonlu fark yaklasimlar; agik (explicit) ve kapali (implicit) yontemler olmak
tizere iki grupta incelenir. Agik yoéntem, U(x, t+k) bilinmeyen degerlerinin, adim adim
U(x, t) bilinen degerlerini kullanarak dogrudan hesaplanmasidir. Dolayisiyla, t
yoniinde noniterativ iglem yapar. Lineer olmayan bir denkleme uygulandiginda
sonugta bir denklem sistemi vermesine ragmen kararlilik s6z konusu oldugunda bazi
kisitlamalar getirdiginden yeterli degildir. Kapali yontem, ¢bziimde iterativ iglem

1
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kullar’igmamdlr. Kararlilik ve yakinsaklik bakimindan iyi olmakla birlikte, lineer
olmayan bir denkleme uygulandifinda yine lineer olmayan denklem sistemi verir [1]

Eger, herhangi bir U(x, t), x 'e gore dordiincii, t 'ye gore de ikinci mertebeye
kadar diferansiyellenebiliyorsa, bu fonksiyon igin sonlu fark yaklagimlar agagidaki gibi
verilebilir:

U(x, t) fonksiyonu; h, x yontindeki grid uzunlugu olmak tizere (x, t) civarindaki
(x+h, t) ve (x~h, t) noktalarinda Taylor serisine agilirsa sirasiyla,

Ux+h,t)= U(x,t)+h%£(x,t)
X

oty S WU w0y
21 @x* 31 axd’ 4 5

- (x,t)+--- (1.1

Ux—h,t) = Ux, )= h 2 (x, 1)
ax

h? 8°U h® 8°U h* o'U
+—2?'5—;2~(X,t)—EE(T(X,O-I'Z!*—&—F(X,Q-I"" (12)

bulunur. %—q igin (1.1) ve (1.2)'den
X

2Y (o ty=n"[U(x+h, )~ UCx, 1) ]+O(h) (1.3)
ax

Ve
ZY (1= b [U(x, - U(x—h,1) ]+O(h) (14)
ox

ifadeleri elde edilir.

Burada "O" sonsuz terimli bir esitliin sonlu bir terimde kesildigini, O(h) terimi
ise hatanin h— 0 oldugundan h ile orantih oldufunu gosterir ve buna kesme
(truncation) hatast adi verilir.

Eger (1.1) ve (1.2) esitlikleri taraf tarafa gikarilir ve toplanirsa

3 3
U(x+h,t)-U(x-h,t)= 2h—a£(x,t)+—}1—a v
ax 37

T (X, t)+ (1.5)
X
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ou hWou

U(x+h,t)+U(x—h,t) = 2U(x,t) + b’ PRt R LU (1.6)
elde edilebilir.

au

—— igin (1.5) ve (1.6)'dan sirastyla

dx

Ju -1 2

—a—x(x,t)z(Zh) [U(x +h,t)-U(x—h,t)]+O(h*) a.7n
ve

2

Z x?(x,t) = (h*)"[U(x+h,t) —-2U(x,t) + U(x - h,t)] + O(h?) (1.8)

yazilabilir [2].

(1.3), (1.4), (1.7) ve (1.8) denklemlerine sirasiyla ileri fark, geri fark, birinci
merkezi fark ve ikinci merkezi fark yaklagimlar: ad1 verilir.

k, t yoniindeki grid uzunlugu olmak tizere yukanidakine benzer gekilde U(x, t)
oUu
fonksiyonunun ?t—(x, 1) tiirevi igin
ou 4
—o”-t—(x’ t) =k[U(x,t+k) - U(x, t)] +0(k) (1.9)
ou a
—a—{(x, ) =k [U(x,t)-U(x,t— k)]+0(k) (1.10)

ileri ve geri fark yaklagimlarin1 yazmak miimktindir.

Bu yaklagimlar operatdér olarak

%g—(x, )= AU(x,1) = b [Ux + b, t) - U(x, )]+ O(h), (1.11)
oU §

22 (%, = V,00x,) = b [U0x,6) - UGx~ ,0] + OCh), (1.12)
U - 2

22 (%)= 6.0x,0) = (21)"[UGx+ b, 1)~ UGk, 0]+ O(h), (1.13)

2

%(x, t) = A%U(x,t) =h?[U(x + h,t) - 2U(x,t) + U(x— h,t)]+ O(h?), (1.14)

3



%%(x, )= A, U(x,1) = k" [U(x, t+k) - UGx, 1)] + O(K),

seklinde ifade edilebilir. Bu operatorlere sonlu fark operatorileri adi verilir [2].

(1.15)
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2. PARABOLIK DENKLEMLER

2.1 Sonlu Fark Yontemleri

Herhangi bir karmagik problemi ¢6zmek igin kullamlan tiim nimerik
yontemlerin hesaplama agamasi genellikle bir hayli aritmetik igerir. Bu yiizden gesitli
farkh problemlerin bir ¢6ziime ulagmast igin diizenleme olagandir. Bu diizenleme, tiim
denklemlerin ifade edilmesiyle yapilabilir. O zaman ayni matematik formiiliyle birlikte
tim problemler belirli bir ¢oziimle ilgilenebilirler. Ornegin, yapiskan ortamdaki
sarkacin salimu, bir direng vasttastyla siZagtan (kapasitorden) elektrik yiika bogaltma

ve inditkleme, farkli fizik problemleridir; fakat matematik olarak ifade edildiginde
Ozdes olduklar gorilir.

Bu iglem, T zaman sonra, ince diizgiin bir gubugun bir ucundan X uzakliginda
U sicakligini veren ¢6ziim olan

2
oU _3%U
T FaxE @1)

(K bir sabit olmak Gizere) parabolik denklemiyle tanimlanir [3].

L gubugun uzunlugunu ve U, sifir zamaninda maximum veya minimum olacak
sekilde belirli bir sicakligi temsil etmek iizere;

X
X==—
L
ve
U
u=-——
U,

konuldugu zaman,

dU_oUdx _4U1

0X oxdX oJxL

ve

’v_ 6 (ou)_ o(10U)_ 4(sU1\dx _15°U
X* oX\oX) oxX\Léox) Ix{dxL)dX 1?9x°

olur. Bu yilizden, (2.1) denklemi,



o (U,) _ K 3" (uU,)
AT 1» ox°

bigimine doniigir. Yani,

1 5u= 3’u
KL?2 8T é&x°

dir. t=KT/L? yazarsak ve sol taraf igin bir fonksiyonun fonksiyonu kuralint uygularsak

2.1

du_d'
it ax*

haline doniigiir.

1 (du)_ o™
KL2\ 8T ) &x?
1 KJdu 4
= 2 12 = 2
KL dt Ix

dt[du _o”zu
KL? T\ dt) Ix

du_0d'u
ot 8x°

bulunur.
2.2 Coziimiin Agik Yontemi

U _ Ui~ Ui o'u Uiy; —2U,;+U0
ot k ’ oxt h?

i-1,f

It

denklemlerine gore, [3]

29U _2u
ot %’

(2.3)

i¢in bir sonlu fark yaklagimi

U Uy Ugyy— 20+

kK h?

-1.j

dir. Burada u, x=ih , (<0, 1, 2, ...) ve t=k, (=0, 1, 2, ...) olmak tzere fark
denklemleri yaklagiminin tam ¢éziimiidir.

Bu, =0t/ (8 x)>=k/h? olan

U =T H(1-20)u; g, (2.4)



olarak j}azﬂabilir ve j 'inci zaman dizisi boyunca bilinen sicakliklarin terimlerinde (i,

Jﬂ) inci mesh noktasmda u;.,, bilinen sicakligs i¢in bir formiil verir. Boylece, t=k

““olmak tizere bilinen sinirin terimlerinde birinci zaman dizisi boyunca u 'nun bilinmeyen
esas degerlerini ve t=0 boyunca baslangig degerlerini hesaplayabiliriz. O zaman birinci
boyunca hesaplanan esas degerlerin terimlerinde, ikinci zaman dizisi boyunca
bilinmeyen esas degerler seklinde devam eder (Bak. Sekil. 2.1).

Ornek 2.1

Bir nimerik 6rnek olarak,

a) U=2x 0<x<1/2 (2.5)
b) U=2(1-x) 172 <x<1 (2.6)

kosullarinda (2.4) i ¢ozelim.

\
/ ,
7 /
y # Bllmmeyen
a ku Z Deger
/ ij+1 “Bilinen
-0 7 ] “Degerler
u=0 7 Yol (%1l B
/] i’
4 ~u=0
% ’
AL AR R AR AR AR ARRRARARY >
u=f(x)
Sekil 2.1
Diger bir deyigle,

i) Tim t>0 igin x=0 vex=1'de U=0 (sur kogulu)

U=2x,0<x< L
ii) . 2 t=0 (baslangig kosulu)
U=2(1—x),zs x<1

kosullarini saglayan 1 = PP 'nin niimerik ¢éziimiinii elde etmeye galigiyoruz.
X



5
. 8x=h=1/10 i¢in baglangi¢ degerleri ve sinir degerleri Cizelge 2.1 'de gosterildigi
; "gibidir.” Problem x=1/2 'ye gore simetriktir, bu yiizden bize sadece 0<x<1/2 igin ¢oziim
. gereklidir.

Durum 1

ox=h=1/10, dt=k=1/1000 alindifinda r=k/h?=1/10 olur. Denklem (2.4)

U;51=0. 100 H8U Huy, ) (2.6)
olarak okunur. Bu dort fonksiyon degeri arasindaki iligki elle hesaplanmas: Sekil.(2.2)

deki molekiil ile ¢ok uygun olarak temsil edilir. Atomlardaki sayilar, goz 6niine alinan
mesh noktalanndaki fonksiyon degerinin garpanlandirlar.

Cizelge 2.1
x=0 0.1 02 03 0.4 05 06
0 |o 02 0.4 0.6 0.8 1.0 08
=1 {0
=2 0
3 |o
= o
t
ij+l
i1y ij i+,
Sekil 2.2

Cizelge 2.1 'in verileri igin Denklem (2.6) 'min uygulanmasi Cizelge 2.2 'de
gosterilmigtir. Burada, x=4/10 ve 6/10 'da simetriden dolayt U 'nun degerleri egittir
(Cizelge 2.2 'de t 'nin artis deZerleri yani j 'nin agag1 dogrudur). Ornek olarak,

ug = 116{0‘8 +(8x1) +0.8} = 0.9600
1
ugy = 1—6{0.6 +(8x0.8) +0.96} = 0.7960

Bu kogullan saglayan kismi diferansiyel denklemin analitik ¢oziim,
8
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U= % nZﬂ;ﬂ-(sin % nz)(sinn x)exp(—n’2°t)

olur [4].
Cizelge 2.2
1=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6
x=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
(3=0)t=0.000 0 0.2000 04000 0.6000 0.8000 1.000 0.8000
(=1)t=0.001 0 02000 04000 0.6000 0.8000 0.9600 0.8000
(=2)t=0.002 0 0.2000 04000 0.6000 0.7960 09280 0.7960
(5=3)t=0.003 0 02000 04000 0.599 0.7896 0.9016 0.7896
G=Ht=0.004 |0 02000 0.4000 0.5986 0.7818 0.8792 0.7818
0 02000 03999 0.5971 0.7732 0.8597 0.7732

(7=5)t=0.005

(=10)t=0.01 0 0.1996 03968 0.5822 0.7281 0.7867 0.7281

(7=20)t=0.02 0 0.1938 03781 0.5373 0.6486 0.6891  0.6486

Cizelge 2.3
Sonlu Fark Analitik Coziim Fark Yiizdelik Hata
Coziimii (x=0.3) (x=0.3)
t=0.005  0.5971 0.5966 0.0005 0.08
t=0.01 0.5822 0.5799 0.0023 04
t=0.02 0.5373 0.5334 0.0039 0.7
+=0.10 0.2472 0.2444 0.0028 1.1

Yukanda verildii gibi x=0.3 'te sonlu fark ¢6zimi ile bu ¢6ziimin
kargilagtirmast sonlu fark ¢oziminin uygun dogrulukta oldugunun gosterilmesidir.
Yiizdelik hatasi, kismi diferansiyel denklemin analitik ¢oziimiiniin yiizdelifi olarak
ifade edilen ¢gdziimlerin farkidir. Denklem 2.5 'te, x=0.5 noktasindaki kargilagtirmada,

-2 'den +2'ye U/& x 'in baglangig degerlerindeki siireksizlikten dolayr sonlu fark

¢ozumiine yeterince uygun dogrulukta olmadifs goriliir. Bununla beraber Cizelge 2.4
'in gozden gegirilmesi, bu stireksizligin t arttikga yok oldugu sonucunu gostermektedir

[3].



; Parabolik  denklemin ¢6ziimiiniin, baglangic degerleri ve baglangic
‘turevlerindeki stireksizliklerin sonucu olarak (sinir deferleri sabit olmak iizere) t
 arttikga azaldigi analitik olarak ispatlanir [3].

"Richtmyer'de [S], baslangi¢ fonksiyonu ve onun ilk (p-1) tiirevlerinin siirekli
olmas: ve p 'inci tiirevin genellikle siireksiz olmasi bu belirli sonlu fark denklemi igin
gosterilir. O zaman, kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii ve fark denkleminin
yakinsak ¢oziimi arasindaki fark 8t igin, ( St)(P+2)/ ®+4) mertebeli olur.

Cizelge 2.4
Sonlu Fark Analitik Céziim Fark Yiizdelik Hata
Coziimii (x=0.5) (x=0.5)
t=0.005  0.8597 0.8404 0.0193 23
t=0.01 0.7867 0.7743 0.0124 1.6
t=0.02 0.6891 0.6809 0.0082 1.2
t=0.10 0.3056 0.3021 0.0035 1.2
Cizelge 2.5
= 1 2 3 4 5 6
x=0 0.1 0.2 0.3 04 . 0.5 0.6
T=0.000 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.000 0.8000
0.005 0 02000 04000 0.6000 0.8000 0.8000 0.8000
0.010 0 02000 0.4000 0.6000 0.7000 0.8000 0.7000
0.015 0 02000 0.4000 0.5500 0.7000 0.7000 0.7000
0.020 0 02000 03750 0.5500 0.6250 0.7000 0.6250
0.100 0 0.0949 0.1717 0.2484 0.2778 03071 0.2778

p=1 olmak iizere bu ornekte fark (5t)*/5 mertebe kadardir. (0.001)3/5=0.016
iken, sonlu fark ¢6ziimiiniin, gogunlukla hata tahminleri igin ortak 6zellik olan tahmini
gosterimlerden gergekten daha iyi oldugu gortlur. Diger taraftan p—o olmak tzere
tim tiirevler siireklidir ve hata 8t mertebeli olur.

Durum 2

Ox=h=1/10, 3t=k=5/1000 ahinarak r=k/h?=0.5 'tir. O zaman Denklem (2.4),
1

U =5 Uiy, +0441,5) 2.7

10
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yl v§rir ve ¢oziim, Cizelge 2.5 'te yazilan sinir ve baglangig degerlerine Denklem (2.7)
_uygulandiginda elde edilir.

Cizelge 2.6
Sonlu Fark Analitik Coziim Fark Yiizdelik Hata
. Cozimii (x=0.3) (x=0.3) '
t=0.005  0.6000 0.5966 0.0034 0.57
t=0.01 0.6000 0.5799 0.0201 3.5
t=0.02 0.5500 0.5334 0.0166 3.1
t=0.10 0.2484 0.2444 0.0040 1.6

Bu sonlu fark ¢ozimiiniin kismi diferansiyel denkleminin ¢dziimiine yaklagim

onceki kadar her yoniiyle iyi degildir. Bununla birlikte, pek g¢ok teknik amag igin
elverisli olabilir.

Durum 3
dx=1/10, 6t=1/100 ahnarak r=6t/(6x)?>=1 'dir. O zaman Denklem (2.4),
U; a1 = (Uiogj — g+ Ui 5) (2.9)

verir ve bu sonlu fark denkleminin ¢éziimu asagidaki gibidir(Bak. Cizelge. 2.7).

Cizelge 2.7

i= 1 2 3 4 5 6
x=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
t=0.00 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.8
0.01 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.6 0.8
0.02 0 0.2 0.4 0.6 0.4 1.0 0.4
0.03 0 0.2 0.4 0.2 1.2 -0.2 1.2
0.04 0 0.2 0.0 1.4 -1.2 2.6 -1.2

Baglangic degerleri ve verilen sinir degerlerine gore (2.9) denklemi dogru

¢oziim olmasina ragmen kismi diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olarak disiiniilmesi
agtkga anlamsizdir.

Bu ti¢ durum, r 'nin degerinin énemli olduunu agikga gosterir.
¢ gu cag

11
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2.3 Crank-Nicolson Kapali Yontemi

Agik yontem basit hesaplama olmasina ragmen ciddi sakincalan vardir. Zaman
adimi dt=k muhakkak ¢ok kiigiktiir, ¢linkii iglem 0<k/h2<1/2 yani k<1/2h? igin
gegerlidir ve uygun dogrulugu bulmak igin h=0x olarak kiigiik olmak zorundadir.
Crank ve Nicolson [6] hesaplamanin toplam deZerini azaltan ve r 'nin tim sonlu
degerleri igin dogru (yani tutarli ve sabit) olan bir ydontem onermis ve kullanmiglardir.
Onlar,

{ih, +1/2)k}
orta noktasinda ve j 'inci ve (j+1) 'inci zaman seviyelerinde

o'u
ax?

yerine sonlu fark yaklagimlarinin konmasiyla saglanan kismi diferansiyel denklemini
incelemiglerdir. Diger bir deyigle onlar, r=k/h2 olan

""rui_l,j_*_l +(2+2r)ui,j+1 - rui+l,j+1 = mi__Lj -+ (2 —2r)ui,j + rui+Lj (2.10)

denklemini veren

2 h? h?

Ui "Y1 {“i+1, #1728 a1t Uiog g L JieLi T 2055+ 0,4 }
k 2

ile

(aU) _(azu]

at )1 | 9x*) 1
SJH— 2
2 l,_’+2

denklemine yaklagtirmuglardur.

Genellikle, Denklem (2.10) 'un sol tarafi {i¢ bilinmeyen igerir ve sag tarafindaki
u 'nun esas degerlerinin {igli bilinmektedir (Bak. Sekil. 2.4). Eger, j=0 ve i=1, 2, ..., N
i¢in her bir zaman sirast boyunca N tane i¢ mesh noktas: varsa Denklem (2.10), bilinen
baslangic ve sinir degerlerinin terimlerindeki birinci zaman sirast boyunca N adet
bilinmeyen esas deger i¢in N tane karmagik denklem verir.

12



- u'nun bilinmeyen degerleri

HL+1 i j+] i1,

—_— o o .
\ u'nun bilinen degerleri

A%

Sekil. 2.4

Benzer gekilde j=1 birinci boyunca hesaplanan degerlerin terimlerinde ikinci
zaman strast boyunca u 'nun N bilinmeyen degerlerini ifade eder. Bilinmeyen pivotal
(esas) degerin hesaplanmasi, kapali bir yontem gibi tarif edilen karmagik denklemlerin
bir kiimesinin ¢6zimiinii gerekli kilan bir yontemdir.

Sonlu fark notasyonunu bildigimize gére Crank-Nicolson yontemi

1 1 2 2

;®3¢"5FPFmM+@“u}
ile

{ih, (+1/2)k}

noktasinda kism{ diferansiyel denklemine yaklagtirihr. Burada t ve x indisleri sirastyla t
ve x dogrultusundaki farklanmay1 gosterir.

Ornek 2.2
Daha 6nce ¢aligilan 6rnegin, yani

U _2U
ot oxt ’

0<x<I, t>0

denkleminin niimerik ¢dzimiinii hesaplamak igin Crank-Nicolson yontemi kullanihir.
Burada,

(i) U=0, x=0 ve x=1, t20,
(i) U=2x , 0x<1/2, t=0,
(iii) U=2(1-x) , 1/2<x<1 , t=0

13
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¢
‘h=1/10 alinir.  Yontem, r=k/h2 'nin tiim sonlu degerleri igin dogru olmasina ragmen

bﬁyﬁk deger, & U/ 2 t i¢in dogru olmayan yaklagimi verecektir. Uygun deger =1 'dir
ve (2.10) 'da uy; 'nin katsayisint sifir yapmak avantajdir. O zaman k=1/100 ve (2.10)

~Ui g 5ol T AU ot T Ui e = Yo+ Ui, 211
haline gelir. Denklem (2.11) igin incelenen hesaplama molekiilii Sekil. 2.5 'te

gosterilir. u;;41,y; (=1, 2, ..., 9) tarafindan belirtilir. Simetriden dolay: bu probleme
gore, ug=u,, u;=u,,vs'dir (Bak. Sekil.2.6).

i-1,5+1 ij+1 i+1,j+1
i-1j itlj
Sckil 2.5

Ik zaman adimi igin u 'nun degerleri,
-0 +4u,~u,=0+04 , -u,+4u,-uy=0.2+0.6,
-u,+4uy-u,=0.4+0.8 , -u;+4u,-u=0.6+1.0,
-2ugt4ug =0.8+0.8.
Bunlar, daha sonra gosterildigi gibi u;=0.1989, u,=0.3956, u,=0.5834, u,=0.7381,
us=0.7691 vermesi igin sistematik eliminasyonlarla kolayhkla ¢6ziliir. Boylece gelecek
zaman sirast boyunca u 'nun pivotal (esas) degerleri igin denklemler,
-0+4u;-u,=0+0.3956 , -u,+4u,-u,=0.1989+0.5834,
~u,+4u,-u,=0.3956+0.7381 , -uyt4u,-u=0.5834+0.7691,

2u,t4u; =2x0.7381

bulunur.

14



u=0

SONAAANANAANSAN SO NN AA N N

ul uz u3 u4 uS u4 u3 uz }
=0 02 04 06 08 10 08 06 04 X
Sckil 2.6
Cizelge 2.8
x=0 0.1 02 0.3 0.4 0.5
t=0.00 0 02 04 0.6 0.8 1.0
t=0.01 0 0.1989 03956 0.5834 0.7381 0.7691
t=0.02 0 0.1936 03789 0.5400 0.6461 0.6921
0
t=0.1 0 0.0948 0.1803 0.2482 02918 0.3069
Analitik ¢6ziim

t=0.1 0 0.0934 0.1776 02444 02873 0.3021

Bu denklemlerin ¢6ziimii, kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii ile t=0.1 'de
sonlu fark ¢oziimiinii kargilagtiran gekillerle birlikte Cizelge 2.8 'de verilmistir. Kolayca
gorilebilecedi gibi niimerik ¢6ztm iyi bir ¢oziimdiir, Cizelge 2.9, t 'nin ¢egsitli degerleri
i¢in x=0.5 'te her iki ¢oziimii gostermektedir. Cizelge 2.4 incelendiginde, gorilmistiir
ki bu 6rnekte zaman dagilimina dayanan kapali yontemin dogrulugu, pek ¢ok zaman
adim olarak on kez kullanilan agik yontemle yaklagik ayni alinmugtir.

Oncelikle bahsedildigi gibi iki ¢oziim arasindaki fark bu noktada & U/2 x 'in
baglangi¢ degerindeki adi siireksizlikten dolay1 x=0.5 'te meydana gelir.

oU _3°U

ot Ix°
olmasina ragmen, ¢dziimiin ve tim hatalann j—oo olarak sifira yoneldigini ileri
stirebilir.

icin Crank-Nicolson yontemi, r 'nin tiim degerleri i¢in sabit

15



Cizelge 2.9

Sonlu Fark Analitik Coziim Fark Yiizdelik Hata
Coziimii (x=0.5) (x=0.5)

t=0.01 0.7691 0.7743 -0.0052 -0.7

t=0.02 0.6921 0.6809 +0.0112 +1.6

t=0.10 0.3069 0.3021 0.0048 1.6

2.4 Gauss Eliminasyon Yontemi ile Denklemlerin Coziimii

(Pivotlama Olmaksizin)

Her bir zaman siras1 boyunca N-1 igteki mesh noktalan var oldugunda (2.10)

Crank-Nicolson denklemleri gok genel olarak
+byuy-cu,

-2, tb,u,-cou;

L] . .

-au; thu-cu;

. ° .

-d,

=d.

1

~ay_ Uno Dy Un =Ny

yazilabilir. Burada a, b, ¢ ve d 'ler bilinmektedir. 1lk denklem, ikinci denklemden u, 'i
elimine etmek igin kullanilabilir. Yeni ikinci denklem, tglincii denklemden u, 'yi
elimine etmek i¢in kullanilabilir ve sonuna kadar bu gekilde devam eder. Fakat sondan
bir 6nceki denklem, sadece uy; bilinmeyenli denklemi veren son denklemden uy, 'yi
elimine etmek igin kullanilabilir. uy,, uy, ... , Uy, U; bilinmeyenleri sira ile geri koyma
tarafindan bulunabilir. Her bir yeni yontemdeki ¢ katsayisinin higbiri incelenen eski
denklemdekinin aynisi degildir. Eliminasyonlarin asagidaki agamasinin

Q.

Ui ~CigU=S; > ~au;

+thucu;, =d;,

ye ulagtit kabul edilir. Burada, a,;=b,, S;=d, 'dir. u,, 'in elimine edilmest

a.c. a.S.
b. _.l_l—_l_)u, —Cls = d, o=l
i i i7i+l i
( @1 Qi1

1—
yani
UGl =S

i

ye yol agar. Burada,

16
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a.C.
—th il
a; bx a
i~1
A+
a.S. .
Sl = dl -l-—il- (l=2, 3, ..
iy

denklemidir. Ayni anda saglanan denklemlerin son ¢ifti

Ol.2UN.2 = ONpUN-I=ON.2
ve
-y Ung PO U=

. b 4o
dir. uy_, 'nin eliminasyonu

esitligini verir. Yani
Ol UN =Sy
denklemidir.

Denklem (2.12) ve (2.13), ¢bziimiin

Sn-1

esitligiden, yani

1 .
u, = ;(Si +°iui+l) (i=N-2,N-3, ..., 1
i

)

(2.13)

denkleminden hesaplanabildigini gosterir. Burada o ve S 'nin degerleri,

a.
o=b; ; @;=bj——t-c;
@i
. a4 .
Sl=dl N Sl = di +—"“Si__1 (l=2, 3, “os
@1

17
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'tagaﬁx{da\ verilmigtir. Cogu problemde o; ve a/o;; zamandan bagimsizdir ve zaman
-aditnlari sayisina 6nem vermeksizin sadece bir kez hesaplanmasi gereklidir.

o Bir 6rnek olarak denklemleri,
4u-u~0.4 |
-uHuy-u~1.2
-2u,+4us=1.6

olan son galigilan 6rnegi inceleyelim. Boylece,

a2=a3=a4=1 > a5=2 ’ bl=b2=b3=b4=b5=4;

-u l+4U2"U3=0 . 8 Py

'U3+4U4‘U5=1 .6 ’

dir. Bu ylizden, her zaman adimi igin degigken olmayan

az_l

22 _ 22025,
B __1 02667,
]

21 2679,
o, 3.7333
B2 _05359,
@, 3.7321

katsayilarini veren

a. a.
o,=b=4 ; a;=b;- : €y =4~ :
Qi1 i
olur.
3
Sl=d1=0.4 ve Si = dl + Sl'—l
a.
i~1
S5;=0.4 , Sz =0.8+

18

a
;ZISI =0.8+(0.25)(0.4)=0.9 ,

o, =4,

a
a, = 4—;2-= 3.75,
1

a
a; =4—;3—= 3.7333,
2

a
a, =4—-(f-= 3.7321,
3

o =4——Z—5:3.4641,
4

(=2, 3, 4, 5)

(=2, 3, 4, 5) oldukga



2

S5 =1.6+-3§, =2.6642
%y

bulunur ve ilk zaman adimi igin ¢6ziim,

S
ug =—=0.7691 ,
s

a3

u; = —(_11:(81 +¢yu,)=0.1989

olur.

19

S;=12+-38, =14400 , S, =16+-%8,=19858 ,

a3

1 .
U4 = Z(S‘t + C4u5) = 0.7381,

1
u2 = Z(Sz +CZU3) = 0.3956,



3. KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN DOGRULAR

YONTEMI (METHOD OF LINES) iLE NUMERIK COZUMU

3.1 Adi Diferansiyel Denklemlere indirgenmesi

2
%=~Z—I—2j—,0<x<x,t>0--- 3.1)
X

denklemini géz 6niine alalm. Burada U, U(x,0)=g(x), 0 < x < X baglangi¢ kogulunu
saglar ve t>0 olmak ilizere x=0 ve X 'te bilinen simir degerlerine sahiptir. Eger x, (x,t)
'de tiirevli ise,

Flz-{U(x—h,t)—ZU(x,t)+U(X+h,t)}+0(h2)

ile yerine geger ve X,

%%: - {UG=h, 20,0+ UG+ b, 9} + O (3.2)
N
[G,®[T O], I/0) fun®
0 h 2h th  (N-Dh (X0)
Sekil 3.1

adi diferansiyel denklemi olarak yazilabilen Denklem (3.1) 'in bir sabiti olarak goz
Oniine alinir,

0 <x < X aralifi, Nh=X olmak tizere i=0(1)N olan x;=ih seritleri ile N egit alt
araliga boliiniir ve t zaman seviyesi boyunca i=1(1)N-1 olan her mesh noktast x;=ih 'de
(3.2) denklemi yazilir. Ui(t) 'ye yaklasan (N-1) adi diferansiyel denklemler sisteminin
V,(t) degerleri tam ¢6ziim olacak gekilde agagidadr.

dv,(t) 1

dt —’ﬁ{(vo _2V1 +V2)

20



dv, (1) _ 1

dt F{(Vl "2V2 + Vs)
dV_ 1
“f‘ = h_z Vi =2V, +VN),

Burada V, ve Vy bilinen siir degerleridir. Bunlar,

v L (T[]
v, \'A 0
_d_ = ._l.. . 4 1
2 : 1.2
dt 2 h v, h 0
N 1 =2 1 -
L N -1 | 1 _2_ _VN -1 _VN..
olarak matris formunda yazilabilir. Yani
%E)c AV(®)+b .. (33)

gibidir. Burada V(t)=[V1,V2,-~~VN_1 ]T , b sifirlarin ve bilinen sinir degerlerinin stitun
vektorii ve (N-1) mertebeli A matrisi

=3 . 3.4)

olarak verilir. A ve b, t 'den bagimsiz ve V(t), V(0)=g baslangi¢ kosulunu saglamak
lzere,

ii\g_?l =AV(t)+b
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adi diAransiyel denklemin ¢6ziimii,

V()= —Xb + (g + %)exp (At)

olarak degigkenlerin ayrigimi yontemi ile kolaylikla gésterilir.

Bolim (3.2) 'de,

VO)g,,85,+-:8x1] =8

baglangi¢ kosulunu saglayan (3.3) 'in ¢dziimiinin (burada b, t 'den bagimsiz olmak
lizere),

V(t) =-A7b +{exp(tA) }(g + A7'b)-- (3.5)

oldugu gosterilir. Boylece,

V(t+k)=-A"b+{exp(t+k)A}g+A™b)

V(t+k)=-A"b+{exp(t +k)A}(g+A'b)
olur. (3.5) denklemine gére, bu

V(t+k)=—A""b +{exp(kA)}(V(t) + A™'b) (3.6)
oldugunu gosterir. Eger tim sinir degerleri sifir ise,

V(t+k) = {exp(kA)}V(t) (3.7)

bulunur. Eger stability ile belirli bir niimerik ¢oziimden daha fazla ilgili oldugumuzu
farz edersek sinir degerleri her zaman elimine edilebilir. g 'den g* 'a baslangig
degerlerinin vektorini kisaltinz.

Denklem (3.5) 'e gore V*(t) ¢oziimii,

V'(©)=-A"lb+Hexp(tA)} (g'+A"1b) (3.8
olur. O zaman (3.5) ve (3.8) denklemleri,

V*(t) -VO={exp(tA) Hg"g)
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fdenk\emini gosterir. Boylece t zamaninda kisaltma vektdrii

e(t)=V'®-V@ , e(ty={exp(tA)}e(0)
ile baslangig kisaltma vektori
e(0)=g"-g
denklemiyle baglantilidir. Daha 6nce de oldugu gibi,
e(t+k)={exp(kA)}e(t)
olur.

3.2 -d%it-)- = AV(t) +b "nin Coziimii Uzerine Bir Not

Reel nxn matrisli P 'nin iistel matrisi

2 3 © m
expP=eP =In+P+£—+P—+.. ; L (3.9
2l 3 o m!

tarafindan tanimlanir. Burada P=I_ ; n mertebeli birim matristir. Eger Q, PQ=QP
olacak bigimde reel nxn matrisi ise,

ePeQ=cQeP=eP*Q
denklemi (3.9) tarafindan ispatlanabilir. Béylece,

ePeP=¢ PeP=¢l
olur. Ama (3.9)'a gore, e=I_ 'dir. Bu ylizden

ePeP=[ ... (3.10)
bulunur. (eP)leP=I ile tanimh e? 'nin (eP)"! tersi ile (3.10) 'un her iki tarafinin

ongarpimi, eP=(ef)"! oldugunu gosterir. A, t'den bagimsiz olmak iizere, (3.9) 'da
P=At konuldugunda ve t'ye gore diferansiyeli bulundugunda

dit(eAr)=AeAt=eAtA

seklinde olur.
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A

@f%

© Q‘:\?% ‘
)22 rég . .
§ g}‘fg imdi, g, t 'den bagimsiz olmak tizere V(t)=eAg 'yi goz oniine alalm. Bu
é%g% V(0)=g baglangig kogulunu saglar. t'ye gore diferansiyelini bulursak
s
;:*/, ./
dTV-—Ae"“g—AV

denklemini verir. Diger bir deyisle, V(0)=g 'yi saglayan

dav

=AV 3.11
r G.11)

¢oziimii V(t)=eM'g 'dir. Benzer sekilde, V(0)=g baglangi¢ kosulunu agik¢a saglayan
V(t)=-A-1b+etA(g+A-1b)

vektdr fonksiyonu, b vektori ve t 'den bagimsiz A matrisi gartiyla

E\—/—AVer
dt

denkleminin ¢ozimudir. A matrisinin 6zdegerlerinin bulunugu ekte verilmigtir.

3.3 Adi Diferansiyel Denklemler Yoluyla Sonlu Fark Yaklagimi
Daha basit bir gekilde anlatmak gerekirse,

2U_0U
ot dx*’

0<x<X , t>0

denklemiyle iligkili sinir degerlerini sifir olarak kabul edelim. Denklem (3.7) 'ye gore, t
zaman seviyesi boyunca i=1(1)N-1 olmak tizere x;=ih mesh noktalarinda V(t) vektor
degerlerinin U(t) yaklagimi tarafindan saglanan bagintisi,

V(t+k)={exp(kA)} V() , =0, k, 2k, ... (3.12)
denklemidir. Burada A matrisi Denklem (3.4) ile tamimlanir. Exp(kA) 'dan,

I+kA+ k’A2 k’A3 oo
agtlimi k2 mertebeli en biiylik dereceli hata terimi ile I+kA 'ya yaklagtirlir.

u :[ul’u22"°’uN-—1]T
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J 2ok

degerlerinin vektorii yani Denklem (3.12) 'deki yaklagik V,

ﬁ;«' Lf‘ Y

= u(tH)=I+kA)u(t) (3.13)

sonlu fark denklemlerinin ¢dziimii olacaktir. Eger t=t=jk ve r=k/h? ise bu denklemler
sinir degerlen sifir olmak iizere,

[ LR W —(1‘2") r 10 U, ; ]
LA r (1-2r) r u,;
U2+l r (1-2r) r Un.2,j
| UN-1,j+1 _J i r (1-2r)] | Un-1,j |

olarak bulunur. i. denklem klasik,

u ru,_,;+(1-2r)uy;; +ru , =1I(1)N-1

TS U i+1,j

agtk yaklagimidir.  Diger daha yiksek mertebeli yaklagimlar Padé yaklagimlan
tarafindan verilir.

3.4 €’ icin, 6 Reel Olmak Uzere Padé Yaklasimlar:

e’ 'mn (1+p,0)/(1+q10) seklinde yaklagtirilmasi gerektigini kabul ederiz.
Burada p, ve q sabitlerdir. p, ve q, 'in tayini 8 ve 62 'nin katsayilarindan gelecek olan

iki denklemi gerektirir. Bu yiizden en biiyiik dereceli hata terimi 63 mertebeli
olacaktir. Boylece,

e’ =1—+E£+c30’ +C 0+
14+q,6

olur. Bu yizden,

(1+q,0)(1+ 6’+—;-92 +%03+--~) =1+p,0+(1+q,0 )(c,0° +¢,0*++)

seklindedir. Boylece,

(1+q, - pl)61+(—21~+ql)92 +(é+-21—q1 —¢,)6 +daha yiksek mertebeli terimler =0
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o . . . .. T
By, p1=11/2 , = -1/2 ve c;=-1/12 ile lig mertebeli terimler igin esitsizligi saglar.
Rasyonel yaklasim

e

exp @ igin iki mertebeli (1,1) Pade yaklagimi adint alir ve en biiyiik dereceli hata terimi
iic mertebelidir. Genellikle,

60 o 1+p,0+p,0%+--+p 07
1+q,0+q,0*+--+q,0°

S+T+1 S+T+2
+ cs+T+1 9 + O ( 9 )

ile exp@ yaklagimu miimkindiir. Burada cg,r,, bir sabittir.

1+p,0 +~~+th5’T _P(8)
1+q,0 +-+q,0° Qs(8)

Rs,’r(g )=

rasyonel fonksiyonu, €igin (S+T) mertebeli (S,T) Padé yaklagimi adimi alir. Cizelge
3.1, exp@ igin ilk sekiz Padé yaklagimii ve bu yaklagimin en biiytik dereceli hata
terimlerini verir.
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Cizelge 3.1

ST

Rs 1®) Baslica hata terimi
2
0.2) 1+9+l 0’ 1 g’
2 6
(1,0) 1 RPL
1-6 2
1 1 .3
1+-6 -
(L1) % 2?
1——
2
2 1,2
1+=6+-6
(1,2) 6 Lyt
1 72
1--6
3
(2’0) 1 193
1 2 "
1-6+=86 6
2
1
1+=-6
2,1) 3 i04
1——2~9+192 72
3 6
1 1 .2
I+-6+—0
2.2) 2" 12 1 s
1-1g+Llg” 720
2 12
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3.5 Padé Yaklasimlan Yoluyla Standart Sonlu Fark Yaklagimlart

3.5.1 Klasik Acik Yaklagim

oU_o'u
it Ix*

igin klasik agik yaklagimmin (0,1) Padé yaklasimi ile exp(kA) tarafindan verildigi
Cizelge 3.1 ve Denklem (3.13) ile goriiliir.
3.5.2 Klasik Kapah Yaklasgim
(1,0) Padé yaklagimy,
u(ttk)=(I-kA) 1u(t)
ile
V(tH)={exp(kA)} V(1)
denklemine yaklagir. (I-kA) matrisi ile her iki tarafin dngarpimi,
(kA Hk)=u(t), =0, 1,2, ...
denklemini verir. Burada

i
u(tj +k) = [ul,j+l sUg 4415° ”auN-x,j+1]

ve A matrisi, (3.4) tarafindan tanimlanir. Sifir sinir kogullar olmak iizere,

[(1+2r) —-r 1T Upin 1T Uy ]
-r (14+2r) -r LI u,;
. g =

-r (142r) -1 Un—2,j+1 Uy-2,j

L -r (A+21)] | YUnerger | [ UnN-t]

i. denklem kapali veya
U 50 +(1+2r )ui,j+l Ui T W5 i=1(1)N-1

geriye fark denklemini verir. Bu, tim r=k/h#>0 i¢in kogulsuz sabittir. En biiyiik

dereceli hata terimleri, 52U/ J x* 'ye merkezi fark yaklagmindan dolay: x 'de h? ve
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t 'de k mertebelidir. (exp(kA) igin (1,0) Pade yaklagiminin en biiyiik dereceli hata
tegimi O(k?) 'dir. Yontem t 'de birinci mertebede dogrudur denir.

3.5.3 Crank-Nicolson Denklemleri

V(t+k)={exp(kA) } V(t)

denklemi yerine Cizelge (3.1) 'den (1,1) Padé yaklagimini, yani

u(t+k) =( —-%-kA)— (I+%kA)u(t)

denklemini koyariz. Niimerik hesaplamalar igin bu ,

(I—%kA)u(t +k)= (I-l%kA)u(t)
olarak yazilir. Bu,

~TU; g5 +2(1+ r)ui'j+l — MUy, =TU +2(1- r)ui,j +ru,,, ,,i=1(1)N-1

i-1,j i+1,92
Crank-Nicolson denklemini verir, Bu da Padé yaklagimi yoluyla k3 mertebeli bir hata
terimine sahip olan t 'de ikinci mertebede dogrudur ve ileri fark yénteminden daha

genig zaman araliklan ile birlikte kullanilabilir [3].
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4. KARARLILIK, HASSASIYET VE HASSASIYETIN
ARTTIRILMASI

Sinir degerleri sifir olan

oU _3°U

—5—{—? , 0 <x <X , t>0
X

denklemi ile iligkili ve baglangi¢ degerlerinin vektdrii

U(O) =g= [gl’gZ’.“,gN_1]T 3 Nh=X

olarak kabul edilir. O zaman, t=jk zaman seviyesi boyunca x;=ih, i=1(1)N-1 mesh
noktalarinda U(t) 'ye yaklagan V(t) degerlerinin vektori,

V(= {exp(kA)} V(L) , j=0, 1,2, ...

bagintisimi saglar. Eger, kA 'nin Gsteli Rg(kA) olan (5,T) Padé yaklagimi ile
yaklagirsa sonlu fark denklemlerinin sonug kiimesi,

u(t =R r(kAY(E)
olur. Bu da,
u(t)=Rg T(kAu(t-1)
olarak denk gekilde yazilabilir. Tekrar uygulandiinda bu,
u(t)=[Rs1(kA)Pu(0) @1

gosterir. Burada, u(0)=U(0)=g 'dir. Artik, A matrisinin 6zdegerleri,

A, =;—jsin2—23—17—;— , s=1(1)N-1

dir ve timii farkhdir. Boylece, A 'min (N-1) 6zvektorleri v, lineer bagimsizdir ve
baslangig degerlerinin yani g vektoriiniin (N-1) boyutlu uzayr igin bir taban olarak
kullanilabilir. Diger bir deyisle g,

N-1
g=y.c,yv,
s=1
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olarak ifade edilebilir. Burada c, sabittir. Bu yiizden (4.1) denklemi,

u(t)) = [RS,T(kA)]jlgcsv, =§<;,[RS,T(1<A)]j v, 4.2)
olarak yazilir.

Avg=A,vg
A%+

A=l A)vs

oldugunu hatirlarsak sonlu fark denklemlerinin ¢6ziimi Denklem (4.2) 'den

u(t,) = NZTcS[RS’T(kz I, (43)

olarak elde edilebilir. Denklem (4.3), u(t;) 'nin sadece ve sadece |Rs,T(k/13)l<1 ,

s=1(1)N-1 olmak iizere j—> oo olarak sifir vektoriine yonelecegini gosterir. Tim
yuvarlanan hatalarda sifira yaklagacaktir. Ciinki, hatalar j=1, 2, .... olmak iizere
u(t) 'nin bilegenleri olarak ayni aritmetik operatrlere baghdirlar. Eger, bu kogul
r=k/h2 'nin degerine bagliysa denklemler gartli sabittir. Bu , t artmasi ile ¢oziim sifira
yoneldiginde, sabit h ve k igin matris yontemi tarafindan belirlenen kosullu (sartl)
stabilitye tam olarak karsilik gelir.

Tiim r>0 igin IRS,T(kAs)l <1 oldugunda denklemler A, sabitli olarak sdylenir.
A, stability, reel Rg (k1) i¢in -1<Rg (k4 )<1'i belirtmesine ragmen, Rg1(k4, ) 'nin
bazi degerlerinin k4, 'nin 6zel degerleri igin -1 'e yakin olmast muhtemeldir. Denklem
(4.3) 'teki [Ry 1 (kA s)]j nin degerlerinde j arttikga isaretteki degisiklikler birbirini takip
edecek ve biyiiklikte gok yavay azalacaktir.

(4.3) 'teki reel katsayilar Rgr(k4) , eBer 0<Rgp(k4,)<l (s=1(1)N-1 olmak
tizere) ve buylikliik olarak kAg arttikga Rg(kA,)—> O yaklagirsa sabit ve istenmeyen

sonlu salinimlarin diginda bir ¢oziim verebilir. A reel ve negatif olmak {izere,

1
1-kA4s

R(1.0) (kd.)=

olan (1,0) Padé yaklagimi bu tirden bir ¢oziim verebilir. Bu da kA, — —, A,<0 ve

reel olmak iizere pozitif ve/veya negatif degerlerden sifira yonelen Rg (kL) igin
uygundur.
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Bir sonug olarak eger kA, - —o, A, reel, negatif ve sifirdan farkli olmak iizere
| Rg r(kAD| <1, s=1(1)N-1

ve

Rg (kA)—0

ise fark denklemlerinin bir kiimesi L, sabitli olarak soylenir.

Gourlay ve Morris'e [7] gore A,=—(4/h?)sin?sn/2N 'den z pozitif olan kAg=z
konmasi ve yontemin sembolii olan Rs —z) denmesi olagandir. O zaman fark
denklemlerinin bir kiimesi, tim z >0 igin [ Ry, {(~2)| <1 ve z—w olarak Rgr(-2)—> 0
olmak tizere L, sabitli olur. (1,0) Padé yaklagimina gore, R, o(-2)=1/(1+z) 'dir ve geri
fark denkleminin L sabitli oldugunu gosteren her iki kosuluda saglar (Bak. Sekil 4.2).

Crank-Nicolson tasarisina gore,

1
1-—2z
2% 2/z-1
R, ,(-2)= = (4.9
l+%z 2/z+1

olur. Agikga, tim z>0 igin | R, ,(-2) | <1 fakat z—o olarak R, ;(~z)—-1 olan tasarinin
A, sabitli oldugunu gosterir. h'yi azaltarak dogrulugu arttirma g¢abasi gosterildiginde,
A, sabitli ydntemlerle istenmeyen sonlu titregimlerin biiytiklikk artmasi da ¢ok rastlanan
bir geydir.

Bu, eger (4.3) denkleminin Rg(kA) terimi h azalmasindan dolayr -1'e gok
yaklagirsa meydana gelir. Crank—Nicolson denklemleri bu olayr gosterir. Ciinkii h
'deki bir azalma Ag=(—4/ h?)sin%sn/2N 'nin blyikligini arttinr. Yani z artar ve (4.4)
bagintisindaki R, ;(-z) 'nin -1 'e daha fazla yaklagmasim saglar. Bir sonug olarak
1978'den beri aragtirmanin gogu t 'de yiiksek mertebe dogruluklu L, sabitli yéntemlerin
kusagina dogrudur [7, 8, 9].

Parabolik denklemler igin Padé yaklagim tasarilan S>T iken L, sabitli ve S=T
iken A, sabitlidir.

4.1 Crank—Nicolson Ydntemi i¢in Zaman Adimi Uzerine Gerekli Bir
Smirlama

Niimerik g¢aligmalar, gok yavag azalmakta olan sonlu salinimlann baglangig
degerlerindeki veya baglangic ve smir degerleri arasindaki siireksizliklerin

komsulugunda olan Crank-Nicolson yéntemi ile meydana geldigini dolayll olarak
belirtir [3].
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7 su_sU
—_—= 0<x< 0
ot o 0%

icin siir degerlerini sifir ve baglangig degerlerinin vektoriinii Uy=g olarak kabul
edelim. O zaman Denklem (4.3) 'te gorilen Crank—Nicolson veya (1,1) Padé
yaklagimi ¢6ziimi

N-1 .
u; = c sV, (4.5)

s=1

olacaktir. Burada ,

Hs=—T"— s=1(1)N-1 (4.6)
I—Ek/ls

olarak alinir. Bu da,

(344) (344

biiytiltme matrisinin 6zdegerleridir. A, ve v, (3.4) 'iin yani A matrisinin 6zdegerleri ve
g6z oniine alinan 6zvektorleridir.

(Nh=X, A, = —(%)sinz 28_17\; olmak iizere)
ve
N-1
g=).cv, 4.7
s=1

dir. Siklikla v, ile baglantih baytime faktori olarak adlandirlan pg 6zdeZerleri Ag
negatif oldugundan dolay: s 'lere ilgkin modiillerde 1'den daha kigiiktiir. Boylece
Denklem (4.5), uj 'nin, j—o iken sifir vektoriine yaklagtifini gosterir. Yani denklemler
kosulsuz sabittirler. Bununla beraber (4.6) 'ya gore kA =4rsin%sm/2N biiyiik
oldugundan (burada r=k /h? dir) y, 'nin -1 'e yakin olacagi gorulir. Bu, r degerinin
biiyik, N ve s degerlerinin her ikisinin de biiyiik yani s=N-1, N-2, ... olmak {izere
st/2N=7/2 oldugunda meydana gelecektir. (4.7) ve (4.5) denklemlerine gore baslangig
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dic_:gerlérinin yiksek frekansl, ¢y vye;, CnoVn2 5 - lemanlaninin sirastyla j. zaman
seviyesinde oy Wivy; , Oy WV 5 ..., dOnistirilmekte oldugu gorilir.

Bu elemanlar j artarken isarette degigiklikle birbirini takip edecek ve sadece gok
yavag azalacaktir. [Eger cy, , cy, , .. baglangic ve simr degerleri arasindaki
siireksizlikler var oldugunda meydana gelen yaklagimlar gibi biyik ise, ¢ozim
siireksizlige yakin noktalarda sinirli olarak salinacaktir (Bak. Sekil 4.1).

Bununla birlikte, Lawson ve Morris [8], bu salinan terimlerin daha diigik

frekansh c,v, elemanindan daha hizli sifira yaklagan yiiksek frekansh ¢y ;v elemanin
saglamasinin kotii sonuglar dogurmayacagini belirtmektedir. Buna gore,

| el <l iy
yani
—< U< By

koguluna gore (4.5) 'ten,

1 1 1
-1-=k4 1+=kAna 14+=kA
2 1 2 N-1 2 1

1 <1 <1
1-—kA: I-=kAna 1-=kA;
2 2 2

olarak yazilir. Esitsizligin sag tarafi otomatikman
A=(4/h?)sin?snt/2N

tarafindan saglanir. Esitsizligin sol tarafi,
kA Ay <4 (4.8)

oldugunu gosterir. Biytik N igin,
A =—4n2/4hIN2=—n2/X?2

ve
Ay = (4/M2)sin?n/2=—4/h?

dir. Boylece (4.8) 'e gore, yaklagik olarak
k/h<X/m

veya
k<hX/n
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i

i

i
dl%‘ Sekil (4.1),
U(0,t)=U(1,t)=0 , >0
ve
U0,x)=1 , 0<x<1, t=0
esitligini saglayan 0< x<1, t>0 olmak iizere,
sU_d'u . : . iy
—= 'nin, Crank—Nicolson ve geri fark veya h=.025 ve r=40 igin (1,0) Padé

ot %’
yaklagimi ¢oziimlert ile birlikte t=.25 'teki analitik ¢6ziimii gostermektedir.

U4
rtl
i H
T ]
:': Zaman t=0.25 ! ;
] -
0.14 i; (1.,.0)"Paf1é o y ii
I t;ozumu)- AN 'l
012 ' i
: ; /. & TS \. : :
R/ A RN
' . . g !
oo8f- | 7 -\
] . ' \ ;!
ooel! //+PD.E nin \\ ;|
I ;/; analitik ¢oziimii \. !
004f 174 A\W
002b-4 i+ Crank-Nicolson L\
g v ¢ozimi AN
0'00 : ! 1 I 1 ". : l >
/02 04 06 08 TR

Sekil 4.1

4.2 Padé Yaklagimlariyla Baglantili Yerel Kesme Hatalan

(3.4) ile tanimh kA matrisinin dsteli, (S,T) Padé yaklagimi tarafindan
yaklagtinildiginda, (i,j) noktasinda

2U_2'U_
it Ix*

bagintisina yaklagtirilan fark denklemi
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1}'
t-];-{u(t,.+k)-Rs,,(kA)u(t,.)}=o , i=1(N-1
bagintisinin i. satiridir. Burada,

R 1(kA)=Q5' (kA)P(KA)

dir. Q' 'in singiiler olmadigin1 kabul edersek fark denklemleri

%{Qs(kA)uH—PT(kA)uj}:O , =1(1N-1

olarak yazilabilir. O zaman yerel kesme hatast T;;(U)nun tanimi, i=2(1)N-2 olmak
uzere,

ok, -r Ay}

bagmtisinin T;;(U)=i. satinni verir.

o,kayu,, -k }

denklemindeki tiim terimler Taylor serisi tarafindan yaklagik (i,j) noktasinda agik olarak
yazilirsa o zaman, (i,j) 'de yerel kesme hatasinin asil kisminin

4 q
Ll el Y
12 Jx att

1)

oldugu gosterilebilir. Burada q=S+T+1 'dir. C_ sabitlerinin bazilan Cizelge 4.1 'de
verilmigtir [10].
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Cizelge 4.1
S,7) qver - Gy E,
o,1) 2 1 2
2 3
(L1) 3 _1 1
12 10
(1,0) 2 1 4
2 3
(2,0) 3 1 _1
6 3
¢2Y) 4 1 -
72 945
(2,2) 5 4 __L
720 1890
(1,2) 4 4 Y
72 945
1.,0'0
——h -
12 Idx
elemant,

{u(x—h,t)-2u(x,t) +u(x+h,t)}/ h?

ile

2

U
ox:

bagmtisinin yaklagimindan ortaya gikar ve bir Padé yaklagimi ile exp(kA) yaklagimlan
olan her fark tasarisinin yerel kesme hatasiuin asil boliimiinde goriinecektir. C, terimi
(S,T) ile tarif edilir.
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g 4&3 Stiff (Yogun) Denklemler

Yerel kesme hatasinin

~n2(o*usaxh2

pargasinin biytklagi, N arttirilarak azaltilabilir. Cinkd Nh=X 'tir. X sabit bir sayidir.
Bu, A matrisinin s=1(1)N-1 olan A,=—(4/h?)sin?sn/2N 6zdegerlerinin sayisim ve deger
kiimesini kaginilmaz bir gekilde arttinr. Bir sonug olarak, fark denklemlerinin analitik
¢Oziimi yani

u; = Nz_:_:cs[Rs.T (ki 8)]j Vs

olarak kabul edilen

| Rgp(kA)! <1

azalmasi genellikle degisen oranlarla ¢ok sayida elemani kapsayabilir. Bu olaya sebep
olan denklemlerin “stiff” (yogun) oldugu sOylenir. Genelde, efer A matrisinin
ozdegerleri p,, v, reel ve >0 olmak iizere A=—p +iv; ise, denklemlerin yogun oran:
"stiffness ratio”,

maxu s
mm;t s

olarak hesaplanir. (3.4) tarafindan tanimlanan A 'ya kargin biiyiik N i¢in yogun oran,

{sinz(N— D/ 2N}/sm2ﬂ/ IN=4N%/x 2

bagintisidir,

4.4 t'deki Dogrulugu Arttirmasi icin Bir Extrapolasyan Yontemi
UO,)=U(X,t)=0 , t>0

sinir kosullarini saglayan

2
2U_2U iy o
ot Jx
denklemini g6z oniine alahm. Onceden gosterildigi gibi x;~ih , i=1(1)N-1 mesh
noktalarinda U 'ya yaklagan V vektor degerleri t ve t+k zaman seviyeleri boyunca
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V(t+H)={exp(kA)} V(1) , t=0,k, 2k, ... 4.9)
esitligini saglar. Eger, exponansiyel (1,0) Padé yaklagimi tarafindan yaklagtirilirsa,
V 'ye yaklasan u=[u,, u,, ... , uyJT degerlerinin vektorii A matrisi (3.4) ile tanimh
olmak tizere,

u(ttk)=(I-kA)-tu(t) (4.10)
kapali geri fark denklemlerinin ¢dziimii olacaktir. 2k 'lik zaman aralii boyunca,

u(t+2k)=(1-2kA)1u(t) 4.11)
verir. Ayrica, (4.10) denkleminin k zaman aralif1 Gizerine iki kez uygulanmast

u@(t+2k)=(-kA) u(t+k)=(I-kA)" 1 (I-kA) 1u(t)
yani,

u@(t+2k)=(I-kA)2u(t) 4.12)
esitligine gotiurtr. (4.11) ve (4.12) denklemleri, i=1(1)N-1 olan U(t+2k) 'ye
yaklagimlan hesaplayan iki farkli geri fark denklemlerini gosterirler. (4.11) ve (4.12)
matris terslerinin binom agilimi

u((t+2K)=(1+2kA+4k2A2)u(t)+O(K?) (4.13)
ve

u()(t+2k)=(I+2kA+3k2A2)u(t)+O(k?) (4.14)

bagintilaryla gosterilir. Bununla birlikte, U,(t+2k) 'ye yaklagimi i=1(1)N-1 olmak
tizere (4.13) veya (4.14) 'ten daha dogru veren bir denklem olan

V(t+2k)={exp(2kA)} V(1)
esitliginde exp(2kA) 'min Mac Laurin agilimi

V(t+2k)=(I+2kA+2k2A2)V(£)+O(k3) (4.15)
olarak meydana gelir. (4.13), (4.14) ve (4.15) denklemleri kargilastinldiinda, ne
(4.13) ne de (4.14), k? mertebeli terimlerin dogrulugunu tam olarak gostermez.
Bununla birlikte, (4.13) ve (4.14) 'tin basit bir lineer kombinasyonu, en biiyiik dereceli
hata terimi O(k3) ile t 'de ikinci mertebe dogrulukta bir yaklagim vektori u(E) olarak
uretilen,

uE)(t+2k)=2u@(t+2k)—u((t+2k)

=(I+2kA+2k2A?)u(t)
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esitligi olacaktir. Bu yiizden extrapolasyon (distan kestirim) igin algoritma,

(I-2kA)u()(t+2k)=u(t) (4.16)

(I-kA2u@(t+2k)=u(t) 4.17)
ve

u®(t+2K)=2u()-u() (4.18)

esitliklerini verir. Stiphesiz extrapolasyon iglemi igin yaklagik ¢6ziim degerleri sonraki
iki zaman seviyesinde baglangig degerleri olarak kullanilir.
4.5 Extrapolasyon Ydéntemi icin Sembol
Eger Denklem (4.18),
u(E)(t+2k)=S1,(,(kA)u(t)={2(I-kA)'2 — (I-2kA)1}u(t)
bigiminde yazilirsa o zaman,
5,.0(kA)=2(I-kA)™2 — (I-2kA)1
dir. Bu yuzden extrapolasyon yonteminin S, ,(—z) semboli,

2 1 1+2z-2°
(+2z)* 142z 1+4z+52% +22°

Sl,o(’"z)_

bagmntisidir,

Sekil 4.2, tim z>0 ic;inl Sl,o(—z)|<l oldugunu gosterirken, pay ve paydanin z2
ile bolimi z—> oldukga S,,(—z)—>0 oldufunu gosterir. Boylece denklem L,
sabitlidir. Sembol, 21+/2 icin kigiik ve negatiftir. Bu da z————k?»s>1+\/§ icin
niimerik ¢dziimde salimimlar veya dalgalanmalar meydana gelebilecegini ima eder.
Stiphesiz salimimlar veya dalgalanmalar sonraki hesaplamalarda siddetli bir gekilde
yavaslayacaktir. Cinkil S, j(—2), z 'nin bu degerleri igin kiigtiktir [3].
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10
075
05
0.5

-0.25

4

4.6 Extrapolasyon Yonteminin Aritmetigi

(1+4r) -2r
[-2kA= -2r  (1+4r) -2r
—2r (1+4r)
oldukga, sifir sinir degerleri ile birlikte (4.16) 'nin
(1+ 4r)uf’?+2 - 2m’2,j+2 =Uy;

Q] ) m  _
—2ruy;,, + (1+4r)uys, —2ru),, =,

o ) —
—2ruy, 5 H(A+40 Uy, 4 = Upinj

denklemlerini vermesi izler. Bunlar, Gauss—eliminasyon'daki algoritma ile ¢ozilir.

Benzer gekilde Denklem (4.17), iki tridiagonal (liggensel) sistem gibi islemden gegirilir.
Bu da,

(-kA @) (t+k)=u(t) (4.19)
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ve

(A-kA)u(t+2Kk)=u@(t+k) (4.20)

olur. Burada (4.19) i¢in denklemler,

) @ __
1+ 2r)“1,j+1 —IU iy = U

@ @ @ _
-, +(1+ 2r)ud),, —ruf), =u,;

2) 2) —
g nt 1+ 2r)“N-1,j+1 = Uynipjer

esitlikleridir. (4.20) igin de benzer gekildedir. Ayrica, Denklem (4.17)
(I-2kA+k2ADu)(t+2k)=u(t) 4.21)
olarak yazilir. Burada,

I-2kA+k2A2=-2r

5 -4 1
-2 1 -4 6 -4 1
1 -2 1 +12 |\ 4 6 -4 1
1 -2 i 1 -4 6 -4 1
L 1 -4 6 -4
| 1 -4 5]
[(1+4r+57%)  (-2r—4r%) r? ]
(=2r-4r®) (1+4r+6r*) (2r—4r?) r
r* (2r-4r*) (1+4r+6r*) (=2r—4r%) r
- r? (-2r—4r*) (1+4r+6r%) (=2r-4r%) r
r (2r-4r?) (1+4r+6r*) (-2r-4r?)
| r (-2r—4r*)  (1+4r+5r%)

O zaman Denklem (4.21), bir guindiagonal ¢6ziicii denen u(z)(t+2k) 'nin elemanlan
igin dogrudan ¢ozulir. U(0,t)=U(1,t)=0, t >0 ve U(x,0)=1, 0< x <1 olan
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9t , 0<x<1, t0
X

bagmtisinin 1s1 transferi problemi igin Sekil 4.3 'te, Denklem (4.10) olan geri fark
yontemi ile t=0.25 te ¢dziimlerin grafiklerini ve h=k=0.025 ve r=40 olarak alinan
Denklem (4.18) olan extrapolasyon ydntemini gostermektedir. x=0.5 'te maksimum

hatalar .0324 (geri fark) ve .0061 (extrapolasyon) 'dir [3].

Ua /'ﬂ'\ r=40
012} / . "\ Geri-Fark
010 | / 222Ny v\yonfem
0l 7 %\
. /',' .V,_Extrapolasyon
006 k- / “\ yontemi
. X
0.041 //*~PD.E’nin \
bt cbziimil .
i alitik ¢62imd \
0.00 . 1 I 1 >
02 04 06 08 19 X
Sekil 4.3

4.7 Ek Agiklamalar

Eger, klasik kapali olmayan yontem extrapole edilirse,0<r<1/4 igin | S.1(-2) |<1
oldugu kolaylikla gosterilir. Bilhassa baglangi¢ degerleri veya baglangic ve siur
degerleri arasinda siireksizlikler mevcutsa kosullu sabit ve A, sabitli yontemlerin
extrapolasyonunda genelde az avantaj vardir.

Tahmin edilebilecegi gibi, t 'de liglincii ve dordiinciide dogru olan L, sabitli fark
yontemleri sirasiyla ii¢ veya dort zaman seviyeleri {izerine extrapolasyon tarafindan
meydana getirilir ve boyle iki denklem Gourlay ve Morris'de [7] g6z oniine alinir,
(2,0), (2,1), (2,2) ve (3,0) Padé yaklagimlarinin extrapolasyonu [9] ve [10] numaral
kaynaklarda verilmigtir.

4.8 Extrapolasyon Denklemlerinin Lokal Kesme Hatalar:
Ve Genisletme Sembolleri

Genelde, (S,T) Padé yaklagimi igin extrapolasyon formiilii,
u®(t+2k)=au® - (o-1)u)

bagintisidir. Burada
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o=28+T /(2S+T_ 1 )

olur. (i,j) 'de extrapolasyon denkleminin lokal kesme hatasinin asil bélimi

4 r
2l Uip e 2 U0 oaNa
12 JAx ot
i,

bagintisidir. Burada r=S+T+2 'dir. E; sabitlerinin bir kismu Cizelge 4.1 'de verilmistir.
(S,T) Padé yaklagims ile baglantili tahmini yonteminin genigletme semboli,

Ss1(-2)=a[Rs1(-2)]* - o~-1)Rg 1(-22)
olur.

Bir 6rnek olarak, exp0 igin (2,0) Padé yaklagimint yani

2
R,00)=1 (- 9+%6 )

esitligini goz 6niine alalim. Bunun igin,

=22 / (22-1)=413, u(E)=-‘31 u® -——;—um

ve
r=4

olur. Lokal kesme hatasinin asil boliimi

4 4
1., U 15870
~—h? 0K’ g
[ 12 4k* 3 ot ]U

ve

4 3 1
3(1+2z+22%)

S,0(-2)= 1
3(1+z+5z2)

olur. Bu da Ljkararliligint verdigini kolaylikla gosterir.

4.9 O.D.E. 'nin Bir Sisteminin Ozdeger—Ozvektor Coziimii
ik Sonuglar

(i) Eger N mertebeli A matrisi i=1(1)N olmak tizere N lineer bagimsiz
ozvektdr x;'ye N farkh dzdeger A, 'ye kargilik gelirse o zaman,
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Ax‘i= A‘lxl > l=l(1)N
N denklemleri
Alx,, X5, ..., Xy]= [AX,, Ax,, ..., Ax\]

=[xy, A%y, .o, AgXal

A
A
=[X{, Xy +evy XN} z

An

olarak matris formunda yazilabilir. Sik stk modal matris olarak adlandirilan

[ x5, X5 oo0s X5X

d6zvektorlerinin ve

| =diag(A,, A,, ..., A)=D

bagintistmin matrisini koyarsak, 6zdeger—6zvektér denklemleri AX=XD olarak ifade
edilebilir. Boylece,

X 1AX=D (4.22)
olur.
(ii) (4.22) denklemine gore,
CXIAX)2=(X"1AX) (X" 1AX)=X-1A2X=D?
=diag(11,43,-,A %)

olur. Benzer digiinceyle,
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A 4

X-1AmX=Dm=diag(A1,A 7 ,---, AN )

dir.
(iii) expA 'nin tanimina gore,
X“l(epr)X=X"lliIN +A+ ?)_'l_lAz +- -:IX
1.5
=l +D+=D"+--
2!
yani,
X-l(expA)X=expD
olur.
(iv) Kolaylik igin 2x2 matrislerini kullanarak, t bir skaler olmak tlizere exp(tD)
'nin tanimi,
1 2 1 m
exp(tD)= L, + tD+—(tD)*+---+—(tD)" +---
2! m!
1 0 ma P
= _‘..tﬂ‘l 0 +itﬂ,l 0m+...
01 0 ti,| ml| o t"A 2
(1+14 x+-~+—l—t"’/1§"+-~)
= m
(1+24 L) 7 )
m!
yani,
exp(D)=| *P1) 0 (4.23)
0 exp(td2)
olur.
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dv * P
4.10 a5 AV 'nin Ozdeger—Ozvektior Coziimii

Onceden gosterildigi gibi, A, t 'den bagimsiz olmak f{izere, i—‘: = AV 'nin
¢0zimi,

V(t)={exp(tA)} V(0) (4.24)
olur. N-1 mertebeli kabul etmek koguluyla X, A 'nin modal matrisi olmak {izere

V(©)=XY(t) (4.25)
koyaniz. O zaman (4.24) ve (4.25) denklemlerine gore,

XY(t)y={exp(tA)} V(0)={exp(tA) } XY(0)
dir. Boylece (iii) ve (iv) 'e gore Y(t) 'nin s 'inci elemani Y, (t) 'nin

Y, (O={exp(ths)} Y,(0)
oldugu sonucunu ¢ikararak

Y(O=X" {exp(tA)} XY(0)

= {exp(tD) }Y(0)

exp(ti,)

_ exp(t4,) Y(0)

exp(tiy.4)

olur. Bu ylizden Denklem (4.25)

Vi(t) Yi(0)exp(t4,)
\é:(t) | Y0 efp(tlz) (4.26)

V, (O] |Y,_(0expita, )

N -1

¢oziminii verir.  Burada XY(0)=V(0) 'dir. Bilinen O6zvektorler igin yani
yukandakilerin ikincisi Gauss-eliminasyon tarafindan Y(0) 'n elemanlan igin
¢oziilebilir.
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5. DIFUZYON VE REAKSIYON-DiFUZYON DENKLEMLERI ICIN
NUMERIK YONTEMLERIN BiR AILESI

Ikinci mertebe parabolik kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimii igin
yontemlerin bir ailesi geligtirilmigtir. Yontemler, zaman bakimindan ikinci, tglincii
veya dordiincii mertebede dogrudur. Bu yontemlerin besi Gourlay ve Morris'e gore L,
sabitli, diger taraftan altincis1 A, sabitli olarak goriiniir. Yontemler, Ggti diftizyon ve
biri reaksiyon difizyon problemi olmak iizere literatiirden dort problem iizerinde test
edilir.

5.1 Yontemlerin Tiiretilmesi
5.1.1 Giris

Son yillarda, bir takim yazarlar, Lawson ve Swayne [11], Lawson ve Morris
[8 1, ve Gourlay ve Morris [7] sabit katsayili ikinci mertebe parabolik diferansiyel
denklemlerin ntmerik ¢6ziimi igin yOntemlerin A, ve L, sabitli gelistirilmesiyle
ilgilenmiglerdir. Bu makalelerdeki yontemlerin diizeni sadece lineer denklemler igin
yapilabilir, fakat Cash [12], ¢ok agamali Runge-Kutta formiilleri gibi [7] ve [8] 'deki
yontemlerin agiklanmastyla lineer olmayan denklemler ig¢in de aym mertebelerin
uygulanabildigini gosterdiler.

[8] ve [7] 'de izlenen islem Oyle bir iglemdi ki kism{ tiirev yerine uygun bir sonlu
fark konulmasiyla tahmin edilir ve niimerik ¢6ziim birinci mertebe adi diferansiyel
denklemlerin sonug sistemiyle elde edilir.

[13]'de

Dy()=ftt,y); y(to)=8 .1

birinci mertebe baglangig deger probleminin niimerik ¢6zimii igin ¢ok agamalt tiirev
yontemlerinin bir ailesini gelistirdiler. Burada y ve f ¢ogunlukla yeter derecede
tirevlenebilir ve D, t 'yve gore diferansiyel bulmayr gosterir. [13] 'te ¢ikanlan
yontemlerin ailesi

y(t+k)=R(kD)y(t) (5.2)

bagintisina dayandinlmigtir. Burada k, t 'de (bir zaman adimi) bir nicelik fark:t ve
R(kD), ustel fonksiyon exp(kD) igin bir rasyonel yaklagimdir. Cok agamali tiirev
yontemleri (5.1) bigiminin tek bir problemi igin gelistirilmigtir, fakat boyle baglangig
deger problemlerinin bir sisteme geniglemesi kolaylikla olur ve bu yiizden yontemler
lineer olmayan parabolik kismi diferansiyel denklemler igin uygulanabilir.

2
Jdu_ Jd'u
E= v_a_)(7+q)(U) ; XOSXSXl , t>0, v>0 (53)
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ikinci mertebe kismi diferansiyel denklemini goz 6niine alalim. Oyle ki iginde
u=u(x,t) ve u(Xy,t)=w,, uX,t=w, , t>0 (5.9
sinir kogullari ve

u(x0)=g(x), Xo<x <X, (5.5)

baglangi¢ kosullan ile birlikte reaksiyon-difiizyon problemlerinde ortaya gikar. (5.3) 'te,
v 'nin bir sabit ve ¢ 'nin, (5.3) 'un (5.4) ve (5.5) ile birlikte tek bir ¢oziime sahip
oldugunu garantileyen yeter derecede diizgiin u 'nun bir fonksiyonu oldugunu kabul
edelim. (5.5) 'te g(x) fonksiyonu siirekli olarak kabul edilir, fakat w,=g(X,), w;=g(X;)
in esit oldugu kabul edilmez, 6yle ki sinir ve baglangig kosullan arasinda siireksiz
oldugu kabul edilir.

Xo< x < X araliginin, (N+1)h=X,-X, gibi her biri h geniglifinde N+1 alt
aralifa boliindigini ve t 'ninde k uzunlufunun adimlarina ayngtiin kabul edelim.
Q=[X;<x<X,] x [t>0] agik bolgesi ve onun x=X,,, x=X, ve t=0 dogrularindan ibaret
olan 0 sinin1 dikdértgen mesh ile kaplanmaktadir. Mesh noktalan m=0, 1, ..., N+1
ve n=0, 1, 2, ... ile (mh, nk) koordinatlarina sahiptir.

d’u(x,t)

e h?*[u(x—h,t) - 2u(x, t) + u(x +h, )]+ O(h*) (5.6)

standart tahminini yaparak ve (5.1) 'i, (5.4) ve (5.6) ile birlikte n zaman seviyesinde
(m=1, 2, ..., N; n=0, 1, 2, ...) (mh, nk) kesikli noktalarinin her birine uygulayarak
denklem (5.3)

‘L—?: f(t,U)=AU+b+¢ (5.7)

birinci mertebe baglangi¢ deger problemine dontigir. (5.7) 'de,
U=U()=U(nk)=Un

N mertebeli bir vektordiir. Bu mertebenin elemanlan
ul, = u(mh, nk)

i¢in sonlu fark yaklagimlandir,

b=vh™2(w,, 0, ..., 0, w;))T

(5.4) 'te verilen sinir kosullarinin vektdridiir.
h=diag[ $(Un)le
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_dir. Burada, e=(1, 1, ...,1)T, N mertebeli birim vektordiir ve A

- —

-2 1 0
1 -2 1
A=vh"? ' ’ ' (5.8)
1 -2 1
| 0 I -2

(5.8) ile verilen N mertebeli kare matristir. v 'nin degigken oldugu duruma ulagmak
aninda gergeklesir. (5.8) 'de A matrisinin sartint saglayan degerler, v >0 'dan tim s=1,
2, ..., Nigin Ag <0 olacak sekilde

Ag=4vh2%sin?[ st/2(N+1) ] , s=1,2, ...,N 5.9

dur.

5.1.2 ikinci Mertebe Yontem ve Onun Extrapolasyonlart

[13] 'te gelistirilen ve analiz edilen ¢ok agamali tiirev yontemlerinin ailesinin
tyelerinden biri, (5.2) 'de (2,0) Padé yaklagiminin kullanimina dayandirilan 6gedir. Bu,
t=0, k, 2k, ... igin

(1 ~kD +—;—k2D2)y(t +k)=y(t) ; y(to)=s (5.10)

verir. Yontem zaman bakimindan ikinci mertebede dogrudur. (5.7), yani (5.3) 'e gore
denklem (5.10) birinci yéntem olur ve TK1 ile gosterilir.

TK1: (1-kﬁ+%k2’ﬁz)U(t+k)=U(t) : U(0)=g (5.11)

ile verilir. Burada, 5=diag(D) bir diagonal matristir; bu, tamamiyla lineer olmayan
cebrik sistemin ¢oziimiiyle bulunan U1 ¢6ziim vektorii olacak gekilde,

(1- kA+-;—k2A2)Un+l - k(l——;-kA—%kﬁ)qs“” —y" +k(I—%kA)b (5.12)
yi verir. ¢™*1 'nin 6niindeki katsayt [12] 'den bulunur.
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(I—kﬁ+%k252)u*=U(t) ,
(I—kﬁ+%k21_)2)U(D (t+2k)=TU";

(1— 2kﬁ+2k2§2)U(2) (t-+2K) = U(Y)

iki agamali bu iglemle elde edilen (5.11) 'in ekstrapolasyonu u(t+2k) 'ye igiincii mertebe
bir yaklagim vermek tizere [13] 'te gésterilmis olan

TK2:U® (t+2k) = gu‘l) ——31—U(2) (5.13)
dir. Aynca, VE)(t+3K) 'nin,

(I—kﬁ+-;—k2_ﬁz)v* =U(t),

(I—kﬁ+%kzﬁz)V+ -V,

-

(I—kﬁ+%kzﬁz)V(D (t+3k)=V™;
(I—Zkl_)+2k252)v(2)(t+3k)= v,

(I —3kD +%k2§2)v(3) (t+3k)=U(1);

ig asama algoritma ile [12] 'den elde edilmistir.

TK3: VE) (143k) = 2y -2 y@ ;. 2 yO) (5.14)
22 22 11

u(t+3k) 'ye dérdincii mertebe bir yaklwmlhr.

Cash [12], 3 ve 4 mertebeli gok agamali yéntemlerin hi¢ de 6nemsiz olmadigim
belirtir.
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5.1.3 Ugiincii Mertebe Yontem ve Onun Ekstrapolasyonu

[13] 'te gelistirilen ve analiz edilen kath tiirev yontemler ailesinin diger iyesi
exp(kD) igin (2,1) Padé yaklagimina dayandunlir. (5.7) 'ye uygulandiinda bu, t=0, k,
2k, ... ile

TK4: (I——kD+ k*D )U(t+k) (I+%kﬁ)U(t) U(0)=g, (5.15)

verir. Bu da,
(1——2-kA+lk2A2)U“+1—Ek(l-lkA—lkBy m
36 3 47 4
1 n 1. .n 1
=(I+§kA)U +3kg +k(I—gkA)b (5.16)

sonucunu gosterir (burada ¢ ve ¢**! garpanlani [12] 'den bulunur). Bu yontem
zamaninda tiglincii mertebe de dogrudur ve Urtl ¢6ziim vektorii, lineer olmayan cebrik
sistemin ¢Oziimilyle tamamiyla belirlenir.

(5.15) 'in ekstrapolasyonu,
(I—Zkﬁ+—l—k2§2)w* = (I+lkﬁ)U(t),
3 6 3

(I——kD +-k?D )w(l) (t+2k) = (I+-;—kﬁ)w*,

(I-%kﬁ+-§-k262)w(2) (t+2k) = (1 +-§—k5)U(t),
iki agama iglemiyle, u(t+2k) igin W(E)(t+2k) dordiincii mertebe yaklagimi olan

TKS: W (t+2k) = w“) - lw@ (5.17)
yi verir.

5.1.4 Dordiincii Mertebe Ydontem

[13] 'teki, exp(kD) igin (2,2) Padé yaklagimina dayandirilan kath tiirev yontem-
ler ailesinin tglincii bir Giyesidir. Baglangig deger problemi (5.7) 'ye uygulandiinda bu,
t=0, k, 2k, ... ile,
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TKS: (1~—;-k5+1i2k252)U(t+k) (I+ kD+1l K*D )U(t) U0z (5.18)

kesin denklemini verir. Bu da,
(I—%kAJrlizszz)U““-%k(l—-é-kA-%kﬁ);t ml

(1+ KA +—— szz)U“+;k(I+ékA+lkD)¢ +kb (519
sonucunu gosterir. ¢"ve ¢+ carpanlan [12] 'den bulunur.

Bu yéntem zamaninda dordiincii mertebe de dogrudur ve Ut ¢dzliim vektori
Newton-Raphson yontemi gibi lineer olmayan bir ¢oziicti kullanarak (5.19) ¢6ziimiiyle
elde edilir [14].
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- & soNug

Bilindigi gibi, kismi diferansiyel denklemler, miihendislik ve bilimsel
problemleri en sik¢a temsil eden matematiksel formiillerdir. Diger yandan bir
uygulamali problem igin kismi diferansiyel denklemi olugturmak ne kadar kolaysa, bu
probleme ¢oziim bulmakta o denli karmagik bir iglem olabilir. Bu sonug oldukga genel
ve zayif bir sonug olmasina ragmen, bazi durumlarda kismi diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinii bulmak oldukga kolay olabilir. Fakat, gergek bilimsel problemierde veya
miihendislik problemlerinde problem sayist oldukga goktur ve bunlann biiyikk bir
kismida lineer olmayan problemlerdir. Bu problemlerin biiyiikk ¢ogunlugunun analitik
¢ozimi olmadigs igin nimerik olarak ¢6ziilmesi gerekir.

Pratikte, kismi diferansiyel denklemler igin ¢ok gesitli yontemler olmasina
ragmen, cesitli model problemlerde agifa ¢ikan yakinsama ve kararlilik sorunlan bu
problemler igin farkh yaklagimlar dogurmugtur. Bunun yaninda kismi diferansiyel
denklemler igin olusturulan bilgisayar programi kiitiiphaneleride yeterli degildir.

Iste dogrular yontemi (=method of lines) bu agamada devreye girmektedir.
Ciinkii adi diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemlere nazaran g¢éziimleri
teorik olarak daha oturmug bir alani olusgturmaktadir. Bunun yaninda adi diferansiyel
denklemlerin bilgisayar programi kiitiphaneleri oldukga gelismis durumdadir.

Ayrica, dogrular yoéntemi buttin (eliptik, parabolik, hiperbolik) denklemlere

kolayca adapte edilebildiginden, dier ¢6ziim siniflan arasinda dnemli bir yere sahip
olmaktadir.
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7. EKLER

EK A. Tridiagonal Matrisin Ozdegerleri

o ®

o & o
» o

_ ¢ al

N mertebeli kare matris olsun. Burada a, b ve c reel veya kompleks sayilar olabilir.
A, A 'nin 6zdegerini ve v, v, Vv,, ..., vy elemanlariyla goz online alinan
ozvektori gostersin. O zaman 6zdeger denklemi Av= Av olan

(a-A)v,+bv,=0
cvHa-A)vyHbvy=0

cVi H(a-A)vitbv;, =0
ve

oV H@a-A)v=0

1 verir.

Eger, v;=vy,,=0 olarak tanimlarsak bu N denklem

v H@a-A)vtbv, =0 , j=1(1)N

(A
tek fark denklemine dontstiralir. (A.1) 'in ¢6zimii
v, =Bm} +Cm), (A2)
dir [3]. Burada B ve C keyfi sabitler ve m;, m,
c+(a-A)m+bm2=0 (A3)
denkleminin kokleridir. (A.2) denklemine gére,
Vo=Vn:+1=0
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0=B+C

ve
0=Bm{*' +Cmj}*!
dir.Boylece,
m N+1
— ] =1=e”" | s=1(1)N
[mz) M

dir. Burada, i=y/-1 'dir. Bu ylzden,

i2sx
m —
1 - e+

.mz
diir. (A.3) denklemine gore,

_C
mym, —B

dir. (A.4) ve (A.5) 'ten m, 'nin eliminasyonu

1
5 s
AT
m1=(5) e+

dir. Benzer gekilde,

1
5 isT
m, =| 2 | e
b

olur. (A.3) denklemine gore,

dir. Buda,

c % sz sm
A= a+b(g) (e‘"“" +e‘""”)

denklemini verir.

(A4)

(A5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)



e Ié
A &
L W
R

7

a‘iﬁgﬂi

e \y
Py,

fi%

'y

2
A

[

EK B. CRANK-NICOLSON ACIK (EXPLICIT) YONTEMININ
BILGISAYAR PROGRAMI

5CLS

10 DIM U(20,20),X(20)

20 INPUT K.H

30 R=K/H2

40 X$="HH# ### " T=0

50 FOR J=0 TO 10

60 U@, )=0

70 NEXT J: J=0

80 FOR I=1 TO 11

90 X(D=X(I-1)+H

100 IF X(I-1) >=0 AND X(I-1)<=0.5 THEN U(J, I-1)=2*X(I-1): LPRINT
TAB(I*7) USING X$; U(, I-1);

110 IF X(I-1) > 0.5 AND X(I-1)<=1 THEN U(J, I-1)=2*(1-(X(I-1)): LPRINT
TAB(I*7) USING X$; U(J, I-1);

120 NEXT I

130 FOR J=0 TO 9

140 FOR I=1 TO 5

150 U(+1, D=0.1*U(J, I-1) +0.8*U(J, D+0.1*U(J, 1+1)

160 NEXT I: NEXT J

170 FOR J=0 TO 9: LOCATE J+2, 7: LPRINT USING X$; U(J,0);

180 FOR I=1 TO 5

190 LOCATE J+3, 7: LPRINT USING X$; U(J,0);: LOCATE J+3,
(I+1)*7: LPRINT USING X$;U(+1, I);

200 NEXT I: NEXT J

210 FOR J=1 TO 10

220 FOR I=1 TO 4

230 U(J, 5+D)=U(J, 5-I)

240 NEXT 1, J

250 FOR J=0 TO 9

260 FOR I=6 TO 9

270 LOCATE J+3, (I+1)*7: LPRINT USING X$; U(+1, I);

280 NEXT I: NEXT J
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