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Pnoémoni, viriis veya bakteri gibi patojenlerin sebep oldugu bulasici bir akciger iltihabidir.
Insanlik tarihinde en fazla dliime sebep olan hastaliklarin basinda gelir. Ayrica, hastahga
yakalanan bireylerin ¢ogu 0-5 yas arasi ¢ocuklar oldugundan, bunun iilkeler ve aileler
iizerindeki etkisi goz ard1 edilemez.

Ozellikle son yillarda klinik ¢alismalar1 tamamlayict nitelikte olan matematiksel
epidemiyoloji oldukca genis bir arastirma alanma ve ilgiye sahip olmustur. Tezin ilk amac1
cocuklardan olusan bir niifustaki pndmoni yayilimmin dinamiklerini, hastaliga kars1 giiclii
bir bagisiklik yaratan anne siitiiyle beslenme durumlarmi da dikkate alarak matematiksel bir
model ile agiklamaktir. Bir¢ok hastaligin capraz gegisli davranislari, tamsayi1 dereceli
tirevleri ve singiiler c¢ekirdekli kesirli tiirevleri modellemek i¢in yetersiz kilabilir. Bu
nedenle, Atangana-Baleanu kesirli tiirevi, singiiler olmayan Mittag-Leffler ¢ekirdegi
sayesinde, hastaligin yayilmasmin baglangicinda ve sonunda hastaligin evrimi hakkinda
daha 1iyi i¢gorii saglar. Bundan hareketle optimal kontrol probleminin {izerine insa edildigi
model Atangana-Baleanu tiirevi ile donatilmistir. Bu tezin temel amaci, asilama, koruyucu
Onlem, tarama ve tedavi gibi dort kontrol stratejisinin hastaligin salginini 6nlemedeki
etkilerini tartismaktir. Hem tasiyic1 ve enfekte olan ¢ocuklarm oranmi hem de kontrol
onlemlerinin maliyetlerini en aza indirmek amaglanmaktadir. Kontrol miidahaleleri eklenen
modelin analizi, kararlilig1 ve sayisal ¢6ztiimleri sunulmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Pnémoni modeli, Atangana-Baleanu Kkesirli tiirevi,
optimal kontrol, singiiler olmayan ¢ekirdek, kararhhk analizi
Bilim Kod / Kodlar1 : 20406 Sayfa Sayis1: 77



ABSTRACT

FRACTIONAL OPTIMAL CONTROL OF CHILDHOOD PNEUMONIA DiSEASE
MSC THESIS
MINE YURTOGLU
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. DERYA AVCI )
BALIKESIR, JUNE - 2023

Pneumonia is a infectious lung inflammation caused by pathogens such as viruses or
bacteria. It is one of the diseases that cause the most deaths in human history. Moreover,
the impact of this on countries and households cannot be underestimated, as most
individuals afflicted with the disease are children aged 0-5.

Especially in recent years, mathematical epidemiology, which is complementary to
clinical studies, has had a wide research area and interest. The first aim of the thesis is to
explain the dynamics of the spread of pneumonia in a population of children with a
mathematical model, considering the state of breastfeeding, which creates a strong
immunity against the disease. The crossover behavior of many diseases may render
integer degree derivatives and fractional derivatives with singular kernels inadequate for
modelling. Therefore, the Atangana-Baleanu fractional derivative provides better insight
into disease evolution at the beginning and end of disease spread, thanks to the non-
singular Mittag-Leffler kernel. Based on this, the model on which the optimal control
problem is built is equipped with the Atangana-Baleanu derivative. The main purpose of
this thesis is to discuss the effects of four control strategies such as preventive measures,
vaccination, screening and treatment in preventing the epidemic of the disease. It is
aimed to minimize both the proportion of carriers and infected children and the costs of
control measures. Analysis, stability and numerical solutions of the model with control
interventions are presented.

Science Code / Codes : 20406 Page Number : 77

KEYWORDS: Pneumonia model, Atangana-Baleanu fractional derivative, optimal control,
non-singuler kernel, stability analysis
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1. GIRIS

Bulagic1 hastaliklar, tarihin baslangicindan beri yarattigi etkilerle insanligin kolektif
hafizasinda yer edinmistir. 20. yiizyillda asilama yontemleri, Sanitasyon ve antibiyotik
tedarikini gelistirmeye ve iyilestirmeye yonelik programlar, toplumlara bir¢ok hastaligi
kontrol etme ve ortadan kaldirmasinda giiven yaratmisti. Cigek hastalig1 neredeyse tamamen
ortadan kaldirilmis, tiiberkiiloz ve ¢cocuk felci diisiisteydi. Ancak zaman iginde bakterilerden
patojenlere kadar cesitli hastalik etmenleri, onlar1 ¢ok basarili bir sekilde yok eden
kimyasallara kars1 direng gostermeye bagladi. Sonra 1961°de yedinci kolera pandemisi,
1975’te Lyme hastaligi, 1981°de AIDS (Kazanilmis Bagisiklik Yetmezligi Sendromu),
1993’te hantaviriis ortaya ¢ikti. Bu hastaliklar gelismekte olan iilkelerde yayilmaya devam
etmig ve insanlarin baglica 6liim nedenleri haline gelmistir. Endiistriyellesmis tilkelerde de
kanser veya kronik hastaliklar gibi bulasici hastaliklar biiytik etkiler gostermistir. Hastaliklar
gelisebilir, yeni tiplerde ortaya ¢ikabilir ve mevcut olanlarin insidansi artabilir [1]. Yakin
tarihte sosyal ve bireysel hayatimizda bircok olumsuz degisikligi beraberinde getiren
COVID-19 pandemisi durumun bir 6rnegidir. Koronaviriis kokenli olan hastalik, gegmiste
SARS ve MERS salgnlarinda rol alirken, bugiin farkli degisimler gostererek varyantlari
olusmustur. Giiniimiizde niifusun biiylimesi, insan gogleri veya hayvan istilalari, kiiresel
1sinma, ¢evresel bozulma, genisleyen kiiresel seyahat ve ekonomik kaliplardaki degisiklikler

nedeniyle ekosistemlerin bozulmasi da yeni ve mevcut hastaliklarin yayilmasina izin verir

2]

Ortaya ¢ikan ve yeniden iireyen hastaliklar, diinya ¢apinda bir¢ok disiplinden arastirmacinin
odak noktast olmustur. Son yillarda bulasici hastaliklarin yayilmasini ve kontrolinii
anlamak, analiz etmek, gelecek adina tahminde bulunabilmek i¢in matematiksel modeller
oldukca Onemli araglar haline gelmistir [3,4]. Bulasici hastaliklarin  yayilmasinin
matematiksel modellemesi bir¢ok iilkede epidemiyoloji politikasi karar verme siirecinin bir
parcasidir. Modellemedeki son yaklasimlar arasinda deterministik modeller ve bilgisayar
simiilasyonlar1 ¢ok ilgi gormektedir. Uygun varsayimlar ile degiskenler ve parametreler
kullanilarak temas orani, temel iireme sayisi, esik degerler gibi gesitli sonuglar elde edilir.
Bu teknikler genellikle hesaplamali olarak uygulanir ve hastalik insidansi ile popiilasyonun
demografik verileri kullanilir. Hastaligin bulagma niteliklerini anlamak, bu enfeksiyonlarin

yayilimiyla baga ¢ikmak i¢in daha iyi yollar sunabilir. Hastaliin siireci ve etkileri i¢in genel



tahminler yaparak toplanmasi gereken temel bilgileri nerebilir ve epidemiyolojik anlayisa
katkida bulunabilirler [5].

18. yiizyildan beri, bilim insanlar1 kamu politikasini bilgilendirmek i¢in bulasic1 hastaliklarin
matematiksel modellerini kullanmaktadir [6]. 1766'da Bernoulli, ¢icek hastaliginin insanlara
nasil bulastig1 gibi ¢ogu fikir eksikliklerine ragmen, 6liim orani analiz edilerek "asilama"nin
faydasmi tartist1 [7]. 1854'te, John Snow kolera salgininda vakalarin haritasimi gikararak
hastaligin kaynagi olan tek bir su pompasini belirledi ve epidemiyolojinin bir bilim olarak
gelismesine katkida bulundu. 21. ylizyilin baslarinda kizamik (Hamer, 1906 ) ve sitma (Ross,
1910 ) i¢in modeller gelistirildi [8] ve Kermack ve McKendrick (1927, [9]) hastaligin
matematiksel teorisini olusturdu. 21. yiizyilin ikinci yarisi, insan patojenlerinin istilasi ve
kalicil1g1 i¢in matematiksel modellerde daha fazla iyilestirme gordii. Hem tarimsal hem de
dogal alanlarda hayvan ve bitki hastaliklarinin yayilmasinin arastirilmasina benzer teknikler
uygulandi [3]. Sonug olarak, salginlarin nasil yayildigina ve ¢ok ¢esitli patojenlere, konakg¢1
popiilasyonlara ve ortamlara uygulanabilecek kontrol onlemlerinin nasil uygulanmasi

gerektigine dair bir teori ortaya ¢ikti.

Hastaliklarin modellenmesinin yaninda birgok karmasik modelde, gercek bir diinya
sisteminin tanimindan bir diferansiyel denkleme gecilir ve genellikle bir gorsellestirme araci
olarak bir akis diyagrami kullanilir. Sistemin mantiksal bir analizine izin vererek,
denklemleri formiile etmemize yardimci olurlar [10]. Bu tezde, biyolojik bir sistemin
matematiksel modeli gelistirilmis ve hafizanin sistemin davranisi iizerindeki etkisi ele
almmustir. Buradaki hafiza kavrami ¢esitli siirecleri, insan popiilasyonlar1 i¢cinde yayilim
sirasinda ve sonrasindaki davranislari ile yayilimim kontroliinii etkileyebilir [11]. Hafiza
etkilerini modellemeye yonelik birgok farkli yaklagim, hastalik yayilmasinin matematiksel
modellerinde kullanilmistir. Ornegin, kulugcka dénemi olan bir hastaligin modellenmesi,
mevcut enfeksiyon oraninin, ge¢miste belirli bir zamanda (kulugka dénemi) enfekte ve
enfekte olmayan popiilasyon arasindaki temas diizeyine bagli olmasina izin verebilir.
Bununla birlikte, gecmis ve gelecek davraniglarin siirekli bir zaman periyodu iizerindeki
etkisine ihtiya¢ vardir. Bu durumu agiklamada ¢ok basarili olduklar1 deneyimlenen, yerel
olmayan operatorler iceren Kkesirli diferansiyel denklemler kullanilmustir [12]. Bir
fonksiyonun kesirli tlirevi, fonksiyonun degeri hakkinda ge¢misten simdiye kadar her

zaman icin bilgi saglarken, tamsay1 tiirevi fonksiyonun sadece o anki davranis1 hakkinda



bilgi verir [13]. Daha genel bir ifadeyle, kesirli hesap genellikle tiirevleri ve integralleri
tamsay1 veya tamsayl olmayan, ger¢ek veya karmasik keyfi bir diizene genellemek icin
kullanilir. Klasik matematik, uygulamali bilimlerde incelenen bir¢ok olguyu modellemek
icin giliclii araglar saglasa da, dogada karsilasilan karmasik sistemler i¢indeki bazi anormal
dinamiklerin titiz bir sekilde ele alinmasima izin vermez. Deneysel sonuglar, bu karmagik
sistemlere bagli birkag¢ islemin, uzun vadeli etkileri igeren, yerel olmayan dinamik bir
davranisa sahip oldugunu ve kesirli tiirevlerin bu 6zelliklerin bazilariyla benzerliklere sahip

oldugunu géstermistir [14].

Kesirli hesap kavrami, 1695 yilinda bir anlam uzantisi sorununun fikir yiiriitiilmesi ile ortaya
¢ikmist1, ancak son zamanlarda g¢esitli faydalari1 ve ilging 6zellikleri tanimlama yetenegi
nedeniyle birgok arastirma dali ve arastirmacimin dikkatini ¢ekmistir. Keyfi dereceden tiirev
kavrami, heterojenliklere sahip bir fenomene bagli karmasikliklar nedeniyle giin gegtikce
daha da gelisti. Dogrusal olmayan karmasik bir sistem i¢in analitiklik, kalitsallik, yerel
olmama ve hafiza etkisi gibi olumlu ozellikleri ¢ok 6nemlidir. Bilgisayar programlari,
matematiksel teknikler ve yazilimin hizli biiyiimesi, alandaki literatiiri daha da
zenginlestirmistir. Ozellikle uygulamali bilimlerle iliskilendirilmis ve insan hastaliklarma,
kaos teorisine, kontrol teoriye, optiklere, nanoteknolojiye ve daha pek ¢ok alana yelpazesi
acilmustir [15-20].

Kesirli tiirevler igin literatiirde birden ¢ok tanim mevcuttur. Bunlarin arasindan en iyisi
olarak secilebilecek olani yoktur, hepsinin avantaj ve dezavantajlar1 s6z konusudur. Her
tiirevin tanimindan kaynakli simirlamalar1 vardir. Problemin tipine gore uygun olan tiirevi
se¢me firsat1 sunarlar. Bu tezin igeriginde biyolojik bir hastalik i¢cin gelistirilen modelde
kullanilan, son zamanlarda matematikgilerin kesirli dereceye sahip yeni bir tiirev ve integral
olarak tanittigi Atangana ve Baleanu operatoriidiir. Bu operator tekil olmayan ve yerel
olmayan ¢ekirdek olarak genisletilmis Mittag-Leffler fonksiyonu yardimiyla tanimlanir.
Atangana-Baleanu tiirevi, kesirli tiirevlerin tiim temel 6zelliklerini kabul eder ve digerlerinin
yani sira problemlerin dogasmi ve fiziksel davranisini analiz etmede daha etkili oldugu
gozlemlenmistir. Onceden tanimlanan kesirli operatorler, tiim temel ve dnemli 6zellikleri
yerine getirmek icin gereken kosullar1 karsilayamiyordu. Ornegin, Riemann-Liouville
operatorii, baslangig kosulunun fiziksel anlamini1 sunmakta basarisizdir ve sabit fonksiyonun

tiirevinin klasik kosulunu karsilayamaz. Daha sonra Caputo, yukarida belirtilen siirlamalar:



karsilayan yeni bir operator olarak tiiretilmistir ve gesitli fiziksel ve biyolojik modelleri
incelemek i¢in yaygin sekilde kullanilmistir. Bir¢ok matematik¢i ve fizikei, 1s1 bilimi ve
akiskanlar mekaniginde ortaya ¢ikan modellerin bazi spesifik 6zelliklerini incelerken bu
operatoriin eksiklerine dikkat ¢ekmis ve bunlarin iistesinden gelmek i¢in Caputo ve Fabrizio
yeni bir kesirli operator tiiretmistir. Yakin tarihte Atangana ve diger bazi arastirmacilar,
Caputo-Fabrizio operatoriiniin tekil olmayan ve yerel olmayan ¢ekirdeklerle ilgili
smirlamasina dikkat ¢ekmistir. Bunlar bazi 6zel ve fiziksel davranislar1 6rneklendirirken

hayati roller oynar [21-25].

Bulasic1 hastaliklar1 modellemenin yaninda disiplinler arasi fayda saglayabilmek icin
bunlarin kontrol dnlemlerini diisiinmek de en az modellenmesi kadar 6nemlidir. Ortaya
cikan hastaliklarin basarili bir sekilde kontrol altina alinmasi, yalnizca tibbi altyapiya degil,
ayn1 zamanda bulasma 6zelliklerini tanima ve optimal tibbi ve lojistik politikalari uygulama
kapasitesine de baghdir. Halk sagligi genellikle su bilgilere ihtiya¢ duyar: kag¢ kisiye
bulasacak, ka¢ kisinin hastaneye kaldirilmasi gerekiyor, belirli bir zamanda hasta olan
maksimum insan sayist nedir ve salgin ne kadar siirecek? Egitim, asilama kampanyalari,
koruyucu ila¢ uygulamasi ve gdzetim programlari, yetkililerin hastaliklar1 6nlemek i¢in goz
oniinde bulundurmasi gereken dnleme yontemlerine bunlara 6rnektir. Miidahale stratejileri,
hastaligin savasini nasil etkileyecegini anlamak amaciyla modellenebilir. Mali kaynaklar
smirli oldugundan, hastaliklar1 6nleme ve miicadele i¢in yatirimlar1 optimize etmeye yonelik
acil bir ihtiyag vardir. Geleneksel olarak, hastalik dinamigi ¢aligsmalari, salginlardan sorumlu
mekanizmalar1 belirlemeye odaklanmistir, ancak kontrol stratejilerini analiz ederken
ekonomik kisitlamalar ¢ok az dikkate almmistir. Ote yandan, ekonomik modeller, smirli
kaynaklar tarafindan dayatilan kisitlamalar altinda optimal kontrol teori hakkinda fikir
vermistir, ancak bunlar, hastaligin mekansal ve zamansal dinamikleri tarafindan siklikla gz
ard1 edilmektedir. Bu nedenle bulasici hastaliklarin modellenmesinde daha iyi bir ¢alisma

sunabilmek i¢in epidemiyolojik ve ekonomik faktorlerin bir kombinasyonunu gerektirir.

Optimal kontrol teorisi, belirlenen bir durum sisteminin iyilestirilmesine yonelik bir
performans indeksini en aza indirmek(veya en ¢oka ¢ikarmak) igin belirli bir siire boyunca
dinamik sistemin kontrol edilebilirligi dogrulama ve ilgili kontrolleri belirleme siirecidir [26]
. Tarihsel olarak, varyasyon hesabinin bir uzantisidir. Olusturulan optimal kontrol problemi

icin temel teknik, optimal kontrol ve durum sisteminin karsilamasi gereken "gerekli



kosullar" kiimesini ¢ozmektir. Burada optimal ¢oziimii bulmak i¢in gerekli kosullari
gosteren ve bir doniim noktasi kabul edilen sonugtan yararlanilir. 1950'lerin ortalarinda Lev
Pontryagin ve calisma arkadaslar1 tarafindan gelistirilen tinli “Pontryagin'in maksimum

ilkesi”.

Bu tezde islenen bulasici hastaliklarin matematiksel modellemesi ve optimal kontrol
stratejileri kapsaminda salginlarin en yaygm bi¢imlerinden biri olan c¢ocukluk ¢ag1
hastaliklarindan biri incelenmistir. Cocukluk ¢cagi hastaliklariyla iligkili 6nemli morbidite ve
mortalite, bunlarin nispeten basit epidemiyolojisi ve ¢ocukluk ¢agi hastalik insidansini
(birim zaman basma yeni vaka sayisi) tanimlayan verilerin yaygin olarak bulunmasi bu
alanda epidemik modeller gelistirmek i¢in uygunluk saglar [27-29]. Cocukluk ¢aginda
kizamikgik, ¢cocuk felci ve kizamik tanidik ¢ocukluk hastaliklaridir. Bu hastaliklar genellikle
cocuklari etkiler ¢linkii cocuklarm niifusu asir1 fazladir ve bu hastaliklara yetiskinlerden daha
fazla egilimlidirler. Cocukluk caginda agir etkileri ile gegmiste ve halen giliniimiizde
gelismekte olan iilkelerde endise verici olmaya devam eden bir hastalik pndmonidir. Tezde
ele alinan ve gelistirilen model ¢ocukluk ¢aginda halk dilinde zatiirre olarak bilinen pnoémoni

hastaligidir.

Pnoémoni, viriis veya bakteri gibi patojenlerin neden oldugu akut solunum yolu enfeksiyon

hastaliklarindan biridir [30]. Bunlar arasinda bakteriyel pnomoni en yaygin olanidir ve
» Normal
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Sekil 1.1: Pnomoni hastalig1 olan bireylerde s1v1 iceren alveoller ile normal alveollerin
gorseli [32].



pnomokok olarak da bilinen Streptococcus Pneumonia'nin neden oldugu ve solunum
sistemini 6zellikle akcigerleri, alveolleri etkiler. Pndmoni hastaligi olan bireylerde alveoller,
akciger dokularmin iltihaplanmasiyla bu hava keseciklerinin iltihap veya sivi ile dolarak
solunan oksijenin kan dolagimina girmesini engeller. Bu da pndmonili ¢ocuklarda nefes ve
oksijen almay1 zorlastirir ve sonugta yiiksek 6liim riski tasir [31]. Sekil 1.1 ile saglikli ve

pnomoni hastalig1 olan bireylerdeki alveoller gosterilmistir.

Kiiresel olarak alt akut solunum yolu enfeksiyonlar: hastaliklar1 arasinda yer alan pnémonti,
bebekler ve bes yasin altindaki ¢ocuklar arasinda 6nde gelen 6liim nedenlerinden biridir.
Birlesmis Milletler Cocuklara Yardim Fonu'ndan elde edilen bir veriye gore, 2015 yilinda
bir saat iginde 100 ¢ocuk pndmoni hastaligina yakalanarak buna bagli nedenlerle 6lmiistiir

[33].

Pnémoninin tezin kapsami yoniinde literatiir taramasi; tam say1 mertebeden modellenenler,
kesirli mertebeden modellenenler ve optimal kontrol ¢calismalar1 olarak siniflandirilarak ele
almmistir. Bu baglamda literatiirde mevcut olan tamsayr mertebeden bazi pndmoni

modelleri SCIR [34], SIT [35], SI.I,T [36], SVITR [37], S,S,IR [38], SVC,,C,, IR [39]

Asy
, S;S,CIR [40] adi diferansiyel denklem sistemleriyle tanitilmistir. Yakin zamanlarda Peter

ve dig. tarafindan yapilan SCIR modelini iceren [41]’deki ¢alisma ile Yasmin tarafindan
yapilan [42]’deki SCJRV modelinin ¢alismasi pnomoni yayiliminin dinamiklerini kesirli
mertebeden tiirevler ile ifade etmistir. Ayrica pndmoninin optimal kontrol ¢aligmalar1 olarak
literatiirde mevcut olan caligmalar tamsayr mertebedendir [43-48]. Bu agidan kesirli
mertebeden gelistirilen model iizerinde optimal kontrol analizi i¢eren bir calismaya
rastlanilmamistir. Bu acidan tez calismasi cocukluk ¢agindaki pndmoni hastaligi i¢in kesirli
operator kullanilarak optimal kontrol ¢aligmasini ele alan ilk ¢alisma niteligindedir. Bunun
yaninda benzer yayilim dinamiklerini esas alarak modellenen literatiirde mevcut pek ¢ok
kesirli optimal kontrol caligmalar1 mevcuttur. Ornegin kanser [49], kabakulak [50], kolera
[51], COVID-19 [52], bilgisayar viriisleri [53-55] gibi yayilim gosteren dinamik sistemler
kesirli operatorler ile genellestirilerek uygun optimal kontroller adapte edilerek analiz

edilmistir.



Tezin organizasyon semasi kapsaminda c¢ocukluk ¢aginda pnémoni hastaliginin zaman
icindeki davramigint  Ongorebilmek, uygun kontrol Onlemlerinin  gelistirilmesini
saglayabilmek i¢in bir matematiksel model diferansiyel denklem sistemi olarak ele alinir.
Bir¢ok hastaligin capraz gegisli davranislari, tamsay1 dereceli tiirevleri ve singiiler ¢ekirdekli
kesirli tiirevleri modelleme icin yetersiz kilabilir. Bu nedenle, yeni nesil kesirli tiirevler
arasindan Atangana-Baleanu tiirevi, singiiler olmayan Mittag-Leffler ¢ekirdegi sayesinde,
hastaligin yayilmasinin baslangicinda ve sonunda hastaligin evrimi hakkinda daha iyi i¢gdrii
saglar. Buradan hareketle optimal kontrol probleminin {izerine insa edildigi model
Atangana-Baleanu tiirevi ile donatilmustir. Sistemin biyolojik ve matematiksel olarak
anlamli oldugunu gosterecek gerekli Ozellikleri tanimlanir. Ayrica hastaligin salgin
durumunun belirlenmesinde bir esik deger olan temel iireme sayis1 hesaplanir ve denge
noktalarinda kararlilik analizi incelenir. Ardindan matematigin bir diger alani olan optimal
kontrol teori hastaligin yayilmasmin kontroliinde ve gerekli stratejilerin planlanmasinda
kullanilir. Pndmoni hastaligimin popiilasyanda durdurulmasi ve hatta eradike edilmesi
diistincesi ile dort kontrol fonksiyonu asilama, koruyucu dnlem, tarama ve tedavi stratejileri
sisteme adapte edilmistir. Belirli baslangi¢ kosullar1 altinda optimallik kosullar1 elde edilir
ve Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi ile ileri-geri stipirme yontemi birlestirilerek
niimerik yontemle ¢oziiliir. Yontemin MATLAB programi yardimiyla grafikleri elde edilir

ve yorumlanir.



2. ON BIiLGILER VE TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde tezin gelecek boliimlerinde kullanilacak olan temel tanim, teorem ve On
bilgilere yer verilecektir.

2.1 Bulasic1 Hastaliklarin Matematiksel Modellemesi

Literatiirde bulasici hastaliklarin matematiksel modellemesi tizerine olan ¢aligmalarda tezin

kapsami1 dogrultusundaki terminoloji ve 6n bilgiler ele alinmustir.

Matematiksel modeller, ger¢ek diinya problemini matematiksel dilde tanimlamak igin
kullanilir [56]. Bir matematiksel modeli formiile etme siireci, matematiksel modelleme
olarak bilinir. Oncelikle karsilasilan problem ve parametreleri belirlenir. Model
formiilasyonu olusturmak i¢in basitlestirici tahminlerde bulunulur. Daha sonra uygun arag
ve yontemler ile ¢oziilerek sonuclar tizerine ¢ikarimlar yapilir. Sekil 2.1°de goriildiigii gibi
gercekligi ile ortiisen model olusturulana dek siiren bir dongii siirecidir. Bir model, bir
sistemi agiklamaya ve farkli bilesenlerin etkilerini incelemeye ve davranis hakkinda
tahminlerde bulunmaya yardimei olur. Buradaki matematiksel dil, denklem veya bilgisayar
koduyla ifade edilebilir. Matematiksel modelin doga bilimleri, biyoloji, ekoloji,
miihendislik, fizik, evrim, immiinoloji, meteoroloji, bilgisayar bilimleri ve sosyal bilimlerde

bir¢cok uygulamasi vardir.

Tamm Paremeterleri ve Basitlestirici Donusum
degiskenleri varsayimlarda
Ilgilenilen belirleme bulunma Matematiksel
soruyu modeli formiile
tanimlama etme
Gergek-diinya Matematiksel
problemi1 model
Uygun.
Cozimleri/ ‘ Matematikse] | matematik
sonuglari Parametre | modelin araglari
yorumlama ve Cézimii verilerini | | S0Ziilmesi segumt
¢ikarmmlar gorsellestirme (or. belirleme
semboller, Cozimil| yeya tahmin
grafikler.. ) dogrulma |  etme c
Yorumlama Analiz

Sekil 2.1: Gergek diinya problemini matematiksel model olarak tanimlama siireci.




Matematiksel modelleme, bir¢ok disiplindeki ¢aligmalarla beraber epidemiyoloji alaninda
giderek artan bir etkiye sahip olmustur. Epidemiyolojik modeller, bulasici hastalik
salginlarina uygun yonetim yanitlarini belirlemek, gelecekteki salginlar durumunda hastalik
yonetimi hakkinda kamu politikasini bilgilendirmek, kontrol stratejilerini tasarlamak ve

degerlendirmek i¢in kullanilir [57].

Bulasic1 hastaliklara virlis, bakteri veya parazit gibi organizmalar neden olur. Bu
organizmalar viicudumuzun i¢inde veya iizerinde yasar; dogrudan fiziksel temas (yatay
bulas), anneden bebege (dikey bulas), havadaki su damlacigi, yiyecek veya enfeksiyon
vektorleri gibi bir¢ok bulasma yolu ile hastalik viicuda alinir. Bulasici bir hastaligin modeli,
yayllma mekanizmalarini karakterize etmeyi ve tanimlamay1 amaglar. Bu su sekilde ifade
edilerek olusturulur: enfeksiyon tasiyicisi, duyarh bir konake1 popiilasyonla karsilastiginda,
hastalik diger bireylere bulasir. Enfeksiyoz bir ajan1 barindiran ve hastalik vakasi olarak
teshis edilen kisiye enfekte birey denir. Popiilasyonda enfeksiyon ile karsilasan ve hastaliga
karsilig1 duyarli olan veya enfeksiyon kapma potansiyeli olan kisiye duyarl birey denir. Her
hastaligin yayilim dinamigine gore bu karakterizasyonlar ele alimarak toplam niifus
kompartimanlara boliintir. Kempartiman modeller, alanin yaygin olarak kullanilan bir
yaklagimidir. Sekil 2.2 ile 1927°de ilk epidemiyolojik model formiilasyonunu olusturan

Kermack-McKendrick modeli verilmistir.

5, — (enfeksiyon —_ ﬂ 5. [

olusma orani)

] = (enfeksiyon ~ __  (iyilesme _ ﬁ S/ — y A

olusma orani) orant)

r __ (iyilesme
R = orani) =7V /

Sekil 2.2: Kermack-McKendrick modelinin olusumu ve formiilasyonu.



SIR modeli olarak adlandirilan bu modelde, popiilasyon ii¢ bdlmeye ayrilmistir: Tiim
bireylerin hastaliga duyarli oldugu duyarli kompartiman S, tiim bireylerin hastalik
tarafindan enfekte oldugu enfekte kompartiman /7, tiim bireylerin / smifindan iyileserek
kalic1 bagisikliga sahip oldugu iyilesen kompartiman R yer alir. Modelin diferansiyel
denklemlerini olusturmak i¢in her siniftaki degisim orani belirlenmistir. Burada £ enfekte
bireyin duyarli bireyle temasindaki hastaligi bulastrma oranmni gosterir. SS7 terimi,
popiilasyonda birim zamanda tiireyen yeni bulasici vakalar olarak tanimlanan insidans
oramidrr. Insidans orani genellikle bir insidans fonksiyonu ile karakterize edilir. Bu
fonksiyon, epidemiyolojik modellerde kilit bir rol oynar ve hastalik dinamiklerinin makul

bir niteliksel analizinin olusturulmasini saglar. Litratiirde en yaygin olarak kullanilan ve bu

modelde yer alan bilineer insidans fonksiyonudur. Matematiksel bigimleri pst ]i[, —1ﬂ 5[[,
+a

BSI  BSI
1+al +bS ' S+1

olmayan insidans oranlar1 da literatiirde mevcuttur [58-62]. Modeldeki y ise enfekte

olan standart, doymus, Beddington-DeAngelis gibi diger cesitli dogrusal

bireylerin iyilesme oranini temsil eder. Temel olarak, Kermack-McKendrick modeli insan
demografik degisikliklerini igermez ve niifus kapalidir, yani dogum yoktur, 6liim yoktur ve
herhangi bir go¢ durumu diisiiniilmemistir. Bu varsayimlar oldukca kisith ve gercekei
degildir. Problemlerin ana 6zelliklerini yakalamak i¢in ¢esitli faktorlerin dahil edilmesiyle
bu model ilerleyen ¢alismalarda gelistirilmistir. Ancak bu tiir bir degisiklik dogal olarak
modelin karmasikligini arttirir ve analizi zorlastirir, hatta bazen ¢6ziimleri imkansiz hale
getirir. Bu nedenle hastalik dinamiklerini incelemek i¢in matematiksel modelleme yaklagimi
kullanilirken, bir modelin rasyonalitesini ve matematiksel uygulanabilirligini dengelemek

her zaman 6nemli bir konu olmaya devam etmektedir.

Epidemiyolojik modelleri incelemenin ana hedeflerinden biri, altta yatan ilkeleri anlamaya
calismak icin bir hastaligin yayilmasini analiz etmektir. Bunun nedeni ise salginin siddeti ve
stiresi hakkinda bazi sonuglara varabilmektir. Elbette su 6nemli sorulara cevap verebilmek
istenir: Salgin olacak m1? Eger olursa ne kadar siirecek? Ne kadar tehlikeli olabilir?

Hastalik kontrol onlemleri ile ortadan kaldirilabilir mi?

Salginlari ifade etmek i¢in kullanilan ve boyutlar1 hakkinda bilgi veren ii¢ temel kavram:

Endemi: Belirli bir cografi bolgede veya popiilasyonda hastaligin siirekli olarak var olmasi
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anlamina gelir. Afrika’nin baz1 bolgelerinde insanlarin yasaminda yakalanmasi beklenilen

sitma, endemik bir hastaliktir.

Epidemi: Bir hastaligimin beklenenin iizerinde aniden artmasi olarak ifade edilir. Bu olay

kiigiik capli bir salgin veya hastalik patlamasi olarak tanimlanabilir.

Pandemi: Bir epideminin kiiresel alana yayilmasi ve ¢ok hizla artmasi pandemi olarak

tanimlanmaktadir.

Burada 6nemli bir nokta, hastaliklarin zaman i¢cinde degisen Ozelliklere sahip olmas1 ve
farkli kavramlarla tanimlanabilmesidir. Ornegim, HIV/AIDS 6ncelikle bir epidemiyken
daha sonra bir pandemi olarak kabul edilmis ve giinlimiizde ise endemik ve kronik bir
hastalik olarak adlandirilmaktadir. Ayn1 sekilde, bazi hastaliklar zaman zaman endemik ve

epidemik cizgiler arasinda farkl noktalarda yer alabilmektedir.

Bir hastaligin kaliciligmi veya yok olmasmi belirleyen esikler, epidemiyolojide cok
onemlidir [63]. Bu nedenle bulasic1 hastaligi modellemedeki amag, hastaligin yok edilmesini

saglayacak sistemin parametrelerine ve yapisma bagh kriterler olusturmaktir. Siklikla

kullanilan esik deger, temel iireme sayist R °dir. Tamamen duyarli bir popiilasyonda

enfekte bir birey tarafindan kaynaklanan ikincil enfeksiyonlarin ortalama sayisi olarak

tanimlanir [64]. Bu esik degerin kiyaslandigi asagidaki 6l¢iitler 6nemlidir:

e R <1, hastalik yayilma hizi zamanla azalir ve yok olur.

e R =1, hastalik yayilma hizi duragan seviyededir, niifus var olduk¢a aym diizeyde

devam eder, bu endemi durumunu gésterir.

e R >1, hastalik yayilimi hizla artar, bu pandemi durumunu gosterir.

Sekil 2.3 ile verilen bir hastalik yayiliminin dallanma siireci ile ilgili durumlar mevcuttur.
(a) ile popiilasyonda herhangi bir enfeksiyon ajaninin var olmadigi durumda bir kisinin
temas ag1 goriiliir. (b) ile popiilasyonda enfeksiyon varliginda ve yiiksek bulasma oranindaki

salgin potansiyeli goriiliir. Enfekte her kisi ortalama bir kisiden fazlasini enfekte eder, bu

R, >1 durumudur. (c) ile popiilasyonda enfeksiyon varliginda ve diisiik bulagsma oranindaki

durum goriiliir. Enfekte kisiler ortalama bir kisiden azini enfekte eder, zamanla hastalik yok

olurve R <1 saglanir.
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Sekil 2.3: Bireyler arasindaki temas ag1 ve bulas oranlaria gore hastalik yayiliminin
dallanma siireci {lizerine bir ¢erceve [65].

Bulasici hastaliklarin matematiksel modellemesi i¢in genel terminolojiden sonra literatiirde
ozellikle modellerin kararlilik analizi ¢alismalar1 oldukga fazladir. Bu tezde de dinamik
sistemler i¢in denge noktalarni ve bu noktalarin kararliligmi bulmaya yonelik ¢alisma
baslhigna yer verilmistir. Jacobian matrisin 6zdegerlerini kullanan bu yaklasim, daha sonra
inceleyecegimiz kesirli sistemler iizerine ele alinmistir. Bunun icin Oncelikle ihtiyag

duyulacak temel tanim ve teoremler klasik sistemler lizerinde verilmistir.

Diferansiyel denklem, bir fonksiyonu bagimmsiz degisken(ler)e gore tiirevleriyle birlikte
iceren denkleme denir. Diferansiyel denklemler iki tiptir; adi ve kismi diferansiyel
denklemler. Adi bir diferansiyel denklem bir tek bagimsiz degisken igerirken, kismi
diferansiyel denklem ise birden fazla bagimsiz degiskeni olan fonksiyon igerir. Tezde adi
diferansiyel denklemler ele alinmistir. Cogu epidemiyolojik model, su sekilde yazilabilen

otonom sistemlerdir:
%= f(x) (2.1)

. dx ) ) . .. )
Burada x= (Xl X, ,...,Xn) ve X= E , X durum degiskenin noktasal zaman tiirevlerini temsil

eder. (2.1) denklemi ile birlikte sistemin baglangi¢ durumu hakkinda bilgi verildiginde ortaya
cikan denklem bir baslangi¢-deger problemi olarak adlandirilir ve su sekildedir:
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x=f(x), x(t,)=x, R" (2.2)

f:R" > R" ve xeR” i¢in adi diferansiyel denklem sistemi:

<
—h  —h
N -
—_
e
l\)>< ’\J><
::>< 3><
~—

i) %) (2.3)

Sle

% fn(Xl,Xz,...,Xn)

Burada f :R" —>R.

Tamm 2.1.1: Tim 1<i<n i¢in, fi(¥)=0 denklemi saglaniyorsa X € R" noktasi, (2.3)
sisteminin denge noktasidir.

Adi diferansiyel denklem sisteminin bir denge noktasi etrafinda lineerlestirilmesi sunu
saglar:

dx
—=JX 2.4
m (2.4)

Burada J denge noktasinda alinan Jacobian matristir ve (2.3) sisteminin Jacobian matrisi:

[of,  of, of, |
o
o, of, o,
I=|ox, ox, o, (2.5)
of  of of,
| 0%, OX, oX, |

Jacobian matrisinin 6nemi, bir denge noktasi yakininda tiirevlenebilir bir fonksiyona en iyi
lineer yaklagimi temsil etmesi gergegindedir. (2.4)iin ¢oziimleri:

X = X,e" (2.6)
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Burada x, bir sabit vektor ve A 6zdegerleri karakteristik denklemin kokleridir:
|J-21|=0 (2.7)

I birim matrisi temsil eder.

Teorem 2.4.1: (2.4) diferansiyel denklem sistemi i¢in; eger tim A O6zdegerleri negatif
gercel kisimlara sahipse ¢oziim kararlidir. En az bir 4 6zdegeri pozitif gergek kisma sahipse

¢Oziim kararsizdir.

Ornegin asagidaki diferansiyel denklem sistemini diisiinelim:

a[x0)] [x0)
E[ym}{y(t)} &

J yine denge noktasinda alinan Jacobian matristir. Bu nedenle ¢6ziimiin kararliligi, J'nin

ozdegerleri olan A4, ve A,’ye baghdir. Coziimlerin olast tiim davraniglari, 6zdegerlerin

gercek veya karmasik, negatif veya pozitif gercek kisimlara sahip olup olmamalarma gore

degisir ve Tablo 2.1 ile verilmistir.

Tablo 2.1: J Jacobian matrisinin 6zdegerlerine karsilik gelen kararlilik veya kararsizlik

durumlar.
Ozdegerler Kararlilik
A>4>0 Kararsiz
A4 <4 <0 Asimptotik kararl
4 <0<A4 Kararsiz
A=4<0 Asimptotik kararl
A =24,>0 Kararsiz
A2y =T +ip
r>0 Kararsiz
r<o Asimptotik kararh
A=ip Ay =—ip Kararl
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Kararlilik kriterleri goz oniine alindiktan sonra diger bir 6nemli kisim kararliligi saglamak
icin negatif reel kisimlara sahip 6zdegerlerin sayisinin belirlenmesidir. Burada ele alinan
yontemlerden biri Routh-Hurwitz kriteridir [66]. Eger sistem (2.4) n. mertebeden ise,
karakteristik denklem su sekildedir:

P(A)=A"+aA"" +..+a,=0 (2.9)

a, katsayilar1 i =0,1,...,n tiimii reeldir. P(/i) 'nin koklerinin Re A <0 olmasi gibi a,
iizerindeki gerekli ve yeterli kosullar Routh-Hurwitz kosullaridir,

a, a 8 8 &
D,=4a >0, DZ:‘ a >0, D;=|1 a, a,/>0,
2 0 a a
a & (2.10)
1 a
D=0 & a - -|>0, k=12,..,n
0 1 a,
0 O a,

I>n icin a =0 dr.
2.2 Kesirli Analize iliskin On Bilgiler ve Temel Tanimlar
Klasik Analiz’in temel kavramlar fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleridir. Bir f (t)

fonksiyonu ile baslayip tiirevlerini sol tarafa, integrallerini ise sag tarafa devam ettirirsek,

her iki tarafta da sonsuz bir dizi elde ederiz.

dzdftz(t) dfd(tt), f (1), j f (s)ds, j? f (s)dsds,.. (2.11)
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Kesirli Analiz bu diziyi interpolasyon yapmaya calisir, bdylece bu islem klasik tiirevleri ve
integralleri birlestirir ve keyfi derece igin genellestirir [67]. 1695 yilinda G.W.Leibniz’den
L’Hospital’e gelen mektuptaki tamsay1 dereceden olmayan tiirevin anlami lizerine Sorusu
bircok kaynakta Kesirli Analiz’in dogum tarihi kabul edilmistir. Leibniz’in yaniti: “Bir giin
faydali sonuglarin ¢ikarilacagi bariz bir paradoks.” olmus ve bu sorgulamay:1 oncelikle
matematikteki en iyi beyinlere ayrilmis bir¢ok ¢alisma takip etmistir. 20. yiizyilin ortalarina
kadar bu teoriye P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier (1822), N. H. Abel (1823-1826), J.
Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A. K. Grinwald (1867- 1872), A.V.Letnikov
(1868-1872), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892-1912), H. Weyl (1917), A. Erdelyi
(1939-1965), M. Riesz (1949) gibi isimlerin pek ¢ok katkisi bilinmektedir. Teorik
disiplinden sonra Kesirli Analiz ve uygulamalari tizerine ilk 6zel konferans 1974’te B.
Ross’a aittir. Ayn1 yil Kesirli Analiz’e adanmig bir kitap yaymlayan K.B. Oldham ve J.
Spanier, yari tiirevler ve integraller ile kiitle ve 1s1 transferi problemlerini ele almistir.
Simdilerde “Kesirli Analiz’in ansiklopedisi” olarak anilan S. G. Samko, A. A. Kilbas, O. I.
Marichev’e [68] ve takiben K. S. Miller, B. Ross [67], I. Podlubny [69] ‘ye ait olan kitaplar

cok sayida ¢alismanin referansi olmuslardir.

Kesirli veya keyfi mertebeden hesap kavrami, neredeyse tamsayi mertebeli hesabin
dogusuna kadar uzanmasina ragmen yiizyillarca saf matematigin smirli kapsaminda
kalmistir. Bunun sebebi hentiz pratik uygulamasi olmadigi i¢in, bir¢ok arastirmaci tarafindan
soyut bir alan olarak goriilmesiydi. Aksine tamsay1 mertebeli tiirevlerin fiziksel ve geometrik
anlami agik, uygulamasi anlasilirdir. Bu durumda, fiziksel fenomenlerin kesirli tiireviler
cercevesindeki yorumu da saglam oldugunda gercek diinya problemlerini tanimlamak igin

etkili bir dil olarak hizmet edebilir.

Bu sorunu ¢dzmek igin 2002 yilinda oldukga 6zverili bir ¢alisma [69] Podlubny tarafindan
yapilmigtir. Kesirli integrasyonun iki farkli zaman 6lgeginde, yani homojen -esit sekilde
akan- ve homojen olmayan -esit sekilde akmayan, degisen (dinamik)- zaman &lgegi
agisindan fiziksel bir yorumunu saglar. Hareket eden bir cismin uzay-zamanda konumu
degistik¢e tiim uzay-zamandaki yer ¢ekimi de bu hareket ile degismektedir. Bu hesaplama
teknigi, fiziksel gergekligin gerekliliklerini karsilamak i¢in elverisli oldugu giin gectikce
ancak anlagilabilmektedir. Tamsay1 mertebeli diferansiyel operator lokal bir operatorken,

kesirli mertebeli diferansiyel operator lokal degildir. Bu, bir sistemin gelecekteki durumu
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icin yalniz mevcut durumuna degil, ayn1 zamanda tiim tarihsel durumlarina bagl olarak
cevaplanmasmi saglar. Boylece cesitli siire¢lerin hafizasimi ve kalitsal 6zelliklerini
karakterize etmeye yardimci olur. Ornegin viskoelastik malzemeler hafizali olma

ozelliklerinden kaynakli Kesirli Analiz’in uygulama problemlerinde biiyiik ilgi gérmiistiir.

Kesirli diferansiyel denklemler, lokal olmayan tiirevler barindirdigindan dogal fenomenlerin
daha gergekei bir yorumunu verebilir. Bugiin kesirli mertebeden diferansiyel denklemler
akigkanlar mekanigi, viskoelastisite, goriintli ve sinyal isleme, kontrol teori, fizik,
miithendislik ve biyoloji alanlarindaki gesitli uygulamalarda sik sik ortaya ¢ikmalarmdan
dolay1 birgok calismanin odak noktasidir. Ornegin bircok gercek dinamik sistem, kesirli
tiirev veya integrale dayali tamsay1 olmayan mertebeden dinamik model kullanilarak daha
iyi tanitilir. Bu baglamda Kesirli Analiz ¢aligmalar1 Klasik Analiz’in bosluklarini doldurarak

yeni uygulama alanlarinda faydali sonuclar elde edebilecegi aciktir.

2.2.1 Baz Ozel Fonksiyonlar

Tamm 2.2.1.1 (Gamma Fonksiyonu): zeC\{0,-1,-2,-3,...} i¢in I'(-) ile gdsterilen
Gamma fonksiyonu

)= [ttt Re(z)>0 (2.12)

integrali ile tammmlanir [69]. Gamma fonksiyonu n! faktoriyel fonksiyonunun bir
genellestirmesidir. Yani neN i¢in F(n)z(n—l)! dir. Buradaki n'yi tam say1 olmayan,
kompleks sayilara genellestirmistir. Bazi 6nemli 6zellikleri asagidaki gibidir:

i.  Kismi integrasyon ile goriiliir: I'(z+1)=2I'(z),

ii.  Gamma fonksiyonu tim z € C\ {0, -1,-2,-3, } icin analitiktir,

ii. I(1)=1T(2)=1T(3)=2I(4)=6,.,I(z+1)=2I(z)=2!,

. r(j U=1ﬁ,

V. I (0)=o0, I'(0)=0

N w
N |

17



Gamma fonksiyonu ile dogrudan iligkili olan Beta fonksiyonu, bazen onun yerine kolaylik

saglamak i¢in kullanilir ve agsagidaki gibi tanimlanir:

Gamma fonksiyonu faktoriyel fonksiyonun bir genellestirmesi iken, simdi tanitilacak olan
Mittag-Leffler fonksiyonu da iistel fonksiyonun bir genellestirmesidir. ilk olarak kuvvet
serisi ile tek parametreli olarak Mittag-Leffler tarafindan tanitilmistir. Daha sonra Kesirli
Analiz agisindan biiyiik 6nem tastyan iki parametreli tanimi1 Agarwal tarafindan yapilmistir.
Lineer adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde goriilen iistel fonksiyona benzer sekilde,
kesirli mertebeden diferansiyel diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde dogal olarak ortaya

cikar.

Tamm 2.2.1.2 (Mittag-Leffler Fonksiyonu): z e Cigin Ea(z) bir parametreli Mittag-
Leffler fonksiyonu [70]

) Zk
Ea(Z):gm, a>0 (213)

olarak tanimlanir ve E, ﬂ(z) iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise

E,,(2)=Y——, af>0. (2.14)

bi¢imindedir. Bu fonksiyonun bazi temel 6zellikleri asagidakilerdir [71]:

i. |Z| <1 i¢in genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu

. ] 1
!).e YUE, 4t z)dt:z—_l.

ii. |Z| <ligin E, (Z“) Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii

> Z 1
ii. Eo(z)=ZF(1)=E,

k=0
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= (2k)!
Vi, EZ(—22)=§(_(12%=005(2),
. =z =72 -1
Vil B ()= 2y A GG 7

Vil B,y (2) ===y —cosh 2

2.2.2 Kesirli Operatorler

Kesirli tiirevler igin literatiirde bir¢ok tanim mevcuttur. Bunlarin arasindan en iyisi olarak
secilebilecek olani1 yoktur, hepsinin avantaj ve dezavantajlar1 s6z konusudur. Her tiirevin
tanimindan kaynakli siirlamalar1 vardir. Problemin tipine gére uygun olan tiirevi segme

firsat1 sunarlar.

Tanim 2.2.2.1 (Riemann-Liouville Kesirli Integraleri): [a,b] arahginda tanimh f e L,

fonksiyonunun « >0 mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville integralleri sirasi ile

1

AT (t) :F—a)j.(t—r)al f (T)d’[, t>a, (2.15)
e f (t):rLa)f(r_t)“ f(r)dz, t<b. (2.16)

bi¢iminde tanimlanir [69].

Tamim 2.2.2.2 (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevieri): [a,b] arahginda tanimh f el

fonksiyonunun n-1<a<n(neN") icin @. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville

kesirli tirevleri
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D E (1) :(ajn(a et (1) :F(#[%j i(t_f)“‘“ f(r)dr (2.17)

DUf (1) :(_ajn (101 (1)) :m(_af j(f_ Yt (0)de (2.18)

seklinde tanimlanir [69].

Tamm 2.2.2.3 (Caputo Kesirli Tiirevleri): [a,b]c R arahiginda tammh f, n. mertebeden

stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere ve n-l<a<n (n € N+) icin «a.

mertebeden sol ve sag Caputo kesirli tiirevleri

°D f (t):ﬁj(t_r)““(%f f(r)de (2.19)
°DEf (1) :ﬁj(pt)”-a*(_%}n f(r)dr (2.20)

olarak tanimlanir [69].

Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri (t _ T) ve (T _t) kuvvet cekirdek
r(l-a) r(l-a)

fonksiyonlarma sahip integral doniisiimlerdir. Bu cekirdeklerin her ikisi de t=r7 icin
singiilerdir. Bundan sonra tanitilacak olan yeni Kesirli tiirevler singiiler olmayan ¢ekirdek
fonksiyonuna sahiptir. Bu yeni operatorlerin formiilasyonu, Caputo kesirli tiirevlerinin
kuvvet ¢ekirdek fonksiyonunu singiiler olmayan bir fonksiyonla degistirmeye
dayanmaktadir. 2015 yilinda tanitilan Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi i¢in {istel bir ¢ekirdek

_ M(a)
——  vyerine —~
I(1-a) -«

. o i a(
dikkate alinir; (t—r) yerine exp| ———~

)] ve katsayi ile
l-«

degistirilir. 2016 yilinda tanitilan Atangana-Baleanu kesirli tiirevinin taniminda ise
cekirdekte Mittag-Leffler fonksiyonu yer almaktadir. Bu yeni kesirli tiirevlerin tanimlari ve

ardindan aralarindaki avantaj ve dezavantajlarina deginilecektir.
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Tanmim 2.2.2.3 (Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi): Hl(a,b)asagldaki gibi tanimlanan bir

boyutlu Sobolev uzay1 olmak iizere

H'(a,b)={f e*(ab): f'e*(ab)] (2.21)

buradaki

*(ab)= f(t):ﬁfz(t)dt]Z <ol (2.22)

a

f eH*(a,b), a<b ve a €[0,1]i¢in sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli tiirevleri

0t )= 52 foxp | (1) (o) 2.23)
D f (t)=—T_(Z)j-exp{—é(t—r)}f'(r)dr (2.24)

olarak tammlanir [72]. M (a)>0, M (0)=M (1)=1 sartim saglayan bir normallestirme

fonksiyonudur.

Tammm  2.2.24 (Caputo Anlaminda  Atangana-Baleanu  Kesirli  Tiirevi):

f eH* (a, b), a<bve ae [0,1] i¢in Caputo anlaminda sol ve sag Atangana-Baleanu kesirli

tiirevleri
D £ (1) = '\i'_(z)jg [_%(t_f)“}f'(f)df (2.25)
D f (t)=—|\]/_|_(z).t[Ea {—ﬁ(t—r)a}f'(r)dr (2.26)
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seklinde tanimlanir [21]. Buradaki M (a) , yine Caputo-Fabrizio tiirevindeki normallestirme

fonksiyionu olup ayni 6zelliklere sahiptir.

Bu tanim, gercek diinya problemlerine olduk¢a yardimci olacak bir ¢ekirdek fonksiyonu
icermekte ve ayrica bazi fiziksel problemleri baslangic kosullariyla ¢6zmek igin Laplace
doniisiimiinii kullanirken biiyiik avantaj saglamaktadir. Ayrica belirli problemle ugrasirken
bir se¢enek olmas1 adina asagidaki tanim da Onerilmistir.

Tammim 2.2.2.5 (Riemann-Liouville Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi):

feHl(a,b), a<b ve ae[O,l] icin Riemann-Liouville anlaminda Atangana-Baleanu

kesirli tiirevi

) df |
ABRDaf ar f t—z) d 2.27
1—a dt ! { a( T) } ‘ (2.27)

olarak tanimlanir [21].
Tamim 2.2.2.6 (Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevlerinin Laplace Déniisiimleri): Bir f (t)

fonksiyonu igin Riemann-Liouville anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevinin Laplace

doniisiimii

f,{ ABRDta ( f (t))}|s| _ M_(a) Sa[’{ f (t)}(S) , (2.28)

ve Caputo anlaminda Atangana Baleanu kesirli tiirevinin Laplace dontisiimii

s“f(0)

£{ABCDta( ( )}| |_ ( ) “ﬁ{f()}(s)_

(2.29)

olarak tanmimlanir.
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Tamm 2.2.2.7 (Atangana-Baleanu Kesirli Integrali): f € H'(a,b), a<b ve a €[0,1]i¢in

Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli integrali

81 (£ (1) =L f (1) —— 2

M (a)l“(a—l);[

f(t)(t-7)" " dr (2.30)

seklinde tanimlanir [21].

Tim bu kesirli mertebeden tiirev tanimlarinin avantaj ve dezavantajlarimi belirtmek ¢ok

onemlidir [73].

Kesirli Tiirevlerin Avantajlar:

1) Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile keyfi bir fonksiyonun orijinde siirekli olmasi ve
tiirevlenebilir olmas1 gerekmez.

2) Caputo kesirli tiirevinin en biiyiik avantajlarindan biri, geleneksel baslangi¢ ve sinir
kosullarinin problemin formiilasyonuna dahil edilmesine izin vermesidir. Bu durum
problemin elde edilen ¢oziimii i¢in fiziksel yorumunu saglar. Ayrica bir sabit i¢in
tiirevi sifirdir.

3) Atangana-Baleanu tiirevinin avantajlarindan biri maddesel heterojenlikleri ve bazi
yap1 veya ortamlari tasvir edebilme giictidiir. Tiirevin tanimindaki yeni ¢ekirdegin
singiiler ve yerel olmamasi, RL ve Caputo kesirli tiirevleri ve ayrica Caputo-Fabrizio
tipi tiirev ile tamimlanamayan yapi1 ve ortam igindeki bellegin daha iyi
tanimlanmasina izin verir. Atangana-Baleanu tiirevi bu nedenle fen, miihendislik ve

teknolojinin bir¢cok problemini tanimlamada ¢ok faydali olacaktir.
Kesirli Tiirevlerin Dezavantajlar:

1) Riemann-Liouville tiirevinin gergek diinya olaylarin1 kesirli diferansiyel
denklemlerle modellemeye calisirken bazi dezavantajlar1 vardwr. Bir sabitin
Riemann-Liouville tirevi sifir degildir. Ek olarak, keyfi bir fonksiyon orijinde
sabitse, kesirli tiirevi orijinde bir tekillige sahiptir, 6rnegin iistel ve Mittag-Leffler
fonksiyonlart. Bu dezavantajlar, Riemann-Liouville kesirli tiirevinin uygulama

alanini azaltir.
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2) Caputo kesirli tiirevi, tiirevlenebilirlik i¢in daha yiiksek kosullar1 gerektirir: Bir
fonksiyonun Caputo anlaminda kesirli tiirevini hesaplamak i¢in Once tiirevini
hesaplamaliy1iz. Caputo tiirevleri yalnizca tiirevlenebilir fonksiyonlar igin
tanimlanabilir.

3) Caputo—Fabrizio tiirevinde g¢ekirdek yereldir ve tiirevin mertebesi sifir oldugunda

baslangi¢ fonksiyonunu vermez.

2.3 Optimal Kontrole fliskin Temel Tamim ve Teoremler

Doga, yapay zeka, beynimiz ve giinliik hayatimizdaki hemen hemen ¢ogu fiziksel siirecin
ortak amaci optimize etmeye calismak; mevcut alternatifler arasindan en iyisini se¢gmeye
odaklanmaktir. Dogal olarak ortaya ¢ikan soru, "en iyi" sonucu elde etmek i¢in bu unsurun
tam olarak nasil kontrol edilecegidir. Bu sorular1 yanitlamanin ardindaki matematiksel teorti,
dinamik optimizasyonun hatta varyasyon hesabinin bir genellemesi kabul edilen optimal
kontrol teorisinde cevap bulmustur. Bu baglamda optimal kontrol teorisi biyolojik
bilimlerden ekonomiye, fizik ve mithendislige, yoneylem arastirmasina, isletme yonetimine
kadar sayisiz alanda uygulama bulmustur. Ticari havacilikta, gemi yolculugunda en iyi yakit
kullanimi, robotikte teknolojik bir gorev i¢in harcanan zaman ve enerjinin verimi yahut insan
popiilasyonundaki bir enfeksiyonu yok etmeye veya en aza indirmeye yonelik makul
stratejinin belirlenmesi gibi problemlerde kontrollerin uygun sekilde adapte edilmesiyle
fiziksel siirecin isleyisi gelistirilebilir ve iyilestirilebilir. Optimal kontroliin temel amact bir
stirecin bazi fiziksel kisitlamalarmi karsilarken ayni zamanda segilen bir performans kriterini
(performans indeksi, maliyet fonksiyonu, amag fonksiyoneli) optimize (maksimize veya
minimize) eden kontrolleri belirlemektir [26]. Bir optimal kontrol probleminin formiilasyonu
icin Oncelikle ele alinan dinamik sistemin davranisi, bir durum degiskenildegiskenleri ile
tanimlanir. Bu Sisteme etki etmesi Ongoriilen kontrol fonksiyonu/fonksiyonlar: belirlenir.
Kontrol, diferansiyel denklemler ile tanimlanan sisteme girer ve durum dinamiklerini etkiler.
Performans indeks, problemin amaci dogrultusundaki gereken maliyeti gosterir. Durum

sistemi ve kontrol fonksiyonlar1 tizerindeki sinir kosullart ile fiziksel kisitlamalar ifade edilir.

Klasik optimal kontrol problemlerinin genel bir formu olarak goriilen kesirli optimal kontrol

problemleri (KOKP) son yillarda oldukga ilgi gdren arastirma alanlarindandir. KOKP, sistem
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dinamikleri kesirli diferansiyel denklemler tarafindan karakterize edilen veya performans
indeks bir kesirli operator ile ifade edilenlere denir. KOKP igin ilk ¢aligmalar Agrawal ve
calisma arkadaslarina aittir. 2004’te Agrawal [74], RL kesirli tiirevi ile KOKP i¢in genel bir
formiilasyon, 2007°de Agrawal ve Baleanu [75] yine RL tiirevi ile KOKP i¢in Hamilton
formiilasyonu sunar. Bu ¢alismalarda bir durum ve bir kontrol degiskeni ve bir kesirli durum
denklemi dikkate alinmistir. Ayrica, durum degiskeni yalnizca baslangi¢ noktasinda belirtilir.
2008’de Caputo tiirevi ile KOKP Frederico ve Torres tarafindan [76] ¢alismasinda ele
alinmistir. Bu makalede, KOKP'leri n durum degiskeni ve m kontrol (n kesirli durum
denklemi, neN) ile formiile edilmistir. Ayrica singiiler olmayan ¢ekirdege sahip yeni tiirevi
iceren optimal kontrol ¢alismasi [77] ile 2017°de Baleanu ve dig. tarafindan, Atangana-
Baleanu tiirevi ile KOKP formiilasyonunu sunmaktadir. Tez ¢alismasinda ele alinacak sistem
dinamikleri Atangana-Baleanu kesirli operatorii ile tamitilarak optimal kontrol problemini

arastirmay1 hedefledigi i¢cin olusturulacak problem semasi asagidaki gibidir:

X(t)= (% (t) %, (1)) €R" ve u(t)=(u;(t),. U, (1)) €R™ srasiyla sistemin durum ve

kontrol vektorleri, t e [to e ] € R zaman degiskeni olmak tUizere kesirli dinamik sistem

DX ()= f(x(8)u(t).t), x(t)=% (2.31)

burada “°"Dx(t) ifadesi Atangana-Baleanu kesirli tiirevini, f bir vektdr fonksiyonu ve

X, € R" baglangic durum vektoriini belirtir. Simdi performans indeksi olusturmak i¢in

sistemin amaci dogrultusunda, optimize edildiginde istendik sekilde calistigin1 gésteren
matematiksel bir ifade tanimlanmaya ¢alisilir. Bir performans indeksi se¢mek, sistemin
fiziksel gereksinimlerinin matematiksel terimlere donistiiriilmesidir. (2.31) kesirli dinamik

sistemi i¢in performans indeks

3 =[L(x(t),u(t),t)dt (2.32)
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burada L bir skaler fonksiyondur. (2.31) denklemi ile tanimladigimiz sistem igin (2.32)

performans indeksini (maliyet fonksiyonelini) en aza indiren optimal kontrol u(t)

fonksiyonunu bulmak, problemimizi olusturur.

Olusturulan optimal kontrol problemi igin temel teknik, optimal kontrol ve durum sisteminin
karsilamasi gereken "gerekli kosullar" kiimesini ¢6zmektir. Burada optimal ¢6ziimii bulmak
icin gerekli kosullar1 gésteren ve bir doniim noktasi kabul edilen sonugtan yararlanilir.
1950'lerin ortalarinda Lev Pontryagin ve ¢alisma arkadaslar1 tarafindan gelistirilen tinlii
“Pontryagin'in maksimum ilkesi”. Bu kosullar asagidaki gibi tanimlanan Hamilton

fonksiyonundan yararlanilarak elde edilir.

H(x(t), A(t),u(t),t)=L(x(t),u(t),t)+A(t) f (x(t),u(t),t) (2.33)

Pontryagin, diferansiyel denklemi performans indekse adapte etmek i¢in “yardimc1 durum”

fonksiyonlar: fikrini ortaya atmustir. (2.33) deki ﬂ(t) fonksiyonu adjoint degiskeni olarak

da bilinen yardimci durum fonksiyonudur. Yardimci durum fonksiyonlari, Lagrange
carpanlariyla benzer bir amaca sahiptir; bu, maksimize edilecek veya minimize edilecek

degiskenlerin fonksiyonuna kisitlamalar ekler.
2.3.1 Teorem (Pontryagin’in Maksimum Ilkesi): Eger u™(t) ve x"(t), (2.31) ve (2.32)
ile verilen problem i¢in optimal ¢6ziim ise, her t (to <t<t, ) zamanindaki tim u kontrol

fonksiyonlar1 igin

H(X (1), A(t),u(t),t) < H(xX(1),4(t),u"(t),1) (2.34)

biciminde parcali tlirevlenebilir bir i(t) yardimc1 durum fonksiyonu vardir ve 7 olarak

gosterilen Hamilton fonksiyonu

H(x(t), A(t),u(t),t)=L(x(t),u(t),t)+A(t) f(x(t),u(t).t) (2.35)
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bi¢cimindedir. Buradan gerekli optimallik kosullar1

ABC ya _O0H _ .

LD x(t) = = (x(t),A(t),u(t),t)=f(x(t),u(t),t), (Durum denklemi) (2.36)
DA(L) = %(X(t) ,A(t),u(t),t), (Yardimer durum denklemi) (2.37)
oH :

E(x(t),l(t),u(t),t):o. (Kontrol denklemi) (2.38)
elde edilir.

Performans indeksi maksimize veya minimize eden kontroller arasinda ayrim yapmak icin

icbiikeylik kosullarin1 da degerlendirebiliriz. Eger u” da,

O*H
<0 2.39
ou’ (2.39)

ise makzimizasyon problemi,

O*H
>0 2.40
ou’ (2.:40)

ise minimizasyon problemini olusturur.
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3. COCUKLUK CAGINDA PNOMONI HASTALIGI
DINAMIKLERININ MODELLENMESI VE SISTEM ANALIiZi

3.1 Model Formiilasyonu

Bir hastaligin epidemiyolojisini analiz etmek i¢in kullanilan en iyi teknik matematiksel
modellemedir. Tezin ilk amaci ¢ocukluk ¢aginda pnémoni halk arasinda zatiirre olarak
bilinen hastaligin yayilim dinamiklerini kesirli operator kullanarak optimal onlem ve tedavi
stratejilerinden olusan model ile tanitmak ve bunu takiben model analizini incelemektir. Bu
tez ¢aligmasi ile gelistirilecek olan model, literatiirde Legesse ve dig. tarafindan 2022 yilinda
klasik tiirev kullanilarak oOnerilmistir [40]. Referans alinan g¢alismada model analizi

kapsaminda denge noktalariile R, temeliireme sayis1 hesaplanmis, lokal ve global kararlilik

analizi yapilmistir.

[40] ile Onerilen model asagidaki gibidir :

S (1-7)b-(1-a)g5, + SR 5,

B2 _ b (1-0)kgs, - 45,

(::j—f:(l—q)p¢81+(l—q)kp¢32 +(1-p)nl —(o+y+u)C (3.1)
%:(1—q)(1—p)¢81+(1—q)(1—p)k¢32 +7C—(n+e+u)l

(;—T:GC+ pnl — (1 +6)R

(3.1) modeli ile 5 yasin altindaki ¢ocuk popiilasyonunda bulasict pnémoni hastaliginin

dinamik davrams1 ifade edilmektedir. Onerilen model igin t zamanmdaki toplam

popiilasyon N (t) , hastalik durumlarina gore bes kompartimana ayrilmistir.

N(t)=S,(t)+S,(t)+C(t)+1(t)+R(t) (3.2)
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Bu kompartimanlar su sekildedir: Emzirilmeyen duyarli ¢ocuklar S, (t), emzirilen duyarli
gocuklar S, (t), tastyict gocuklar C(t), enfekte gocuklar I(t) ve iyilesen gocuklar R(t)
olarak ifade edilmistir.

(3.1) modeli igin parametre tanimlarini ve model gegislerini agiklayalim.

Dikkat edilirse modeldeki duyarli ¢ocuk sinifi emzirilen ve emzirilmeyen ¢ocuklar olarak

iki smifa ayrilmigtir. Emzirilen duyarli ¢ocuklarin (82 (t)) , emzirilmeyen duyarli ¢ocuklara
(S1 (t)) kiyasla pndmoniye kars1 daha iy1 bagisikliga sahip oldugu diisiincesi esas alinmistir.
Bu nedenle, emzirilmeyen duyarh ¢ocuklar (S1 (t)), emzirilen duyarh gocuklara (82 (t))
kiyasla daha yiiksek oranda enfekte popiilasyonlarla (C(t) ve | (t)) temas halinde enfekte
olacaktir. Bu durumda, emzirilmeyen duyarli ¢ocuklar (Sl (t)) i¢in enfeksiyon kapma orani,

emzirilen duyarl ¢ocuklara (82 (t)) gore daha yiiksek kabul edilmelidir. Duyarli bir

cocugun, enfekte olmus bir ¢cocukla etkili temasa gegmesi durumunda pnomoni ile enfekte

olabilecegi oran enfeksiyonun giiciinii tanimlar. (51 (t)) ve (82 (t)) siniflar igin enfeksiyon

| +wC

giicleri sirasiyla ¢=l/l( j ve k¢ olarak verilmistir ve ¢ >0 dir. Burada k emzirilen

cocuklarin, emzirilmeyenlere kiyasla enfeksiyondaki azalmasini temsil eder ve 0 <k <1 dir.

S temas oranmi ve x temas gergeklestikten sonra hastaligin bulagsma oranmni (etkin temas

orani) temsil etmek tlizere bilesik bir parametre y = s > 0 olarak verilmistir. ¢ terimindeki

|l +0C ) . . . . . .
[ Nw j ifadesi popiilasyondaki enfekte ve tasiyici bireylerin yogunlugunu yani

prevalansi temsil eder. Buradaki @ tasiyici bireylerin hastaligi bulastirabilirligindeki azalma
oranidir. Modelde goriildiigii iizere belirli bir popiilasyonda ve zamanda hastalik olusumunu
ifade eden insidans oran1 modelde lineer degildir. Insidans oranmin lineer olmamasz, bulasici

hastalik modellerinin gercek yapisi ile daha iyi 6rtiismektedir.

Modelde emzirilmeyen veya emzirilen ¢ocuklarin bir kez enfekte olup iyilestiklerinde
dogustan gelen bagisikliklarini geri kazanamayacaklar1 varsayilmistir. Dolayisiyla iyilesen
cocuklar yeniden enfekte olabilirler ve enfeksiyon doneminde bagisikliklarinm bir kismini
kaybettiklerinden bagigikliklarmm disiik olmasi nedeniyle emzirilmeyen duyarli sinifa

girerler.
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Modelin temel o6zelliklerinin ardindan geri kalan parametreler sunlardir: b, c¢ocuklarin
popiilasyona katilim oranini temsil eder, bu durum dogum veya go¢ ile saglanabilir. 7,
emzirilme orani ve 1—s; popiilasyona girerken emzirilmeye karsi hassas kalan yani
emzirilmeden popiilasyona dahil edilen ¢ocuklarin oranidir. Her iki duyarli siniftan ¢ocuklar,

etkin temasa gore enfeksiyon giiciiyle enfekte olacaktir. Bunlardan p oran kadari tastyict
¢ocuk smfi C(t) ye ve 1—p oran kadar1 enfekte gocuk simufi |(t) ye gecis yapabilir.

Toplam ¢ocuk niifusu, ¢ ve & olmak tizere iki farkli oranda azalmaktadir; burada x , tim

kompartiman popiilasyonlarini azaltan dogal 6liim oranini, ¢ ise pndmoni kaynakli 6liim
oranidir ve yalnizca enfekte ¢ocuk smifin popiilasyonunu azaltir. Ek olarak, tasiyic1 ¢ocuk

smifi hastalik belirtisi gosteriyorsa, o zaman y oraniyla enfekte ¢cocuk smifa gegebilir ve
kisi bagina o orani kadar dogal bagisiklik kazanabilirse 1yilesen ¢ocuk smifi R(t) gecebilir.

Enfekte bolmedeki ¢ocuklar 7 oraninda dogal bagisiklari ile iyilesme gosterebilirler. Bunlar
ya p oraninda iyilesen sinifina gegerler ya da 1— p oraninda tasiyici simifa gecerek hastaligi

kamufle ederler. Dogal bagisikliklar1 ile iyilesen ¢ocuklar dogduklarindaki bagisikliklarini
geri kazanamadiklar1 i¢in ¢ oraninda duyarli ¢ocuk sinifina yeniden katilabilirler. Son

olarak g orani, ¢ocuklar i¢in hijyen etkinligini temsil eder.

Tezin temel amaci sistem dinamikleri ve parametreleri tanitilan (3.1) modeli igin kesirli
optimal kontrol problemi tasarlamaktir. Bunun i¢in dncelikle kesirli operatorlerin gergek
diinya problemlerini tanimlamadaki faydalar1 goz Oniine alinarak referansta tamsayi
mertebeden verilen diferansiyel denklemleri Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli
tirevini kullanarak genellestiriyoruz. Atangana-Baleanu kesirli operatoriiniin se¢imi, diger
kesirli operatorlere kiyasla yerel olmayan ve singiiler olmayan ¢ekirdegindeki
avantajlarindan kaynaklanmaktadir. Salgin modellerin ¢aprazlama 6zelligi bu operator
araciligiyla daha iyi agiklanabilmektedir. Diger bir avantaji, Caputo ve Caputo-Fabrizio gibi
diger Kesirli operatorlere gore daha fazla hassasiyet ve daha az enfeksiyon yakalama
yetenegidir. Bu modeli gelistirmenin amaci, kesirli mertebeden tiirevin hastalik dinamikleri
tizerindeki etkisini incelemek ve sonrasinda kontrol stratejisini belirlemektir. Optimal
kontrol analizinin, insan popiilasyonundaki bir enfeksiyonu yok etmeye veya en aza
indirmeye yonelik makul kontrol stratejileri saglamak i¢in ¢ok etkili bir ara¢ oldugu
bilinmektedir. Birgok arastirmaci, hastaliklar1 ortadan kaldirmadaki davranis dinamiklerini
anlamak ve hizli sonuclar elde etmek i¢in kesirli optimal kontrol problemlerini uygulamistur.

Bu nedenle KOKP'ler, zaman bellegi ile ilgili biyolojik sistemleri modelleme ve analiz
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etmede potansiyel olarak en esnek arag haline gelmistir. Bu tezin konusu olan gocukluk

cagmda pnémoni hastaliginin onlenmesi ve tedavisi dogrultusunda dort optimal kontrol

fonksiyonunu sisteme adapte ediyoruz. Kontrol fonksiyonlari

o ut
o Ut
o Ut

):
):
): Test-tarama
):

o u,ft

Beslenme ve ¢evresel yasam kosullarini iyilestirme; hijyen, sanitasyon

temsil etmek {izere, Lebesque dl¢iilebilir olan kabul edilebilir kontrol fonksiyonlar1 kiimesi

U, ={u(t)e’[0t, ]-u (1) e[01], vte[0t, ]i=1234]

(3.3)

bi¢iminde tanimlanir. Model i¢in dikkate alman bir diger nemli unsur ise kesirli operatorler

ile tanimlanan sistemlerde boyut uygunlugu veya birim uygunlugu olarak da

gorebilecegimiz meselesidir. Sistemin sol tarafinda verilen tiirevlerdeki zamanin «

boyutlari, sag tarafindaki parametreler i¢cin de uygulayarak ayni boyutlarda ¢alistigimizdan

emin oluyoruz. Tiim bu 6ngoriilecek gelisimler dogrultusunda genellestirdigimiz sistem:

AEEDYS, ()= (1-7) b —(1—u, (1)) S, (1) + S R(t) — 1S, (t) —u, (1) S, (t)
AEEDYS, (1) = 2°b” —(1-u, (t))k“¢“S, (t)— 1S, (t)—u, () S, (t)

50T (1) = (1-u (1)) P78, (1) + (1, (1) k"9, (1)

+<1— p“)n“l (t)—(O'“ +y“+u” +u3(t))C(t)

DI (1) = (1w (1)) (1= p)" 478, (1) + (1w, (1)) (1 p)k“47S, (1)

+(7’a +u3(t))C(t)—(n“ +E“+ U +u, (t))l (t)

“CDIR (1) =0"C 1)+ pn”I (t) (4" +5)R(1)
(

+U, (1)S, (t)+u, (t)S,(t)+u,(t)1(t)
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Ayrica Sekil 3.1 ile genellestirilen sistem (3.4) i¢in ¢ocuk kompartimanlari arasindaki gegisi

gosteren ve nispeten anlam kolaylig1 yaratan akis diyagrami verilmistir.

>
1-p k¢S,

ﬂa/ { u'y” N e

Ir i
-

2

Sekil 3.1: Cocukluk ¢caginda pndmoni yayiliminin akis diyagrama.

3.2 Pozitif Coziim Bolgesi ve Simirhilik

Bu boliimde (3.4) sistemi i¢in ¢dziimlerin pozitif ve sinirli olan uygun bolgede yer aldigini
garantiliyoruz. Bu 6zellikler ¢oziimlerin bdlgede iyi tanimli, biyolojik acidan anlamli bir

sistem oldugunu gosterdigi icin olduk¢a dnemlidir.

Onerilen (3.4) modeli igin popiilasyon asagida verilen negatif olmayan baslangi¢ kosullar

ile ele alinmaktadir.
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C(0)=C, >0, (3.5)
1(0)=1,>0,
R(0)=R, >0

Olusturulan bu baslangic probleminin ¢oziimlerinin de negatif bolgede kalmamas1 gerekir.

Bu nedenle pozitif invaryant kiimesi incelenerek pozitif ¢coziim bolgesi olusturulur.

Teorem 3.2.1: Q,_ ={(S,,S,,C,1,R)€R% §,20,5,>0,C>0,1>0,R>0} bolgesi (3.4)

ile verilen sistem i¢in pozitif invaryant kiimedir.
ispat: (3.4) sistemi i¢in asagidaki esitsizlikler agikga goriilebilir:
*DrS), , =(1-7)"b" +5°R

ABC o _ AR
D) SZ‘SZ:O =7r°b

ABC o
oDC

oo = (171) p797S 4 (1-u,) Pk 97, +(1-p )7 (3.6)

ABC o
ODt I

0 (1_u1)(1_p)a ¢*S, +(l_u1)(1_p)ka¢a32 +(7’a +U3)C

ABC o
ODt R

o a o
c0 =0 C+p“n“l +u,S, +u,S, +u,l

Eger (3.6)’dan (S,(0),S,(0),C(0),1(0),R(0))eQ, ise azalmayan fonksiyon

olduklarindan (Sl (t),82 (t),C(t), I (t), R(t)) ¢6zimi S,=0,5,=0,C=0,=0,R=0
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hiperdiizlemlerinden €, i¢inde kalir. Boylece ¢oziimlerin €2, bolgesinde pozitif invaryant

oldugu ispatlanmaistir.

Simdi asagida verilen teorem ile pozitif degismezligi kanitlanan uygun bdlgenin

siirlihginin gésterelim.

Teorem 3.2.2:

Q:{(SI,SZ,C,I,R)ERS; S$,>0,5,>0,C>0,1 >0,R>0,5,+S,+C+1+R Sb—a}
U

olarak ifade edilen Q bolgesi, sistem (3.4) i¢in sinirlidir.

Ispat: Sistem (3.4)’te verilen bes denklem taraf tarafa toplandiginda, (3.2)’de verilen toplam
popiilasyon i¢in asagidakini elde ederiz.

PBEDIN (1) =b” — 17 (S, (1) +S, (t)+C(t)+ 1 (t)+R(t))— &1 (t) (3.7)
Yine (3.2) ile (3.7) tekrar ifade edilirse

SCDIN () =b” — 17N (t)— 71 (1) (3.8)
(3.8) denkleminden asagidaki agik¢a goriiliir.

MEDIN (1) <b” — N (t) (3.9)

Bu esitsizligin Laplace doniistimii

c[*=prN (t)](s):b?a— w L[N (t)](s), (3.10)
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+ U Sb?—,u“N(S), (3.11)

Burada N(s):[N (t)](s) ve N(0) baslangigtaki toplam gocuk niifusunu temsil eder.

Ardindan N (s) ’yi yalniz birakirsak,

Ba)S" e [N(s) < sty BASTNO) (312)
(1—04)(5"’ +aj (1_0‘)(Sa +aj
1—a l-a
_ b* [(1—05)3“ + a] gelet) 4 B(a)s"'N(0)
N(s) < B(a)s” +u” (1-a)s® +au” ’ o
. b sa—(a+l)
N(s) < B(a)+ " (1-a) @, au”
B(a)+u”(1-a) (3.14)
5" [b” (1-a)+B(a)N(0)]
g% [(1—0{)#“ + B(a)]+a,u“
(3.14)’¢ ters Laplace doniisiimii uygulandiginda
b*at” ap”t”
N (t) < (l—a)lua N B(a) E.on (_ (1—05),u“ N B(Q)J (3.15)

. ba(l_ane(a)w(Oqga{—(l_a“”ata ( )J’

(1-a)u”+B(a) Ju”+B(a

elde edilir. (2.14) ile ifade ettigimiz iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu tanimindan
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N(t) < — (3.16)

elde edilir. Buradaki iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu Vvt>0 i¢in sinrhdir ve

a

asimptotik bir davranisa sahiptir. (3.16) esitsizliginden, t — oo i¢in N (t)< b—a drr.
U

Boylece (3.4) sisteminin toplam ¢ocuk popiilasyonunu ifade eden N (t) ile ¢dziimlerinin Q

bolgesinde sinirli oldugu ispatlanmustir.

3.3 Denge Noktalar ve Temel Ureme Sayist

Bu boliimde (3.4) sisteminin 6ncelikle hastaliksiz denge noktasi ile endemik denge noktas,
ardindan salginin seyri hakkinda bilgi veren bir esik deger olan temel ilireme sayis1

bulunacaktir.

Oncelikle (3.4) sistemini asagidaki gibi gosterelim:
DS, (1) = 0, (51, S,,C, 1, R,t,U)

CDeS, (t) = 6,(S,,S,,C, 1,R,t,u)

*CDAC (1) = 04(S,,S,.C. 1, Rot,u)

DI (t)=9,(S,,S,.C, 1L R, t,u)

*BCDAR(t) = g5 (S, S,.C. 1, Rot,U)

Burada
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9,(S,,S,.C. LR tu) =(1—-7)" b —(1-u, (t))#“S, (t)+ 5“R(t)
—peS, (t)_uz (t)Sl (t)

9,(5,:S,,C LR t,u) =7 —(1-u, (1)) k“"S, (t) — 1S, (t) —u, (1) S, (t)

95(5,.S,.C. IR, t,u) = (1-u, (1)) p“4°S, (t) +(1-u, (1)) pk“¢°S, ()
+(1— p“)n"’l (t)—(a"‘ +y% 4 + U, (t))C(t)

028,51 C. L RL0) = (10, (1)1 ) 675, () + (1, () 1 )65, 1)
+(7* +uy (1)) C (1) = (7 + &+ +u, (1)) 1 (t)

05 (51,5, C. LR, t,u) =o“C(t)+ p“n“l (t)—(u” +5°)R(t)

U, (1) S, (1) +u, (1) S, () +u, (1)1 (1)

Burada (3.4) sisteminin denge noktalar1

0:(S.,5,,C, 1,R,t,u) =0 (3.17)
9,(5,5,,C, 1,R,t,u) =0 (3.18)
0:(5,,S,,C,1,R,t,u) =0 (3.19)
9.(5,5,.C,1,R,t,u) =0 (3.20)
0:(5,,5,,C,1,R,t,u) =0 (3.21)

denklemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir.

3.3.1 Hastahksiz Denge Noktasi

Hastaliksiz denge noktasi, popiilasyonda pnémoni enfeksiyonunun var olmadigi durumu
ifade eder. Yani | =0’dir ve dolayisiyla C=R =0 olmas1 gerektigi aciktir. Hastaliksiz
denge noktasin1 bulmak igin (3.17)-(3.21) esitliklerinden I, C, R durum degiskenlerinin

yerine sifir yazilmalidir. Buradan E,,

37



E°:(sf,sg,CO,l",RO):[(l_”Z b ,”aEa,o,o,oJ
u 7

hastaliksiz denge noktasi elde edilmis olur.

3.3.2 Endemik Denge Noktasi

(3.22)

(3.4) sisteminin (3.22) disinda bir diger denge noktasi olan endemik denge noktalar1

popiilasyonda pnomoni enfeksiyonun varligindaki durumu ifade eder. Bu denge noktasini

bulmak i¢in aymi sekilde (3.17)-(3.21) arasindaki esitliklikler ¢oziilmelidir. E~ endemik

denge noktas1 asagidaki sekildedir:

E"=(s,.S;,.C"I",R)

. (1-7)"b*+5°R

Sl = a a '
(1-u,)¢” + 1 +u,

gt _ zh”
*(1-u)k " + 4 +u,

o (-u)py (b (1-7 +k“z*)+ 5“R")+ (1 p*)n“1"AA,
) ARA ’
. (1-u,)g" (b7 (17 +k“z“ )+ 5°R")((1- o) A+ p“ A )
AA (AA—(1-p%)7 A

R*_G“C*+(p“77“+u4)l*+u2(Sl*+S;)

ﬂa+5a

Ayrica buradaki
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A =(1-u)¢" +u” +u,
A, =(1-u )k ¢” + p” +u,
A=c"+y"+u” +u,
A=n"+e"+u" +u,
A=yt

olarak kisaltma amaciyla alinmistur.

3.3.3 Temel Ureme Sayisi

(3.4) sisteminin temel lireme sayis1 hesaplanirken [78] takibinde yeni nesil matris teknigi
kullanilacaktir. Bu teknik ile 6ncelikle ihtiyag¢ duyulacak J ve V matrsileri olusturulur. F
kompartimanlarda yeni enfeksiyonlarn ortaya c¢ikma oranin1 gosterirken, YV

kompartimanlar arasindaki gecis oranlarin1 ifade eden matrislerdir ve asagidaki

bigimdedirler:
_ . }
0
F= (1-u,) p“¢*S, +(1-u,) pk“¢°S,
(1-u,)(1-p)" ¢°S, +(1-u,)(1- p)" k“¢"S,
0

—(1-7)"b* +(1-u,) ¢S, = 5“R+ 1S, +,S,
b —(1-u, )k*¢“S, — 1S, - u,S,
V=|—(1-p* )l +(0“ + 7 + 1 +u,)C

—(7 +u)C+(n +&“ + u” +u, )1

|0 C—p I+ (" ) R-U,8,~U,S, ~U, | |

Yeni nesil matris teknigine gore FV ' matrisinin spektral yarigap1 temel iireme sayisini
gme g P Y; P y

hesaplamamizi saglayacaktir. Bunun i¢in F ve Y matrislerini (3.22)’de ifade edilen
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hastaliksiz denge noktasinda F; ve V), olarak olusturduktan sonra, F, ve V™ matrislerinin

carpiminin en biiyiik 6zdegeri hesaplanir ve daha sonra R, su sekilde elde edilir:

R - (l—ul)K“,B”‘ (1—7[“ +k"‘7z’”‘)(7/“ +u —up*+o” —po” +u + Aa)“) (3.24)
(7“ +u”+ p” +u3)(,u" +u4+g“)+77“(,u”‘ +o0% + p“(;/"‘ +u3))

Buradaki A= (77“ +n“p* (p”‘ —1)+p“ (g“ + u” +u4)) "dir.

3.4 Yerel Kararhihk Analizi

Bu bolimde (3.4) ile kesirli mertebeden tanimladigimiz ve optimal kontrol fonksiyonlart ile
gelistirdigimiz sistemin denge noktalar1 i¢in yerel kararliligini inceleyecegiz. Bunun i¢in
daha once 2. Bolim’de tamsayi mertebeden sistemler igin temel bilgilerini verdigimiz
kararhlik analizi kismmi kesirli sistemler i¢in aciklayalim. Oncelikle kesirli sistemlerin
denge noktalar1 tamsayili sistemlerin denge noktalar1 ile aynidir. Degisen durum sistemler

arasindaki kararlilik bolgeleridir.

Baslangi¢ kosullar1 x(to) =X, olan herhangi bir kesirli sistemin genel formu

DUx(t) = f (X, %, X,) (3.25)
olmak tizere kararlilik bolgesini veren lemma asagida verilmistir.

Lemma 3.4.1: Lineer olmayan Dx = f () sisteminin bir denge noktasi X olmak iizere,

J (7) Jacobian matrisinin tim A 6zdegerleri i¢in asagidaki kosul saglanirsa
larg 4| >a% (3.26)

X denge noktasinda yerel asimptotik kararhdir.
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Sekil 3.2 kesirli bir sistem i¢in kararlilik bolgesini gosterir.

Im 4
r/4
a -
2
Re
Kararh Kararsiz
Bolge Bolge
v

Sekil 3.2: Kesirli mertebeden bir sistemin kararlilik bolgesi [79].

Simdi (3.4) sistemimiz i¢in (3.22) ile ifade edilen hastaliksiz denge noktasindaki yerel

kararhigin1 gosteren asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.4.1: (3.4) ile verilen kesirli mertebeden pndmoni modeli E, hastaliksiz denge

noktasinda asagidaki kosullar saglandiginda asimptotik kararhdir:

(1-u,) p*x* B* (l—7z“ +k*z” )a)“ < (o-“ +y% 4+t + u3)

(3.27)
(1—ul)(1—p“)/<“ﬂ"‘ (1—7;“ + k“;r“)< (77“ +e"+u” +u4)
Ispat: (3.4) sisteminin (3.22) hastaliksiz denge noktasindaki Jakobiyen matrisi J(EO)
i -u, 0 —(1-u)xp(1-x) 0" —(1-u)k e (1-7) 5% ]
0 —u*—u, —(1-u)k*x“p 0" —(1-u )k x“ B 7" 0
= 0 0 B, B,
0 0 B, B,
o u, o“ P n” +u, —(u+67)]
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Burada

“)K“ﬁ“ (1—7[“ +k“7z“)a)“ +7% +U,

(1-p
(1—p"‘)1<"‘/5'“ (1—7["‘ +k"7z"’)—(77“ +&“+u” +u4)

olmak iizere J(EO) matrisinin 6zdegerleri ‘J(EO)—M‘:OiIe elde edilen karakteristik

polinomu ¢oziilerek hesaplanir. Routh-Hurwitz kriterine gore bu karakteristik polinomun

tiim 6zdegerleri negatif reel degere sahipse (3.4) sistemi, E, hastaliksiz denge noktasinda

yerel asimptotik kararlhidir. Buradan J(EO) matrisinin baz1 6zdegerleri

Ay, = _(ﬂa +u2)

(3.28)
dy=—(u"+5%)

olarak hesaplanir. (3.28) ile verilen bu 6zdegerlerin negatif oldugu asikardir. Geriye kalan

iki 6zdeger polinom bdlmesi ile elde edecegimiz asagidaki denklemden hesaplanir.

A2+ AL+B=0 (3.29)

Buradan A,B>0 veya A®>-4B <0 kosulunu sagliyorsa (3.29) denkleminin negatif reel
kisimli iki 6zdegeri vardir (Uarg (i, )‘ > O%Tj = 4,5). Boylece (3.4) sistemi E, hastaliksiz

denge noktasinda yerel asimptotik kararlidir.

Benzer sekilde (3.4) sisteminin (3.23) ile verilen endemik denge noktasindaki Jakobiyen

matrisi yardimiyla yerel kararlilik incelemesi yapalim.
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Teorem 3.4.2: (3.4) ile verilen kesirli mertebeden pnémoni modeli E” endemik denge

noktasi (3.23)’te asagidaki kosullar saglandiginda asimptotik kararlidir:

(1-u,) px“B* (Sl+k“S|;)2(a)“ (S,+S,+1+R)—1 ) <(0a e +u3),
3.30
(1-uy)(1-p*)x“ B (S, +k“S,)(S, +S,+C+R-0"C) (339

N2

<(ry“+g“+,u“+u4)

Ispat: (3.4) sisteminin (3.23) endemik denge noktasindaki Jakobiyen matrisi J(E*)

[
Il
wCT I\JU
= =
wCT NU
R N
ooc I\JU
@ ®
ooU I\JU
ES EN
ooU I\JU
& a

(3.31)

.u:
=
.;;:
N
.u:
[
.u:
N
.p:
o

m:
-
m:
)
m:
@
U'|:
b
U'|:
a1

olmak tizere buradaki,

bn:—(l_ul)¢ (SZ+C+I+R)_ﬂ_u2' b12=(1_u1)¢ SI’
N N
(1-u)x“BS, (0 (S, +S,+1 +R)-1)
3= N2 ’
b :_(1—u1)r<"‘,8"’81(81+82+C+R—a)“C) b 5" +(1-u)g°S,
4 N2 ’ 5 N ]
b21:(1—ul)l\ll< ¢ SZ’ b22:_(1—ul)k ) (N81+C+I +R)—,u“—u2,

(1-u)k“x“ S, (@ (S, +S, +1 +R)—1)
23 — N2

(1-u,)k“x“ S, (S, +S,+C+R-w"C) ] (1-u, )keg"S,

b24 - Nz ’ 25 Nz
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(1-u) p“¢“ (S, +C+1+R-k"S,) ) C(1-u) pg (k* (S, +C+1+R)-5,)
N Lo N ’

31—

(1-u,) p kB (S, +kS,)(@" (S, +S,+1 +R)-1)
N2

33

—(a"‘+7/"‘+y“+u3),

(1-u,) 5 B (S, +k“S, )((S, +8, +C +R-wC))

b34: N2 _(1_ pa)ﬂa’

(1-u,) px” B (S, +K"S,) - (1-u,)(1-p“) 4* (S, +C+1+R—k"S,)

by =— N2 U N '

C(1-u)(1-p7)g (ke (S, +C+1+R)-S,)

42 — N2 )

(1-u)(1-p )& (S, +k"S,)(@" (S,+S,+1 +R)-1)
N2

43 =

+(7" +u3),

(1-u)(1-p )& (S, +kS,)(S,+S,+C+R-0"C)
N2

—(77" +&%+u” +u4),

44 =

:_(l_ul)(l_palzl¢a(Sl+ka82)v by, =u,, by, =u,,

45

bsszaa' b54 p“n” +U,, b55:_(ﬂa+5a).

olmak iizere J(E*) matrisinin 6zdegerleri =0 ile elde edilen karakteristik

J . —xl
()~ *
polinomu c¢oziilerek hesaplanir. Routh-Hurwitz kriterine gére bu karakteristik polinomun

tiim 6zdegerleri negatif reel degere sahipse (3.4) sistemi, E~ endemik denge noktasinda
yerel asimptotik kararlidir. Buradan J(E*) matrisinin bazi 6zdegerleri

1-u)¢“ (S, +C+1+R
PN ),

1-u )kp“(S,+C+1+R
L owke(s, ) e

N
X3 :_(/‘a +5a)-
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negatif oldugu asikardir. (3.4) sistminin E~ endemik noktasinda da asimptotik kararli
olabilmesi i¢in tiim 6zdegerlerin negatif olmasi gerekir. Geriye kalan iki 6zdeger polinom

bolmesi ile elde edecegimiz asagidaki denklemden hesaplanir.

7’ +Ay+B=0 (3.32)

Buradan A,B>0 veya A®>-4B <0 kosulunu sagliyorsa (3.32) denkleminin negatif reel
kistmh iki dzdegeri vardir (Uarg(ﬂﬁ)‘ >a7ﬂj,i :4,5). Boylece (3.4) sistemi (3.30)

kosulunu saglarsa E~ endemik denge noktasinda yerel asimptotik kararlidir.
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4. COCUKLUK CAGINDA PNOMONIi HASTALIGININ OPTIMAL
KONTROLU

Bu boliimde ¢ocukluk caginda bulasici pndmoni hastaligi i¢in Atangana-Baleanu tiirev ile
genellestirilen (3.4) modelinin optimal kontrol stratejilerini sunacagiz. Model i¢in belirli
stirede hastaligin enfeksiyon giiciinii yavaglatmasini ve hatta ortadan kaldirmasini
saglayacak dort kontrol fonksiyonu diistiniilmiistiir. Bunlar1 asagidaki gibi detaylica tekrar

hatirlatacak olursak:

i.  u(t): Beslenme ve gevresel yasam kosullarmni iyilestirecek koruyucu onlemler;

hijyen, sanitasyon

i u, (t) : Pnomoniye kars1 duyarli ¢cocuklara uygulanacak asilama

. ug (t): Hastalik yayilimini kontrol altina almak i¢in tastyici ¢ocuklara tarama, test

uygulamasi

iv. U, (t) : Hastaliga yakalanan enfekte ¢cocuklar i¢in tedavi

Bu kapsamda problemimizde optimize edilmesi hedeflenen duruma goére performans indeks,

diger adlar1 ile amag fonksiyoneli veya maliyet fonksiyoneli asagidaki gibi belirlenmistir:

i=1

3 (Sl,SZ,C,I,R,t,ui)=minj[C (t)+1 (t)+%iwiuf(t)}dt, i-123.4 (4.1)

Burada w, olarak verilen katsay1 pozitif agirlik sabitleridir. Integral igerisindeki birimleri ve

uygulanacak kontrol yontemlerinden kaynakli maliyeti dengeleyen bir 6zellige sahiptir.

Simdi Pontryagin' in Maksimum {lkesi takip edilerek hesaplanan (2.36)-(2.38) arasinda

verilen optimallik kosullarin1 belirlemek i¢in Hamilton fonksiyonunu tanimlayalim.

H(S,,S,,C. I, R,u, 4,t)=L(C, Lu,t)+4(t) DI X (t) (4.2)
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Burada L(C,I,u;,t)=C(t)+] (t)+%(w1ul2 (t)+wyu3 (t)+wyul (t)+w,u; (t))  Lagrange
fonksiyonudur. Ayrica i=1,2,3,4,5 olmak iizere u (t)’ler kontrol fonksiyonlarini,

A (t) ’ler yardimc1 durum fonksiyonlarini yani adjoint degiskenleri

ifade eder.
H=C(t)+1(t)+ (Wu (t)+w2u22(t)+W3u32(t)+W4uf(t))
A4 (1)](2-7 (>)¢s<>+5a ()= S, (1) -, (1) S, (1))
+ﬂ~z(t){ﬂ“ ))K“97S, (1)~ S, (1) —u, (1) S, (1))
+ 2 (H){(1-u (t p¢8() (1-u (1)) pk“g"S, (1)
HI=p )1 () =(o" +77 +u” +us (1)) C (1)) (4.3)

p
+ 2, (]2 (1) (1= )" ¢S, (6) + (12—, (1)) (- p) k¢S, (1)
+(7/“+u (t))C(t)—(n“+g“+;ﬂ+u (t))l(t)}
+ 25 (D)]a“C(t)+ pn“1 (1)~ +5“)R(t)
+U, ()8, (1) + U, (£)S, (1) +u, (1)1 (1)}

Boylece Hamilton fonksiyonu (4.3) ile tanimlanur.

4.1 Gerekli Optimallik Kosullar

(3.4) sistemi ile (4.1) ile verilen performans indeks i¢in gerekli optimallik kosullar1 agagidaki

teorem ile verilecektir.
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Teorem 4.1.1: (3.4) sisteminin optimal durum ¢dziimleri S;,S,,C",1" ve R’ile (4.1)

performans indeksini minimize eden optimal kontrol fonksiyonlar u; ,u;u; ,uZ olsun. O

halde asagida verilen yardimei durum denklemlerini karsilayan 4, 4,,4;,4,,4 yardimc1

durum degiskenleri mevcuttur:

ABC Daﬂ,l ﬂ1
A

+4,

(1—ul)%(82 +C+1+R)+u” +u2}+j? {(1_%) ka;fa 52}
(1—ul)pa¢a (S,+C+1+ R)—(l—ul)paka’ﬁa S,

N

(1—ul)W(s2 +CH1+ R)—(l—ul)msz}

+A:U,

LD A, = ﬂl[(l u)¢_8} ﬂz{(l—ul)kaw(SﬁCH+R)+,u“+u2}

—4

-4,

+ AU,

N
(1-u, )pLW Sl_(l_ul)pﬂ’(\law (S,+C+1 +R)}

(1—u1)Wsl—(1—ul)W(sl+C+ |+ R)]

AB(:DO%3 %[( ) ;’Z“ Sl(wa(SI+SZ+I+R)—|)}

~ A, {(l—ul)TaSZ(a)“(SﬁSz +1+R)-1 )}

+ﬂ,4

(1_u1)pa§aﬂa (@ (S,+S,+1+R)=1)(S,+kS,) (o + 7 + " +u3)}

(1—%)%#((0“ (S,+S,+1+R)—I )(Sl+k“82)+y"‘ +u3}

tA0% +1
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f‘BCth/y:—A{@ u) ;ﬂas(s +S,+(1-w )cm)}
—,1{(1—%)%82(51%2+(1—a)“)C+R)}

+| (1-u,) pa’;lzﬂa (8.+8, +(1-")C+R)(S, +k"S, ) +(1- p)n“}

+1, (1—ul)(l_'0|)\|#(s1 +S, +(1—a)“)C + R)(S1 + k“Sz)]

—/14(77“ +&%+u” +u4)+25(p“77“ +u4)+l

ABe D A5 = 4[(1—%)%31 +§“}+/12 {(1—ul) k(;\jéa SZ}

N

~ (1—u1)p;|¢a sl+(1—u1)paka¢a sz}
)

A (1_ul)w

— s ( U+ )
A (tf ) =0 smir  kosulu  olmak  lizere  optimal  kontrol  fonksiyonlar:

u =u, (t),u; =u,(t),u; =ug (t),u, =u, (t) asagidaki gibidir:

min

%1 S = A K7S] + A p” (S:+k“8;)+/14(1—p)a(Sf+k“82)),1},0}

A8, + 2,8, 15 (S0 +S;) 1} 0}

min

min

o
;max{m.n{
e

- {
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Burada 4 =4 (t) ve S/ =S (t),S,=S,(t), C'=C'(t), I'=1"(t), R =R'(t) olacak

sekilde ifade edilmistir.
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5. NUMERIK COZUMLER VE KONTROL STRATEJILERI

Bu boliimde analitik sonuglar1 olusturulan optimallik kosullarini ¢6zmek igin niimerik bir
yontem kullanilacaktir. Bu, Adams-tipte tahmin edici-diizeltici yontem ile ileri-geri-
siiplirme yonteminin birlikte uygulanmasidir. Oncelikle [80,81] referanslarini takiben
programin algoritmasini olusturacagiz. Daha sonra kesirli pnomoni modeline adapte edilen
optimal kontrollerin etkilerini goérebilmek i¢cin MATLAB kullanarak niimerik

simiilasyonlarmi sunacagiz.

5.1  Algoritma

1.  Admm: Sistemin parametreleri ile S,(0)=S,, S,(0)=S,, C(0)=C,, 1(0)=1, ve

R(O) = R, baslangic kosullar1 tanimlanir.

2.  Adim: [O,tf] zaman aralig1 esit uzunluktaki N alt araliga boliiniir ve bdylece her

zaman digiimii asagidaki gibi ayarlanir.
tf
h :W’ t. =nh, n=0,12,...,N

3. Adim: n=0,12,...N olmak iizere U, = (ul, u,,Us, u4) kontrolleri i¢in bir baglangi¢ tahmini
yapilir.

4. Admm: Kontrol fonksiyonlari igin yapilan bu baslangi¢ tahminleri ile (S,,,S,9,Cy, 1o, Ry)
baslangi¢ kosulu ve 4 (tf )= 0 (i =12234, 5) smir kosullar ile birlikte (3.4) sistemi ileri

yonlii zaman ayriklagmasi ile ¢oziiliir. Durum denklemleri Atangana-Baleanu kesirli integral

denklemi olarak

ifade edilir. Daha sonra bu durum denklemlerine tahmin edici-diizeltici yontem asagidaki

bi¢imde uygulanir.
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#3000 (5 (6,5, (). C (1)1 ()R (1), (1) ]

j=0

hO{

SP(t,,)= Sl(O)JFWLZ:‘bJ‘”” f,(t,. S, (), S, (t,).C(t,). 1 (). R(t,).u (tn))}

#3080 (68, (6), S, (6),C ()1 (8 ) R(E, )0 ()]

j=0

cr (tn+1):C(0)+W{§bmﬂf3 (t,.5:(t),S,(t,).C(t,). 1 (t,).R(t,).u, (tn))}

R(t2) = R(0)+w| fy(trss S (10.0),8F (10) € (1), 1P () R (1) (8,0))

#3000 1 (6,5 (4):5,(6),.C (6 ). 1 (1) R(4).ui(1,))]

=0

Rp(tn+1>=R(0>+W[§b,—,wfs<tn,s1<tn>,s2<tn>,c<tn>,I<tn>,R<tn>,ui <tn>>}

Burada n=0,1,2,..,N-1ve j=0,1,2,...,n dir. Ayrica v, a;,, Ve bj,n+l katsayilar1
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y = (5.2)

n“*—(n-a)(n+1) j=0
aj'nJrl: (n_j+2)a+l+(n_j)a+l_2( _J+1)a+1 1SJSn (53)
1 j=n+1

., (1=a)r (@)
bj,n+1: ha
(n-j+1)"-(n-j)", j=012..,n-1

! J=n (5.4)

5. Adim: 4 (tf )=0 1=12,3,4,5 smir kosulu altinda Teorem 4.1.1 ile verilen yardimci

durum denklemleri ileri yonlii zaman ayriklagmasi ile ¢6ziiliir. Yardime1 durum denklemleri

Atangana-Baleanu kesirli integral denklemi olarak

Aty —t)= %(Z; F(t —tx(t —t),u (t; -t))
‘ (5.5)
aO)[F !%( - T)’“i (tf —T)J«(tf —T))dz'

ifade edilir. Ardindan yardimci durum denklemlerine Adams tipi tahmin edici-diizeltici

yontem asagidaki gibi uyarlanir.

Aty ni)= (s Mh :a)r (a){aa—':(tN_n_l, X(ty g )by (ty o )s AP (ty0e))
30 Bt (0 001 (1)) 59

n

A° (tN—n—l) = W[g bj,n+l aa_l;(l(th ' X(tN—j )’ui (tN*J )’/1" (tN*J’ )):|

Burada n=0,1,2,..,N vej=0,1,2,...,k dir. Ayrica (5.6) denklemlerindeki a. ., veb

j,n+l j,n+l

katsayilar1 4. adimda verilenlerdir.
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6. Adim: 4. adimda ve 5. adimda elde edilen yinelemeli degerler kullanilarak, u; kontrol

fonksiyonlarmin degerleri giincellenir.

7. Adim: Son olarak yardimci durum ve durum fonksiyonlar1 i¢in hata tolerans degerleri
belirlenir. Eger fonksiyonlarin ardisik degerleri arasindaki fark belirlenen tolerans araliginda
kaliyorsa hesaplama sonlanir ve elde edilen sonuglar optimal ¢oziimlere karsilik gelir.

Degerler bu tolerans araliginda kalmiyorsa 3. adima tekrar geri doniiliir.

5.2  Kontrol Stratejileri

(3.4) sisteminde goriildiigi tizere dort kontrol fonksiyonu yer almaktadir. Bu kontrol
fonksiyonlarmin etkinligini inceleyebilmek icin olasi tiim durumlari ve bu durumlardan

ortaya ¢ikacak tiim kombinasyonlari stratejilerle bu boliimde ele alacagiz.

A Durumu: Tek Kontrol

Strateji 1: Sistemde sadece U, kontrol fonksiyonun oldugu durumu temsil eder.
u#0,u,=0,u,=0,u,=0

Strateji 2: Sistemde sadece U, kontrol fonksiyonun oldugu durumu temsil eder.
u,=0,u,#0,u;,=0,u,=0

Strateji 3: Sistemde sadece U, kontrol fonksiyonun oldugu durumu temsil eder.
u,=0,u,=0,u,#0, u, =0

Strateji 4: Sistemde sadece U, kontrol fonksiyonun oldugu durumu temsil eder.
u,=0,u,=0,u,=0,u,=#0

B Durumu: Ikili Kontrol Kombinasyonlart

Strateji 5: Sistemde u, ve u, kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte edildigi durumu temsil

eder.

u#0,u,#0,u;,=0,u,=0
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Strateji 6: Sistemde u, ve u, kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte edildigi durumu temsil

eder.

u#0,u,=0u,#0, u, =0

Strateji 7: Sistemde u, ve u, kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte edildigi durumu temsil
eder.

u#0,u,=0,u,=0,u, %0

Strateji 8: Sistemde u, ve u, kontrol fonksiyonlarmm birlikte adapte edildigi durumu
temsil eder.

u=0,u,#0, u;#0, u, =0

Strateji 9: Sistemde u, ve u, kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte edildigi durumu temsil
eder.

u,=0,u,#0, u;=0, u, #0

Strateji 10: Sistemde u, ve u, kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte edildigi durumu
temsil eder.

u,=0,u,=0,u,#0, u, #0

C Durumu: Uclii Kontrol Kombinasyonlar:

Strateji 11: Sistemde u,,u, ve U, kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte edildigi durumu

temsil eder.
u#0,u,#0, u;#0, u, =0

Strateji 12: Sistemde u,,u, ve u, kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte edildigi durumu

temsil eder.

u#0,u,#0,u;,=0, u, #0

Strateji 13: Sistemde u,,u, ve u, kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte edildigi durumu

temsil eder.
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u#0,u,=0,u;#0, u, #0

Strateji 14: Sistemde u,,u, ve u, kontrol fonksiyonlarmmn birlikte adapte edildigi durumu

temsil eder.
u,=0,u,#0, u;#0, u, #0
D Durumu: Dortlii Kontrol

Strateji 15: Sistemde u,,u,,u, ve U, olan tiim kontrol fonksiyonlarinin birlikte adapte

edildigi durumu temsil eder.

u#0,u,#0, u; %0, u, #0

5.3  Niimerik Sonuglar ve Tartisma

(3.4) ile wverilen sisteme gore optimal kontrol problemimizin amaci dort kontrol
fonksiyonunu takiben, pnomoni hastaligina karst onlem olusturabilmek, popiilasyanda
enfekte cocuklar olustugunda derhal tespit edebilmek ve enfekte cocuklara etkili tedavi
uygulayabilmekten gecer. Bu baglamda enfekte ¢ocuklarin sayisinin azalmasi, iyilesen
cocuklarin sayismin artmasi istendik durumlardir. Bir 6nceki alt baslikta algoritmasi verilen
Atangana-Baleanu tiirevi i¢in Adams-tipi tahmin edici-diizeltici niimerik yontem, gesitli
kontrol stratejileri igin MATLAB programui kullanilarak olusturulmustur. Bunun i¢in [40]
referansindan yararlanilarak parametre degerleri, agirlik katsayilar1 ve baslangic kosullari

asagidaki gibi alimustir.

w, =0.02,
w, =0.1, 5
agirlik katsayilar
w, =0.02,
w, =0.35
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C(0)=50, baslangi¢ kosullar

Tablo 5.1: Modeldeki parametreler ve degerleri.

Parametreler Degerleri
T 0.867
b 595* i
o 0.2
n 0.0238
p 5
K 0.9
£ 0.33
® 0.001124
P 0.338
o) 0.0116
p 0.5

[Ik olarak Sekil 5.1°de A Durumu olarak ele aldigimiz her bir kontrol fonksiyonun tek basna
sisteme adapte edildigindeki olusan stratejilerin kiyaslamasi mevcuttur. Burada o keyfi
olarak 0.9 degeri secilmistir. Her bir kontroliin davranisina bakildiginda segilen zaman
araliginda uzun vadede devam eden davranislar sergilemislerdir. Bu istendik bir durumdur

ki, kontrollerin oldukca etkin ve amacina uygun calisabilecegini ifade eder. Strateji 1
sistemde yalnizca U, kontroliiniin varliginda popiilasyona beslenme ve cevresel yasam
kosullarini iyilestiremeye yonelik hijyen, sanitasyon gibi uygulamalardir ve duyarli ¢cocuk
smiflarindan (1—u1) oran kadari insidans oranindan ¢ikartilarak etki eder. Bu durum
cocuklarin tasiyici ve enfekte siniflarina gecis oranini yiiksek oranda azaltici etki
gostermistir. A durumundaki dort strateji arasindan enfekte cocuklarin sayisni en kisa
zamanda azaltan Strateji 1°dir. Strateji 2 sistemde yalnizca U, kontroliiniin varligmi yani

pnomoni hastaligina karsi asilama uygulamasmi temsil eder. Cocuklarin hastaliga karsi

duyarli smiflardan ¢ikarak bagisiklik kazanmis duruma gelmesini saglamaktadir. Sekilde
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goriildiigl iizere iyilesen ¢ocuklarin sayismin en ¢ok arttigi durum Strateji 2°dir. Test ve
tarama icin etkili bir kontrol olan U, {in tek basina sisteme adapte edilmesi Strateji 3 ile

gosterilmistir. Tastyict siniftaki ¢ocuklarin tespit edilerek enfekte sinifina gegmesini
sagladigi icin sekilden de goriildiigii gibi enfekte gocuklarin sayist arttirmustir. Strateji 4 ile
pnomoniden enfekte olan c¢ocuklara uygulanacak etkili tedavi yontemidir ve istendik
bicimde enfekte ¢cocuklarm sayisiin hizlica azaldigy, iyilesen ¢ocuklarin sayisinin da arttigi

gozlemlenmistir.

Sekil 5.2 ile B Durumu olarak ele aldigimiz ikili kontrol se¢imlerinin sisteme adapte
edilmesi ile olusan farkl stratejileri ve kontrolsiiz sistemin karsilastirmasini sunar. Buradan
acikca goriiliir ki tasiyici ¢cocuklarin sayist en kisa zamanda en aza indiren Strateji 6’dir.
U, Ve U, kontrollerinin yani hastaliga karsi onlem ile test-tarama uygulamalarinin tasiyici
cocuk sinifinda etkisi istendik sekilde yiliksektir. Enfekte ¢ocuklarin sayisini en kisa zamanda
en aza indiren Strateji 7°dir. U, Ve U, kontrollerinin yani hastaliga kars1 6nlem ile etkin tedavi
uygulamasi enfekte ¢cocuk smifinin azalmasinda en basarili sonug olmustur. Ayrica optimal
kontroliin bir diger 6nemli amacini karsilayan iyilesen ¢ocuk sinifinin artmasindaki oldukca
etkili olan birbirine yakin iki strateji 5 ve 9’dur. Buradaki 6nemli ortak kisim U, kontroliiniin
varligidir. Duyarl tiim ¢ocuklara asilama uygulamasmi ifade eden bu yontem oldukga etkili
bigimde iyilesen ¢ocuk sinifin1 hastaliga kars1 bagisiklik kazandirarak arttirmistir. Sekil 5.3
ile B durumundaki her bir stratejideki ikili secimlerle alinan bu kontrollerin davranislar1

sunulmustur.

Sekil 5.4°te C Durumu olarak ele aldigimiz ti¢lii kontrol se¢imlerinin sisteme adapte edilmesi
ile olusan farkl: stratejileri ve kontrolsiiz sistemin karsilastirmasini sunar. Sekilden agikca
goriiliir ki bu stratejiler arasindan en basarili sonug¢ Strateji 12’ye aittir. U, U, Ve U,
kontrollerinin sisteme ayni anda adapte edilmesi optimal kontrol probleminin iki dnemli
amacmna da en iyi yanitlar1 vermistir. Onlem, asilama ve tedavi kapsaminda etki etmesini
planladigimiz bu kontroller enfekte ¢ocuk sayisini en aza indirirken iyilesen ¢ocuk sayisini
en iist diizeye ¢ikaran strateji olmustur. Sekil 5.5 ile C durumundaki her bir stratejideki ti¢lii

secimlerle alman kontrollerin davraniglar1 sunulmustur.
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Sekil 5.6 ile D durumu olarak ele aldigimiz dort kontroliin sisteme ayni1 anda uyarlanmasi
olan Strateji 15 ve kontrolsiiz sistemin kiyaslanmasi yer almaktadir. Sanitasyon ve hijyen
gibi 6nlem uygulamalari, popiilasyondaki tiim duyarli ¢cocuklara asilama, tasiyici olarak
popiilasyonda hastaligi bulastiran gocuklarin test-tarama ile hizlica tespit edilmesi ve enfekte
cocuklara etkin tedavi yontemleri 6ngoriildigii gibi oldukg¢a basarili bigimde kontrolsiiz
sisteme etki etmistir. Sekil 5.7 ile D durumundaki Strateji 15°te yer alan dort kontroliin ayn1

anda adapte edilmesindeki davranislar1 sunulmustur.

Incelenen tiim stratejiler arasindan sekillerde goriildiigii iizere en iyi degerlere ulastigimiz
dort kontroliin ayni anda uygulandigi durumdur. Ancak bu az gelismis veya gelismekte olan
tilkeler g6z Oniine alindiginda sosyal ve ekonomik agidan zorlayici olabilir. Bu tezin de
amacini olusturan tiim durumlardaki en iyi stratejiler detaylica incelenerek gercek diinya ile

tutarl bir ¢alisma olusturulmasidir.
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Sekil 5.1: « =0.9i¢in A durumundaki tek kontrolli stratejilerin ve kontrolsiiz sistemin

karsilastirmasi.
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Sekil 5.2:  =0.9i¢in B durumundaki ikili kontrol kombinasyonlarindan olusan

stratejilerin ve kontrolsiiz sistemin karsilastirmasi.

61



Strateji 5 Strateji 6
1 o — 1 ;
. \
~
S, 1
= = . I = |
;-’— 0.5} == = = U, Kkontrolii “\‘ | ;-’— 0.5} = = = U kontrolii
—_— =, kontroli \ u, kontroli
N
0 : : : 0 : : :
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t (giin) t (giin)
1 Strateji 7 1 Strateji 8
-~-~.~.\ i l[
~
= S e I
;— 0.5 [ |== = =u_ kontrolil \ 1 ;-’— 0.5 == = = u, kontrolii |
u, kontrolii X u, kontrolii ‘
‘ 3
0 : : : : 0 : : : |
0 10 20 30 40 10 20 30 40
t (giin) t (giin)
Strateji 9 Strateji 10
1 II——Il-—..—l.—-l.——ll——.l»—l.—} 1 ===r====== e y
:‘ 0.8 ;
= 0.5 [ |== =u_ kontrolii . =067 u_ kontrolii i
> 2 ] =} 3 1l
u, kontrolii i 0.4 u, kontrolii |
0 ‘ . . } 0.2 . . ‘ 1
0 10 20 30 40 10 20 30 40
t (gun) t (giin)

Sekil 5.3:  =0.9i¢in B durumundaki ikili kontrol kombinasyonlarindan olusan

stratejilere gore kontrollerin davranislari.
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Sekil 5.4: « =0.91i¢in C durumundaki ti¢lii kontrol kombinasyonlarmdan olusan
stratejilerin ve kontrolsiiz sistemin karsilagtirilmasi.
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Sekil 5.5: a =0.9i¢in C durumundaki tiglii kontrol kombinasyonlarindan olusan
stratejilere gore kontrollerin davranislari.
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Sekil 5.6:  =0.9i¢in D durumundaki dortlii kontrolden olusan strateji ve kontrolsiiz

sistemin karsilastirmasi.
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Sekil 5.7: a =0.9i¢in D durumundaki dortlii kontrolden olusan stratejiye gore kontrollerin

davraniglar.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasi, ¢cocukluk caginda agir etkileri ile bilinen pndmoni hastaliginin bulasindan
dogacak biiyiik etkileri 6nlemek ve kontrol altina alabilmek ic¢in gerekli stratejileri analiz
etmektedir. Buradan hareketle dncelikle hastaligin yayilim dinamiklerini agiklamak i¢in
hastaliga kars1 gii¢lii bir bagisiklik yaratan anne siitiiyle beslenme durumlarini dikkate alan
[40] calismasindaki matematiksel modelin gelistirilmesi hedeflenir. Hastaliklarin ¢apraz
gecisli davraniglari, tamsay1 mertebeden tiirevleri ve singiiler ¢ekirdekli kesirli tiirevleri
modellemek igin yetersiz birakabilir. Bu nedenle tamsayr mertebeden verilen referans
calismadaki model, ger¢ege en yakin ve Ozellikleri ile olduk¢a faydali oldugu bilinen
Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile birim uygunlugu da dikkate alinarak yeniden ifade edilir.
Bu tiirevin singiiler olmayan ¢ekirdegi sayesinde, hastaligin yayilmasmin baslangicinda ve

sonunda hastaligin evrimi hakkinda daha 1y1 i¢gdrii saglar.

Bulasici hastaliklarin modellenmesinde disiplinlerarasi fayda g6z oniine alinarak daha iyi
bir calisma sunabilmek i¢in epidemiyolojik ve ekonomik faktorlerin bir kombinasyonunu
barindiran optimal kontrol teori tezin temel amacini olusturur. Cocukluk c¢agindaki
pnomoniye karsi asilama, koruyucu Onlem, test-tarama ve tedavi olarak diisiiniilen dort
kontrol fonksiyonu sisteme adapte edilerek hastaligin tasiyici ve enfekte ¢ocuk sayilarini
azaltmasi ek olarak bu kontrol maliyetlerinin en azda tutulmasi esastir. Kontrol miidehaleleri
eklenen ve Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile gelistirilen model i¢in analiz asamalar1 pozitif
ve smirli ¢6ziim bolgesi, denge noktalar1 ve hastaliginin yayiliminda esik deger kabul edilen
temel iireme sayisinin bulunmasi ve denge noktalarindaki yerel kararlilik analizini takip
eder. Ardindan optimallik kosullar1 belirlenen sistem i¢in Adams-tipte tahmin edici-diizeltici
yontem ile ileri-geri siiplirme yontemi birlikte kullanilmistir. Dort kontrol fonksiyonun
etkinligini inceleyebilmek i¢in olasi tiim durumlar1 ve bu durumlardan ortaya ¢ikacak tek,
ikili, ticlii ve dortli tiim se¢im kombinasyonlari stratejiler halinde ele alinmistir. En avantajli
stratejinin problemde Ongoriildiigli tizere dort kontroliin ayni anda uygulandigi durum

olmustur.

Tezde islenen ¢ocukluk ¢cagindaki pndmoni hastaliginin ilk kez Atangana-Baleanu tiirevi ile

ifade edilmesi ve ilk kez bu hastalik icin kesirli optimal kontrol probleminin olusturuluyor
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olmasu literatiir i¢in kiymetli ve kapsamlidir. EK olarak bu ¢alisma 1s1gmda var olan model

farkli insidans oranlarinda incelenerek analiz edilebilir.
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