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ÖZET 

MODİFİYE EDİLMİŞ ÜSTEL AÇILIM FONKSİYON METODU İLE BAZI 

LİNEER OLMAYAN KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN SOLİTON 

ÇÖZÜMLERİNİN ANALİZİ 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

SEDA KAÇAR 

BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

(TEZ DANIŞMANI: DOÇ. DR. FIRAT EVİRGEN) 

 

BALIKESİR,  TEMMUZ - 2023 

 

Kısmi diferansiyel denklemler gerçek hayattaki birçok olayın modellenmesinde 

kullanılmaktadır. Bu sebeple kısmi diferansiyel denklemlerin çözümleri üzerine literatürde 

farklı çalışmalar yer almaktadır. Bu çalışmalar arasında özellikle dalga denklemleri ve 

bunların çözümleri üzerinde yoğunlaşılmıştır. Bunun en önemli nedeni dalga denklemlerinin 

doğal olayların ve fenomenlerin matematiksel modellemesinde geniş bir uygulama alanına 

sahip olmasıdır. Örneğin, ses, ısı, elektromanyetik dalgalar gibi birçok fiziksel süreç dalga 

denklemleriyle açıklanabilir. 

Bu tez kapsamında literatürde mevcut bazı kısmi diferansiyel denklemler ele alınmış ve 

analitik çözümleri modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metodu ile incelenmiştir. Bu 

amaçla ilk olarak tezin birinci ve ikinci bölümünde, genel bir literatür taramasına yer verilmiş 

ve sonraki bölümlerde kullanılacak temel tanım ve kavramlar ifade edilmiştir. Üçüncü 

bölümde, ele alınan kısmi diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerinin araştırılmasında 

kullanılacak modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon  metodu tanıtılmış ve yöntemin işlem 

basamakları ayrıntılı olarak açıklanmıştır. Son olarak, modifiye edilmiş Burgers KdV, 

Benjamin-Bono-Mahony ve modifiye edilmiş Korteweg-de Vries (KdV) denklemlerinin 

analitik çözümleri karakterize edilerek çeşitli boyutlardaki grafikleri ile kontur grafiği 

çizilerek görselleştirilmiştir. 
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ABSTRACT 

ANALYSIS OF SOLITON SOLUTIONS OF SOME NONLINEAR PARTIAL 

DIFFERENTIAL EQUATIONS BY MODIFIED EXPONENTIAL EXPANSION 

FUNCTION METHOD 

MSC THESIS 

 

SEDA KAÇAR 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. FIRAT EVİRGEN ) 

BALIKESİR,  JULY - 2023 
 

Partial differential equations are used in modeling many real-life events. For this reason, there 

are different studies in the literature on the solutions of partial differential equations. Among 

these studies, especially the wave equations and their solutions were focused on. The most 

important reason for this is that wave equations have a wide application area in the 

mathematical modeling of natural events and phenomena. For example, many physical 

processes such as sound, heat, and electromagnetic waves can be explained by wave 

equations. 

 

Within the scope of this thesis, some partial differential equations available in the literature 

are discussed and their analytical solutions are examined with the modified exponential 

function expansion method. For this purpose, firstly, in the first and second parts of the thesis, 

a general literature review is given and the basic definitions and concepts to be used in the 

next sections are expressed. In the third chapter, the modified exponential function expansion 

method, which will be used to investigate the analytical solutions of the partial differential 

equations, is introduced and the steps of the method are explained in detail. Finally, analytical 

solutions of modified Burgers KdV, Benjamin-Bono-Mahony, and modified Korteweg-de 

Vries (KdV) equations are characterized and visualized by plotting contour plots with graphs 

of various dimensions. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

KEYWORDS: Partial differential equation, modified exponential function expansion 

method, analytic solution. 
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1. GİRİŞ 

 

Diferansiyel denklem kavramı, matematik tarihinde oldukça eski bir kökene sahiptir. İlk 

diferansiyel denklemler, antik çağlarda bile ele alınmıştır. Antik Yunan matematikçileri, 

geometrik problemleri çözerken, kirişlerin eğriler üzerindeki hareketini tanımlamak için 

basit diferansiyel denklemleri kullanmışlardır [1]. 

Ancak modern diferansiyel denklemler teorisi, 17. yüzyılda ortaya çıkmıştır. Isaac Newton 

ve Gottfried Wilhelm Leibniz gibi matematikçiler, bu dönemde diferansiyel ve integral 

hesaplamalarının temellerini atmışlardır. Newton, hareket yasalarını diferansiyel denklemler 

yardımıyla ifade ederek, klasik mekanik alanında büyük bir ilerleme sağlamıştır. 

Daha sonra, 18. ve 19. yüzyıllarda, matematikçiler diferansiyel denklemler teorisini 

derinleştirmiştir. Bu dönemde, matematiksel fizik ve mühendislik problemlerinin 

çözümünde diferansiyel denklemlerin önemi artmıştır. Özellikle Joseph Fourier, Pierre-

Simon Laplace ve Carl Gustav Jacobi gibi isimler, diferansiyel denklemler alanında önemli 

katkılarda bulunmuşlardır. 

20. yüzyılda, diferansiyel denklemler teorisi daha da gelişti ve çeşitli alt alanları ortaya çıktı. 

Örneğin, kısmi diferansiyel denklemler, kontrol teorisi, kaotik sistemler ve dinamik 

sistemler gibi alanlar diferansiyel denklemler teorisine önemli katkılar yaptı [1]. 

Diferansiyel denklemler kavramı zaman içinde matematiksel düşüncenin temel bir parçası 

haline geldi ve birçok farklı uygulama alanında güçlü bir araç olarak kullanıldı. 

Kısmi diferansiyel denklemler, adi diferansiyel denklemler içinde önemli bir yer 

tutmaktadır. Adi diferansiyel denklemler, tek bir bağımsız değişkenin türevleriyle ifade 

edilen denklemlerdir. Bu tür denklemler, genellikle tek bir boyutta hareket eden sistemlerin 

modellenmesinde kullanılırken, kısmi diferansiyel denklemler, birden çok bağımsız 

değişkenin türevlerini içerir ve çok boyutlu sistemlerin modellenmesinde kullanılır [2]. 

Kısmi diferansiyel denklemler, doğal fenomenleri ve fiziksel süreçleri daha gerçekçi bir 

şekilde açıklamada büyük önem taşır. Birçok fiziksel olay, ısı yayılımı, elektromanyetik 

alanlar, akışkan dinamiği, kuantum mekaniği gibi alanlarda kısmi diferansiyel denklemlerle 
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ifade edilir. Örneğin, ısı transferi problemleri, malzeme işleme süreçleri, hava akışı 

modelleri gibi birçok uygulama kısmi diferansiyel denklemlerin kullanımını gerektirir [2-5]. 

Kısmi diferansiyel denklemlerin önemi, karmaşık sistemlerin analizi, tahmini ve kontrolü 

açısından da büyük bir etkiye sahiptir. Bu denklemlerin çözümleri, sistemlerin gelecekteki 

davranışını tahmin etmek ve optimize etmek için kullanılabilir. Kısmi diferansiyel 

denklemlerin analitik veya sayısal çözümleri, mühendislik tasarımlarında, fizik 

simülasyonlarında, hava tahmininde ve diğer birçok uygulama alanında kullanılır [6-7]. 

Kısmi diferansiyel denklemler arasında, dalga denklemleri önemli bir yer tutar ve birçok 

farklı disiplinde büyük öneme sahiptir. Dalga denklemleri doğal olayları, fiziksel sistemleri 

ve mühendislik problemlerini modellemek için yaygın olarak kullanılır. Bu denklemler, 

dalga hareketlerinin zaman ve uzayda nasıl yayıldığını açıklarlar. Bu tür denklemler, birçok 

fiziksel sistemde karşılaşılan sorunların çözümünde önemli rol oynarlar. Solitonlar, dalga 

denklemlerinin özel bir türü olan doğrusal olmayan dalga denklemlerinin çözümleridir. 

Solitonlar, birçok dalga fenomeninde karşılaşılan tek tek, lokalize edilmiş dalgalar olarak 

tanımlanabilirler. Bunlar, birçok dalga fenomeninde, deniz dalgalarından optik fiberlere 

kadar birçok uygulamada karşılaşılan önemli bir fenomen olmuştur. Solitonların en ilginç 

özelliklerinden biri, herhangi bir şekil ve boyutta olabilen ve diğer dalgalarla etkileşime 

girdiklerinde bile kendi şeklini ve hızını koruyabilen dalgalar olmalarıdır. Bu özellikleri, 

solitonların bilgi iletimi, veri saklama ve doğrusal olmayan etkileşimlerin modellenmesinde 

kullanılmalarını sağlar [8]. 

 

Gerçek hayattan gelen problemlerin matematiksel modellerinin oluşturulmasıyla elde edilen 

adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin araştırılması, matematikçilerin ve 

araştırmacıların ayrıca ilgi odağı olmuştur. Çünkü çözüm bulma süreci, sistemin davranışını 

anlamak, tahmin etmek ve kontrol etmek için kritik bir adımdır. Çözümler, sistemin istikrarı, 

dengeleri, sürekliği, titreşimleri, dalgalanmaları gibi özelliklerini ortaya koyar. Bu özellikler, 

gerçek hayattaki problemlere uygulamalar yaparken önemli bilgiler sağlar. 

 

Denklemlerin çözümlerinin araştırılması, analitik ve sayısal yöntemlerle gerçekleştirilir. 

Analitik yöntemler, denklemi tam olarak çözmek ve analitik ifadeler elde etmek için 

kullanılır. Bu, denklemlerin matematiksel özelliklerini derinlemesine anlamamıza ve 

sistemin davranışını açık bir şekilde ifade etmemize olanak tanır. Sayısal yöntemler ise 
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denklemlerin yaklaşık çözümlerini hesaplamak için bilgisayar tabanlı teknikler kullanır. Bu 

yöntemler, karmaşık problemlerin çözümünü daha pratik bir şekilde elde etmek için yaygın 

olarak kullanılır. 

Dalga denklemleri gibi tipteki problemlerin çözümleri için literatüre birçok yöntem 

kazandırılmıştır. Bu yöntemler, problemin özelliklerine ve çözüm sürecinin doğasına göre 

çeşitlilik gösterir. Bu metotlardan bazıları, tanh metodu [9], genişletilmiş tanh fonksiyon 

metodu [10], exp fonksiyon metodu [11-14], Hirota bilineer dönüşüm metodu [15], 

Backlund ve Darboux dönüşüm metodu [16], ters saçılım metodu [17,18], genişletilmiş 

Weierstrass dönüşüm metodu [19,20], ilk integral metodu [21], F-açılım metodu [22],          

(G /G′) -açılım metodu [23,24], geliştirilmiş Bernoulli sub-ODE metodu [25], Sine-Gordon 

açılım metodu [26], değiştirilmiş üstel metodu [27], Jacobi eliptik fonksiyon metodu [28], 

Kudryashov metodu [29], modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metodu (MEFM)  [30] 

şeklinde sıralanabilir. 

Bu tez, literatürde bulunan bazı kısmi diferansiyel denklemleri ele alarak analitik 

çözümlerini modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metoduyla incelemeyi amaçlamaktadır. 

Bu amaç doğrultusunda, ilk olarak tezin birinci ve ikinci bölümlerinde genel bir literatür 

taraması yapılmış ve daha sonra kullanılacak temel tanımlar ve kavramlar açıklanmıştır. 

Üçüncü bölümde, ele alınan kısmi diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerini araştırmak 

için modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metodu tanıtılmış ve bu yöntemin adımları 

detaylı bir şekilde açıklanmıştır. Son olarak, değiştirilmiş Burgers KdV, Benjamin-Bono-

Mahony ve modifiye edilmiş Korteweg-de Vries (KdV) denklemlerinin analitik çözümleri 

çeşitli boyutlarda grafikler ve kontur grafikleriyle karakterize edilerek görselleştirilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1 Adi Diferansiyel Denklemler 

Bir bağımsız değişkeni, bilinmeyen fonksiyonu ve onun türevlerini içeren 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛)) = 0, 

 

şeklindeki bağıntıya adi (basit) diferansiyel denklem denir. Burada 𝐹 tüm argümanlarına 

göre herhangi bir bilinen fonksiyon olmaktadır [31].  

 

Tanım 2.1. Diferansiyel denklemin içerdiği türevlerin en yüksek mertebesine denklemin 

basamağı yada mertebesi denir. 

 

Tanım 2.2. Bir diferansiyel denklem eğer içinde bulundurduğu her basamaktan türeve göre 

bir polinom denklem olarak yazılabiliyorsa, bu diferansiyel denklemde gözüken en yüksek 

basamaktan türevin üssüne (kuvvetine) bu diferansiyel denklemin derecesi denir. 

 

Adi diferansiyel denklemler mertebe, derece ve lineer terim içerip içermedikleri gibi farklı 

açılardan sınıflandırılır. Bu sınıflandırmalar dikkate alınarak çeşitli çözüm yöntemleri 

verilmiştir. Genel olarak bir diferansiyel denklemin çözümü ifade edebilmek için aşağıdaki 

tanımlardan yararlanılır. 

 

Tanım 2.3. Bir 𝐴 ⊂  𝑅  aralığını alalım. 𝐴 aralığı üzerinde tanımlı ve 𝑚 defa sürekli 

türevlere sahip fonksiyonların kümesine 𝐶𝑚(𝐴) denir .  

 

Tanım 2.4. Bir 𝜙 ∈ 𝐶𝑛(𝐴) fonksiyonu verilsin. Eğer 𝜙 fonksiyonu 𝐴 kümesi üzerinde 

𝐹(𝑥, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 diferansiyel denklemini özdeş olarak sağlıyorsa 𝜙 fonksiyonuna 

𝐴 üzerinde diferansiyel denklemin çözümüdür denir. Eğer bu çözüm 𝑛 tane keyfi sabit 

içeriyorsa genel çözüm, genel çözüm içindeki keyfi sabitlere değer verilerek elde edilen 

çözümlere özel çözüm. Eğer diferansiyel denklemin bir çözümü genel çözümdeki keyfi 

sabitlere değer verilerek elde edilemiyorsa bu çözüme aykırı, tekil yada singüler çözüm denir 

[32]. 
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2.2 Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemler 

Bir kısmi türevli diferansiyel denklem, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 bağımsız değişkenlerine bağlı bilinmeyen 

𝑧 fonksiyonu ve onun sonlu sayıda kısmi türevlerinin oluşturduğu bir bağıntıdır.  

 

𝑧 bağımlı; 𝑥 ve 𝑦 bağımsız değişkenler olmak üzere bir kısmi türevli denklem genel olarak  

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑧𝑥, 𝑧𝑦, 𝑧𝑥𝑥, 𝑧𝑥𝑦 , 𝑧𝑦𝑦, … ) = 0, 

 

şeklindedir. Burada 

 

𝑧𝑥 = 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,  𝑧𝑦= 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
,  𝑧𝑥𝑥 =

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
,  𝑧𝑥𝑦 =

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
,  𝑧𝑦𝑦 =

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
,  

 

dir. 𝑛 bağımsız ve bir bağımlı değişkene sahip kısmi türevli denklemlerin genel şekli ise 

 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ve 𝑧 = 𝑧(𝑥) olmak üzere  

 

𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑧, 𝑧𝑥1
, … , 𝑧𝑥𝑛

, 𝑧𝑥1𝑥1
, 𝑧𝑥1𝑥2

, … ) = 0,        

  

formunda ifade edilebilir. Burada 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛 bağımsız değişkenleri; 𝑧 ise bağımlı değişkeni 

göstermekte ve 𝑧𝑥𝑖
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥𝑖
, 𝑧𝑥𝑖𝑦𝑗

=
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
,  𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛  dir. 

Kısmi diferansiyel denklemler, akışkanlar mekaniği, ısı ve kütle transferi, sesin yayılması, 

esneklik, elektrostatik ve elektrodinamik (örneğin, Maxwell denklemleri) ve görelilik dahil 

olmak üzere birçok alandaki fiziksel yasaları tanımlar. Kısmi diferansiyel denklemler ile 

ilgili bazı temel kavramlar aşağıdaki gibidir [33]. 

 

Tanım 2.5. Kısmi diferansiyel denklemin içerdiği türevlerin en yüksek mertebelisine kısmi 

türevli diferansiyel denklemin mertebesi denir. 

 

Tanım 2.6. 𝑧(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ve bu fonksiyonun kısmi türevleri verilen kısmi diferansiyel 

denklem 𝑅𝑛 uzayının bir bölgesinde özdeş olarak sağlanıyor ise 𝑧(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

fonksiyonuna verilen kısmi diferansiyel denkleminin bir çözümüdür denir.  

 

Tanım 2.7. Kısmi diferansiyel denklemin mertebesine eşit sayıda keyfi bağımsız fonksiyon 

içeren çözümüne genel çözüm denir. Genel çözümden keyfi fonksiyonların belirli bir seçimi 
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ile elde edilen çözümlere ise özel çözüm, keyfi fonksiyonların belirli bir seçimi ile genel 

çözümden elde edilemeyen çözümlere ise tekil çözüm denir. 

 

Adi diferansiyel denklemlerde olduğu gibi bir kısmi türevli denklemin çözümü de tek 

değildir.  

 

Kısmi diferansiyel denklemler çeşitli açılardan sınıflandırılabilirler. Bu sınıflandırmalardan 

en önemlisi lineerlik durumuna göre olanıdır. 

 

Tanım 2.8. Bir kısmi türevli diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun 

tüm türevlerine göre doğrusal bir bağıntı ise bu denkleme lineer aksi halde lineer olmayan 

denir.  

 

Lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemler de kendi içerisinde yarı-linner, kuazi-lineer 

ve tamamıyla lineer olmayan olmak üzere üç başlık altında incelenebilir.  

 

İkinci mertebeden kısmi diferansiyel denklemlerin gösteriminde genellikle Laplace 

operatörü kullanılır ve aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

Tanım 2.9. Laplace operatörü veya Laplacian, Öklid uzayında bir skaler fonksiyonun 

gradyanının diverjansı ile verilen bir diferansiyel operatördür. Laplace operatörü, genellikle 

Δ (delta) sembolü ile gösterilir. 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace operatörleri 

sırasıyla 

 

∆=  
𝜕2

𝜕𝑥2
, ∆=  

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 

𝜕2

𝜕𝑦2
, ∆=  

𝜕2

𝜕𝑥2
+  

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 , (2.1) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Laplacian, fiziksel olayları tanımlayan birçok diferansiyel denklemde yer alır. Poisson 

denklemi elektrik ve yerçekimi potansiyellerini, difüzyon denklemi ısı ve sıvı akışını, dalga 

denklemi dalga yayılımını ve Schrödinger denklemi kuantum mekaniğindeki dalga 

fonksiyonunu tanımlar. 
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2.3 Dalga Denklemi 

∆ operatörü (2.1) deki gibi olmak üzere hiperbolik tipten bir denklem olan  

 

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
−  𝑐2∆𝑈 = 0, (2.2) 

 

şeklindeki bir denkleme Δ’nın 1,2,3-boyutlu olması durumuna göre sırasıyla 1,2,3 boyutlu 

dalga denklemi denir. Denklem (2.2)’de c pozitif bir reel sabit ve genellikle, aksi 

söylenmedikçe, t zaman değişkenini göstermektedir. Buna göre 1, 2, 3-boyutlu dalga 

denklemleri sırasıyla  

 

𝑈𝑡𝑡 − 𝑐2𝑈𝑥𝑥 = 0, 

𝑈𝑡𝑡 − 𝑐2( 𝑈𝑥𝑥 +  𝑈𝑦𝑦) = 0, 

𝑈𝑡𝑡 − 𝑐2( 𝑈𝑥𝑥 +  𝑈𝑦𝑦 +  𝑈𝑧𝑧) = 0, 

 

formundadır. Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayılması, elastisite ve 

kuantum teorisi gibi konularda çok kullanılmaktadır [2]. 
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3. MODİFİYE EDİLMİŞ ÜSTEL AÇILIM FONKSİYON METODU 

Modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metodu (MEFM), üstel açılım fonksiyon 

metodunun [34-36] bir genişlemesi olarak ele alınmış ve ilk uygulaması Özpınar ve 

arkadaşları [30] tarafından 2015 yılında yapılmıştır. Bu çalışmada (2+1) boyutlu Boussinesq 

denkleminin kompleks ve hiperbolik yapıdaki yeni çözümleri elde edilmiştir. 2016 yılında 

Başkonuş ve arkadaşları [37] MEFM yöntemini manyeto-elektro-elastik dairesel çubuktaki 

boyuna dalga denklemine uygulayarak yeni analitik çözümler elde edilmiş ve fiziksel 

yorumu yapılmıştır. Bir başka çalışmada Koçak ve arkadaşları [38] uzun dalga boyuna sahip 

solitonların davranışını tanımlamak için kullanılan birleştirilmiş Konno-Oono denkleminin 

yeni analitik çözümlerini elde etmişlerdir. 2016 yılında Bulut ve Başkonuş [39] bir su 

kütlesinin yüzeyinde yayılan uzun su dalgalarının davranışını tanımlayan (2+1) boyutlu 

dağılımlı uzun su dalgası sisteminin çözümünü MEFM yöntemi ile araştırmışlardır. [40] 

nolu kaynakçada yazarlar, dalga hareketi ve yayılmaları için farklı matematiksel modellerin 

yeni versiyonlarını tanımlamak için kullanılan doğrusal olmayan evrim denklemine MEFM 

yöntemini uygulamışlardır. 

 

2017 yılında yapılan çalışmalarda ise [41,42] dalga yayılımında hem doğrusal olmama 

durumunun hem de dağılımın etkilerini hesaba katan ve sığ suda su dalgalarının yayılmasını 

modellemek için yaygın olarak kullanılan Boussinesq denklemi ile phi-four teorisindeki 

skaler alanların davranışını yakalamakta kullanılan ve teorik fizikte önemli bir denklem olan 

phi-four denkleminin çözümleri irdelenmiştir. Elastik homojen olmayan Murnaghan 

çubuğundaki doğrusal olmayan dalga yayılımını açıklayan önemli bir doğrusal olmayan 

fiziksel model olan çift dağılımlı denklem için yeni dalga çözümleri ailesi [43] MEFM 

yöntemi ile oluşturulmuştur. 

 

Çelik ve arkadaşları [44], 2018 yılında mikrotübüller boyunca nano-iyonik akımların 

iletimini temsil eden doğrusal olmayan bir diferansiyel denklemin karmaşık, üstel, 

trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar gibi yeni çözümlerini modifiye edilmiş exp(-Ω(ξ))- 

açılım fonksiyon yöntemi ile araştırmışlardır. Yine aynı yıl, MEFM yöntemi ile (2+1)-

boyutlu Heisenberg ferromanyetik spin zinciri denkleminin [45], iki bileşenli ikinci 

dereceden KdV evrim sisteminin [46] ve karmaşık yapıya sahip birleştirilmiş doğrusal 

olmayan Maccari sisteminin [47] yürüyen dalga çözümleri araştırılmış ve literatüre 

kazandırılmıştır. 
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MEFM yönteminin kesirli mertebeden türevler içeren kısmi diferansiyel denklem 

uygulamalarına da [48-50] kaynaklarından ulaşılabilir. 

 

Benzer şekilde son yıllarda, modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metodunun (2+ 1) 

boyutlu asimetrik Nizhnik-Novikov-Veselov denklemine [51], basitleştirilmiş MCH 

denklemi ile Getmanou denklemine [52], (3+1) boyutlu KZK denklemi ile  JM denklemine 

[53], Ivancevic opsiyon fiyatlandırma modeline [54] ve Wu-Zhang sistem modeline [55] 

uygulamalarına yer verilmiştir. 

 

Bu bölümde modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metodunun (MEFM) işlem basamakları 

ayrıntılı olarak ifade edilmiştir.  

 

Modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metodunun genel uygulama prosedürü aşağıdaki 

adımlar ile özetlenebilir. 

 

𝑃(𝑢 , 𝑢𝑡  , 𝑢𝑥 , 𝑢𝑥𝑥 , 𝑢𝑡𝑥 , … ) = 0, (3.1) 

 

Burada 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) bilinmeyen bir fonksiyondur, 𝑃 ise 𝑢(𝑥, 𝑡) nin ve türevlerinin bir 

polinomudur. 

 

Adım 1: Yürüyen dalga dönüşümü yardımı ile 𝑥 ve 𝑡 bağımsız değişkenleri 𝜉 değişkeniyle 

ifade edilir. Verilen kısmi türevli diferansiyel denklemin içerdiği kısmi türevler bu dönüşüm 

ve zincir kuralı yardımıyla aşağıdaki formda elde edilir 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝜉), 𝜉 = 𝑘(𝑥 − 𝑐𝑡), (3.2) 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑘𝑈′(𝜉),

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑐𝑈′(𝜉), 

(3.3) 

  ⁝    

 

Burada 𝑘 dalga sayısını, 𝑐 hareket eden dalganın hızını göstermektedir. Yürüyen dalga 

dönüşümü (3.2) yardımıyla (3.1) kısmi türevli diferansiyel denklem aşağıdaki formda 

doğrusal olmayan bir adi diferansiyel denkleme (NODE) dönüşür 

 

𝑁𝑂𝐷𝐸 (𝑈, 𝑈′, 𝑈′′, 𝑈′′′, ⋯ ) = 0. (3.4) 
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Burada NODE, 𝑈 nun bir polinomudur ve 𝑈 nun türevleri 𝜉 'e göre adi türevleri gösterir. 

 

Adım 2: Denklem (3.4) için yürüyen dalga çözümlerinin aşağıdaki biçimde ifade 

edilebileceği varsayılır: 

 

𝑈(𝜉) =
∑ 𝐴𝑖

𝑁
𝑖=0   [exp (−𝛺(𝜉))]𝑖

∑ 𝐵𝑗
𝑀
𝑗=0   [exp (−𝛺(𝜉))]𝑗

=
𝐴0 + 𝐴1 exp(−𝛺(𝜉)) + ⋯ + 𝐴𝑁 exp(−𝑁𝛺(𝜉))

𝐵0 + 𝐵1 exp(−𝛺(𝜉)) + ⋯ + 𝐵𝑀 exp(−𝑀𝛺(𝜉))
. 

(3.5) 

 

 

Burada 𝐴𝑖 (0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁) ve  𝐵𝑗 (0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑀)  𝐴𝑁 ≠ 0, 𝐵𝑀 ≠ 0, 𝑣𝑒 𝛺 = 𝛺(𝜉) aşağıdaki adi 

diferansiyel denklemi sağlayan bir çözümdür: 

 

𝛺′ = 𝜇𝑒𝑥 𝑝(𝛺) + 𝑒𝑥 𝑝(−𝛺) + 𝜆. 
(3.6) 

 

 

Denklem (3.6) nın çözüm aileleri aşağıdaki analitik çözümlere karşılık gelmektedir. 

 

1. çö𝑧ü𝑚 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠𝑖:  Eğer  𝜇 ≠ 0, 𝜆2 − 4𝜇 > 0 

 

𝛺(𝜉) = 𝑙 𝑛 (
−√𝜆2 − 4𝜇

2𝜇
tanh (

√𝜆2 − 4𝜇

2
(𝜉 + 𝑐1)) −

𝜆

2𝜇
). 

(3.7) 

 

 

2. çö𝑧ü𝑚 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠𝑖:  𝜇 ≠ 0, 𝜆2 − 4𝜇 < 0 

 

𝛺(𝜉)  = 𝑙𝑛 (
√−𝜆2 + 4𝜇

2𝜇
𝑡𝑎𝑛 (

√−𝜆2 + 4𝜇

2
(𝜉 + 𝑐1)) −

𝜆

2𝜇
). 

(3.8) 

 

 

3. çö𝑧ü𝑚 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠𝑖: 𝜇 = 0,  𝜆 ≠ 0  𝜆2 − 4𝜇 > 0 

 

𝛺(𝜉) = −𝑙𝑛 (
𝜆

𝑒𝑥𝑝 (𝜆(𝜉 + 𝑐1)) − 1
). 

(3.9) 

 

 

4. çö𝑧ü𝑚 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠𝑖: 𝜇 ≠ 0, 𝜆 ≠ 0 𝑣𝑒 𝜆2 − 4𝜇 = 0 
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𝛺(𝜉) = 𝑙𝑛 (−
2𝜆(𝜉 + 𝑐1) + 4

𝜆2(𝜉 + 𝑐1)
). 

(3.10) 

 

 

 

5. çö𝑧ü𝑚 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠𝑖: 𝜇 = 0, 𝜆 = 0 ve  𝜆2 − 4𝜇 = 0 

 

𝛺(𝜉) = 𝑙 𝑛(𝜉 + 𝑐1). 
(3.11) 

 

 

𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, … 𝐴𝑁 , 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2, … 𝐵𝑀 , 𝑐1 daha sonra tanımlanacak sıfır olmayan sabitlerdir. 

Pozitif tamsayılar 𝑁 ve 𝑀, denklemdeki en yüksek dereceli türevler ile en yüksek dereceli 

doğrusal olmayan terimler arasındaki denge ilkesi alınarak tanımlanabilir.  

 

Adım 3: 𝑁 ve 𝑀'nin farklı değerlerine göre çeşitli denklem biçimleri bulabiliriz. (3.5) 

denklemini ve türevlerini (3.4) denkleminde yerine yazarak, 𝑒𝑥𝑝(−𝛺(𝜉))’nin kuvvetlerini 

içeren bir polinom elde edebilir. 𝑒𝑥𝑝(−𝛺(𝜉))'nin aynı kuvvetteki tüm katsayılarını sıfıra 

eşitlersek, karşımıza cebirsel bir denklem sistemi çıkar. Bu sistemi Wolfram Mathematica  

yardımıyla çözdüğümüzde, 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, … 𝐴𝑁 , 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2, … 𝐵𝑀 , 𝑐1, 𝜆, 𝜇 katsayılarının farklı 

değerleri elde edilir. Bu katsayıları, (3.7)-(3.11) ile ifade edilen çözüm ailelerini dikkate 

alarak denklem (3.5) te yerine yazılırsa ele alınan kısmi türevli diferansiyel denklemin farklı 

karakteristikteki birçok analitik çözümü elde edilebilir. 
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4. KISMİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER ÜZERİNDE 

BAZI UYGULAMALAR 

 

4.1 Modifiye Edilmiş Burgers KdV Denklemi ve Çözümleri 

Modifiye edilmiş Burgers-KdV denklemi, Burgers denklemi ve Korteweg-de Vries (KdV) 

denkleminin özelliklerini birleştiren doğrusal olmayan kısmi diferansiyel bir denklemdir. 

Doğrusal olmayan dalga yayılımı alanında ortaya çıkar ve matematiksel fiziğin çeşitli 

alanlarında çalışılmıştır. 

 

Burgers denklemi, viskoz bir akışkanın bir boyuttaki davranışını tanımlayan iyi bilinen 

doğrusal olmayan kısmi diferansiyel bir denklemdir. Şok dalgaları ve türbülans gibi olaylara 

yol açan bir konvektif terim ve bir viskoz terim içerir. 

 

Öte yandan Korteweg-de Vries (KdV) denklemi, sığ sularda uzun dalgaların yayılmasını 

tanımlayan doğrusal olmayan dispersif bir dalga denklemidir. Dalga dinamiğinde önemli rol 

oynayan hem doğrusal olmayan hem de dispersiyonu dikkate alır. 

 

Değiştirilmiş Burgers-KdV denklemi, sırasıyla Burgers ve KdV denklemlerinin advektif 

(konvektif) ve dispersif özelliklerini birleştirir. Bu denklem şu şekilde yazılabilir [56]:  

 

𝑢𝑡 + p𝑢2𝑢𝑥 + 𝑞𝑢𝑥𝑥 − 𝑟𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (4.1) 

 

burada 𝑝, 𝑞 ve 𝑟 sıfırdan farklı birer sabittir ve sırasıyla doğrusal olmayan ve dağıtıcı 

terimlerin göreli güçlerini belirtir. 

 

Denklem (4.1) için 𝑢 = 𝑢(𝜉), 𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡  c sıfırdan farklı olmak üzere dalga dönüşümü ele 

alınırsa lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem, lineer olmayan bir adi diferansiyel 

denkleme dönüştürülür. Burada  

 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑐𝑢′,  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑢′,   

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑢′′,   

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
= 𝑢′′′, 

 

eşitliklerinden yararlanılır. Böylece (4.1) kısmi diferansiyel denklemi  
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−𝑐𝑢′ + p𝑢2𝑢′ + 𝑞𝑢′′ − 𝑟𝑢′′′ = 0,  (4.2) 

 

formunda lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Denklem (4.2) nin  ye 

göre tekrar integrali alınıp integral sabiti sıfıra eşitlenir ise aşağıdaki denklem elde edilir 

 

−𝑐𝑢 + p𝑢3 + 3𝑞𝑢′ − 3𝑢′′ = 0.  (4.3) 

 

Denklem (4.3) ün en yüksek mertebeli türevini içeren terimi ile en yüksek kuvvete sahip 

lineer olmayan terimini dikkate alıp denge prensibi yardımıyla  

 

−3𝑁 + 3𝑀 = −𝑁 + 𝑀 − 2 ⇒  𝑀 = 𝑁 − 1, 

 

eşitliği elde edilir. Burada 𝑁 = 2  ve 𝑀 = 1 değerleri için eşitlik sağlanır. Böylece denklem 

(4.1) in çözümü dikkate alınarak 

 

𝑈 =
𝐴0+𝐴1𝑒−𝛺+𝐴2𝑒−2𝛺

𝐵0+𝐵1𝑒−𝛺
=

𝛾

𝛹
,  𝐴2 ≠ 0,   𝐵1 ≠ 0,  (4.4) 

 

formunda elde edilir. Çözüm (4.4) ün birinci ve ikinci mertebeden türevleri aşağıdaki 

formdadır 

 

𝑈′ =
𝛾′𝛹−𝛾𝛹′

𝛹2
,  (4.5) 

 

𝑈′′ =
𝛾′′𝛹3−𝛹2𝛾′𝛹′−(𝛹′′𝛾+𝛹′𝛾′)𝛹2+2(𝛹′)2𝛾𝛹

𝛹4
 . (4.6) 

 

Denklem (4.3)’de (4.4), (4.5) ve (4.6) eşitlikleri yerine yazılırsa terimleri exp( ( )) nin 

çeşitli kuvvetlerini içeren bir polinom olarak elde edilir. Bu polinomun aynı kuvvete sahip 

exp( ( )) li terimleri sıfıra eşitlenir ise polinomun katsayılarını içeren lineer olmayan bir 

cebirsel denklem sistemi oluşturulur. Bu cebirsel denklem sistemi çözülerek gerekli 

katsayılar tespit edilir. 
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Bu katsayılar için elde edilen çözümlerden bir tanesi aşağıdaki gibidir: 

 

𝐴1 = 𝐴1, 𝜇 = 𝜇, 𝜆 = 𝜆, 𝐴2 = 𝐴2; 𝐵1 = 𝐵1; 𝑟 = 𝑟; 𝐵0 = −
1

2
(𝜆 + √𝜆2 − 4𝜇)𝐵1 +

𝐴1𝐵1

𝐴2
 

𝐴0 =
1

2
((𝜆 + √𝜆2 − 4𝜇) 𝐴1 − (𝜆 (𝜆 + √𝜆2 − 4𝜇) − 2𝜇) 𝐴2) ; 𝑝 =

6𝑟𝐵1
2

𝐴2
2 ; 

𝑞 = 3𝑟√𝜆2 − 4𝜇; 𝑐 = 2𝑟(𝜆2 − 4𝜇).  (4.7) 

 

Denklem (4.7) de belirtilen katsayılar ve Bölüm 3 te belirtilen çözüm aileleri dikkate alınır 

ise değiştirilmiş Burgers KdV denkleminin (4.1) çözümleri karakterize edilir. 

 

 

Durum 1 

𝜇 ≠ 0,  𝜆2 − 4𝜇 > 0 olmak üzere, (3.7) ile belirtilen çözüm ailesi ve (4.7) ile hesaplanan 

katsayılar (4.4) denkleminde yerine yazılır ise; 

 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
(𝑀+𝜆−

4𝜇

f(x,t)𝑀+𝜆
)𝐴1+(−𝜆(𝑀+𝜆)+2𝜇(1+

4𝜇

(f(x,t)𝑀+𝜆)2))𝐴2

(𝑀+𝜆+
4𝜇

f(x,t)𝑀+𝜆
−

2𝐴1
𝐴2

)𝐵1

,  (4.8) 

 

çözümü elde edilir. Burada 

 

𝑀 = √𝜆2 − 4𝜇  ve  𝑓(𝑥, 𝑡) = Tanh(
1

2
√𝜆2 − 4𝜇(EE + 𝑥 − 2𝑟𝑡𝜆2 + 8𝑟𝑡𝜇)) şeklindedir. 
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(a) 

 

(b) 

Şekil 4.1: Değiştirilmiş Burgers-KdV denklemi (4.1)’in (4.8) çözümünün 𝑨𝟏 = 𝟐; 𝝁 =
𝟏; 𝝀 = 𝟑; 𝑨𝟐 = 𝟏; 𝑩𝟏 = 𝟑; 𝒓 = 𝟎. 𝟏; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐, değerleri ile oluşturulan (a) 3-boyutlu 

yüzey (−𝟖 ≤ 𝒕 ≤ 𝟖 ) grafiği ve (b) 2-boyutlu (𝒕 = 𝟐) eğri grafiği. 
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Şekil 4.2: Değiştirilmiş Burgers-KdV denklemi (4.1)’in (4.8) çözümünün 𝑨𝟏 = 𝟐; 𝝁 =
𝟏; 𝝀 = 𝟑; 𝑨𝟐 = 𝟏; 𝑩𝟏 = 𝟑; 𝒓 = 𝟎. 𝟏; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐 değerleri ile oluşturulan kontur grafiği. 

 

 

Durum 2 

  0 ve  𝜆2 − 4𝜇 > 0 olmak üzere (3.9) ile belirtilen çözüm ailesi ve (4.7) ile hesaplanan 

katsayılar (4.4) denkleminde yerine yazılır ise; 

 

𝑢2(𝑥, 𝑡)  =  
(√𝜆2+𝜆Coth(

1

2
𝜆(EE+𝑥−2𝑟𝑡𝜆2)))𝐴2

2𝐵1
 (4.9) 

 

çözümü elde edilir.  
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Şekil 4.3: Değiştirilmiş Burgers-KdV denklemi (4.1)’in (4.9) çözümünün 𝝀 = 𝟑; 𝑨𝟐 =
𝟏; 𝑩𝟏 = 𝟑; 𝒓 = 𝟎. 𝟏; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐 ve 𝒕 = 𝟎 değerleri ile oluşturulan (a) 3-boyutlu yüzey 

(−𝟖 ≤ 𝒕 ≤ 𝟖 ) grafiği ve (b) 2-boyutlu (𝒕 = 𝟎) eğri grafiği. 
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Şekil 4.4: Değiştirilmiş Burgers-KdV denklemi (4.1)’in (4.9) çözümünün 𝝀 = 𝟑; 𝑨𝟐 =
𝟏; 𝑩𝟏 = 𝟑; 𝒓 = 𝟎. 𝟏; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐 değerleri ile oluşturulan kontur grafiği. 

 

 

4.2 Benjamin-Bono-Mahony Denklemi ve Çözümleri 

Kdv denklemine alternatif bir model oluşturmak için 1972’de B. Benjamin, J. L. Bona ve J. 

J. Mahony tarafından bir çalışma yapılmıştır. Bu çalışma sonucunda KdV denklemi 

geliştirilerek Benjamin-Bona-Mahony (BBM) ya da bir diğer adıyla düzenli uzun dalga 

denklemi olarak isimlendirilen yeni bir denklem oluşturulmuştur. BBM denklemi, yayılma 

sırasında şekillerini ve hızlarını koruyan yerelleştirilmiş ve kararlı dalga çözümleri olan 

solitonların varlığını destekler. Bu solitonlar genellikle BBM solitonları olarak adlandırılır. 

Denklem ayrıca dalga kırılması, dalga etkileşimleri ve şok dalgalarının oluşumu gibi diğer 

ilginç dalga olaylarını da sergiler. 

 

BBM denkleminin uygulamaları akışkanlar dinamiği, doğrusal olmayan optik ve kıyı 

mühendisliği gibi alanlarda bulunabilir. Dağınık ortamlarda dalga yayılımını incelemek ve 

anlamak için matematiksel bir çerçeve sağlar ve karmaşık dalga olaylarının anlaşılmasına 

katkıda bulunur [57]. 

 

Bu denklem; 
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𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 + 2𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, (4.10) 

 

formunda tanımlanır. Denklem (4.10) için 𝑢 = 𝑢(𝜉), 𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡  c sıfırdan farklı olmak 

üzere dalga dönüşümü ele alınırsa lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem, lineer 

olmayan bir adi diferansiyel denkleme dönüştürülür. Burada  

 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑐𝑢′,  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑢′,   

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑢′′,   

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
= 𝑢′′′, 

 

eşitliklerinden yararlanılır. Böylece (4.10) kısmi diferansiyel denklemi  

 

−𝑐𝑢′ + a𝑢′ + 2𝑢𝑢′ − 𝑏𝑐𝑢′′′ = 0, (4.11) 

 

formunda lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Denklem (4.11)’nin  ye 

göre tekrar integrali alınıp integral sabiti sıfıra eşitlenir ise aşağıdaki denklem elde edilir 

 

−𝑐𝑢 + 𝑎𝑢 + 𝑢2 − 𝑏𝑐𝑢′′ = 0. (4.12) 

 

Denklem (4.12)’nin en yüksek mertebeli türevini içeren terimi ile en yüksek kuvvete sahip 

lineer olmayan terimini dikkate alıp denge prensibi yardımıyla  

 

−2𝑁 + 2𝑀 = −𝑁 + 𝑀 − 2 ⇒  𝑀 = 𝑁 − 2, 

 

eşitliği elde edilir. Burada 𝑁 = 3  ve 𝑀 = 1 değerleri için eşitlik sağlanır. Böylece denklem 

(4.10)’un çözümü  

 

𝑈 =
𝐴0+𝐴1𝑒−𝛺+𝐴2𝑒−2𝛺+𝐴3𝑒−3𝛺

𝐵0+𝐵1𝑒−𝛺
=

𝛾

𝛹
, (4.13) 

 

formunda elde edilir. Çözüm (4.13)’ün birinci ve ikinci mertebeden türevleri aşağıdaki 

formdadır 
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𝑈′ =
𝛾′𝛹−𝛾𝛹′

𝛹2
,  (4.14) 

 

𝑈′′ =
𝛾′′𝛹3−𝛹2𝛾′𝛹′−(𝛹′′𝛾+𝛹′𝛾′)𝛹2+2(𝛹′)2𝛾𝛹

𝛹4
 . (4.15) 

 

Denklem (4.12)’de (4.13), (4.14) ve (4.15) eşitlikleri yerine yazılırsa terimleri 𝑒𝑥𝑝( ( )) 

nin çeşitli kuvvetlerini içeren bir polinom elde edilir. Bu polinomun aynı kuvvete sahip 

𝑒𝑥𝑝( ( )) li terimleri sıfıra eşitlenir ise polinomun katsayılarını içeren lineer olmayan 

bir cebirsel denklem sistemi oluşturulur. Bu cebirsel denklem sistemi çözülerek gerekli 

katsayılar tespit edilir. 

 

Bu katsayılar için elde edilen çözümlerden bir tanesi aşağıdaki gibidir. 

 

𝐴1 = 𝐴1, 𝐴2 = 𝐴2, 𝐴3 = 𝐴3, 𝑎 = 𝑎, 𝜆 = 𝜆, 𝐵1 = 𝐵1, 𝐵0 = (−𝜆 +
𝐴2

𝐴3
) 𝐵1, 

𝐴0 =
(𝐴2 − 𝜆𝐴3)(𝐴1 + 𝜆(−𝐴2 + 𝜆𝐴3))

𝐴3
, 𝑏 =

𝐴3

3(−4𝐴1 + 4𝜆𝐴2 − 3𝜆2𝐴3 + 2𝑎𝐵1)
, (4.16) 

𝑐 = 𝑎 −
4𝐴1 − 4𝜆𝐴2 + 3𝜆2𝐴3

2𝐵1
, 𝜇 =

5𝜆2

2
+

3(𝐴1 − 𝜆𝐴2)

𝐴3
, 

 

Denklem (4.16)’de belirtilen katsayılar ve Bölüm 3’te belirtilen çözüm aileleri dikkate alınır 

ise modifiye edilmiş Benjamin-Bona-Mahony denkleminin (4.10) çözümleri karakterize 

edilir. 

 

Durum 1 

𝜇 ≠ 0,  𝜆2 − 4𝜇 > 0 olmak üzere, (3.7) ile belirtilen çözüm ailesi ve (4.16) ile hesaplanan 

katsayılar (4.13) denkleminde yerine yazılır ise; 

 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
𝐴1

𝐵1
−

𝜆𝐴2

𝐵1
+

𝐴3𝜆2

𝐵1
+

4𝐴3𝐾2

𝐵1 (𝜆 + √−4𝐾 + 𝜆2Tanh (
1
2 f(x, t)√−4𝐾 + 𝜆2))

2

−
2𝐴3𝐾𝜆

𝐵1 (𝜆 + √−4𝐾 + 𝜆2Tanh (
1
2 f(x, t)√−4𝐾 + 𝜆2))

2 . (4.17)
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Burada 𝐾 =
5𝜆2

2
+

3(𝐴1−𝜆𝐴2)

𝐴3
  ve 𝑓(𝑥, 𝑡) = EE + 𝑥 − 𝑡(𝑎 −

4𝐴1−4𝜆𝐴2+3𝜆2𝐴3

2𝐵1
) şeklinde 

tanımlanır. 

 

 

 

Şekil 4.5: Benjamin-Bona-Mahony denklemi (4.10) ‘un (4.17) çözümünün 𝑨𝟏 = −𝟏; 𝑨𝟐 =
𝟐; 𝑨𝟑 = 𝟑; 𝝀 = 𝟎. 𝟎𝟏; 𝑩𝟏 = 𝟑; 𝒂 = 𝟎. 𝟏; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐 (a) 3-boyutlu yüzey (−𝟖 ≤ 𝒕 ≤ 𝟖 ) 

grafiği ve (b) 2-boyutlu (𝒕 = 𝟐) eğri grafiği 
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Şekil 4.6: Benjamin-Bona-Mahony denklemi (4.10) ‘un (4.17) çözümünün 𝑨𝟏 = −𝟏; 𝑨𝟐 =
𝟐; 𝑨𝟑 = 𝟑; 𝝀 = 𝟎. 𝟎𝟏; 𝑩𝟏 = 𝟑; 𝒂 = 𝟎. 𝟏; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐 değerleri ile oluşturulan kontur grafiği. 

 

 

4.3 Birleştirilmiş KdV-mKdV Denklemi ve Çözümleri 

Birleştirilmiş KdV-mKdV denklemi, matematiksel fizik alanında, özellikle solitonların ve 

doğrusal olmayan dalga olaylarının incelenmesinde ortaya çıkan doğrusal olmayan bir kısmi 

diferansiyel denklemdir. İki iyi bilinen Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ve değiştirilmiş 

Korteweg-de Vries (mKdV) denkleminin birleşiminden oluşmaktadır. Korteweg-de Vries 

denklemi, sığ su dalgalarının evrimini tanımlayan doğrusal olmayan dağılımlı bir dalga 

denklemidir. Genellikle çeşitli fiziksel sistemlerdeki uzun dalgaları modellemek için 

kullanılır. mKdV denklemi, KdV denkleminin daha yüksek dereceli dispersif terimler içeren 

ve dalga yayılımının daha doğru bir tanımını sağlayan bir modifikasyonudur. Birleştirilmiş 

KdV-mKdV denklemi zengin dinamikler sergiler ve yayılma sırasında şekillerini ve 

bütünlüklerini koruyan yerelleştirilmiş ve kararlı dalga çözümleri olan solitonların 

oluşumunu destekler. Bu solitonlar, denklemdeki baskın terimlere bağlı olarak genellikle 

KdV solitonları veya mKdV solitonları olarak adlandırılır. Tez kapsamında [56] nolu 

kaynakta tanınlanan ve aşağıdaki formda verilen birleştirilmiş KdV-mKdV denklemi ele 

alınmıştır: 

 

𝑢𝑡 + p𝑢𝑢𝑥 + q𝑢2𝑢𝑥 + 𝑟𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0.  (4.18) 
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Burada 𝑝, 𝑞 ve 𝑟 sıfırdan farklı birer sabittir. 

 

Denklem (4.18) için 𝑢 = 𝑢(𝜉), 𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡  c sıfırdan farklı olmak üzere dalga dönüşümü 

ele alınırsa lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem, lineer olmayan bir adi diferansiyel 

denkleme dönüştürülür. Burada  

 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑐𝑢′,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑢′,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑢′′, 

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
= 𝑢′′′, 

 

eşitliklerinden yararlanılır. Böylece (4.18) kısmı diferansiyel denklemi  

 

−𝑐𝑢′ + 𝑝𝑢𝑢′ + 𝑞𝑢2𝑢′ + 𝑟𝑢′′′ = 0, (4.19) 

 

formunda lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Denklem (4.19)’nin  ye 

göre tekrar integrali alınıp, integral sabiti sıfıra eşitlenir ise aşağıdaki denklem elde edilir 

 

−6𝑐𝑢 + 3𝑝𝑢2 + 2𝑞𝑢3 + 6𝑟𝑢′′ = 0. (4.20) 

 

Denklem (4.20)’nin en yüksek mertebeli türevini içeren terimi ile en yüksek kuvvete sahip 

lineer olmayan terimini dikkate alıp denge prensibi yardımıyla  

 

−3𝑁 + 3𝑀 = −𝑁 + 𝑀 − 2 ⇒  𝑀 = 𝑁 − 1, 

 

eşitliği elde edilir. Burada 𝑁 = 2  ve 𝑀 = 1 değerleri için eşitlik sağlanır. Böylece denklem 

(4.18)’in çözümü  

 

𝑈 =
𝐴0 + 𝐴1𝑒−𝛺 + 𝐴2𝑒−2𝛺 + 𝐴3𝑒−3𝛺

𝐵0 + 𝐵1𝑒−𝛺
=

𝛾

𝛹
, 

(4.21) 

 

 

formunda elde edilir. Çözüm (4.21)’in birinci ve ikinci mertebeden türevleri aşağıdaki 

formdadır 
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𝑈′ =
𝛾′𝛹−𝛾𝛹′

𝛹2
,  (4.22) 

 

𝑈′′ =
𝛾′′𝛹3−𝛹2𝛾′𝛹′−(𝛹′′𝛾+𝛹′𝛾′)𝛹2+2(𝛹′)2𝛾𝛹

𝛹4
 . (4.23) 

 

Denklem (4.20)’de (4.21), (4.22) ve (4.23) eşitlikleri yerine yazılırsa terimleri 𝑒𝑥𝑝( ( )) 

nin çeşitli kuvvetlerini içeren bir polinom elde edilir. Bu polinomun aynı kuvvete sahip 

𝑒𝑥𝑝( ( )) li terimleri sıfıra eşitlenir ise polinomun katsayılarını içeren lineer olmayan 

bir cebirsel denklem sistemi oluşturulur. Bu cebirsel denklem sistemi çözülerek gerekli 

katsayılar tespit edilir. 

Bu katsayılar için elde edilen çözümlerden bir tanesi aşağıdaki gibidir. 

 

𝐴1 = 𝐴1, 𝐴2 = 𝐴2, 𝐵1 = 𝐵1, 𝜇 = 𝜇, 𝜆 = 𝜆, 𝑟 = 𝑟, 𝐴0 =
1

6
(−𝜆𝐴1 +

2𝐴1
2

𝐴2
+ 2𝜇𝐴2), 

𝐵0 =
(−2𝐴1

2 + 𝜆𝐴1𝐴2 + 4𝜇𝐴2
2)𝐵1

6𝐴2(−𝐴1 + 𝜆𝐴2)
, 𝑞 = −

6𝑟𝐵1
2

𝐴2
2 , 

(4.24) 

 

𝑝 = −
2𝑟(4𝐴1

2 − 8𝜆𝐴1𝐴2 + (3𝜆2 + 4𝜇)𝐴2
2)𝐵1

𝐴2
2(−𝐴1 + 𝜆𝐴2)

, 𝑐 = 𝑟 (𝜆2 + 4𝜇 +
2𝐴1(𝐴1 − 2𝜆𝐴2)

𝐴2
2 ). 

 

Denklem (4.24)’de belirtilen katsayılar ve Bölüm 3’te belirtilen çözüm aileleri dikkate alınır 

ise birleştirilmiş KdV-mKdV Denklemi (4.18) çözümleri karakterize edilir. 

 

Durum 1 

𝜇 ≠ 0,  𝜆2 − 4𝜇 > 0 olmak üzere, (3.7) ile belirtilen çözüm ailesi ve (4.24) ile hesaplanan 

katsayılar (4.21) denkleminde yerine yazılır ise; 
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𝑢1(𝑥, 𝑡) =

2 (
𝐴1

2

𝐴2
+ 𝐴2 (𝜇 +

12𝜇2

(−𝜆 − 𝑀Tanh(𝑓(𝑥, 𝑡)))
2))

𝐵1 (
−2𝐴1

2 + 𝜆𝐴1𝐴2 + 4𝜇𝐴2
2

𝐴2(−𝐴1 + 𝜆𝐴2)
+

12𝜇

−𝜆 − 𝑀Tanh(𝑓(𝑥, 𝑡))
)

+
2(3𝐴1(−

𝜆
6 +

2𝜇
−𝜆 − 𝑀Tanh(𝑓(𝑥, 𝑡))

))

𝐵1(
−2𝐴1

2 + 𝜆𝐴1𝐴2 + 4𝜇𝐴2
2

𝐴2(−𝐴1 + 𝜆𝐴2)
+

12𝜇
−𝜆 − 𝑀Tanh(𝑓(𝑥, 𝑡))

)

 . 

(4.25) 

 

 

Burada 

 

𝑓(𝑥, 𝑡) = (
1

2
√𝜆2 − 4𝜇 (EE + 𝑥 − 𝑟𝑡 (𝜆2 + 4𝜇 +

2𝐴1(𝐴1−2𝜆𝐴2)

𝐴2
2 )))  ve  𝑀 = √𝜆2 − 4𝜇  

 

formunda tanımlanmaktadır. 
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Şekil 4.7: Birleştirilmiş KdV-mKdV denklemi (4.18)’in (4.19) çözümünün 𝑨𝟏 = 𝟐; 𝝁 =
𝟏; 𝝀 = 𝟑; 𝑨𝟐 = 𝟏; 𝑩𝟏 = 𝟑; 𝒓 = 𝟎. 𝟏; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐 (a) 3-boyutlu yüzey (−𝟖 ≤ 𝒕 ≤ 𝟖 ) grafiği 

ve (b) 2-boyutlu (𝒕 = 𝟐) eğri grafiği. 
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Şekil 4.8: Birleştirilmiş KdV-mKdV denklemi (4.18)’in (4.19) çözümünün 𝑨𝟏 = 𝟐; 𝝁 =
𝟏; 𝝀 = 𝟑; 𝑨𝟐 = 𝟏; 𝑩𝟏 = 𝟑; 𝒓 = 𝟎. 𝟏; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐  değerleri ile oluşturulan kontur grafiği. 

 

 

Durum 2 

  0 ve  𝜆2 − 4𝜇 > 0 olmak üzere (3.9) ile belirtilen 3. çözüm ailesi ve (4.24) ile hesaplanan 

katsayılar (4.21) denkleminde yerine yazılır ise; 

 

 

𝑢2(𝑥, 𝑡)

=
𝐴1 − 𝜆𝐴2

(1 +
6𝑓(𝑥, 𝑡)𝐴2

2

−
2(−1 + 𝑓(𝑥, 𝑡))2𝐴1

2

𝜆2 +
(−7 + 𝑓(𝑥, 𝑡))(−1 + 𝑓(𝑥, 𝑡))𝐴1𝐴2

𝜆
− 6𝐴2

2

)𝐵1

, 
(4.26) 

 

 

çözümü elde edilir. 

 

Burada 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑒
𝜆(EE+𝑥−𝑟𝑡(𝜆2+

2𝐴1(𝐴1−2𝜆𝐴2)

𝐴2
2 ))

 formundadır. 
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Şekil 4.9: Birleştirilmiş KdV-mKdV denklemi (4.18)’in (4.26) çözümünün 𝝀 = 𝟐; 𝑨𝟏 =
𝟏; 𝑨𝟐 = 𝟐; 𝑩𝟏 = 𝟐; 𝒓 = 𝟎. 𝟗; 𝑬𝑬 = 𝟎. 𝟐 (a) 3-boyutlu yüzey (−𝟖 ≤ 𝒕 ≤ 𝟖 ) grafiği ve (b) 

2-boyutlu (𝒕 = 𝟓) eğri grafiği 
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Şekil 4.10: Birleştirilmiş KdV-mKdV denklemi (4.18)’in (4.26) çözümünün  𝝀 = 𝟐; 𝑨𝟏 =
𝟏; 𝑨𝟐 = 𝟐; 𝑩𝟏 = 𝟐; 𝒓 = 𝟎. 𝟗; 𝐄𝐄 = 𝟎. 𝟐 değerleri ile oluşturulan kontur grafiği. 
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5. SONUÇLAR 

Kısmi diferansiyel denklemler, doğa olaylarını, fiziksel süreçleri, mühendislik problemlerini 

ve diğer birçok fenomeni matematiksel olarak modellemek için önemli bir araçtır. Örneğin, 

fizikte elektrik, akışkanlar mekaniği, ısı transferi, kuantum mekaniği gibi birçok alanın temel 

denklemleri kısmi diferansiyel denklemler şeklindedir. Mühendislikte, bir köprü yapısının 

dayanıklılığını analiz etmek için, kısmi diferansiyel denklemlerle birlikte uygun sınır 

koşulları kullanılarak yapı üzerindeki kuvvetlerin ve gerilmelerin dağılımı hesaplanabilir. 

Biyolojide, biyofilm oluşumu ve yayılması, hücre migrasyonu, doku mühendisliği, kanser 

hücre yayılımı gibi biyolojik süreçler de kısmi diferansiyel denklemlerle modellenebilir. 

Özellikle difüzyon, göç, büyüme ve ölüm gibi faktörlerin etkileşimlerini dikkate alan kısmi 

diferansiyel denklemler, bu süreçlerin matematiksel olarak açıklanmasına yardımcı olur. 

Ayrıca, elektrofizyoloji alanında sinir hücrelerinin elektriksel aktivitelerinin 

modellenmesinde de kısmi diferansiyel denklemler kullanılır. Örneğin, Hodgkin-Huxley 

modeli sinir hücrelerinin aksiyon potansiyellerini tanımlayan bir kısmi diferansiyel denklem 

sistemidir. 

Dalga denklemleri, kısmi diferansiyel denklemler alanında büyük öneme sahip olan bir alt 

dalıdır. Bu denklemler, dalgaların davranışını ve yayılımını matematiksel olarak 

modellemek için kullanılır. Kısmi diferansiyel denklemler, zaman ve uzay değişkenlerine 

bağlı olarak dalgaların hareketini açıklar ve bu nedenle dalga fenomenlerinin analizinde 

yaygın olarak kullanılır. Dalga denklemleri, birçok farklı alanda uygulama bulur. Fizikte, 

akustik dalgalar, elektromanyetik dalgalar, mekanik dalgalar ve diğer dalgaların 

matematiksel analizi dalga denklemleriyle gerçekleştirilir. Örneğin, ses dalgalarının 

yayılmasını modellemek için dalga denklemleri kullanılır. Bu denklemler, ses dalgalarının 

hızını, frekansını, yayılma yönünü ve enerji dağılımını hesaplamak için kullanılan temel 

araçlardır. Mühendislik alanında dalga denklemleri, yapısal analiz, titreşim analizi, akustik 

tasarım ve iletişim sistemleri gibi birçok alanda önemlidir. Örneğin, yapısal analizde, bina 

veya köprü gibi yapıların titreşim davranışı dalga denklemleri kullanılarak modellenebilir. 

Bu modeller, yapısal sağlamlığın değerlendirilmesi, titreşim azaltma stratejilerinin 

belirlenmesi ve yapısal tasarımın optimize edilmesi için kullanılır. Hidrodinamikte, dalga 

denklemleri okyanus dalgalarının hareketini, su dalgalarının yayılmasını ve gelgit olaylarını 

modellemek için kullanılır. Bunun yanı sıra manyetik dalgaların, elektromanyetik dalgaların 

ve diğer elektromanyetik radyasyonun yayılımını anlamak için de dalga denklemleri 

kullanılır. 
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Matematiksel modellemede kısmi diferansiyel denklemlerin kullanılması ne kadar önemli 

ise bu modellerin çözümlerinin araştırılması, bu sayede sistemin davranışının anlaşılması ve 

öngörülebilmesi de bir o kadar önemli bir husustur. Bu çözümler, gerçek dünya 

problemlerinin analizinde ve tahmininde kullanılır. Bu sebeple literatürde kısmi diferansiyel 

denklemlerin çözümleri için birçok analitik ve nümerik yöntem yer almaktadır.  

Bu tez kapsamında literatürde mevcut olan modifiye edilmiş üstel açılım fonksiyon metodu 

ele alınmış ve detaylı olarak incelenmiştir. Yöntemin etkinliğini göstermek amacıyla 

modifiye edilmiş Burgers KdV, Benjamin-Bono-Mahony ve modifiye edilmiş Korteweg-de 

Vries (KdV) denklemlerinin yeni analitik çözümleri elde edilmiş ve iki, üç boyutlu grafikleri 

ile kontur grafiği çizilerek görselleştirilmiştir. 
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