T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

BAZI OZEL TANIMLI BOLEN FONKSIiYONLARININ BERNOULLI

SAYILARI VE BERNOULLI POLINOMLARI iLE ILiSKiSi

PELIN OKAN

YUKSEK LiSANS TEZI

Jiiri Uyeleri :  Prof. Dr. Sebahattin IKIKARDES (Tez Damismani)

Prof. Dr. Recep SAHIN
Doc. Dr. Hacer OZDEN AYNA

BALIKESIR, TEMMUZ - 2023



ETIiK BEYAN

Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak
tarafimca hazirlanan “BAZI OZEL TANIMLI BOLEN FONKSIiYONLARININ
BERNOULLI SAYILARI VE BERNOULLI POLINOMLARI iLE ILISKiSIi” baslikl

tezde;

Titim bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢er¢evesinde elde ettigimi,
Kullanilan veriler ve sonuglarda herhangi bir degisiklik yapmadigimi,
Tum bilgi ve sonuglari bilimsel arastirma ve etik ilkelere uygun sekilde sundugumu,

Yararlandigim eserlere atifta bulunarak kaynak gosterdigimi,

beyan eder, aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.

Pelin OKAN




OZET

BAZI OZEL TANIMLI BOLEN FONKSIiYONLARININ BERNOULLI SAYILARI
VE BERNOULLI POLINOMLARI ILE ILISKiSI
YUKSEK LiSANS TEZi
PELIN OKAN
BALIKESIR UNiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. SEBAHATTIN iKiKARDES)
BALIKESIR, TEMMUZ - 2023

Bu tezde bazi 6zel tanimli bdlen fonksiyonlarinin Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilar
ile iligkisi incelenmistir.

Birinci boliim, Bernoulli polinomlari, sayilar1 ve bélen fonksiyonlart ile ilgili genel bilgilerin
verildigi giris bolimidiir.

Ikinci bsliim, bolen fonksiyonlari, Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilari ile ilgili temel
tanim ve teoremlerin yer aldig1 6n bilgiler bolimiidiir.

Ugiincii boliimde, 6zel tanimli bolen fonksiyonlar1 ve 6zel tanmimli Bernoulli polinomlari ile
ilgili sonuglara yer verilmistir. Ayrica 6zel tanimli Bernoulli polinomlarindan elde edilen 6zel
tanimli bolen fonksiyonlarinin kombinatorik konvoliisyon toplamlar1 ile ilgili sonuglar
bulunmaktadir.

Dordiincii boliimde sonug ve 6nerilere yer verilmistir.
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ABSTRACT

THE RELATIONSHIP OF SOME SPECIALLY DEFINED DIVISION FUNCTIONS
TO BERNOULLI NUMBERS AND BERNOULLI POLYNOMIALS
MSC THESIS
PELIN OKAN
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In this thesis, the relationship of some specially defined divisor functions with Bernoulli
polynomials and Bernoulli numbers is investigated.

The first chapter is the introduction where general information about Bernoulli polynomials,
numbers and divisor functions is given.

The second chapter is the preliminary information section, which includes basic definitions
and theorems about divisor functions, Bernoulli polynomials and Bernoulli numbers.

In the third chapter, results about special defined divisor functions and special defined
Bernoulli polynomials are given. There are also results related to combinatoric convolution
sums of special defined divisor functions obtained from special defined Bernoulli
polynomials.

In the fourth chapter, conclusions and recommendations are given.
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1. GiRiS

Bu ¢alismada bazi 6zel tanimli bolen fonksiyonlarinin, Bernoulli sayilari ve Bernoulli
polinomlart ile iligkisi incelenmistir. Bernoulli sayilari terimleri rasyonel say1 olan ve ilk kez
Isvigreli matematik¢i Jacob Bernoulli (1654-1705) ve ondan bagimsiz olarak Japon
matematik¢i Seki Kowa (1642-1708) tarafindan kesfedilen bir dizidir. Bu diziyi ilging kilan
en onemli Ozelliklerden bir tanesi de ardisik sayilarin kuvvetlerinin toplamini bulma
problemi matematikte kuvvet toplamlar1 olarak bilinen problemin ¢6ziimiindeki roliidiir.
Kuvvet toplamlar1 probleminin milattan 6nce 2000 yilina kadar uzanan bir tarihgesi vardir.
Bir¢ok matematikci belli kosullar altinda bu problem ile ilgilenmis ve 1713 yilinda Jacob
Bernoulli "Ars Conjectandi" adli eserinde bu problemi giiniimiizde Bernoulli sayilar1 olarak
adlandirilan katsayilar1 kullanarak ¢6zmistiir [ 1]. Bernoulli sayilari, Fermat’in Son Teoremi
ile ilgili olarak sayilar teorisinde de son derece 6nemli bir yere sahiptir. Bununla beraber
Bernoulli sayilar1 sonlu farklar, kombinatorik ve matematigin bir¢ok alaninda karsimiza

cikmaktadir [2].

m,neZ' olmak iizere n 'yi bolen pozitif tamsayilarin m. kuvvetlerinin toplamim o, (n)
olarak gosterelim. Pozitif tam sayilar kiimesi {izerinde tanimhi o, (n) fonksiyonuna bdlen
fonksiyonu denir. Eger m =1 ise o,(n), n pozitif tamsayisinin pozitif bélenlerinin toplamin

verir genel olarak o(n) olarak gosterilir. 1862°de bolen fonksiyonlarr ile ilgili en iyi bilinen

esitlik
”Z_:O'(k) o(n-k) = 52 o, (n) + (i - g} o(n)

12 12

Besge’nin Liouville’ye yazdig1 bir mektupta ortaya ¢ikmistir [3]. 1916’da Ramanujan bolen
fonksiyonlart ile ilgili;

X(a)=1- 245: o(n)a",

Y(a)=1+240) o,(n)’,
n=1



Z(a)=1- 5045“0'5 (n)a"

olmak tizere;

aaX(a) B X*(a)-Y(a)
éa 12

b

. 0Y(a) X(a)Y(a)-Z(a)
oa 3

b

4 0Z(a) X(a)Z(a)-— Y (a)
oa 2

esitliklerini elde etmistir. Bu esitlikler incelendiginde X7*(a)’nin »n. Kkatsayisi,

n-l 0X (a) - X (@)-Y(a) esitligi ise
1

Za(k)a(n—k) konvoliisyon toplamini kapsarken a 5
k=1 a

Besge’nin Formiilii'ne esittir [4]. 2007°de Hahn ise;

X(a)=1+ 8i &),

n=l1

Y(a)=1+24> &(n)a",
n=1

Z(a)=1- 16§: G,(n)a"

olmak tizere,

. oX(a) X’(a)-Z(a)
da 4

5

g 0Y(a) Y(a)X(a)-Z(a)
oa 2

b



a% =X(a)Z(a)-Y(a)Z(a)

diferansiyel denklemlerini elde etmistir. Ayrica n tamsayisinin ¢ift ya da tek olusuna bagh

olarak

-30 (n)+36,(n), n teksan

36 o (n)o (n—m)=
mz (Mo =M= 45 (n)—5&3(n)+4&3(g), n ¢ift say

Ozel tammli 6 ve & bélen fonksiyonlar ile iliskili esitligi bulmustur. Ayrica & bélen

fonksiyonlar1 igin

16'12_1 o,(n)6,(n—m) =-c,(n) +2(n-1)6,(n)+5,(n)

k=1

esitligini de gostermistir [5].
Huard ve arkadaslar1 [6] , Lahiri [7], Glaisher [8] , Cheng ve Williams [9], Melfi [10] bolen
fonksiyonlar1 ve 6zellikleri ile ilgili birgok calisma yapmuslardir.

2015 yilinda Kim, Bayad ve ikikardes, k,n € Z olmak {izere k >1 ve n>2 iken

i( 2k anlo-zk 25— l(m) O-2s+l(n m) ;O'Zk+l(l’l)—%02k (n)_n62k_1(n)+zw

=0 2S+]. m=1 d|n 2k+1

denklemi ile bolen fonksiyonlarinin kombinatorik konvoliisyon toplamlar: ile Bernoulli
polinomlari arasinda yeni bir baglanti ifade etmislerdir [11].

2021 yilinda Kim ve Ikikardes, k,n € Z olmak iizere k >1 ve n>2iken

S B () 0-m) =30 001 0)- 5 )

5 m=1



ve k>2, N=>1 iken
1 1.
:_62k+1(N)_50'2k(2N)_2k+1

2k
JZ( )" 6y 291( )sz(zN m)

2

esitliklerini elde etmiglerdir [12]
Bernoulli polinomlar1 B, (x), lirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla

ZB () . |il<2x
k=0
B, =B,(0) bigiminde

e -1
Bernoulli polinomunda x=0 alinirsa

bi¢ciminde tanimlanir
tanimlanan B, Bernoulli sayilar1 elde edilir [13]

Bernoulli Polinomlar
0.15
4} /
\ |
- K!“ {
010 |
¥ \ 'I
4 ] f
, 0.05 - j
— B(x) . 1 {
| 1 ]
o 2 (x) i \".| ; /
:: ] ';'
ob - T = T - LAY - T & T 4]
B, (x) 04 -0z 0] 83 04 [‘0s p=
B.(x) ] \ x J f{,
-0.05 -
N _/’
~0.10 - '
] f
]i

Sekil 1.1: B,(x), B,(x), B;(x), B,(x) Bernoulli polinomlarinin grafigi

Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilari literatiirde oldukca ¢ok ¢alisilan konulardir bu

konular hakkinda daha fazla bilgi i¢in [13, 14, 15] kaynaklarina bakilabilir. Bernoulli

Polinomlar1 ve sayilar1 arasinda bulunan bazi 6nemli esitlikler



B (x)= Zn: (Zj Bx"*

n n .
Bn(X+ Y):Z Bk(X)yn ‘
o\ k
seklindedir . Ayrica Bernoulli polinomlar1 i¢in
B(x)=nB, (%),
B,(1-x) =(-1)"B,(x)

B,(1+x)—B,(x)=nx""
esitlikleri de verilebilir [13].
Bolen fonksiyonlar1 aslinda bir tamsaymnin bolenleri ile iliskili olan aritmetik

fonksiyonlardir. Bir bélen fonksiyonu n tamsayisinin d pozitif tamsay1 bolenlerinin % .

kuvvetinin toplamlar1

o, (n)=>d"

dln

seklinde de gosterilebilir..
Butezde, ne N ve k €Z igin

6,(m)=Y.(-)' d"

dn

seklinde 6zel taniml1 bélen fonksiyonu tizerine ¢alisilmistir.

o,(n) ve dzel tanimli &, (n) bolen fonksiyonu arasindaki en temel iliski



6,(n) =0, (n)-20, (%)

esitligi ile ifade edilebilir [16].

Bu tezde bazi 6zel tanimli bolen fonksiyonlari ile Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilari
tizerine yapilan arastirmalar taranmis elde edilen bilgi ve bulgular ile ilgili yeni esitlikler
diizenlenmistir.

Caligmanin birinci boliimii, bolen fonksiyonlarinin, Bernoulli polinom ve sayilarimin tarihsel
stirecinin bahsedildigi giris boliimiidiir.

Ikinci boliimde, ilerleyen béliimlere temel olusturacak bazi 6n bilgilere yer verilmektedir.
Bu boliimde bolen fonksiyonlari, Bernoulli polinomu ve sayilarmin 6zelliklerinden
bahsedilerek bunlarla ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uctincii boliimde orijinal sonuglara yer verilmistir.

Dordiincti boliimde, ¢alismadan elde edilen sonuglardan ve olusturulabilecek daha farkl

esitlikler tizerine olan Onerilerden bahsedilmistir.



2. ON BILGILER

Bu béliimde bolen fonksiyonlari, Bernoulli polinomlari ve Bernoulli sayilar ile ilgili gerekli
On bilgiler yer almaktadir.

2.1 Bolen Fonksiyonlar:
2.1.1 Tamm: n bir tamsay1 olmak iizere n=ab olacak bigimde a ve b tamsayilar
yazilabiliyorsa a ve b ’ye n’nin bolenleri denir.

2.1.2 Uyarr: Eger d tamsayisi, n tamsayisinin bir boleni ise “d , n ’yi boler” seklinde ifade

edilir ve d |n ile gosterilir. Eger d tamsayist n’yi bolmiiyorsa dfn seklinde gosterilir.
Kolayca l|n oldugu goriilebilir.

2.1.3 Tammm: Yalnizca iki pozitif boleni olan dogal sayilara asal say1 denir, eger bir dogal
sayinin ikiden fazla béleni varsa bu dogal sayiya bilesik say1 denir [17].

2.1.4 Tamm: Pozitif tamsayilar kiimesinden karmagik sayilar kiimesinin herhangi bir alt
kiimesine tanimli her fonksiyona aritmetik fonksiyon denir [18].

2.1.5 Tanim: x ve y aralarinda asal tamsayilar olmak tizere f aritmetik fonksiyonu

f(xy)=f(x)-1(»)

kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna ¢arpim fonksiyonu ya da kisaca ¢arpimsaldir denir
[18].

2.1.6 Tanmm: n bir tamsay1, d , n’in bir pozitif tamsay1 boleni ve k£ € C olmak {izere

Gk(n)=2dk

d|n
bi¢iminde tanimli aritmetik fonksiyona bélen fonksiyonu denir [16].

2.1.7 Uyarr: Eger k=0 alirsak o, (n) ,n tamsayisinin pozitif bélenlerinin sayisini, k=1
alirsak o, (n) , n tamsayisinin pozitif bdlenlerinin toplamin elde ederiz. Ayrica k£ =1 iken

o,(n)=0 (n) ile gosterilir.



2.1.8 Ornek:

o (6)=> d' =1"+2'+3'+6'=12

dl6

0,(9)=).d*=1"+3+9> =91

d[o

o,(6)=D.d"=1+2+3'+6’ =252

dl6

2.1.9 Teorem: o, (n) aritmetik fonksiyonu bir ¢arpim fonksiyonudur [16].
Ispat: (n,n,)=1, d €Z" , ny.n; nin bir bdleni olsun. O zaman d,|d, d,|d ,d,|n, d,|n,
ozelligindeki d,,d, € Z" alahm. (n,,n,) =1 oldugundan afl.a’2|nl.n2 yazilabilir. Buradan;

O'k(nl.nz) = z d*

d|nl.n2

Oy (”1-”2) - Z|: (dl'dZ )k
diln
dyln,

o, (nl.n2 ) = Z d* Z d,t

d; |n1 dz‘n2

o (mn,)=0,(n).o.(n,)
elde edilirbuda o, (n) fonksiyonunun ¢arpimsal aritmetik fonksiyon oldugunu verir.
2.1.10 Teorem: p bir asal say1 ve r € Z" U {0} olmak iizere

(r+1)k

O'k(pr)=ppk—_1_l=l+pk+p2k+...+p’k

bi¢iminde ifade edilebilir [16].



Ispat:
O'k(p’) = > dt
d‘p'
1+p +p +.. .+ p*
1+ p + (P +..+(p*)

_ P -1
= 1
2.1.11 Ornek:
o,(3) 3(;1); Lol
o,(5')= 5(;1):1 =126
2.1.12 Sonug: p tek asal say1 olmak iizere
o(p)=p+l1
bigimindedir [16].
ispat:

Gk(”)zzdk

din

k yerine 1, n yerine p yazarsak

c(p)=>.p

dlp

elde edilir.



2.1.13 Teorem: n e Z olsun. N, n’yi bélen en biiyiik tek tam kare tamsay1 olsun. o(n)
ifadesinin tek tamsay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart N ’nin bir tam kare say1 olmasidir [16].

Ispat: n=N.2° ve aeZ"olsun. N, n’nin en biiyiik tek tamsay1 carpani, (N,2°)=1 ve
o(n) fonksiyonu ¢arpimsal aritmetik fonksiyon oldugundan

o(n)=c(N).oc(2%)

seklinde yazilabilir.

Varsayalim ki o(n) tek olsun. o(n)=c(N).(2*" —1) yazlabileceginden ve (2*' —1) tek

say1 olacagindan o (N) fonksiyonu tek say1 olmalidir. N tek oldugundan p’ tek asal sayilar

my

olmak tizere; N = p," p," ... p,"* bigimindedir.

o(N)= O'(plrm pzm2 . -pkmk)
c(N)=(+p,+ pl +.ct p!").(1+ p, + pi +.oct p22)(1+ p + pi+.ct pI)

o(N) fonksiyonu tek oldugundan tiim carpanlar tek olmalidir. (1+ p+ p°+...+ p™) tek
olmasi i¢in m ¢ift olmalidir. Tim 7, ’ler ¢ift olmalidir. Sonug olarak N bir tam karedir.

2my o 2m, 2my,

Varsayalim ki N bir tam kare olsun. o(n)=oc(N).oc(2*) ve N =p,

P py

bi¢ciminde olsun. O zaman
c(N)=(+p,+ p] +.ct pi"™).(1+ py+ p3 +.ct p3"™).(1+ p, + pi .t pi™)

seklinde yazabiliriz. Burada o(N) fonksiyonunun tiim ¢arpanlari tek olacagindan o (V) tek
olur. Yani o(2)= (2" 1) tektir. o(n)=c(N).c(2%) oldugundan o(n) tek say1 olur.

2.1.14 Ornek:
0(25) =0 (5’) =1'+5"+25"=31 tektir & 5* tam karedir

0(2401) = (7)) =1'+7" +49' + 343" +2401' = 2801 tektir < (7°)* tam karedir
o(64)=0(2°)=1'+2"+4' +8' +16' +32' + 64' =127 tektir & (2°)* tam karedir

2.1.15 Tanmm: neZ" ve k €Z olmak lizere

6, (m) =Y (-1)¢ d*

d|n

bigiminde 6zel tanimlanan aritmetik fonksiyona &,(n) bélen fonksiyonu denir [16].

10



2.1.16 Ornek:

6,(2) = (—1)%‘1. 1+ (—1)5_1.2 -1
6,.(3)=(-1) 1+(-1) 3=4

6,(6)=(—1)' 1+(=1)2 24(=1)* 3+(-1)° .6=4

2.1.17 Teorem: neZ" ve k € Z olmak iizere

ool

d|n

n .
— c¢ift
4 ¢ift

esitligi vardir. [16]

ispat:
n n n
— cift = 2|— = d|—
g =27 =d
Z d" = z d* :Gk(zj
deZ’ dsZ+ 2
d|n d|ﬁ
%w’ﬁ 2
2.1.18 Ornek:
> d =0'1(2)=1+2+3+6=12
dji2 2
%clﬁﬁ
> d =01(§)=1+2+4=7
B 2
Swft

2.1.19 Teorem: neZ ve k € Z olmak iizere
6, =o,(n)-20, (gj

esitligi vardir [16].

11



Ispat:

8, =Y (1) d*

djn
A _ (—1)%_1#‘ (—1)%_1&‘
o,(n)= z + z
a’eZ+ dsZ+
d|n u"n
%Cffl %tek
(==Y d"+> d*
deZ+ deZ+
dln dln
e ek
N n n
o,(n)=—0o,| = |+o,(n)-0,| =
k k(zj ) k(zj
R n
6,(n)=0,(n)—20, >

2.1.20 Ornek:

6,(6)=0,(6)-20, (g) =12-24=4

6,(10) = o, (10) - 20, (?j =18-2.6=6

6,(12) = 01(12)—201(%j =28-2.12=4

2.1.21 Sonug: 2.1.19 Teorem’de k =1 yazarsak

6 (n)=0 (n)-20 (g)

esitligini elde ederiz.
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2.1.22 Teorem: n € Z olmak lizere n tek say1 ise

dir [16].
ispat:

2.1.23 Ornek:

6'(11)20'(11)

n
—1
Jay k
G, (m=Y (- d
d|n
d .,d_ ,..., d” |n olsun

1772

dl, dz,.....,d" tek olur

4 L R

S(m)=(-D* d*+(=D* df+.+(-D" d
6(n)=d +d,+..+d,

&(n)=o(n)

n=15=6(15)=o(15)=24
n=21=6@2l)=c(21)=32

n=33=6(33)=0c(33)=48

2.2 Bernoulli Polinomlari ve Bernoulli Sayilar:

2.2.1 Tanim:

tet & t"
t _1 = ZB”(x) _'

esitligi ile tammmlh B, (x) polinomlarina Bernoulli polinomlar: denir [13].
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2.2.2 Ornek: Asagidaki tabloda bazi Bernoulli polinomlarina érnekler verilmistir.

Tablo 2.1: i1k sekiz Bernoulli polinomlari.

By(x) | 1

B(x) | x—%

By(x) | ¥’ —x+1

B(x) | ¥ 3 +1x

By(x) | x*-2x+x" -4

By(x) | ¥’ =3x"+3x -1x
Bg(x) | x* -3 +3x*-1x+ %
By(x) | x"=Ix*+Ix"-Ix +1x

Asagidaki sekilde bazi Bernoulli polinomlarinin grafiklerine 6rnekler verilmistir.

Bernoulli Folinomian

08 11

Sekil 2.1: Bazi Bernoulli polinomlarina 6rnekler.

2.2.3 Teorem: B (1-x)=(-1)".B (x) [19].

2.2.4 Teorem: B (1+x)—B,(x)=nx"" [19].

2.2.5 Teorem: >’ (~1)"” (Z].Bn(k) — n! [19].

k=0

2.2.6 Teorem: n.x""' = Z(Z}Bn_k(x) [19].

k=1

14



2.2.7 Teorem: B, (x)+ B, (x+ %) =2""B (2x) [20].

2.2.8 Teorem: B, (1—x)=(-1)*.B,(x) [20].
2.2.9 Tanim: Bernoulli polinomu B, (x) ’de x =0 almirsa B, = B,(0) bi¢ciminde tanimlanan

sayilar elde edilir. Bu sayilara Bernoulli sayilar: denir ve B, ile gosterilir. [20]

2.2.10 Ornek: Asagidaki tabloda ilk on dért Bernoulli sayilart verilmistir.

Tablo 2.2: 11k on dort Bernoulli sayilari.

BO Bl B2 B3 B4 BS Bé B7 B8 B9 BlO Bll BIZ BlS
tl tfrfo ] 1 fofrfo] 1[o|s]o0o] 610
216 30 42 30 66 2730

2.2.11 Teorem: n =1 ise B, = B (1) dir [20].
2.2.12 Teorem: n>1 ve n tek sayrise B, =0 dir. [20].
2.2.13 Teorem: B, (1)=(-1)"B, [20].

2.2.14 Teorem: (—1)""'.B,, ,(x) >0 [20].
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2.2.15 Teorem: n>2 , k >1 olmak lizere n ve k tamsayilar1 i¢in

Y B.(d)-2) B.(d), ngiftise

d|n an

2

ZBk (d), n tek ise

d|n

B, (n)

esitligi vardir [11].

2.2.16 Teorem: n>2, k>1 n ve k tamsayilar1 i¢in

k-1 2k n—1 . R 1 1 . 1 n
z 2541 Zazk—zs—l (m).c,,,,(n—m)= E Py (n) - 5 Oy (n) - m B, (n)

s=0 m=1

esitligi vardir [11].

2.2.17 Teorem: N >1, k >2 tamsayi olmak iizere

L Dk 2Nl . A 1 { . .
Z_l: 2641 2—1 =D"0y5,(m).05 (2N —m) =50-2k+1(N)_50-2k (2N)_m32k+1(2N)

esitligi vardir [11].
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3. BOLEN FONKSiYONLARI, BERNOULLI POLINOMLARI VE BERNOULLI
SAYILARI ILE iLGILI YENI DENKLEMLER

3.1 Ozel Tanimh &, (n) Bolen Fonksiyonu ile Ilgili Sonuclar
3.1.1 Teorem: Ozel tanimli &, (1) bolen fonksiyonu ¢arpimsal aritmetik fonksiyondur.

T +
Ispat: n=n.n,, n,n,eZ" ve (n,n,)=1 olsun.

6, (m) = ()¢ d*

djn

ny.my

G (m.ny) = Z (=D ldk

dlny.n,

(n,,n,)=1iken d|n, n, = a|n ve bln, olmak iizere a,b € Z" i¢in d =(a,b) olmasidur.

. I’ll'l’lz_l i
S (mmy) =Y (=1) “ (ab)
a,bell’
a‘nl
an

R my "
& (mm)= >, (- d'.(-1)* b*

a,bel,”
aln,
bln,

&, (mny)=> (—1)?1‘1a’iz (—1)72‘1b"

ael.” hell'
aln, bjn,

=0,(n).0,(n,)

gift,% tek = (”1_’;2 —1) — tek olur
a.

Ll z‘ek,ﬁ tek = (% —lj — ¢ift olur
a b ab

Sonug olarak

ny.ny ﬂ
a

(D * =(-D* (-]

esitligi elde edilir.
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3.1.2 Ornek:

6,(3.7)=6,(3).6,(7) =32
6,(3.5)=6,(3).6,(5) =24
6,(3.19) = 6,(3).6,(19) =80

3.1.3 Teorem: p tek asal say1 ise

6 (p)=p+1
dir.

Ispat:

6= (-1)¢ d

d|n

n = p asal say1 olsun.

()= (-1 d

dp

L}

P_
— (-1 p (=D 1
=p+l

3.1.4 Ornek:
c(7)=8
6 (19)=20

G (61)=62
3.1.5 Teorem: p tek asal say1 ise

6. (p)=1+p"
dir.

18



Ispat: &, (n) bolen fonksiyonunu Z(—l)rld * biciminde tanimlidir. Burada n = p asal

dn
say1 yazarsak

6.(p) =Y ()¢ d*

dlp
Py 2
=(=D' 1"+(=1? p*
= ()1 + (=17t
=1 +p"

3.1.6 Ornek:
6,(17)=1+17"=18

6,(5)=1+5"=26

6,(3)=1+3"=28

3.1.7 Teorem: ¢t € N olmak iizere 6 (2') =1dir.

Ispat:

6, (m) =Y ()¢ d*

d|n

k=1 ve n=2 olsun

62)=Y (=17 d'

dn
olarak yazilabilir.

2! 2! 2!

Z 1 Z 1 —1
G2 = (=) 1 +(=DF 24+ (=])? 2
=—(1+2+...+2"1)+2’

t
(122, 5
1-2

=1
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3.1.8 Ornek:
é(2h =1
6(2°)=1
6(2) =1

2tk+l _ 2tk+k _1
3.1.9 Teorem: keZ" ve t € N olmak iizere 6,(2"')=———— dir.

1-2
ispat:

6, (m) = (-1)¢ d*

djn

6,(2)=3 (- d*

d‘Z’

2 2!

2 2 i | =1 2i—l
6,2)=(-1! 1.1"+(—1)2 1.2k+(—1)22 27 (=D 20— 2"

Q2 -1,27" -1, -,...,(2' -1

ifadelerinin tiimii tek sayidir. Bu durumda

1_2tk ) 2tk+1_2tk+k_1
6, (2)=—— gkt T2 T
«(2) 1-2f 1-2*
3.1.10 Ornek:
24+1_24+2_1
6,2)="—"—=11
2( ) 1_22
. » 26+1_26+2_1
02(23)=T=43
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3.1.11 Teorem: p tek asal say1 ve >0, ¢t € Z olmak iizere 6 (p.2")= p+1 dir.

Ispat: n=p2 alalm. neZ', teZ,t>0 p tek asal say1 olsun o zaman (p,2') =1 dir.

6, (m) = (-1)¢ d*

djn

G, =Y (-1 d

d|n

6(n) bolen fonksiyonu ¢arpimsal aritmetik fonksiyon oldugundan;

o(p2H)=6(p).c2)=p+1

pHl 1

olarak yazilabilir.

3.1.12 Ornek:
c (5.21)=5+1=6
6(12°)=7+1=8

6 (13.2°)=13+1=14

3.1.13 Teorem: p tek asal say1ve k € Z" ve t € N olsun. Bu durumda

R ) 2[k+1 _ 2Zk+k _ 1
G (p2") = (1+P1‘)(—)

1-2*

esitligi elde edilir.

Ispat: n=p.2" alalm. n€Z* ,teZ,t>0 p tek asal say1 olsun. (p,2')=1 ve &,(n)
bdlen fonksiyonu carpimsal aritmetik fonksiyon oldugundan ;

th+l 2[k+k _1

6. (p2)=0,(p). 6,(2) = (pk+1)~T

prel gkl kg
1-2F
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3.1.14 Ornek:

3241 3242
&2(3.23)=(1+32)(2 1222 1}430

3241 A3242
&2(5.23):(1+52)(2 1222 1J=1118

3.2 Ozel Tammh ]§k (n) Bernoulli Polinomlari ile ilgili Sonuclar

3.2.1 Teorem: k=1 ve p tek asal say1 ise

B.(p)=B, +B,(p)
seklinde olur.

Ispat: k #1 ve p tek asal say1 olsun.
ék(p) = ZBk(d) =B,(D)+B,(p)=B,+B,(p)
d‘p
3.2.2 Ornek:
A 3 3 2 1
B,(5)=B,+B;(5)=0+5 —5.5 +5.5 =90

3.2.3 Teorem: k>2 ve r>0, n=2" olmak iizere

B2~ Y B(d), neifiise
B, (n)=B,(2") = @
B, n tek ise

esitligi vardir.
ispat:

k>22 ver=0, n=2" olsun. 2.2.13. Tanim’da » yerine 2" yazarsak

ZBk(d)—2ZBk(d), n ¢ift ise

dp’ 2"

2

d

B,(2") =
Z B, (d), n tek ise

d|n
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ifadesi elde edilir. Bu esitligi » ’nin tek ve ¢ift olusuna gore ayr1 ayr1 inceleyelim.

n tek olsun.

r=0=2"=2"=1 oldugunda sadece n tek olur.O halde;

Y B.(d)=B,(1)=B,
dl1
elde edilir.

n ¢ift olsunr >0 = 2" daima ¢ift olur.

B@)=3 Bi=23 B(d)
B,(2")=B,()+B,(2)+ B,(2")+...+ B,(2") + B,(2)~2.[ B,()+ B,(2)+ B,(2") +..+ B,(2"") |
B,(2)=-[ B,()+B,(2)+..+ B,(2™) |+ B.(2")
Bi@)=5,0)~ 3 B(@)

elde edilir.

3.2.4 Teorem: k>2 ve r >0, p tek asal say1 olmak tizere n = p.2" olsun.

B(2)+B(p2)~ Y, B/d), nifiise
B(n)=B,(p2)= s

B, +B,(p), n tek ise

Ispat: p tek asal say1 olmak iizere n = p.2" olsun.

n tek olsun.

r=0= p2" =p2"=p oldugunda n=p tek olur.
O halde ;

> B.(d)=B,()+B,(p)=B, +B,(p)

dlp
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n ¢ift say1 olsun.

r>0= p.2" daima gifttir.

B.(p2)= Y B(d)-2 B(d)

dlp2 dl 2

B.(p2")=B,(1)+B,(2)+B,(2)) +..+ B2 )+ B,2 ) +...+ B,(p.2")
“2[ B.()+B,(2)+ B,(2) +..+ B2 +...+ B(p2 )]

B(p2)=B,2)+B.(p2)~[ B+ B, +..+ B(p2)]

B(p2)=B,(2)+B(p2)- > B.(d)

d|p.2"'

elde edilir.
3.2.5 Ornek:
B,(52")=B,(2")+B,(52)- > B,(d)

dl52°
B,(10) = B,2') + B,(10) ~ (B,(1) + B,(5))

B(x)=x"—3x"+1x

B,(2)=3
B,(10) =855
B3(1) =0
B,(5)=90

B,(10) =3+855—(0+90) = 768
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3.3 Ozel Tanimh ]§k (n) Bernoulli Polinomlarindan Elde Edilen Ozel Tanimh

Bélen Fonksiyonlarimin Kombinatorik Konvoliisyon Toplamlari ile Ilgili Sonuclar

3.3.1 Teorem: k,n €Z olmak iizere k>1 ve p >2 asal say1 iken

1

- m By (p)

2+ 2k)

Z( 2%k Jﬁz“(}Zk_zs_l(m).&zﬁl(p-m)=%(p

o\ 2s+1):5

esitligi elde edilir.

Ispat: 2.2.16 Teoremden yararlanarak k,n € Z olmak iizere k >1 ve p > 2 asal say1

2k e A 1 L _
Zo 25+1 Z_IO-Zkusfl(m)'o-hH(p_m):552k+1(p)_zo-zk(p)_mszn(P)
yazilabilir.

1 1
502k+1(p)=§(1+p

2k+1)

1, 1
——sz(P)=—5(1+P2k)

2
1 = 1
_mszu(p) = _m[szn +By. (p)]

By = 0

esitlikleri elde edilir. Bunlar1 denklemde yerine yazarsak

(2K, A _1 2k+1 2k 1 B
; 241 ;sz-zs—l(m).o'zm(p—m)—5(p - )_m 2k+l(p)

sonucu bulunur.
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3.3.2 Ornek:

1- 2

§(,2 oo tmain

2[6().6(2)+6(2).6(1)]=2[1.1+1.1]= %(33 —32)—%[(133 +B,(3)]=4

3.3.3 Teorem: k,t € Z olmak iizere £ >1 ve ¢ >0 iken

-1

k-1
(2S+1]Z O2k-25-1 (m)'é\-ZsH (2t —m) =

s=0

1 2(z+1)(k+1)_1j 1[2(2tk+1)_2(2tk+2k)_1) 1
S [ - Bya(2)= D By (d)
2( 2601 ) 2 2% 1 2k +1 (%) Pkt

esitligi elde edilir.

Ispat: 2.2.16 Teorem’den yararlanarak n,k,t€Z olmak iizere k>1, >0 icin n=2'

yazarsak

5=0 m=1

M 2k 2, . 5 1 o 1. 5 1 A (x
Z(zs+1jzo'2k—2s—1(m).O'z,Hl( —m)—EO'zkH( )—chzk( )—m 2k+1( )

elde edilir. Sag taraftaki ifadeleri hesaplayacak olursak

(2t) ~ 2(r+1)(2k+1) -1
Osk+1 - 22k+1 -1

22tk+l _ 22tk+2k _1

1_22k

G, (2" =

E2k+l(2t) = [BZI(H(ZI) - Z sz+1(d)]

d| p2

elde edilir.
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Bu esitlikleri yukarida yerine yazarsak

1 2(l+1)(2k+1) _1 l 221k+1 _ 22tk+2k _1

=L 2k i t
50(2”1]; Sruzv ()30 (2 _m):? 21 2 %

_;1[32“1(2:) - Z sz+1(d)]

2k + d|p.2"l

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra

2(t+1)(2k+1) _1 22tk+1 _ 22tk+2k _1

k-1 2k 2’—1A R , 1 1
Z( Jzo-2k—25—l(m)'o-2s+l(2 —m):E, H2T ] +5 21

=\ 2s+1 )0~

—#[%(2’)— 3 sz+1(d)]

2k + 1 d|p.21_l

elde edilir.

3.3.4 Teorem: n,k,t € Z olmak iizere k >1, t >0 ve p tek asal say1iken n= p.2" ise
k-1 2k -1 ) )

2 m).o n—m)=
;(25‘4‘1]; Zk_Zs_l( ) 2s+1( )

(1+p2k+l)(2(t+l)(2k+l) 1) (1+p2k)(2(2tk+l) 2(2[k+2k) 1)
2(22k+l 1) 2(22k 1)

_ﬁ By (zt ) + By (p-zt ) - d|pZ2;'1 By (d)

dir.
Ispat: 2.2.16 Teorem’den yararlanarak n,k,t € Z olmak iizere k>1, t>0 ve p tek asal

say1iken n = p.2'

kz_l:( 2k Jrio'zk 25— 1(m) 0'23+1(n m)_;azkn(n) 2k( )_m 2k+1( )

5=0 2S+1 m=1
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1 1 ( Zt) _ (1 + p2k+l).(2(t+l).(2k+l) _1)

562k+1 (I’Z) = 562k+1 p 2'(22k+1 _1)
1. 1. , 1+ p2F).(2@k+) _p@ik+2k) _q
Lo m=-Lts,(pay=LrPE )
2 2 2.7 1))
1 & 1 t t
T By, (n) = Sy B, (2)+B,, (p2")- d%l B,,..(d)

bulunan esitlikleri denklemde yerine yazarsak

2(2% =) 2(2%* -1) 2k +1

B (1 +p2k+1 )(2(l+1)(2k+1) _1) N (1 +p2k)(2(2[k+1) _2(21‘k+2k) _1) ~ 1
d|p.2"l
elde edilir.

3.3.5 Teorem: k>2,N>1 r>0 p tek asal say1 ve 2N = p.2" ve N =p.2"" olsun. O

zaman;

(20 R ys 1. 1,
;(2s+J;‘( )" Gy ps1(m)-Gryy (2N —m) =— O'zk+1(N)_Eo'zk(zN)_mszu(zN)

B l( Spal N 1) 2(2k+1)r _1 +l( ” +1) (2(2rk+1) (2rk+2k) 1)
2 \P 2y )T 2.2% -1

1 , ,
_m|:32k+1 (2")+ B, (p2")— dlerl By (d):|

dir.

Ispat: 2.2.17 Teorem’den yararlanarak k>2,N>1 r>0 p tek asal say1 2N = p.2" ve

N = p.2"" olsun.

k-1

2(2 +JZ( D" 6, 1(m) O'2wr1(2N m)— O-2k+l(N) O-Zk (2N)

s

1 2k+1 (ZN)
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1 2kt (DK
1 ( _2r_1)=(1+p )-(2 1)

5(72k+1 (N) = 50'2k+1 p 2.(22]{“ D

1. 1 . ) (1 +p2k).(2(2rk+l) _ 0 (2rk+2k) —1)
——0, (2N)=——0 2"y =

5 L (2N) 5 e (p27) 2'(22/{ )

1 4 1 ) )
- 2% +1 sz+1(2N) = __Zk 11 !sz+1(2 )+ sz+1(p~2 )— d|§1 sz+1 (d)]

bulunan esitlikleri denklemde yerine yazarsak

9 22k _ +_(p2k +1)

Qk+yr (Q2rk+l) A (2rk+2k) _
:l(pzkﬂ +1). 2 1)1 (2 i 1)
1 2 2.27 -1

1 |:sz+1 (2)+ By, (p2") - z By (d):|

2k +1 o

elde edilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, baz1 6zel tanimli bélen fonksiyonlarinin Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli
sayilari ile iligkisi incelenmistir.

[k bsliimde, Bernoulli polinomlari, Bernoulli sayilar1 ve bolen fonksiyonlart ile ilgili genel
bilgilerin verildigi giris bolumudiir.

Sonraki boliimde, bélen fonksiyonlari, Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilari ile ilgili
temel tanim ve teoremlerin yer aldig1 6n bilgiler verilmistir.

Ugtincii boliimde, 6zel tammli bolen fonksiyonlari ve 6zel tamimli Bernoulli polinomlari ile
ilgili orijinal teoremlere yer verilmistir. Buna ek olarak 6zel tanimli Bernoulli
polinomlarindan elde edilen 6zel taniml1 bélen fonksiyonlarinin kombinatorik konvoliisyon
toplamlart ile ilgili orijinal teoremler yer almaktadir.

Bu tezde yapilan ¢alismalar 1s181nda asagidaki denklemler kullanilarak yeni denklemler elde
edilebilir.

N >1 i¢in

2N-1

) ) 1 1,
> 6,,(m).6 (2N —m)= 5[% (N)+0.,(2N)]- d (2N)
m=1

i

2

_l(l_+1)B“1(2N)

esitligi elde edilir. [11]
N2>1, k>2 igin

1 0k el . et 1
z 2541 z O s (M).Oy 2N —m) =270, (N) - ZI:GZIHI (N) + 05 (ZN)]
s=1 m=1

m tek sayi

1. | B
_EJZk(ZN)-i_mBZkH(zN)

esitligi elde edilir. [11]
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EKLER



EKLER
EK A: Bernoulli Sayilarinin Maple 13 Uygulamasi Kullanilarak Elde Edilen Listesi
(1<n<50)

> with(numtheory);

| GIged, bigomega, cfrac, efracpol, cyclotomic, divisors, factorEQ, factorset, fermat, imagunit, (43}
index, integral _basis, invefrac, invphi, iscyclotomic, issqrfree, ithrational, jacobi, kronecker,
A, legendre, mcombine, mersenne, migedex, minkowski, mipolys, mlog, mobius, mroot,
msqrt, nearestp, nthconver, nthdenom, nthnumer, nthpow, order, pdexpand, ¢, ©, pprimroot,
primroot, quadres, rooisunity, safeprime, ©, sq2factor, sum2sqr. T, thue|

;> ?bernoulli

> forn from 1 to 100 do
print('bernoulli’(n) =bernoulli(n) )

end do
; 1
b i(l)=-—
ernoulli(1) 3
gk
bernoulli(2) = 3
bernoulli(3) =0

b li(4)==-—
ernoulli(4) 30
bernoulli(5) =0

; 1
1 .
bernoulli(6) 7

2
bernoulli(7) =0

bernoulli(8) = - %
bernoulli(9) =0
. 5
b 1i(10) = —
ernoulli{ 10) 6

bernoulli(11) =0
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691
2730

bernoulli(13) =0

bernoulli(12) = -

bernoulli(14) = L
6
bernoulli(15) =0

: 3617
bernoulli(16) = = o'
ernoulli(16) 510
bernoulli(17) =0
: 43867
I _ 43867
bernoulli( 18) 798
bernoulli(19) =0
20 = L7461
bernoulli(20) = - =1
bernoulli(21) =0
_ 854513
bernoulli(22) = 222212
ernoulli(22) 138
bernoulli(23) =0
(24 - - 236364091
bernoulli(24) = 2730
bernoulli(25) =0
8553103

bernoulli(26) =
bernoulli(27) =0

, _ _ 23749461029
bernoulli(28) = 870

bernoulli(29) =0

(30) = S61S841276005
bernoulli(30) = 14322

bernoulli(31) =0
_ 7709321041217
510
bernoulli(33) =0
2577687858367
6
bernoulli(35) =0
26315271553053477373
1919190
bernoulli(37) =0
2929993913841559
6
bernoulli(39) =0
261082718496449122051

bernoulli(32) =

bernoulli(34) =

bernoulli(36) = -

bernoulli(38) =

bernoulli(40) = - 13530

bernoulli(41) =0
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1520097643918070802691
1806
bernoulli(43) =0
BRI = 278332695??301024235023
690
bernoulli(45) =0
596451111593912163277961
282
bernoulli(47) =0
_5609403368997817686249127547
46410
bernoulli(49) =0

bernoulli(42) =

bernoulli(46) =

bernoulli(48) =

495057205241079648212477525

bernoulli(50) = 66
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EK B: Bernoulli Polinomlarinin Maple 13 Uygulamasi Kullanilarak Elde Edilen Listesi
(1<n<30)

> for s from | to 100 do
print('bernoulli'(n, x) =bernoulli(n, x))

end do
bernoulli(1, x) =x — %
: 1 2
bernoulli(2, x) = F°d +x =-x
bernoulli(3, x) = 1 x 2 X
2 2
|
bernoulli (4, x) = 30 +x Fig
bernoulli(5, x) == i x+ % # = % o
A L B0, e
bernoulli(6, x) = 12 > #+ 2 = e i
: 1,923,935 3 7.5
bernoulli(7, x) = 6 X 5 Gy > S 5 %
2L s i) . 14 54 8. 5%
bernoulli(8, x) = 30 + 3 3 e 3 x +x —4x
, _ B 2L B ey 8 9
bernoulli(9, x) = 10 Xk 23 5 x+6x +x > X
bernoulli( 10, x) = % = % £ Sty %xa +xl0
' o O ) - 33 a0 1l 18
bernoulli(11, x) = 6 % 5 NS —1s +== 6 +x > x
; 691 L. B0 5. 38 W I, e 1
bernoulli(12, x) = 2730 +5:x 2 X +22x — oy L411x 6x
’ ) :_691 65 3 429 E 286 . 143 o 11 i3 13 1
bernoulli( 13, x) 2]0 3 X 10 & -F——,} 5 x+13x +=x 5 %
. 7 691 2, 455 4 1001 6, 143 & 1001 10, 91 12
(14, x) == — —= - ; — 0 =
bem0u1(4.r}6 30r+6x 10x+2x 304+6x
" _£ _b‘fl 3 455 5_429 7 f13 9_£ 11 £ 13 15
bernoulli(15. x) > X __6 X +—2 s —2 x +_6 X 5 X+ 5 X HE
_ 15
2
. 0 1382 . . 1820 & gy 072 o) 182 .19
bernoulli( 16, x) 510 + 140 x° 3 S -l-—3 x —429x +—3 x =3 X

420 %M 4510 —g x5

2
RRITT ) 3617 o 2380 3 23494 54 4420 7 2431 9 4 884 o

30 g T 3 " g 4 ' 3
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__ 238 3
3

5 17

+%xl' e A0 a8

17
2

Setnoailliy18,7) = 32567 _ 10831 2 . sy 208 .5 o wnye . T 10
798 10 5
+4422% — 10261+ 52—1 #5448 g7
’ 43867 _ 68723 3 5 446386 7, 20995 o 12397 1
bernoulli( 19, x) 0 X 10 x + 13566 x 35 x4+ 3 ¥ 5 X
13, . 646 15 SY ap 19 13 g
+ 646 x 5 % 5 bR 5 3 5 X
PP T O o R YRR e BF ST
330 21 2
+ aes ¥ —4199 ' + e = Lt X0+ 22 40— 104"
3 7 2 )
bernaulli(21, %) == 1222277 " 219335 . 1443183 » + 135660 2" — 223193 2
110 3 10
+ ———29??30 ! — 6783 % + 1292 x'° — —339 e T e 321— 2
T 854513 1222277 24 2412685 Fa 5291671 & 4373065 58
138 10 6 10
__ 2455123 1% 146965 2 — 10659 4 + 3553 |16 _ 1463 x]8+£xm+x22
15 3 2 6 2
= 1]
, _ 854513 28112371 3 11098351 s 17386919 7
bernoulli(23, x) 6 b 30 W I 6 X 10 X
2860165 o 5133439 11 260015 13 81719 a5 , 4807 3% 1771 .19
= 3 X 15 R 3 X 5 x +—2 X == X
253 2l ¢ w3 28 ¢
I 6 X% 5 -
T 236364091 4 1709026 32 — 28112371 o 22196702 6
2730 5 3
- 52160757 .r8+2238132.rm— 10266878 x[z 4 148580 ' — 245157 16
10 15 10
+ —96314 X = A771 ?571 P a6+ —-127
BRI, %) LA 0R 0000 o o ARIII000 5 surrenyef 4 223 o
546 3 21
_ 86934505 o oo0oooo i1 51334390 i3, 742900 s _ 72105 7
39 3 2
ol o1 SO0 B o g it
3 3 2
betnnulli(26,%) = 8552]03 = ||81i§éf}455 2+ 2777;6725 iz 365420823 8
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3606964075 s 226029947 10 , 33801950 12 _ 51334390 M

=g *r g 2 b E 21
+ 2414425 xm_ 312455 .\’184’ 16445 xzu_ 1495 ,1'22 i 325 x24+x26—13 xzs
6 6 3 3 6
bernoulli(27, x) = ?69?2?92? x— 3545‘1‘2]365 x4 499890105 x° — 469878201 x'
4 3606964075 o 184933503 11 | 5y40iaco 13 30800634 s 1278225 17
14 2 7 2
_ 148005 .19 , 49335 21 oo 23 M7 25, 27 27 .26
2 ¥ 2 2
bernoulli(28, x) = - % + 538845489 x* — w X +2332820490 x°

- 73289';7407 2 +721392815 5% — 7‘4315;”” x'? + 46802700 x'* — 71540203” g
+994175 ¥'* — 20—’;& ¥ + 8970 472 — % 2463+ — 1477
bernoulli (29, ) = = -2—3—73%’@ X + 5208839727 & — -@5’%?531—7— x* + 9664542030 x7
- 710598;63867 ¥ +1901853785 x'" — 796263306] " + 90485220 x'°
= 26271129 xi? £ 15l?425xw— 286143 x21 P “31(“:23 - 7917 xzj i 203 _rz?
2 2 10 3
o g2 %"i 28
‘ _ 8615841276005 _ 23749461029 , 78132595905 4
bernoulli(30, x) = 14322 5 % 4 > x
102818379585 6 , 72484065225 s 31795091601 10 , 9509268925 |2
— X"k X = s X
4 2 2 2
2062720845 14 . 339319575 16 43785215 1z , 4552275 20 390195 2
=T g BT 5  ETT g shT g AT K

+ 28;75 24 _ 1822? 254 % B30 1.2
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EK C: k 100 Bernoulli Sayis1 ve Bernoulli Polinomunu Veren Maple 13 Kodlari

Maple 13 kodlari
[>with(numtheory);

[>for n from 1 to 100 do
print(‘bernoulli'(n)=bernoulli(n))
end do;

[>for n to 100 do

print(("bernoulli')(n, x) = bernoulli(n, x))

end do;
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EK D: ilk 4 Bernoulli Polinomunun Grafigini Veren Maple 13 Kodlari

Maple 13 kodlari

[>with(numtheory); with(Statistics); with(plots);
[>F :=plot(x-1/2,x=-4..1,y=-.15 .. .15, style = line, color = "Blue");

G = plot(1/6+x*2-x,x=-.4 .. 1,y =-.15 .. .15, style = line, color = "red");

H := plot((1/2)*x+xA3-3*x"2*(1/2), x=-.4 .. 1,y =-.15 .. .15, style = line, color =
"black");

T := plot(-1/30+x*2+x"4-2*xA3, x=-4 .. 1,y =-.15 .. .15, style = line, color =
"Green");
[> display({F, G, H, T}, axes = boxed, scaling = constrained, title =
Bernoulli*Polinomlar&inodot;’);
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