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Kodlama teorisinde hemen hemen miikemmel lineer olmayan (APN) fonksiyonlar ve
diizlemsel fonksiyonlar ile tanimlanan lineer kodlar 6nemli bir yere sahiptirler. Bu tezde, bu
fonksiyonlar ile tanimlanan lineer kodlar ele almmistir. Ozel olarak, bu kodlarin &rtme
yarigap1, minimum mesafesi ve boyutlari ile ilgili literatiirde bilinen sonuglar incelenerek bir
derleme olarak sunulmustur.
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The linear codes defined by almost perfect nonlinear (APN) functions and planar functions
play an important role in coding theory. In this thesis, the codes defined by those functions
are considered. Specifically, we present a review of the related literature by analyzing some

known results on the covering radius, minimum distance and dimension of the mentioned
codes.
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1. GIRIS

Claude Shannon, 1948 yilinda yaptig1 calismalarla daha 6nce bazi temel fikirleri anlagilmis
olan bilisim teorisinin daha saglam temeller iizerine kurulmasin1 ve popiiler hale gelmesini
saglamistir [1]. Shannon’in yaptig1 ¢aligmalarda, uygun kodlamanin varlig1 soylenmekte,

ancak nasil yapilabilecegine dair herhangi bir acik yontem verilmemektedir.

Bunun iizerine, uygun kodlamanin nasil yapilabilecegine iligkin arastirmalarla birlikte,
“Kodlama Teorisi” ortaya cikmaya baslamistir. Ik adimi ise Richard W. Hamming,
hata diizeltme kodlar1 (e-error-correcting codes) lizerine yaptifi calismanin detaylarim
yayinlayarak atmistir [1]. Bundan sonra kodlama teorisi yarim yiizyili asan bir siire icinde

oldukca hizli bir sekilde biiylimiis ve geligsmistir.

Hemen hemen miikemmel lineer olmayan (APN) ve milkemmel lineer olmayan (PN)
fonksiyonlar, tasarim teorisi, kodlama teorisi ve kriptografide merkezi bir yere sahiptir.
Karakteristik p = 2 i¢in [F» sonlu cismi lizerinde tanimlanan APN fonksiyonlar kriptografik
iletisim kurallarinin insasinda optimal diferansiyel 6zelliklere sahiptir. APN fonksiyonlar
telekomiinikasyon, yani iki ya da daha fazla kisinin teknolojiyi kullanarak bilgi aligverisinde

bulunmalari, disinda diger bircok alanda da kullanilmaktadir.

PN fonksiyonlar icerisinde 0©zel olarak tanimlanmig diizlemsel fonksiyonlar tek
karakteristikli cisimler tizerinde APN fonksiyonlarinin bir benzeridir. Yani, p nin tek asal

olmasi durumunda sonlu F,» cisimleri lizerinde tanimlanir.

Lineer kodlar, cebirsel yapilarin analiz edilebilmesi ve donanimsal olarak uygulanmasinin
kolay olmasi nedeniyle, veri depolama sistemlerinde, iletisim sistemlerinde ve tiiketici
elektronigi iirlinlerinde genis bir uygulama alanina sahiptir.  Uygulamali sistemlerin
taleplerini karsilamak i¢in miikemmel 6zelliklere sahip lineer kodlarin nasil olusturulacagi
bir arastirma konusu haline gelmistir. Ayn1 zamanda lineer kodlar kodlama teorisinde 6nemli
bir kod smifidir ve uygulamali sistemlerdeki onemleri nedeniyle literatiirde kapsamli bir
sekilde calisilmistir. Kodlama teorisi fonksiyonlarindan APN ve PN fonksiyonlar ile lineer

kodlar elde etmenin verimli oldugu yapilan arastirmalarla ortaya ¢ikarilmustir.



Bu tezde [1], [2], [15] ve [31] gibi cesitli yayinlar incelenerek, APN fonksiyonlar ve
diizlemsel fonksiyonlar ile tanimlanan lineer kodlarin bazi parametreleri olan 6rtme yarigapi,

minimum mesafesi ve boyut ile ilgili sonuglarin bir derlemesi sunulmustur.

Tezin 2. boliimiinde, tezde kullanilan temel bilgiler; sonlu cisimler, lineer kodlar, sonlu
cisimler iizerine devirli kodlar, APN fonksiyonlar ve diizlemsel fonksiyonlar ile tanimlanan

lineer kodlar ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Tezin 3. boliimiinde, bir APN f fonksiyonuyla tanimlanan C lineer kodunun £ boyutu,
d(Cy) minimum mesafesi ve R(Cy) ortme yarigapt parametrelerinin aragtirma sonuglart

sunulmustur.

Tezin 4. boliimiinde, diizlemsel f fonksiyonlariyla tanimlanan C lineer kodlarin R(CY)

ortme yarigapi ve d(C'y) minimum mesafe parametrelerinin aragtirma sonuglari sunulmustur.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde, bu tezde kullanilan temel tanim ve kavramlar, sonuglariyla birlikte [1], [2], [8],

[9] ve [10] kaynaklar1 kullanilarak verilmisgtir.

2.1 Tanm. A = {ay,as,...,a,} g-elemanl bir kiime olsun. A kiimesine kod alfabesi ve

kiimenin elemanlarina da kod sembolleri denir.

(1) aq, as, ..., a, € A olmak iizere A kod alfabesi tizerinde uzunlugu n olan bir a = aas...a,
dizisine n uzunluklu g-lu sozciik denir. a dizisi ayn1 zamanda a = (ay, as, ..., a, ) vektoriiyle
esdeger sekilde diisiiniilmektedir.

(i) A kod alfabesi iizerinde ayni n uzunluga sahip ¢-lu sozciiklerin bostan farkli bir C
kiimesine g-lu blok kod ya da kisaca kod denir.

(iii) C' kodunun her bir elemanina kod sozciigii denir.

(iv) C kodu igerisindeki kod sozciiklerin sayisina, yani C' kodunun eleman sayisina, kodun
biiyiikliigii denir ve |C| ile gosterilir.

(v) Uzunlugu n olan bir C' kodunun bilgi orani ile tanimlanir.

(logq\CD
n

(vi) Uzunlugu n ve bityiikligii M olan bir C kodu (n, M )-kodu olarak tanimlanur.

2.2 Ornek. F, = {0,1} kod alfabesi iizerinde tanimlanan bir koda ikili kod denir. kili
kodun kod sembolleri 0 ve 1 dir. Asagida bazi ikili kod 6rnekleri verilmistir:

(i) C; = {00,01,10, 11} bir (2, 4)-kodudur.

(ii) Cy = {000,011, 101, 110} bir (3, 4)-kodudur.

(iii) C3 = {0011, 0101, 1010, 1100, 1001, 0110} bir (4, 6)-kodudur.

Richard W. Hamming’in kodlama teorisine katkilarindan biri “Hamming mesafesi”

kavraminin tanimidir.

2.3 Tammm. Bir A kod alfabesi iizerinde tanimlanan n uzunluklu x ve y sozciikleri verilmis

olsun. x,y € Aicin x ve y sozciikleri arasindaki farkli yerlerin sayisina Hamming mesafesi



denir ve d (z,y) ile gosterilir. x = x1x5...2,, V€ Y = Y1Ya...Yn, q-lu sozciikleri igin
d(z,y) =d(x1,y1) + d (22, y2) + ... + d(Tn, Yn),

burada z; ve y; kod sembollerinin uzunlugu 1 kabul edilip,

{1 Z; 7& Yi iSC,

d(zi,yi) =

olarak tanimlanir.

2.4 Ornek. F, = {0, 1} kod alfabesi iizerinde n = 5 uzunluklu z = 01010, y = 01101 ve

z = 11101 sozciikleri icin Hamming mesafeleri,

d (z,y) = d(01010,01101) = 3,
d(y,z) =d(01101,11101) = 1,
d(z,x) = d(11101,01010) = 4

olarak bulunur.

2.5 Onerme. Bir A kod alfabesi iizerinde n uzunlugunda z, y ve z ¢-lu sozciikleri verilmis

olsun. O halde,

(i) 0 < d(x,y) <n,

(i) d(z,y) =0z =y,

(iii) d(z,y) = d(y, ),

(iv) (Uggen Esitsizligi) d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2)

metrik olma kosullari, Hamming mesafesi i¢in saglandigindan d bir metriktir.

2.6 Tammm. En az iki kod sozctgii igeren bir C' kodu verilmig olsun. C' kodunun minimum

(Hamming) mesafesi,
d(C) =min{d(z,y) : z,y € C,x # y}

olarak tanimlanir.



2.7 Ornek. Ikili bir kod alfabesi iizerinde tanimlanan C' = {00000,00111, 11111} kodunun

minimum mesafesi d (C) = 2 dir. Gergekten,
d(00000,00111) = 3, d(00000,11111) =5 ve d(00111,11111) = 2

olarak bulunur.

Uzunlugu n, bityiikligii M ve minimum mesafesi d olan bir C' kodu (n, M, d)-kodu olarak

tanimlanir.

2.1 Sonlu Cisimler

Lineer kodlar sonlu cisimler iizerine tanimlanir, yani [F, kod alfabesi bir sonlu cisim olarak

ele alinmaktadir. Bu yiizden 6ncelikle sonlu cisimler tanitilacaktir.

2.8 Tammm. Bostan farkli bir F kiimesi {izerinde tanimlanan + (toplama) ve - (¢carpma)

denilen ikili islemleri i¢in

(i) Her a,b € F icin + ve - alinda sirasiyla, a + b € Fvea - b € I,

(i1) (Degisme ozelligi) Her a,b € Ficina+b=b+avea-b=10-a,

(iii) (Birlesme 6zelligi) Her a,b,c € Figin (a + b)+c=a+(b+c)vea-(b-c) = (a-b)-c,
(iv) (Dagilma 6zelligi) Her a,b,c € Figina- (b+c¢) =a-b+a-c

kosullart saglanir.

Asagida verilen oOzellikleri saglayan 0 ve 1 elemanlarina sirasiyla I kiimesi iizerinde

tanimlanmig olan toplama ve carpma islemlerine gore birim eleman denir.

(vyHera € Figcina+ 0 = a.
(vijHera € Ficina-1=avea-0=0.
(vii) Her a € F i¢in a + (—a) = (—a) + a = 0 olacak sekilde bir —a € F vardir. —a

elemanina, a nin toplama islemine gore foplamsal tersi denir.



(viii) Her 0 # a € Figina-a™' = a~! - a = 1 olacak sekilde, bir a=! € F vardir. a™*

elemanina, a nin ¢carpma iglemine gore carpimsal tersi denir.

Verilen (i)-(viii) kosullarini saglayan [ kiimesine bir cisim denir ve (F, +, -) tigliistiyle ifade

edilir. Genellikle, a - b yerine ab ve F \ {0} yerine kisaca F* olarak gosterilmektedir.

2.9 Yardimc1 Onerme. Bir F cismi iizerinde, herhangi iki a, b € F i¢in

i) (-1)-a=—a,
(i)a-b=0isea=0veyab=0

kosullar1 saglanir.

2.10 Tammm. Sonlu sayida eleman iceren bir cisme bir sonlu cisim denir.

a,b € Z ve m > 1 bir pozitif tam say1 olmak tizere, m|(a — b) ise a elemani, b elemanina m

modiiliine gore kongriient denir ve a = b (mod m) olarak yazilir.

m > 1 pozitif bir tam say1 olmak iizere, Z,, = Z/(m) = {0, 1, ...,m — 1} kiimesi iizerinde
@ (toplama) islemi a @b = a+b (mod m) ve ® (¢carpma) islemi a © b = ab (mod m)
olarak tanimlanir. (Z,,, ®, ®) ti¢lisiiniin bir halka oldugu aciktir. Bundan sonra, Z,, kiimesi

izerinde @ ve © islemleri sirasiyla, 4 ve - olarak belirtilecektir.

2.11 Ornek. (i) Z, = {0,1} kiimesi bilinen toplama ve garpma islemleri altinda bir
halkadir. Kolaylikla goriilebilir ki Tanim 2.8 de verilen 6zellikler saglandigindan Z, bir
cisimdir.

(ii) Z4 = {0, 1,2, 3} kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma iglemleri altinda bir halkadir. Ancak,
carpma iglemine gore, 2 elemaninin ¢arpimsal tersi % bu kiimede bulunmadigindan Z, bir

cisim degildir.

Yukaridaki 6rneklerden goriildiigii iizere, Z,, kiimesinin baz1 m tam sayilari i¢in bir cisim

oldugu ancak belirli tam sayilar i¢in yalnizca bir halka oldugu goriilmektedir.



2.12 Teorem. Z,, kiimesinin toplama ve carpma islemleri altinda bir cisim olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart m tam sayisinin bir asal say1 olmasidir.
ispat: [1]

2.13 Tamim. Bir F cismi iizerinde, e8er p - 1r = O olacak sekilde bir p pozitif tam
sayis1 varsa, boyle p sayilarinin en kii¢ligiine cismin karakteristigi denir. Burada, 1y cismin

carpimsal birimidir.
Bir [F cisminin p karakteristigi yoksa cisminin karakteristigi O dir.

2.14 Ornek. (i) Rasyonel Q sayilar, reel R sayilar ve kompleks C sayilar cisimlerinin
karakteristigi O dir.

(i1) p bir asal say1 ise, Z, cisminin karakteristigi p dir.
2.15 Teorem. Bir [F cisminin karakteristigi 0 ya da bir p asal sayisidir.

Ispat: 1 in karakteristik olmadig1 1 - 1z = 1p # O den aciktir.
Varsayalim ki ' cisminin karakteristigi 1 den biiyiik ve asal olmayan bir p sayisi olsun. O
halde, p = nm icin 1 < n,m < p olacak sekilde baz1 n ve m pozitif tam sayilar1 vardir. 1p

sayis1 [ cisminin carpimsal birimi olmak lizere, a = n - 1y ve b = m - 1y olsun. O zaman,
i=1 j=1

Yardimci1 Onerme 2.9(ii) maddesinden @ = 0 veya b = 0 dir. Yani m - 1y = Op veya

n - 1p = Op olmalidir. Bu durumsa karakteristik tanimiyla celisir. O halde p bir asal sayidir.
[

2.16 Teorem. Karakteristigi p olan bir [ sonlu cismi, n > 1 bir tam say1 olmak {iizere, p"

tane eleman igerir.



ispat: [1]

2.17 Tamim. Bir F cismi uizerinde tanimlanan
Flz] := {Zaizi ca; €F,n > O}
i=0

kiimesi polinom halkast olarak adlandirilir. F[z| polinom halkasinin elemanlarma [F cismi
iizerinde tanimlanan bir polinom denir. ag,ay,...,a, elemanlarina f(z) polinomunun
katsayilart denir. Sifirdan farkli bir f(z) = > a;z' = ao + ayx + ... + a,x™ polinomu

1=0
icin, eger a,, # 0 ise n tam sayisina f(z) in derecesi denir ve der(f(z)) = n ile ifade edilir.

Heri = 0,...,n i¢in a; = 0 olarak tanimlanan sifir polinomunun derecesi, der(0) = —1 ya

da der(0) = —oo olarak tanimlanmaktadr.

2.18 Tamm. Bir F cismi iizerinde tanimlanan f(x) € F[z]| polinomu ve ¢ € F i¢in, eger ¢
nin f(x) polinomundaki degeri 0, yani f(c) = Op ise ¢ ye f(z) polinomunun bir kokii ya da

bir sifirt denir.

2.19 Tammm. Sifirdan farkh bir f(x) = > a;a" polinomu ve der(f(z)) = n i¢in f(z) =
i=0
ap + a1z + ... + 2™ olmak iizere, yani a,, = 1 ise f(z) polinomuna bir monik polinom denir.

2.20 Tammm. Bir F cismi iizerinde tanimlanan f(z) polinomu i¢in der(f(z)) > 1 olmak

uzere,

f(x) = g(x)h(z) ve der(g(x)) < der(f(x)), 1<der(h(x)) <der(f(z))

olacak sekilde g(z) ve h(x) polinomlari varsa, f(z) polinomuna indirgenebilir polinom

denir. Aksi taktirde, f(x) polinomuna indirgenemez polinom denir.

2.21 Ornek. (i) Z3[x] polinom halkasi iizerinde tamimlanan f(x) = x* + 225 polinomu
i¢in der(f(x)) = 6 ve f(z) = z*(1 + 22?) olacak sekilde g(z) = x* ve h(z) = 1 + 222
polinomlari var oldugundan f(z) indirgenebilir bir polinomdur.

(ii) Zo|x] polinom halkas1 lizerinde tammlanan f(z) = 1+z+2? polinomu igin, der(f(x)) =

8



2dir; ancak g(z) = 1+z+2% = (z+a)(x+b) = 22+ z(a+b) + ab olmak ilizere a+b = 1

ve ab = 1 olacak sekilde a, b € Z, var olmadigindan f(x) indirgenemez bir polinomdur.

2.22 Teorem. p herhangi bir asal say1 ve n > 1 pozitif bir tam say1 olmak iizere p" elemanl

bir sonlu cisim vardir ve biriciktir.

ispat: [1]

Bir F cismi iizerinde der(f(x)) = n > 1 olan bir f(z) polinomu i¢in F[z]/(f(x)) halkasi

derecesi n den kiiciik olan I lizerinde tanimlanmis tiim polinomlardan olusur. Yani,
Flz]/(f(z)) = {ao + a1z + ... + an_12" " : ag, a1, ..., a1 € F}. (2.1)

Z tam sayilar halkasi ve F[z] polinom halkasi Tablo 2.1 de kargilastirilarak verilmisgtir.

m > 1i¢in Z,, = Z/(m) ve n > 1 dereceli bir f(z) polinomu i¢in F[x]/(f(x)) halkalart
elde edilmistir. Tablo 2.2 olusturularak, Z,, ile F[z|/( f(x)) halkalari kargilagtirilmigtir.

Tablo 2.1: Z ve F[z| arasindaki benzerlikler

Z kumesi [F[x] kiimesi

Z bir halka [F[x] bir polinom halkasi

m bir tam say1 f () bir polinom

p bir asal say1 p(z) bir indirgenemez polinom

Tablo 2.2: Z,, ve F[z|/(f(x)) arasindaki benzerlikler

Zy, kiimesi, m > 1 Flx]/(f(z) kiimesi, der(f(z)) =n

Zm =1{0,1,....m — 1} Flz]/(f(x)) = {ézgaixi ca; € Fon > 1}
a®b=a+b(modm) g(x) ® h(x) = g(x) + h(z) (mod f(x))

a ® b= ab(mod m) g(x) ® h(z) = g(x)h(x) (mod f(x))

Zy, bir halka Flx]/(f(z)) bir halka

Zy, bir cisim < m bir asal say1 Flz]/(f(x)) bir cisim < f(z) bir

indirgenemez polinom




Bir IF cismi iizerinde f(x) indirgenemez bir polinom ve der(f(z)) = nolsun. f(z) polinomu
icin «, f(x) polinomunun bir kokii, 6yle ki (2.1) de tanimlanan kiimede z yerine « verilirse,

Flx]/(f(z)) cismi yeniden,
Fla] = {ag + a1a + ... + ap_10™ 't ag,aq, ...,a,_; € F}

olarak tamimlanir. Bunun en temel amaci ise F[z|/(f(x)) cisminin elemanlariyla F

tizerindeki polinomlar arasindaki karisiklig1 6nlemektir.

[F, sonlu cismi iizerinde, derecesi m olan bir indirgenemez polinomun bir o kokii olmak

iizere, eger Fm = IF,[a] cisminin bir elemaniysa,
_ -1 _ 2 3 m_q
Folo] = {ao + ara + ... + am10™ 't ag, aq, ..., a1 € F} = {0,0,0% a?, ..., 0"}

olacagindan [F» cisminin her bir elemani, hem « nin bir polinomu hem de « nin bir kuvveti

olarak yazilabilir.

2.23 Tammm. F, sonlu cisminin bir a elemam i¢in F, = {0,,0? ...,a% '} olarak

yazilabiliyorsa o elemanina IF, cisminin bir ilkel kokii (iireteci) denir.

2.24 Ornek. Bir a elemant, 1 4 2 + 22 € Fy[7] indirgenemez polinomun bir kékii olsun. O
halde Fy|a] = {ag + a1 : ag,a; € Fo} = {0,1, o, « + 1} olmak iizere Fy = Fy[cr| cismini

g6z Oniinde bulundurarak,
?=—-1+a)=1+a=a’=ac®) =ala+1l)=a+a’=a+1+a=1

elde edilir. Boylece, Fy = {0, a,a? a*} = {0,1,1 + o, a} oldugundan «, F, cisminin bir

ilkel koktir.

2.25 Tamm. F, sonlu cisminin sifirdan farkl bir 3 elemam i¢in 3% = 1 olacak sekilde en

kii¢iik pozitif k£ tam sayisina [ elemaninin mertebesi denir ve m(/3) ile gosterilir.

2.26 Ornek. Bir f(z) = 1 4 2? polinomunun Fy sonlu cismi iizerinde lineer ¢arpanlar

olmadigindan f(x) polinomu Fj iizerinde indirgenemezdir. /5 elemant f(z) polinomunun
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bir kokii ve Fg = F3[/3] cisminin bir eleman1 olsun. O halde,
=1,

B =pB(B)? = B(-1) = —p,

B () = (-1 = 1

boylece, m(f) = 4 bulunur.

Bundan boyle ¢ = p™, p bir asal say1, m > 1 tam say1 olmak lizere, I, ile ¢ elemanli sonlu

cisim gosterilecektir.

2.27 Yardimc1 Onerme. (i) Her 3 € [F; icin mertebe m(f3), ¢— 1" i boler; yani, m(3)|qg— 1.
(i) 8,7 € F} icin ged(m(B), m(7)) = 1ise, m(By) = m(B)m(y) olur.

ispat: [1]
2.28 Onerme. (i) F, sonlu cisminin sifirdan farkli bir o elemaninin ilkel kok olmasi i¢in

gerek ve yeter sart mertebesinin m(«) = ¢ — 1 olmasidir.

(i1) Her sonlu cismin en az bir ilkel kokii vardir.
Ispat: [1]
2.29 Tamim. m > 1 bir tam say1 olmak iizere, bir & € F,m elemaninin f(a) = 0 olacak

sekilde, F [x] deki en kiigiik dereceli sifir olmayan monik bir f(x) polinomuna « elemaninin

[F, cismi lizerinde bir minimal polinomu denir.

2.30 Teorem. (i) F,» nin her elemanminin F, iizerinde bir minimal polinomu vardir ve
biriciktir. Ayrica, bu polinom I, iizerinde indirgenemezdir.
(ii) « € Fym, eger bir monik indirgenemez M (z) € F,[x] polinomunun bir kokii ise, o

zaman M (x) polinomu, o nin F,, tizerinde minimal polinomudur.

ispat: [1]
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Bir @ € F,n ilkel elemanin minimal polinomu biliniyorsa, herhangi bir i i¢in de o’ nin
de minimal polinomu bulunabilir. Bunun bulunabilmesi i¢in dairesel koset tanimina ihtiyag

vardir.

2.31 Tanmim. 7 ve m aralarinda asal olsun.

Ci={0G-¢(modm)) € Z, :5=0,1,2,..}
ile tanimlanan kiimeye ¢ nun m modiiliine gore ¢ yi iceren dairesel koseti veya q-dairesel

koset dentr.

Simdiyse, [,» sonlu cismi lizerinde tammmlanan temel tanim ve kavramlar verilecektir.

Her i i¢in a; € [, olmak iizere, tek degiskenli bir f : F,m — F,» fonksiyonu
pm_l

f(z) = > a;x" olarak tanimlanr.
i=0
2.32 Tamm. d € N* olmak iizere, f : Fyn — Fym, f(z) = 2 ile tanimlanan fonksiyona

kuvvet fonksiyonu denir.

F,m cismi iizerinde tanimlanan f(x) = x¢ fonksiyonu birebir ve 6rten bir fonksiyondur

ancak ve ancak d ile p™ — 1 aralarinda asaldir.

2.33 Tamim. p bir asal say1 ve n tam sayisinin p-genislemesi, 0 < a; < p olmak iizere

S
n = ag+ a1p + agp? + ... + azp® olsun. o,(n) = > a; toplamina n nin p-agirligi denir.
i=0

d.= phgde i ise p-agirlik derecesi,

Eger, bir f(x) = 2 fonksiyonu z
wt,(z?) == o,(dy) + 0p(da) + ... + 0,(dy)

olarak tanimlanir.

Bir f(x1, 2o, ...,7,) = > agxr? polinomunun p-agirlik derecesi,
d

wp(f) = max wy(z?)
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olarak tanimlanir.

p = 2 i¢in sonlu bir [F,,» cismi iizerinde lineer fonksiyon tanimi su sekilde verilmektedir:

2.34 Tamim. m pozitif bir tam say1 ve a; € Fom olmak iizere, f : Fom — Fom fonksiyonu
m—1 .

i¢in, f(z) = . a;z* olarak tanimlanan fonksiyona bir lineer fonksiyon denir.
i=0

Her z,y € Fam icin

(z+y)* =27 +¢* 2.2)
oldugundan
m—1 i m—1 i m—1 i
flx+y) = ;) ai(z+y)* = ;) a;x? + ;) ay® = f(x) + f(y)
elde edilir.

m—1 )
Tim f : Fyn — Fym lineer fonksiyonlari, a; € Fym igin f(z) = > ;27" tek degiskenli

i=0
lineerlestirilmis polinomlardir.

2.2 Lineer Kodlar

n > 1 bir tam say1 olmak iizere, sonlu bir [F, cismi iizerinde n uzunlugundaki bir kod, basitce
[, vektor uzaymin bir alt uzayidir. Lineer kodlar vektor uzaylari oldugundan, cebirsel
yapilar1 genellikle onlar1 tanimlamayi1 ve kullanmayi, lineer olmayan kodlardan daha kolay

hale getirir. Bu tezde lineer kodlara odaklanilmigtir.

2.35 Tamm. F, g elemanli sonlu cisim olmak iizere, bostan farkli bir V' kiimesi lizerinde +

(toplama) ve - (carpma) islemleri igin,

(i) Heru,v e Vicinu+v eV,
(ii) Her u,v,w € V i¢in (u +v) + w = u + (v + w),
(iii) Her v € V igin 0 + v = v + 0 = v olacak sekilde O € V' vardir,

13



(iv) Her u € V igin u + (—u) = (—u) + u olacak sekilde —u € V' vardur,
(v)Heru,v € Vicinu+v =v+u,

(vij A € Fyveheru € Vigin Av € V,

(vii) \, p € Fyveher u,v € Vigin A(u +v) = A+ Av, (A + p)u = A+ pu,
(viii) A, € F, ve her u € V igin (Ap)u = A(pw),

(xi) IF, sonlu cisminin ¢arpimsal birimi 1 ve her v € V i¢in 1u = u,

kosullar1 saglaniyorsa, V' kiimesine [F, cismi iizerinde bir vektor uzay: denir. Vektor uzayinin

her bir elemanina vektor adi verilir.

Boylece, bir V' = Fj vektor uzayi, [, sonlu cismi tizerinde vektor elemanlarinin uzunlugu n
olan bir kiimedir. Yani, F} = {(vy, vy, ..., vn) 1 v; € Fy}.
Bir [F vektor uzaymda v = (v, va, ..., Un), w = (w1, wa, ..., w,) € Fy ve A € F, igin,

(i) (Vektor toplama) v + w = (v1 + wy, va + Wa, ..., v, + wy) € FY,

(ii) (Skaler ¢carpma) v = A(vi, Vg, ..., v,) = (Av1, Avg, ..., Avy,) € Fy,

olarak bilesen bazinda tanimlanir.

Bir [y vektor uzayida, n uzunluklu stfir vektorii 0 = (0,0, ..., 0) olarak tanimlanr.

2.36 Ornek. Bir [F, sonlu cismi iizerinde, asagidaki kiimelerin vektor uzay1 oldugu agiktir.
Gergekten,

(1) (g =2,n=4)C; = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)},

(i) (¢ = 3,n = 3) Cy = {(0,0,0),(0,1,2),(0,2,1)}.

2.37 Tamim. Bir V' vektor uzayinin, bostan farkli bir C' alt kiimesi, eger V' vektor uzayiyla,
ayn1 vektor toplama ve skaler carpma iglemleri altinda, Tanim 2.35 i sagliyorsa, C' ye bir alt
vektor uzay denir.

Diger bir ifadeyle, bir 1/, IF, sonlu cismi iizerinde vektor uzay1 ve C, bostan farkli bir alt
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kiimesi olsun. O zaman,

1) 0 e C,
(i1) her u,v € C'icinu + v € C,
(iii) her v € C' ve her A € F, i¢in cu € C

kosullar1 saglaniyorsa, C' alt kiimesi V' vektor uzayinin bir alt vektor uzayidir denir.

Bir V' vektor uzayinin, sifir vektorii C' kiimesinin bir elemani degilse, C' kiimesinin bir alt

vektor uzay1 olamayacagina dikkat ediniz.

2.38 Ornek. Ornek 2.36 de verilen vektdr uzaylari igin,
(1) Cy kiimesi, ]F;l vektor uzayinin bir alt vektor uzayidir, yani C; C ]F%.

(i) Cy kiimesi, 3 vektor uzayinin bir alt vektor uzayidir, yani Cy C F3.

V, IF, sonlu cisminin bir vektor uzay1 ve B = {vy, vo, ..., vy} kiimesi V i¢in bir taban ise V/
nin her eleman1 B’nin elemanlariyla yalnizca bir kez lineer birlesim olarak yazilabilir, yani
herv € Vigin v = A\jv; + Agvs + ... 4+ Apvy, olacak sekilde tek tiirlii belirli i, Ao, ..., Ay € Fy

elemanlar1 bulunabilir.

Her V' vektor uzayinin, en az bir B taban1 mevcuttur. Ayrica, ¢cok sayida farkli tabani da
bulunabilir. Ancak vektor uzayinin tiim tabanlart ayn1 k£ sayida eleman icerir. Bu sayiya, V'

vektor uzaymin boyutu denir ve boy(V') = k ile gosterilir.

2.39 Teorem. Bir I, sonlu cismi iizerinde V' vektor uzay1 olmak iizere, boy(V') = k ise,
(i) V vektor uzayinda ¢* eleman vardir.
k—1

(ii) V vektor uzayinda 35 ] (¢" — ¢') farkli taban mevcuttur.
i=0

ispat: [1]

2.40 Tamm. [, sonlu cismi Uzerinde, [} vektor uzaymn bir C' alt vektdr uzayma n

uzunluklu bir lineer kod denir.

15



Diger bir deyisle, bir C' C Fy kodu, eger kod sozciiklerinin vektor toplamlart ve skalerle
carpimlari yine bir kod sozctigii ise, C' koduna lineer denir. Bu ise, C' kodunun [} nin bir
lineer alt uzay1 oldugu anlamina gelir. Ayni zamanda, F vektor uzayina g-lu Hamming uzayt

denir.

[F, sonlu cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olarak C' kodunun boyutu, C' lineer kodunun boyutu

olarak adlandirtlir ve boy(C') ile gosterilir.

Kod uzunlugu n, boyutu k£ ve minimum mesafesi d olan bir C' C Ff} lineer kodu bir

[n, k, d],-kodu olarak tanimlanir. n, k ve d sayilarina kodun parametreleri denir.

2.41 Ornek. Asagida verilen C kodlarin birer lineer kod oldugu agiktir:
(i) (¢ = 2) C' = {000,001,010,011}.
(ii) (¢ = 3) C' = {0000, 1100, 2200, 0001, 0002, 1101, 1102, 2201, 2202}

2.42 Tanim. ¢ C FZ bir lineer kod olmak iizere, C* ile gosterilen C' nin ortogonal
timleyeni [ deki her vektore dik olan vektorlerin kiimesidir. Bu kiimeye C' nin dual kodu

denir.

2.43 Teorem. C' C [} bir lineer kod ve C' kodunun biiyiikliigii |C'| olmak iizere,
() |C] = ¢*¥©) yani, boy(C) = log, |C/
(ii) C*+ dual kodu bir lineer kod ve boy(C) + boy(Ct) = n.

ispat: [1]

2.44 Ornek. [T, sonlu cismi iizerinde C' C IF% olmak iizere,

(i) C = {0000, 1010,0101, 1111} lineer kodu igin boy(C') = log, |C| = log, 4 = 2 dir.

(i) C*+ = {0000, 1010,0101, 1111} liner kodu i¢in C*+ = C oldugundan, boy(C*) = 2 dir.
Buradan boy(C') + boy(C*) = 2 + 2 = 4 oldugu goriiliir.
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Richard W. Hamming’in kodlama teorisine diger katkilarindan biri de “Hamming agirlig1”

kavraminin tanimidir.

245 Tamm. Bir z € [} sozctiginiin sifirdan farkli koordinatlarinin sayisina Hamming

agirligi denir ve wt(x) ile gosterilir. Yani,
wt(x) = d(z,0).

Burada, 0 = 00...0 sozciigii n uzunluklu sifir sozciigii olarak tanimlanir.

2.46 Uyar1. Bir x = xy25...2,, ¢g-lu sozciigii i¢in
wt(z) = wt(xy) + wt(za) + ... + wt(zy)

burada her z; € F, igin

1 x; # Oise,
0 x; =0ise.

wt(x;) = d(x;,0) = {

seklinde tanimlanir.
2.47 Yardimei Onerme. z,y € F? igin d(z,y) = wi(z — y) dir.

Ispat: = = (21,29, ....2,),y = (Y1, Y2, . Yn) € [y olsun. Onerme 2.5 (ii) kosulundan,
d(xz,y) =0 < x =y dir. Tamim 2.3 ve Uyar1 2.46 den,

d(x,y) = ;d(%,yi) ve wi(zx —y)=d(x—y,0)= Zld(% — 4, 0)
Heri = 1,...,ni¢in d(z;,y;) = d(z; — y;,0) oldugu agiktir. O halde, d(z,y) = wt(x — y)
dir.

2.48 Sonug. ¢ ift olsun. z,y € Fy igin d(z,y) = wt(r + y) dir.

2.49 Tanmm. C bir kod olmak iizere (lineer kod olmasi sart degil), C' kodunun, wt(C')

minimum (Hamming) agirligi, sifirdan farkli kod sozciiklerinin agirliklarinin en kiictiguidiir.
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2.50 Teorem. Bir I, sonlu cismi iizerinde, C bir lineer kod olmak iizere, d(C') = wt(C) dir.

ispat: [1]

2.51 Ornek. Bir [F, sonlu cismi tizerinde, C' = {0000, 1000, 0100, 1100} bir lineer kod
olmak iizere, wt(1000) = 1, wt(0100) = 1 ve wt(1100) = 2 oldugundan, d(C) = wt(C) =
1 dir.

Lineer bir kod, bir vektor uzayr oldugu icin tiim elemanlart bir taban ile tanimlanabilir.
Lineer bir kod icin bir taban bilmenin faydasi, onun kod sozciiklerinin acik¢a tanimlanmasini
saglar. Kodlama teorisinde, lineer bir kodun tabani, genellikle bir matris seklinde temsil
edilir ve buna kodun iirete¢ matrisi denir. Daul kod i¢in bir taban1 temsil eden bir matrise ise
kodun eslik-kontrol matrisi denir. Ayni zamanda bir lineer kod, iireteci veya eslik-kontrol
matrisleri ile tanimlanabilmektedir. Bundan dolayidir ki, bu matrisler kodlama teorisinde

onemli bir rol oynamaktadr.

2.52 Tanmm. (i) Bir B = {vy, v, ..., v} } kiimesi C' kodunun bir tabani olmak iizere,

U1

%

v
L k- kxn

olarak tanimlanan £ x n matrisine C' kodunun bir iirete¢c matrisi denir. Yani satirlar1 C' i¢in
bir taban olusturan matristir.
(ii) C* dual kodu i¢in tanimlanan (n — k) x n iireteg matrisine C' kodu igin bir eglik-kontrol

matrisi denir.

Bir iirete¢ matrisinin ve eslik-kontrol matrisinin satirlar1 lineer bagimsizdir. Bir £ x n lik
G matrisinin, bir C, [n, k]-lineer kodu i¢in iirete¢ matrisi oldugunu géstermek igin G' nin
satirlarinin C' nin kod sozciikleri oldugunu ve bunlarin lineer bagimsiz olduklarini1 gostermek

yeterlidir.

18



2.53 Yardima Onerme. C' C [y igin C bir [n, k]-lineer kod ve G lirete¢ matrisi olmak
iizere v € C* olabilmesi igin gerek ve yeter sart v elemanin G nin her satirina ortogonal
olmasidir; yani, v € C*+ < vGT = 0 dir. Verilen bir (n — k) x n matrisi H, C nin bir

eslik-kontrol matrisidir ancak ve ancak H nin satirlari lineer bagimsizdir ve HGT = O dur.

2.54 Teorem. C bir lineer kod ve H, C igin bir eglik-kontrol matrisi olmak tizere,
(i) d(C) > d dir gerek ve yeter sart H nin herhangi d — 1 siitunu lineer bagimsizdir.

(i) d(C') < d dir gerek ve yeter sart H nin herhangi d siitunu lineer bagimlidur.
ispat: [1]
Bu teoremin dogrudan bir sonucu olarak asagidaki sonug elde edilir.

2.55 Sonug. C bir lineer kod ve H, C' igin bir eslik-kontrol matrisi olmak tizere asagidaki
ifadeler esdegerdir:

(i) d(C) = d,

(i) H nin herhangi d — 1 siitunu lineer bagimsizdir ve H nin lineer bagimh d tane siitunu

vardir.

2.56 Tamim. Bir C' kodunun d minimum mesafesi, e-hata diizeltme kapasitesini hesaplar,

yani,

() = [ 452

degerine paketleme yarigapt denir.

Kod sozciiklerin etrafindaki e(C) paketleme yarigapl kiireler ayriktir. Oyle ki, e(C') nin en

biiyiik tam say1 oldugu kolayca goriiliir.

2.57 Tanmm. Bir C' C F} kodunun elemanlan etrafindaki ¢ yarigaph kiirelerin tim F}

cismini Ortecek sekilde miimkiin olan en kii¢iik ¢ tam sayiya, yani,
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R(C) = max{min {d(z,¢):ceC}:x € ]FZ}

degerine, C' nin drtme yarigapt denir.

Bir 2 € F? vektorii etrafindaki ¢ yaricaph bir kiire, {x € F : d(x,¢) < ¢} olarak tanimlanr.

O halde, her z € F} vektorii, C' kodunun bir kod sdzciigtinde R-ortiiniir, yani

R = R(C) = maxd(z, C).

z€Fy
Kisaca, kod sozciikleri etrafindaki R(C') drtme yaricapli kiireler [, cisminin tamamin Orter,

oyle ki R(C) bu ozelligi saglayan en kiigiik tam sayidir.

C bir lineer kod ve H, C' nin bir eslik-kontrol matrisi olsun. ¢ € C' ve e, F}; de en fazla R(C)

agirlikli bir vektor i¢in x € Fg vektorii, = ¢ + e olarak ifade edilir. O zaman,
Ha" = H.(c+e)T = He”

oldugundan C' kodunun ortme yaricapi, eslik-kontrol matrisi cinsinden, asagida verilen

sekilde de tanimlanabilmektedir:

2.58 Tammm. Bir C' kodu, eslik-kontrol matrisi H olarak verilen [n, k],-kodu olsun. C
kodunun drtme yarigapi, miimkiin olan en kiigiik r tam sayidir 6yle ki her ¢-lu (n — k)-Ir

slitun vektorii, /1 den en fazla r siitununun bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

H, C kodunun eglik-kontrol matrisiyse, C' kodu C' = {a: ekF):H 2T = 0} seklinde
tammlanir. Burada, her z € F} i¢in H 2T e IFZ"“ vektoriine x in sendromu (syndrome)

denir. Dolayisiyla C' kodu 0 a esit sendromlu vektorlerden olusur.
Yardimc1 Onerme 2.47 ile lineer bir kodun minimum mesafesi, bir kod sozciigiiniin sifir

olmayan en kiiciik agirhigidir; yani, sifirdan farkli bir kod sdzciigiin en kiigiik agirligidir.

Ozellikle ikili durum igin asagidaki teorem elde edilmistir:

20



2.59 Teorem. [10, Theorem 2.1.8] C bir ikili [n, k| kodu ve H eslik-kontrol matrisi olsun. C
nin minimum mesafesi, A nin baz1 d siitunlarinin toplami 0 olacak sekilde en kii¢iik pozitif

d tam sayisidir.

Biiyiikliigii |C'| > 2 olan herhangi bir kodun d(C') minimum uzaklig1 ve R(C') 6rtme yarigapi
su sekilde iligkilidir [11,12]:
d(C) <2R(C)+1

2.60 Onerme. [13] C lineer bir [n, k]-kodu ise, R(C) < n — k dir.

Ispat: H matrisinin ranki n — k oldugundan ortme yaricapimin tanimindan istenilen sonug

elde edilir.

2.61 Tamim. (i) Ortme yarigap1 en az paketleme yaricapi kadar biiyiikse, yani R(C) = ¢(C)
esitligi saglantyorsa C' koduna miikemmel kod denir.
(i) Ortme yaricap: paketleme yaricapindan bir fazlaysa, yani R(C) = e(C) + 1 esitligi

saglaniyorsa C' koduna yari-miikemmel kod denir.

Bagka bir deyisle, bir C' kodu i¢in A(C') = R(C) — e(C) > 0 olmak iizere,

(i) C' kodu mitkemmel bir koddur ancak ve ancak A(C') = 0,
(ii) C kodu yari-mitkemmel bir koddur ancak ve ancak A(C') = 1 dir.

2.3 Sonlu Cisimler Uzerinde Devirli Kodlar

Devirli kodlar, lineer kodlarin bir alt sinifidir. Ancak, kodlarin kolayca uygulanabilmesi i¢in,
lineerligin yaninda daha fazla yapinin tanitilmasi gerekmektedir. Daha kolay kodlama ve kod
cozmek icin verilen C' kodundaki bir kod sozciigiiniin hala bir kod sozciigii olmasini, yani
dogal olarak devirli bir degisimi gereklidir. Bu gereksinim bir kombinatoryal yapiya benzer.
Neyse ki bu yap1 cebirsel bir yapiya doniistiiriilebilir. Ayrica, n uzunlugundaki devirli bir

kodun, derecesinin n den kiigiik bir polinom tarafindan belirlendigi gosterilecektir.
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2.62 Tamm. S C F7 igin eger (ag,ay,...,an—2) € S iken (a,_1,0a0, a1, ..., an_2) € S
oluyorsa S kiimesine devirli denir. Bir C lineer kodu devirli ise, bu koda bir devirli kod

ad1 verilir.

2.63 Ornek. Asagida verilen kodlar devirli kodlardir:
(i) {0} ve IFy asikar kodlari,
(i) ikili [3, 2, 2]-lineer kodu {000, 110, 101, 011}.

Devirli kodlarin kombinatoryal yapisimi cebirsel bir yapiya doniistirmek icin asagidaki

esleme kullanilmaktadir:

P:F" — Ffa]/ (2" 1)

(ap, @1, .y@p_1) +—  ag+ a1+ ... + Qp_1Ty_1 (2.3)

Burada P, I, tizerindeki vektor uzaylarinin bir F,-lineer doniistimiidiir. Bu yiizden, Fy yi,
n—1

F,[z]/(z™ — 1) olarak ve u = (uq, u1, ..., u,—1) vektorinii ise u(z) = > w;z; polinomuyla

=0
tanimlayabiliriz.

2.64 Tanim. R bir (degismeli) halka ve /, R nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. O zaman,

hera,b € I ver € R igin,

a—-0bel,

(i) rael

kosullar1 7 kiimesi iizerinde saglaniyorsa I kiimesine R nin bir ideali denir.

2.65 Tammm. /, R halkasinin bir ideali olmak lizere, e§er ] =< g > olacak sekilde bir
g € [ elemam varsa, g eleman tarafindan iiretilen / idealine temel ideal denir. Burada

< g >={gr : r € R} olarak tanimlanir ve ¢ elemanina [ nin iireteci denir.

2.66 Teorem. P, (2.3) de tamimlanan bir lineer doniisiim olsun. O zaman, Fy nin bos

olmayan bir C' alt kiimesi devirlidir ancak ve ancak P(C'), F[z]/(2" — 1) in bir idealidir.
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ispat: [1]
2.67 Ornek. (i) C' = {(0,0,0), (1,1,1),(2,2,2)} kodu, iiclii bir devirli koddur.
F3[z]/(z™ — 1) de karsilik gelen P(C) = {0,1 + = + 22,2 + 2z + 22*}.

() I = {0,1+ 2%z + 2% 1+ + 2* + 23} kiimesi Fy[x]/(z* — 1) de bir idealdir. Buna
karsilik gelen devirli kod ise P~1(7) = {0000, 1010,0101, 1111} dir.

2.68 Teorem. [ [z|/(z™ — 1) de I sifirdan farkl bir ideal ve g(x), I da en kii¢iik dereceli

sifir olmayan monik bir polinom olsun. O zaman g(x), I nin bir iiretecidir ve " — 1 yi béler.

ispat: [1]

2.69 Teorem. F,/(z™ — 1) nin sifirdan farkli her / idealinde en kii¢iik derecede biricik bir

polinom vardir ve bu polinom, Teorem 2.68 ye gore, [ nin bir iiretecidir.
ispat: [1]
2.70 Tammm. F /(2™ — 1) nin sifirdan farkli bir idealinin en kii¢iik derecesinin biricik monik

polinomu [ nin irete¢ polinomu olarak adlandirilir. C' devirli kodu i¢in, P(C') nin iireteg

polinomu, C' nin iirete¢ polinomu olarak adlandirilir.

2.71 Ornek. {000,110,011, 101} devirli kodunun iirete¢ polinomu, 1 + z dir.

2.72 Yardima Onerme. [y deki devirli kodlar ile 2™ — 1 € F,[z] in monik bolenleri

arasinda bire-bir olan bir esleme vardir.

2.73 Teorem. ¢(x), F,[z|/(2" — 1) idealinin iirete¢ polinomu olsun. g(z) in derecesi n — k

ise karsilik gelen devirli kod £ boyutuna sahiptir.

ispat: [1]
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2.74 Ornek. 27 — 1 = (1 + 2)(1 + 22 + 2°)(1 + 2 + 2%) € Fy[z] in carpanlarina gore iki
tane ikili [7, 3]-devirli kod oldugu biliniyor;

< (14 2)(1 + 2* 4+ 2*) >= {0000000, 1110100, 0111010, 0011101,

1001110,0100111, 1010011, 1101001}
ve

< (14 2)(1 + 2+ 2% >= {0000000, 1011100, 0101110, 0010111,

1001011,1100101,1110010,0111001}.

2.4 Hemen Hemen Miikemmel Lineer Olmayan (APN) ve Diizlemsel Fonksiyonlar ile

Tanimlanan Lineer Kodlar

Bir f fonksiyonu, f : Fym — F,m, f(0) = 0 ile tanimlanan bir fonksiyon ve o, F,m
cisminin bir ilkel kokii verilmig olsun. Matrisin her bir elemani, I,-vektor uzay1 IF,» nin bir

bazina gore kendi koordinatinin siitununu temsil ettigi bir /1, matrisi,

1 « Q aP" "’
Hy = (2.4)

F) fla) fl@®) .. fl@")

seklinde verilsin. H y yi eslik-kontrol matrisi olarak kabul eden lineer kodu C'; ile gosterelim.

2.75 Uyan. Eger f(x) = z¢ fonksiyonu F, iizerinde bir kuvvet fonksiyonu ise Cy lineer
kodu, tirete¢ polinomu g(x) = my(z)my(z) olarak verilen bir devirli kod olur. Burada,
my(x) ve my(x), Fpym’deki « ilkel kokii igin, sirastyla o ve o nin F,, lizerindeki minimum

polinomlaridir.

2.76 Tamm. Bir f : F,m — F,= fonksiyonu i¢in,

m—1 S m—1
f(.%) = Z a@.’jxpl-&-pJ + Z bkl‘pk +c & ]Fpm [Z’], Q; g, bk, cE Fpm
1,j=0, i< i=0

fonksiyonuna bir kuadratik fonksiyon denir.
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p # 2 icin bu ifade biriciktir; eger p = 2 ise, bu ifadedeki z2 2 = 22" terimleri bir lineer
m—1

fonksiyon tanimlar. Ayrica bu terimler bpx?" ifadesini olusturmaktadir.
i=0

Burada, kuadratik terimi yaniltic1 olabilmektedir. Ciinkii,burada tanimlanan kuadratik bir

fonksiyon higbir sekilde az? + bz + ¢ formunda degildir.

Kuadratik fonksiyolarin en belirgin ozelligi, + — f(z + a) — f(z) — f(a) + f(0)

fonksiyonunun her zaman lineer olmasidir.

2.77 Tamm. Bir f : F,» — [~ fonksiyonu icin eger p # 2 ise,

m—1 . .
fl@y="> aya" " €Fpn ay; € Fpm
14,J=0, 1<j
eger p = 2 ise,
m—1 i Lo
f(f]f) = Z aw»a:z +2 € IFQm Qi j € IFQm
1,§=0, i<y
olarak tanimlanan fonksiyona, Dembowski-Ostrom (DO) polinom denir. DO polinomlarinin

p-agirhiginin 2 oldugu agiktir.

Herhangi bir f : F,m» — [F,» kuadratik fonksiyon bir DO polinomunun, bir sabitin ve bir
lineer polinomun toplamu ile ifade edilebilir. APN olma 6zelligi, bu terimlerin eklenmesiyle

bozulmadig: i¢in kuadratik APN fonksiyonlar DO polinomlar: ile ifade edilebilir.

2.78 Tammm. Bir f : F,» — F,» fonksiyonu i¢in eger,

max max [{x € Fym @ f(z4+a) — f(z) =0} =1

aE]F*pm bG]Fpm

ise diizlemsel fonksiyon ve
max max [{x € Fym : f(z+a) — f(z) =0} =2

CLEF*pm bEFPm

ise hemen hemen miikemmel lineer olmayan (APN) fonksiyon denir.
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Acikea goriilityor ki, p = 2 durumunda [, sonlu cismi iizerinde bir 2 elemam f(x + a) +
f(x) = b denklemini sagliyorsa, ancak ve ancak xy + a elemani da bu denklemi saglar. Bu
yiizden Fom iizerinde diizlemsel fonksiyon yoktur ve f fonksiyonu APN dir ancak ve ancak

her 0 # a € Fom igin o ve zo + a elemanlari, f(z) = f(z + a) + f(x) fonksiyonu altinda

ayni elemani verir. Yani,

J?(JEO) = f(zo+a)+ f(zg) =b ve
f(zo+a) = f(wo+a+a)+ f(zo+a) = flzo+2a) + f(zo+a) = f(z0) + f(wo+a) = b.

APN fonksiyonlar uygulama alanlarinin ¢oklugu nedeniyle, cogunlukla p = 2 karakteristikte
incelenmis olsa da p > 2 icin p tek karakteristikte yakin zamanda Kuroda ve Tsujie
tarafindan GAPN (genellestirilmis APN) fonksiyonlarina genellestirilmistir.  Dileyen
okuyucu GAPN fonksiyonlar i¢in [14] e bagvurabilir.

2.79 Uyar1. [9] Diizlemsel bir f fonksiyonu i¢in dikkat edilmesi gereken bazi durumlar
asagidaki gibidir.

(1) Diizlemsel bir f fonksiyonunu tanimlayan 6zellik su sekilde ifade edilebilir: f(x 4 a) —
f(z) = b denklemleminin Va,b € F,» ve a # 0 i¢in tam olarak bir tek ¢oziimii vardr.

(2) Diizlemsel fonksiyonlar, ancak p tek ise var olabilir; ¢ilinkii, p ¢ift ise “4+1 = —17 ve
flx+a)+ f(x) = f((x+a)+a)+ f(x+ a) elde ederiz. Dolayisiyla, f(x+a)+ f(x) = b
denklemi herhangi bir a # 0 i¢in ¢ift sayida ¢oziime sahiptir.

(3) Diizlemsel fonksiyonlar, miikemmel lineer olmayan (PN) fonksiyonlarin 6zel bir
durumudur.

(4) Sifirdan farkli her a € Fym igin  — f(z + a) — f(x) fonksiyonu bir permiitasyondur.
(5) Diizlemsel bir fonksiyona lineer veya sabit fonksiyonlar eklemek, yine diizlemsel bir
fonksiyon verir. Bu nedenle, tiim kuadratik diizlemsel fonksiyonlar Dembowski-Ostrom

polinomlari ile tanimlanabilir.

2.80 Ornek. [9] Her p tek sayis1 icin F,m sonlu cismi iizerinde f(z) = xz* fonksiyonu

diizlemseldir. Gergekten de,

fleta)—f(z)=b=(z+a)’ —2®=b

=22+ 2xa+a®>—22=b

26



=2za+a’>=0

denklemi, her a # 0 igin biricik bir ¢dziime sahiptir. p = 2 i¢in iddianin ¢aligmayacagi
unutulmamalidir. Ciinkii p = 2 durumu i¢in a®> = b denklemini elde ederiz ve dolayisiyla,
f(x +a) — f(x) = b denkleminin 0 (a® # b ise) veya 2™ (a* = b ise) ¢dziimii vardir. Aym

zamanda f(z) = 2 fonksiyonunun, Fyn sonlu cismi iizerinde
fle+y) = (@+y) =2+ 2wy +y* = 2" +y* = f(2) + f(y)

oldugundan lineer bir fonksiyon oldugu goriilmektedir.

2.81 Ornek. [9] f(z) = 2° fonksiyonu biitiin Fym sonlu cisimleri iizerinde APN dir.

flx+a)+ fz)=b= (x+a)*+2>=b

= 23+ 32%a+3za’ +a® + 22 =0

= 2’a+xa>+a®=b

kuadratik denkleminin 0, 1 veya 2 tane ¢6ziimii olduguna dikkat edelim. f APN oldugundan,

tanim geregi, bu denklemin O veya 2 tane ¢6ziimii vardir.

Burada 2 eslemesi m tek i¢in bijektiftir, ancak m c¢ift igin bijektif degildir. 2° eslemesine
lineer fonksiyonlar ekleyerek, drnegin x® + x gibi, m cift igin bijektif olmayan APN

fonksiyonlar elde etmek kolaydir.
2.82 Ornek. [9] m tek ise f(z) = 2! fonksiyonu Fom cismi iizerinde APN dir.

2.83 Tammm. p herhangi bir asal say1 olmak iizere, her x € F,m icin tr : Fym — [, olmak

uzere

m—1

TR, (X) 1= X+ xP +xP° 4P

ile tanimlanan bir fonksiyona, iz (trace) fonksiyonu denir.

Iz fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglar:

(i) Her 2,y € Fym igin trg ., r, (x+y)= tTF, n /F, (x) + IR m /F, (y).
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(ii) Her x € Fym ve c sabiti igin try, ,, /F,(cx) =c- tIF u /F, (x).

(ii1) tr fonksiyonu lineer ve Ortendir.

2.84 Tammm. m tek say1 olmak iizere, bir f : Fom — Fom fonksiyonu, her u,v € Fom ve

u # 0 olacak sekilde,

Wi(u,v) = 3 (—1)reio) )

zeFT

genisletilmis Walsh doniisiimii, sadace Wy(u,v) = 0 veya Wy(u,v) = +2™5" degerlerini

aliyorsa, f fonksiyonuna hemen hemen biikiik (AB) fonksiyon denir. Burada tr iz fonksiyonu,

211171

Ty, (X) =x +x2+ x4 .+ X

olarak tanimlanir.

m nin ¢ift oldugu durumlarda AB fonksiyonlar1 mevcut degildir. AB fonksiyonlari, yalnizca

m nin tek oldugu durumlarda mevcuttur.

2.85 Teorem. Her AB fonksiyon APN dir, fakat tersi dogru degildir. [16, 17]
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3. HEMEN HEMEN MUKEMMEL LINEER OLMAYAN (APN)
FONKSIYONLAR iLE TANIMLANAN LINEER KODLAR

Bu boliimde, m > 3 pozitif bir tam say1 olmak iizere p = 2 ve m tek asali icin,

yari-mitkemmel kod siniflar1 verilecektir.

Ayni zamanda, genel f APN fonksiyonlar i¢in C} lineer kodunun R := R(C}) ortme
yarigapt, d := d(Cy) minimum mesafesi, n uzunlugu ve k& boyutu olmak iizere, yapilan

arastirma sonuclar verilecektir.
3.1 Teorem. [18] m > 3 olmak iizere bir Cf lineer, [2™ — 2,2™ — 2m — 1, 5]-kodu yoktur.

Simdi, f : Fom — Fom olmak iizere,
om_1
fla)=>Y 62/, & €Fom (3.1)
§=0

fonksiyonunu, derecesi 2™ den daha kiigiik (der(f(z) < 2™)) olan biricik bir polinom olarak

kabul edelim.

3.2 Teorem. [15, Theorem 5] f fonksiyonu (3.1) formunda olmak iizere, dyle ki f(0) = 0,
Cy lineer [n = 2™ — 1, k, d]-kodu ve (2.4) formunda bir H eslik-kontrol matrisi verilmis
olsun. O halde,

(i) Cr kodu igin 3 < d < 5 tir.

(i1) f fonksiyonu APN dir ancak ve ancak d = 5 tir.

Ispat: (i) ilk olarak herhangi bir f fonksiyonu igin, C ¢ nin boyutunun £ > 2™ — 1 — 2m

olduguna dikkat edelim. H; nin herhangi iki siitunu farkli oldugundan d > 3 tiir.

Varsayalim ki, d > 6 olsun. Lineer bir [n, k, d]-kodunun varligi, lineer bir [n — 1, k,d —
1]-kodunun varligin1 gerektirdiginden, [2™ — 1, k, 6] icin & > 2" — 1 — 2m parametreleriyle

C'¢ kodu, lineer bir [2™ — 2, k, 5]-kodu saglar. Ancak, Teorem 3.1 de bdyle bir kod mevcut
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degildir. O halde, d < 5 olmak zorundadir.

(i1) ¢ = (cg, €1, Ca, ..., ¢p_1) ikili bir vektor olsun. H nin tanimina gore, c ikili vektorii C'
f g f

ye aittir ancak ve ancak

n—1 n—1
Z ca'=0 ve Z cif(a’) =0. (3.2)
i=0 i=0

(3.2) ye gore, C'y nin minimum agirhig1 3 veya 4 gerek ve yeter sart Fom nin dyle dort farkli

eleman x, y, 2’, 3y vardir ki
rry+a'+y =0 ve [fla)+[fly)+ )+ fy) =0 (3.3)

Bu dort elemandan biri 0 ise, minimum agirlik 3 tiir, aksi halde 4 tiir. Bu denklem agagidaki

gibi yeniden yazilabilir:
r+y=a ve f(z)+ f(y) =0 (3.4)

Burada, a # 0 ve b elemanlar1 Fom nin keyfi elemanlaridir.  Varsayalim ki, (3.4)
denklemlerini saglayan iki farkli (x, y) ve (2o, yo) ciftleri olsun. Burada Fom nin dort farkli
elemana sahip oldugu varsayilmaktadir. Bazi a ve b icin bu tiir dort elemanin varligi, (3.3)
denklemlerini saglayan dort elemanin varligina esdegerdir. Dolayisiyla f fonksiyonu APN
dir gerek ve yeter sart C'; nin minimum mesafesi d > 5 dir. (i) madesinden, d < 5

oldugundan d = 5 elde edilir.

]

f fonksiyonu APN ise d = 5 oldugundan, e(C) = V(Cg)_lJ = 2’ dir. Yani, C} bir 2-hata

diizeltici koddur.

3.3 Onerme. [15, Corollary 1] f fonksiyonu (3.1) formunda herhangi bir polinom ve
f(0) = 0 olsun. m > 3 olmak iizere f bir APN fonksiyon ise, C'; kodunun boyutu

2™ —2m — 1 e esittir.

Ispat: f herhangi bir APN fonksiyon olsun. Teorem 3.2 ye gére C ¢ bir [n, k, d]-kodudur,
oyle ki,n = 2" —1,d = b5vek > n—2mdir. Eger kK = n + 1 — 2m ise, elde
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olmayan bir lineer [2" — 1,2™ — 2m, 5]-kodu elde edilir (bkz. Teorem 3.1). Bu nedenle,
k=n—2m=2"—2m — 1dir.

]

C, F, sonlu cismi tizerinde n uzunlugunda bir lineer kod ve u € ', n uzunlugunda herhangi

bir vektor olmak iizere,
u+C={u+v:velC}t=C+u

kiimesine u tarafindan tammlanan C' nin koseti adi verilir.

3.4 Onerme. [15, Proposition 4] f herhangi bir APN fonksiyon olsun. O halde, C; nin

ortme yaricap1 I? olmak iizere, 3 < R < 4 tiir.

Ispat: n > 7 uzunlugunda ve minimum mesafesi 5 olan ikili mitkkemmel kodlarin olmadig:
bilinmektedir [19]. f APN oldugundan C'; kodu bir 2-hata diizeltme kodudur. C'y kodunun,
uzunlugu 5 olan agikar bir miikemmel kod olmadig1 varsayilarak, drtme yaricapinin en az 3

oldugu elde edilir.

Simdi, ortme yarigapmnin R = 5 oldugunu varsayip, agirhigt 5 olan C; kodunun bir D
kosetini diigiinelim. Onerme 3.3 e gore, C} nin boyutunun 2™ — 2m — 1 oldugu biliniyor.
Bu nedenle, D U Uy kodu [2™ — 1,2™ — 2m, 5]-kodudur. Fakat bdyle bir kod yoktur ( bkz.

Teorem 3.1).
[

3.5 Onerme. [2, Proposition 1] m bir tek say1r olmak iizere, f : Fom — Fom ve
f(0) = 0 fonksiyonuyla tanimlanan C'; kodu, bir yari-miikemmel lineer kodsa, f bir APN

fonksiyondur.

Ispat: f eslemesi, C'y yari-mitkkemmel bir lineer kod ve « ilkel kokii verilmis olsun.
Teorem 3.2 nin (i) maddesinde C'y nin minimum mesafesi 3 < d < 5 tir. C} lineer

kodunun paketleme yaricapt 1 < e < 2 dir. Diger yandan, herhangi bir v # 0 igin
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s,r €40,1,...,2™ — 2} ve ¢1, ¢ € {0, 1} olmak iizere,

0 o’ «
= Cl —|— 02 =

gl fla?) fla”) cf (@) + e f(a”)

c1a’ + co”

esitliginin bir ¢oziimiiniin olmadig1 gosterilecektir.

r = c1a’ ve y = cya” alindiginda,

0 T4y
¢! f@)+ fy)

olur. Buradan, y = —x ve f(x) + f(y) = 7 olur. O halde,
f@)+ fly) =v= flz)+ f(-2) =1

= flz)+ f(z) =~
= 2f(z) =~

denkleminin v # 0 i¢in bir ¢dziimii yoktur. Bu yiizden, C'y kodunun &rtme yarigapi

R(Cy) > 3 tiir. C'; bir yari-mitkemmel kod, yani R(Cy) = e(C) + 1 oldugundan,

R(Cy) = |22 | 41235 |99 > 25 a(Cp) - 12 4= d(Cy) > 5 dir

O halde, d(Cy) = 5 ve Teorem 3.2 nin (ii) maddesinden f bir APN fonksiyondur.

]

Bir C' kodunun hata diizeltme kapasitesi e = {%J dir. Bundan boyle, C' kodunun bir

e-hata diizeltme kodu, oldugu soylenecektir. v € Fy ve 0 < k < n igin B(v, k) ve p(v)

sirastyla,

B(v,k) = |{c e C :d(v,c) =k}

, v sO0zcligiine mesafesi k olan kod sozciiklerinin sayist,
p(v) =min{0 < k < n|B(v, k) # 0}, v sdzciigiiniin C' koduna olan uzaklig1,

olarak tanimlanir [20].
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3.6 Tamm. [20] ' de C bir e-hata diizeltme kodu olmak iizere, tim v € Fy i¢in A ve p

parametreleriyle C' ye, diizgiin paketlenmis (uniformly packed) kod adi verilir. Oyle ki,

p(v) =e= B(v,e+1) =\,
p(v) > e+ 1= B(v,e+1) = pu,

(n=e)a-1) 4
burada \ < T‘f dir.

3.7 Teorem. [15, Theorem 6] f, (3.1) ile verilen herhangi bir polinom ve m tek say1 olmak
tizere, f fonksiyonu AB dir ancak ve ancak C'y kodunun minimum mesafesi d = 2e +1 = 5,

ortme yarigapt R = e+ 1 = 3 ve uzunlugu n = 2 — 1 olan diizgiin paketlenmis bir koddur.

Teorem 2.85 e gore her AB fonksiyon APN oldugundan, f fonksiyonu APN ise C'y kodu,
minimum mesafesi d = 2e + 1 = 5, ortme yaricapt R = e+ 1 = 3 ve uzunlugu n = 2™ — 1

olan diizgiin paketlenmis bir koddur.

Simdiyse, kuadratik ve kuadratik olmayan APN kuvvet fonksiyonlari, yani f : Fom —

Fom,f(x) = x?, ile tanimlanan C ¢ lineer kodlari ele alinacaktir.

Hemen hemen miikemmel lineer olmayan (APN) fonksiyonlar icin kontrol edilen ilk
polinom smifinin f(z) = z¢ kuvvet fonksiyonlar1 olmasinin avantaji, (z + 1)¢ + 2¢ = b
denkleminin en fazla 2 ¢oziime sahip oldugunu kontrol etmenin yeterli olmasidir. Eger

(z + a)? + 2? = bise, denklemi a? ye bolerek (y + 1) + y = 2% elde edilir.

Tiim APN kuvvet fonksiyonlari, m tek iken bijektiftir. Ancak, m cift iken hicbiri bijektif
degildir. Bu durum, kuvvet fonksiyonlarinnin alt cisimlerde APN olmasindan kaynaklanir.
Ayni zamanda, bijektif APN fonsiyonlarin tersi de APN dir. Ters fonksiyonlar Tablo 3.1 ve
Tablo 3.2 ye dahil edilmemistir. Ancak, dileyen okuyucu APN kuvvet fonksiyonlarinin ters

fonksiyonlart agiklamasi i¢in [21] ye bagvurulabilir.
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3.0.1 Kuadratik APN Fonksiyonlar ile Tanimlanan Lineer Kodlar

Bir f kuadratik APN fonksiyonun ve ikili yari-miikemmel lineer kodlarin siniflari

verildiginde, C ikili kodlarin, R(C) 6rtme yaricapi verilecektir.

Onerme 3.4 den herhangi bir f APN fonksiyonu igin, C; kodunun &rtme yarigapinin en az
3 (R > 3) oldugu bilinmektedir. Asagidaki 6nerme, herhangi bir m > 3 pozitif tam sayis1
icin, C'y kodunun rtme yarigapini belirler.

. m—1 o
3.8 Onerme. [2, Proposition 2] Herhangi bir m > 3 i¢in, f(z) = Z ai ;7?7 a; ; € Fom
kuadratik fonksiyonu olmak tiizere, f bir APN fonksiyon ise CZ;;ZIOineer kodunun ortme

yarigap1t R(Cy) = 3 tiir.

Ispat: Onerme 3.4 den C ¢ kodunun ortme yarigapt R(C'y) > 3 oldugu bilinmektedir.

Tanim 2.58 den her (81, 05) € F2,, i¢in dyle a1, 2o, 13 € F2, vardir ki,

T+ T2+ T3 = 51

f(z) + fzo) + flxs) = & (3.5)

oldugunu goéstermemiz gerekiyor. N (d1,02), (3.5) de verilen denklemlerin, xi, x5, x3

¢cOzlimlerinin sayisin1 gostersin.

t=1,2,3i¢in y; = x; + 0; alindiginda,

m—1

flye) = > aij(z + 51)21+2j.

ij=0
(2.2) esitliginden her t = 1,2, 3 i¢in (2, + 6,)?" = x2' + 6% olacagindan,

m—1 . .
)= ai (@ + 61)* ( + 61)%
iG=0
1 _ . . .
o N )
1

oA

<
o~

Il
38 3
[ ||'MI

_ (28,20 20 ¢27 2t 27 2t ¢97
= aij(zi vy + a7 67 + 01 xi + 07 07)
1,j=0
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m—1

20427 oY) i 27 20427

= 3 ai(a Y + a6 + oFaf + 07,
i,j=0

O zaman 7 + x5 + x3 = 6; oldugundan,

m—1 ) - m—1 . . m—1 ) .
)+ f(y2)+f(ys) = 'Zo ai,j($1+51)21+27f20 i j(w2+01) > + Zo a;j(r3+01)*
Z?]: Z’J: 7.]

m—1 . . m—1 ) .
= CL7;7j<I1+(51)22(I1+51)2]+ Z ai,j(x2+51)2 (l’2+(51> + Z a”(xg—l—(Sl) (.Z‘3—|—51) z

,J=0 ,J=0 %,j=0

m—1 ) ) ) ) ) i .
= 2 0%(%?’“3 w36 + 0% + 07 + ZO%< w3V 4 ad Y + 67 a3 + o7 )

i,j= 1,J

m—1 ) . ) . i )
+ 30 aig(af Y b af o + o e + o)

1,j=0

m—1 . . m—1 . . ) )
- Zoaz,j(g;? Y g2 2 4 Zoawﬁ( 7+:c§])+Zoa@jé?(x%’ﬂg’mgl)

Z’J: 7] Z7]:

m—1 ) )
+ 3 ai(67 )

1,7=0

m—1 ) )
= Y aij(ai ¥ 2 4 ) + Z a;; (57 )

1,j=0 J =0

m—1
— i T 22+ 4 Z a; ;T5 2+ 4 Z a; ;T3 22+ 4 Z a”(52““2j)

2,J=0 ,J=0 4,j=0 4,j=0

esitliklerinden de goriilecegi iizere buradan,

fln) + f(y2) + f(ys) = f(z1) + f(x2) + f(23) + f(01) = b2+ f(61) = 5/2- (3.6)
elde edilir. O halde,
y1+y2+y3 == (.’131 +51) +(1’2+51)+(l’3+51) =T +£L’2+£L‘5+351 = 51+351 = 451 =0

oldugundan, x;, x5, v3 elemanlar1 (3.5) 1 sagliyorsa, gerek ve yeter sart,

yit+y2+tys = 0
fQy) + fly2) + fys) = 6y (3.7

saglanmasidir, burada &, = &, + f(6;) dir. Demek ki, N (01, 5) = N(0, 0y).

Simdi, f bir APN fonksiyon ise her o € F*5m i¢in N(0,0) > 1 oldugu gosterilecektir.
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f(z1) + f(zo) + f(x3) + f(x1 + x2 + x3) = 0 ise, buradan f(x1) + f(z1 + 22 + x3) =
f(za) + f(zs) olur. a = zy + w3 ve b = f(x2) + f(x3) diyelim. O zaman, xq,x2, T3

elemanlari,
flx+a)+ f(x)=0b (3.8)

denklemini saglar. f(x) fonksiyonu APN ise (3.8) denkleminin iki ¢dziimii oldugunu
biliyoruz. O halde, f fonksiyonu APN ancak ve ancak z; = x, veya x1 = x3 veya x9 = T3

dir.

[16] de Dillon’a atfedilen gozleme gore, f bir APN fonksiyonsa,
herhangi bir 0 # o € F*om icin f(z1) + f(22) + f(23) + f(x1 + 20 + 23) = 0,
denkleminin en az bir ¢oziimii vardir. Gergekten de,

{f(21) + f(w2) + f(w3) + f (21 + 22+ 73) 2 01, 02, w3 € Fym }

kiimesinde yer almayan, sifirdan farkli bir oy elemanm1 oldugunu varsayalim. O zaman,
herhangi bir Boolean fonksiyonu ¢ : Fym — F, olmak iizere f(z) = f(x) + oop()
bir APN fonksiyon olacaktir. Bunun nedeni, f (1) + f(z2) + f(23) + f(z1 + 2+ 23) = 0

denkleminin,

f(x1) + f(w2) + f(x3) + f(o1 + 22+ 23) = (p(21) + p(22) + (23) + (71 + 22 + 73) )00

denklemini one siirmesi ve buradan f(x;) + f(z2) + f(x3) + f(21 + 22+ 23) = 0 olmasidir.
f fonksiyonu APN dir ancak ve ancak f(zq) + f(x2) + f(x3) + f(x1 + 22 + 23) = 0
denkleminin c¢oziimleri ;1 = x5 veya 1 = x3 veya xo = w3 seklinde olmas1 gerektigini
biliyoruz. O halde, f(z,) + f(x2) + f(x3) + f(21 + 22 + 23) = 0 denklemi, yalnizca
T1 = T Veya 1 = T3 veya ro = x3 oldugunda saglanir ve bu nedenle f fonksiyonu APN

dir.

Ayrica, p(x) = tr(nof(x)) ile tr(nyog) = 1 alinirsa,

tr(nof (x)) = tr(nof(x) + m0o0p(x)) = tr(mof(x)) + tr(1o0)p(x) = 0.
Onerme 3.3 den m > 3 igin bir f fonksiyonu APN ise C'; kodunun boyutu 2™ — 1 — 2m

oldugundan, f APN fonksiyonu i¢in tanimlanan C' 7 lineer kodunun boyutu da, 2 — 1 —2m
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e esittir. Yani, tr(nof(z)) = 0 yalmzca o = 0 oldugunda gecerlidir. Bu ise bir celigkidir.
Bu nedenle, f(x1) + f(z2) + f(x3) + f(z1 + 2 + x3) = o denkleminin en az bir ¢oziimii

vardir. Bu denklem, herhangi bir o € [*9m i¢in,

T1+ X2+ T3 =24

f(x1) + f(a2) + f(x3) = f(w4) + 0

sisteminin en az bir ¢oziimii oldugunu soyler. (3.6)’da oldugu gibit = 1,2, 3icin y; = z;+24

yazildiginda
m—1 i Lo m—1 i Lo m—1 i Lo
F)+fp)+f(ys) = 20 aig(@1+24)* T2+ 30 aij(wo+2)” T4 37 a5 j(ws+34)* 2
iG=0 iG=0 iG=0
—1 . . m—1 . . om—1 . .
_ aij(x1ta) ¥ (@1+20)? + > aij(watxs)? (xotxa)¥ + Y aij(z3txs)* (w3+34)%
i5=0 iG=0 iG=0
m—1

2i 427 99 99 2i 427 9i 427 9i 9 9i 9 2i 427
ai (21 +atay tafat fay )+ Y0 aig(ry T tazal fajay +ay )

I
1]

ij=0 i,j=0
m—1 . . . . . . ) .
+ a;j(r3 T+ a¥a¥ a2 42l )
i,j=0
et gitel | oivel | oiyoiy | gi i | oi gy 2 91 | 90 o9
= ai (21 +wy T ay )+ Y airg (a7 +ay +ag )+ Y airy (o] +ap +rg)
ij=0 i.5=0 ij=0
m—1 . .
+ 3 ()
i,j=0
et 20427 20427 20427 et 2427
= > aii(zy "+ Ty )+ Y aig(xg )
i,j=0 ,7=0
et 20427 et 2427 et 2 427 et 2 497
= D aigry o+ Y aigry T+ Y aggry T+ Y aig(ry )
ij=0 i,5=0 i,j=0 i,j=0
= f(x1) + f(x2) + f(w3) + f(24)
buradan,

fQyr) + fly2) + fys) = f(@1) + f(x2) + f(23) + f(24),

elde edilir. Boylece,

Y1 +y2+y3s=0
fln) + fly2) + flys) =0

sistemi en az bir ¢6ziime sahiptir. Yani, N (0,0) > 1 dir. Boylece, istenilen sonug elde edilir.
]

Onerme 3.5 ve Onerme 3.8 den asagidaki teorem ortaya ¢ikmaktadir.
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m—1 . .

3.9 Teorem. [2, Theorem 1] m > 3 olmak iizere f(z) = 3. a;;2* 1%, a;; € Fom
i,j=0

kuadratik fonksiyonu olmak iizere C' lineer kodu yari-miikkemmeldir ancak ve ancak f bir

APN fonksiyondur.

fil) =2, (i,m) =1,1<i < m—1, kuadratik APN kuvvet fonksiyonlari, her m > 3

icin, Gold fonksiyonlar1 olarak adlandirilir.

Tablo 3.1 de, sol kisimda “f(x)” ile belirtilen kuvvet fonksiyonu, sag kisimdaki “Sartlar” ile

de fonksiyonun APN olmasi i¢in gerekli olan kosulu referansiyla birlikte verilmistir.

Tablo 3.1: Fy iizerinde 2 kuadratik APN kuvvet fonksiyonlar

f(z) fonksiyon Sartlar

221 Gold fonksiyonu [22] (i,m)=11<i< =t

x3 + tr(z?) [23, Corollary 1]

g2 g g2t m = 3k [24, Corollary 8], [25,26]
a2+ g m = 4k [24, Theorem 2], [25, 26]

c+s c c k-1 '3 7
b2t p2 2" 2 g S Y = 9k, k, s tek [27, Theorem 1]
i=1

ua? TR 2 gL g2t m = 3k, (s,3k) = 1[27, Theorem 3]
pqakts . e
O R e B R (s,3k) = 1[28, Theorem 2.1]
2k 41,2k +s 408
wu? T

k(220 121

x22"+2¢ 1ob2 L 4 ep? m = 2k, (i, k) = 1 [29, Corollary 1]

w(a? +2¥ e 422 (@2 4522 )+ m =2k, (i, k) = 1[29, Corollary 2]

i+lok
.Z'Q 2

m tek oldugunda herhangi bir kuadratik f fonksiyonunun sadece ve sadece AB olmasi
durumunda, APN olduguna dikkat ediniz [15]. Bu durumun tersi dogru degildir. Ancak

m tek ise, kuadratik APN fonksiyonlarin AB olmasi1 asagidaki 6nerme ile aciklanmaktadir.

3.10 Onerme. [30, Corollary 11] m tek olsun. Her kuadratik APN fonksiyon f : F}* —

F2* hemen hemen biikiik bir fonksiyondur.
Bu onerme Teorem 3.7 ile birlestiginde, tek sayida degiskenli her kuadratik APN

fonksiyonun, minimum mesafesi d = 2e + 1 = 5, Ortme yaricapt R = e+ 1 = 3 ve
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uzunlugu n = 2™ — 1 olan diizgiin paketlenmis bir C'; kodu verdigi anlamina gelir [15].

Simdi de Gold fonksiyonlar1 tarafindan tanimlanan koda esdeger kodlar incelenecektir.

Oncelikle asagidaki teorem ve tanima ihtiyacimiz vardir.

Devirli kodlarin sozciikleri, polinom gosterimiyle tanimlanir. Herhangi bir k& tam sayisi i¢in,

uzunlugu n = 2¥ — 1 olan bir ikili devirli kodun ilkel oldugunu hatirlayalim.

3.11 Teorem. [31, Theorem 2.2] C bir ilkel ikili devirli kod ve birbirinden farkli bazi
do,dy, ..., d; pozitif tam sayilan i¢in Z(C) = {ado,adl,...,adt} sifir kiimesi olsun.
Varsayalim ki bir C” kodu vardir, 6yle ki herhangi bir r tam sayisi i¢in d(C") = r ve C' C C’

t
dir. ¢ := ) o(d;) toplaminin bir tek tam say1 oldugunu farzedelim. Eger d(C) > [ ise o
i=0
zaman her f > (£ — s) max os(d;) igin r < R(C') < ¢ dir, burada s, 2°|(¢+ 1) olacak sekilde

en biiyiik tam sayidir.

3.12 Tamm. [, cismi iizerinde ayn1 uzunluga sahip C; ve Cs kodlar asagidaki islemlerin
bir kombinasyonu uygulanarak, C'; kodundan C5 kodu elde edilirse bu kodlar esdeger olarak
adlandirilir:

(1) C} kodunun kod sozciiklerinde belli bir konumda goriinen sembollerin, sifirdan farkli bir
skaler ile carpimu,

(i1) C kodunun tiim kod sozciiklerindeki bitlerin bir permiitasyonu.

3.13 Tamm. r > 2 olsun. n = 2" — 1 uzunlugunda, siitunlar1 I nin sifir olmayan tiim
vektorlerinden olusan eslik-kontrol matrisi H olan ikili bir lineer koda 2" — 1 uzunlugundaki

ikili Hamming kodu denir ve Ham(r, 2) gosterilir.

3.14 Onerme. [31, Proposition 3.1] C' kodu, (dy,2™ — 1) = 1 olacak sekilde Fom cismi
tizerinde birbirinden farkli baz1 d; ve d5 i¢in sifir kiimesi {adl, ad2} olan bir ilkel devirli
kod olsun. O halde, C' kodu baz1 7 igin Gold fonksiyonu f(z) = z**! tarafindan tamimlanan
koda egdegerdir 6yle ki (i,m) = 1ise dy = dy(2° + 1) mod (2™ — 1), dolayisiyla C kodu

yari-mitkemmeldir.
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Ispat: n = 2™ — 1 olsun. (d;,2™ — 1) = 1ise 8 = a® nin aym zamanda Fym cisminin
ilkel eleman1 oldugu bilinmektedir. Bu nedenle bazi k icin a® = ¥ olacak sekilde pozitif
bir k tam sayis1 vardir. O halde ¥ = a® = @@ +1)mod 2"1) ye dolasiyla k = 2/ + 1 dir.
Bu da C kodunun sifir kiimesi {ﬂ , 62”1} olan koda, yani Gold fonksiyonu f(z) = z**!
tarafindan tanimlanan koda, esdeger oldugu anlamina gelir. Sifir kiimesi { B, ﬁZi“} olan
bir kodun yari-miikemmel oldugu bilinmektedir [32]. Burada [32] sonucunu kapsayan [33]
sonucu kullanilarak ayrintili bir ispat verilecektir. f fonksiyonuna karsilik gelen kodun

eslik-kontrol matrisi asagidaki gibidir:

1% 1 B proo... prt 1 B 32 o o1
;= - i Z_ .
f(y f(8) fB8 ... f(pH 1 g2+ g2 gD
Teorem 3.2 nin (ii) maddesinden Cy kodunun minimum mesafesinin d(C) = 5 oldugu

verilmigtir. ~Sifir kiimesi {5} olan C” kodunun, Hamming kodu ve d(C’) = 3 oldugu
bilinmektedir. ' C C” oldugundan, Teorem 3.11, {},C = C¢,C" ve r = 3, dy = 1,
d; = 2' + 1 parametreleriyle uygulanabilir. Burada, { = 1 + 2 = 3 elde edilir.
d(C) > [ kosulunun saglandig1 acik¢a goriilmektedir. Boylelikle, Teorem 3.11 den tiim
m > (I — s)max; 0a(d;) = (3 —2) -2 = 2, yani m > 3 i¢in R(C) = 3 elde edilir. Daha

sonra Tanim 2.61 (ii) den C' kodunun yari-miikemmel oldugu sonucu elde edilir.
U

3.15 Ornek. Sifir kiimesi {a®, a7} olan Fy: cismi iizerinde C' kodu ele alinsin. Burada a,

o4 nin bir ilkel kokiidiir. C' kodunun eslik-kontrol matrisi H asagidaki gibi elde edilir:

(7,15) = 1 oldugu i¢in 8 = " de Fy: cisminin bir ilkel kokiidiir. O zaman 5% = o® = (a")*
elde edilir. Buradan ise k = 23 + 1 = 9 bulunur. Bu nedenle {a?, "} sifir kiimesine eg
deger olarak {£, 3°} kiimesi kabul edilir. Bu ise Gold fonksiyonu f3(z) = 2% * tarafindan
tanimlanan es deger kodu verir.((3,4) = 1 olduguna dikkat edilmeli, tanimda verilen kogul

saglanmaktadir.) Bu nedenle, eslik-kontrol matrisi H asagidaki gibi ifade edilebilir:
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Lo (8?2 .o @) (1 B (B . (B
1 58 B ... p“ 18 B .. |

av
I
|

Bir kodun konumlarinin degistirilmesine izin vermek esdeger bir kod iirettiginden, C' kodu

asagida eslik-kontrol matrisi H' olarak verilen C’ koduna esdegerdir:

R A B
Lo (g ... (BY)

[33] de o4 ve o5 icin farkl sifir kiimelerine sahip ilkel devirli kodlarin 6rtme yarigap: ve
minimum mesafeleri Tablo 1 ve Tablo 2 de verilmistir. [33]’deki Tablo 1’den, {¢°}, {«, a?}
ve {a, o} olmak tizere farkli sifir kiimelerine sahip yalnizca ii¢ yari-miikemmel kod oldugu
goriilebilir. Sifir kiimesi {c, a®} olan kodun, sifir kiimesi {«, a”} olan koda egdeger oldugu
gosterilmigti; ancak o ve o dairesel koset oldugundan, yani i = 3 i¢in o = 32 med 15,
bu iki kod da esdegerdir. Sonuc¢ olarak, Fys cismi i¢in kuvvet fonksiyonlari tarafindan

tanimlanan kodlara karsilik gelen, esdegerlilige kadar farkli, sadece bir tane yari-miikemmel

kod vardir, bu da Gold fonksiyonu tarafindan tanimlanan koddur.

Simdi ise k iissiiniin herhangi bir pozitif tam say1 degeri i¢in, Onerme 3.14 deki koda esdeger
olma kosulu genisletilecektir. Bu durumda, Onerme 3.14 de oldugu gibi, ilkel devirli C'
kodunun, (dy,2™ — 1) = 1 olacak sekilde bazi farkli d; ve ds i¢in {a®', a®} sifir kiimesine
sahip oldugu varsayilarak, bazi d igin dy = did (mod 2™ — 1) ise, C kodu f(z) = z¢

fonksiyonu tarafindan tanimlanan koda esdegerdir. Bu durum Onerme 3.14 iin daha genel

hali olarak diisiiniilebilir. Bu duruma 6rnek icin bkz [31].

3.0.2 Kuadratik Olmayan APN Fonksiyonlar ile Tanimlanan Lineer Kodlar

[2] makalesinde, tiim f APN fonksiyonlar1 i¢in, Fom iizerinde f ile tanimlanan lineer kodlar
yari-mitkemmel midir? sorusu agik bir problem olarak ortaya atilmigtir. Bununla birlikte,
kiiciik m degerleri i¢in bu iddianin dogru oldugu sdylenmis, fakat hesaplamalarin detaylar
ve m degerleri [2] verilmemistir. [31] de, Tablo 3.2 de verilen kuadratik olmayan APN

fonksiyonlar i¢in, m < 8 iken Ortme yaricapinin 3 e esit oldugu Sekil 1 de verilen Sage kodu

41



kullanilarak hesaplanmistir, ve boylelikle [2] nin sonucu bagimsiz olarak dogrulanmaistir.

3.16 Teorem. [31, Theorem 3.2] Tablo 3.2 de verilen kuadratik olmayan APN fonksiyonlar

tarafindan tanimlanan kodlar her m < 8 i¢in yari-mitkemmeldir.

ispat: Bir C kodu, Tablo 3.2 de verilen [Fo» sonlu cismi iizerinde tanimlanan kuadratik
olmayan bir APN f fonksiyonu tarafindan tanimlansin. Teorem 3.2 nin (ii) maddesinden
C'y kodunun minimum mesafesi 5 tir. Sekil 1 de verilen Sage kodu kullanilarak C' nin
ortme yaricapinin 3 oldugu elde edilir. O halde paketleme yarigap1 tanimindan C' bir

yari-mitkemmel koddur.

O
1:  m =eval(input(’Enter m:’))
2: d = eval(input(’Enter d:”))
3: R. < x >= PolynomialRing(GF(2))
4: F. <t >=GF@2™)
5: p = t.minpoly()
6: ¢=(t?).minpoly
T g=px*q
8: C = codes.CyclicCode(generator_pol= g, length= 2™"1)
9: print(’Covering radius=’,C.covering_radius())

Sekil 1: Ortme yaricapim hesaplamak icin kullamlan Sage kodu

Sekil 1 de satir 1 ve satir 2, kullanicidan sirasiyla m cisim genislemesinin derecesini ve d
issiiniin girilmesini ister. Satir 3, [y tizerinde x tek degiskenli bir polinom halkasini ve satir
4, 2™ biiyiikliigiinde ¢ tek degiskenli bir [F sonlu cismini olusturur. Satir 5 ve satir 6, ¢ nin
minimal polinomunu p ve ¢? nun minimal polinomunu ¢ olarak elde eder. Daha sonra bu
minimal polinomlar ¢arpildiginda devirli C' kodunun g iirete¢ polinomu satir 7 de olusur.
Satir 8 de g tirete¢ polinomu kullanilarak, uzunlugu 2™ — 1 olan C devirli kodu olusturulur.

Son olarak satir 9 ise kodun 6rtme yarigapini hesaplayarak sonucu goriintiiler.
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Tablo 3.2 de verilen sol kisimda “f(z)” ile belirtilen baglk kuvvet fonksiyonunu,
sag kismindaki “Sartlar” bagligiysa, fonksiyonun APN olmasi i¢in gerekli olan kosulu

referansiyla birlikte verilmistir.

Tablo 3.2: [y iizerinde x¢ kuadratik olmayan APN kuvvet fonksiyonlar

f(z) fonksiyon Sartlar

g2 241 (i,m) =1,1<i < ™= Kasami [3]
243 m = 2t + 1, Welch [34, 35]

F2 21 t ¢ift, m = 2t + 1, Niho [36,37]
P22 t tek, m = 2t + 1, Niho [36,37]

22" 2 m tek, Inverse [5]

g2 2242 m = 5t, Dobbertin [38]
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4. DUZLEMSEL FONKSIYONLAR ILE TANIMLANAN LINEER
KODLAR

Diizlemsel fonksiyonlarin, p cift karakteristikte var olmadigi, ancak p = 2 i¢in yapilan

calismalar sonucunda elde edildiginden daha 6nce bahsedilmistir.

Burada bir p tek asali i¢in, bilinen tiim f diizlemsel fonksiyonlar, F,,» sonlu cismi iizerinde,

g-ary kodlarinin C'; 6rtme yaricapi incelenecektir.

Yeni bir diizlemsel fonksiyon olusturmak olduk¢a zordur. Bilinen tiim diizlemsel f

fonksiyonlar1 asagida verilen formlardan biriyle tanimlanabilmektedir [39]:

(1) Diizlemsel Dembowski-Ostrom formu (Diizlemsel DO polinomu):

Al({L‘) = Z aij{L‘pi+pj, aij € Fp

0<i<j<m—1

ozel kisitlamalar ve ayrintilar icin bkz [40], [41], [42], [43] ve [44].

(2) Coulter-Matthews formu (Diizlemsel CM polinomu):

3k

Ao(z) =22,

burada, p = 3, k tek ve (m, k) = 1 dir (bakiniz [45]).

Diizlemsel DO polinomlarinin bazi 6zellikleri [46] numarali kaynakcada verilmistir.

Asagidaki yardimci onerme Teorem 4.3 iin kanitinda kullanilacaktir :

4.1 Yardimc: Onerme. [46, Proposition 3.6] IF,» lizerinde f bir diizlemsel DO polinomu
ve Im(f), f nin goriintiisii olsun. D = Im(f) \ {0}, E = Fpm \ Im(f) ve ¢ € F; igin
(D = {Cz|x € D} tammlar verilsin. O halde agagidaki ifadelerden biri olmalidir;
(1) Fpym icin de m ¢ift ya da m tek ve a, IF,,» de bir kare olmak lizere, aD = D dir.

(i1) m tek ve a bir kare degilse aD = FE dir.
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Tanim 2.58 e gore C lineer kodunun 6rtme yarigapt R(Cy) = r dir ancak ve ancak 7 en

kiiciik pozitif tam sayidir 6yle ki

AT+ Xoxo + ...+ Nx =0
Af(xr) + Aaf(2) + oo + A f(2) = 8
denklemini saglayan herhangi bir (J,5) € Ff,m icin (A1, Ao, ..., \,) € T} ve r farkli

Ty, T2, ..., T, € Fm eleman vardir.

4.2 Uyari. f(x) = x¢ diizlemsel bir kuvvet fonksiyonu olsun. Oncelikle, f(z) in bir gift

fonksiyon oldugunu gosterelim. Burada e kuvveti tek ise, a = d ve b = 1 iken,
flxt+a)—flz)=b= (z+d)¢—2¢=1

denkleminin d tek ise 0 ve —1 olmak iizere, en az iki ¢6ztimii vardir. Bu durum, f(z) in
diizlemsel bir fonksiyon olmasi ile ¢eligir. O halde, d kuvveti ¢ift olmak zorundadir. Bu
yiizden f(z) = z¢ fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondur; yani f(—z) = (—x)? = 2¢ = f(x) dir.

Ayrica, f(x) bir DO fonksiyonuysa da tanim geregi acikga bir ¢ift fonksiyondur.

4.3 Teorem. [2, Proposition 3] p bir tek asal say1 ve f(x) bir diizlemsel kuvvet fonksiyonu
ya da [F,» lizerinde bir diizlemsel DO polinomu olsun. C/ lineer kodunun értme yarigap1 R
icin,

R =2, mtekise
R =3, mygiftise.

Ispat: C ¢ liner kodunun 6rtme yaricapina R diyelim. Her (0, 5) € ]F%m ve § € I, iken,

Ar =0
M(x)=p

denklem sistemini saglayan A € [, ve x € [F,» degerlerinin mevcut olmadig1 agiktir. Bu

yiizden, R > 1 dir.

Simdi de herhangi bir (9, 5) € Ff,m icin m tam sayisinin egligine gore,

(4.1)

)\1%’1 + )\233'2 =0
AMf(z1) + Ao f () = B.
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denklem sistemini ele alalim.

(0, 8) = (0,0) i¢in (4.1) de yerine yazilirsa,

AT+ Axy =0

AMf(x1) + Aaf(z2) =0

olur. Burada (A1, A2) = (0, 0) alinirsa, herhangi iki farkli x, 25 € [, elemanlari agik¢a bu

denklemi saglar.

0 #0ve = f(0) igin (4.1) de yerine yazilirsa,
)\1.2?1 + )\21‘2 =0

Af (1) + Ao f(22) = f(0)
olur. Burada (Ay, A2) = (1,0) yada (A, \2) = (0, 1) segilebilir. (A, A\2) = (1,0) segilir ve

(4.1) de yerine yazilirsa,

{xl =4
f(x1) = f(9)

olur. Buradan z; = ¢ ve herhangi bir 5 € ;.. \ {0} bu sistemi acik¢a saglar.

d #0ve B =—f(9) igin (4.1) de yerine yazilirsa,
)\1$1 + )\21]2 =4

AMf(z1) + Ao f(z2) = —f(9)
olur. Buradan, (A;, Ag) = (—1,0) veya (A1, Ay) = (0, —1) segilebilir. (A;, Ag) = (—1,0)

secilir ve (4.1) de yerine yazilirsa,

—x = 0
—flz1) = —f(9)
olur. Buradan z; = —0 ve herhangi bir 7, € F},. \ {—d} bu sistemi agikca salar, ¢iinkii

Uyar1 4.2 den f(0) = f(—0¢) dur.

Simdi § # £f(0) durumlart igin (4.1) in ¢oziimlerini aragtiralim: 6 # 0 ve herhangi bir
B e Fpm \ {£f(9)}icin (A1, A2) = (1, —1) segilip ve (4.1) de yerine yazildiginda,

L3y =0 (4.2)
fx1) = f(x2) = 8
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elde edilir. f(x) fonksiyonu diizlemsel bir fonksiyon oldugundan Uyar1 2.79 in (4)
maddesinden f(x) bir permiitasyondur ve bu yiizden p(z) = f(z + ) — f(z) permiitasyonu

elde edilir.

r=0 igin  p(0) = F(0+8)— f(0) = F(8) — 0 = f(5) ve
r=—6 igin  p(=0) = f(=6+08) — F(5) = F(0) = F(~8) =0 — f(6) = —F(5)

oldugundan yukaridaki (4.2) sisteminin 8 = f(0) i¢in (21, z2) = (6,0) ve (21, x2) = (0, —9)
biricik ¢oziimleri elde edilir. Boylece, § # 0 ve 8 # £ f(0) i¢in (4.1)’i saglayan ;... x 7,

"de biricik bir (x1, z5) elde ederiz.

0=0vepe [} i¢in ne Ay ne de Ay sifir olamayacagindan (4.1) in birinci denkleminden,
MTL+H XXy =0 = doxy = — N1 = 22 = —)\1)\glxl

alinip, ikinci denkemde yerine yazilirsa,

A (@) + af(m2) = B = A flan) + hf (= Mdg'm) = 8 (43)

71 degiskenli denklemi elde edilir. Bu denklem f(x) = 2¢ oldugunda, Uyar1 4.2 den d ¢ift

olur ve bu yiizden
1 1 d
M f(z) + >\2f< SN :E1> — B = Mzt + AQ( SN :E1> -y
d
— <A1x;l + AQ( . )\1)\2‘151;1) ) y
— <)\1:c§l + )\2)\‘1‘)\2513631) =0
— (Alef + A%‘MM) =g

— ()\1 + Ag—w) af =B

olur. Yani
(M1 + 207 f (1) = 8 (44
elde edilir. f(z) bir diizlemsel DO polinomu oldugunda f(z) = mz_: ag;z” P iken
ij=
(M + X051 f ) = 6 (4.5)
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i+j

p rp
olur, ¢iinkii herhangi bir 0 < 4,5 < m — 1i¢in ( — /\1)\2_1> = A2\, ? dir. Burada i = j

dir. Bu durum (4.3) iin birlesik bir sekilde ele alinmasini saglar.

F,m tizerinde d bir ¢ift tam say1 ve f(x) diizlemsel bir terimli veya diizlemsel bir DO

polinomu iken,
S = {)\1 (1 + /\f‘l)\é‘d> ()AL A €Ty w € IF;} (4.6)
kiimesi tantmlayalim. Simdi de,

emtekise § = Fpm,

e mciftise S = Im(f) = {f(x)|x € Fym}

oldugu gosterilecektir.

A= Ay ise N (1 + )\Cffl)\%’d) =2\ Ve A\; = — Ay ise N <1 + Xf*l)\%’d) = 0dir. Ay ve A\

elemanlar1 F) da degistikge A\ (1 + )\Cll_l)\%_d> elemanin [F,, de alacag1 degerler degisecektir.

Bu yiizden S kiimesinde [F,,’deki her eleman1 A\, <1 + )\‘f’lké’d) = ( seklinde yazilarak,

s={csiceprer; |

kiimesi yeniden yazilabilir. F, iizerinde diizlemsel bir f(x) = 2 fonksiyonu igin Im(f)
nin ]F;m deki elemanlarinin tiimii, karelerden ve sifir elemanindan olusur, ¢iinkii diizlemsel
tis d her zaman cifttir. m ¢ift oldugunda, herhangi bir ¢ € F,’nin F,~ de bir kare oldugu
ve boylelikle (Im(f) = Im(f) oldugu kolayca goriilmektedir. Bu nedenledir ki, Yardimci
Onerme 4.1°deki sonug, tiim diizlemsel bir terimli f(z) fonksiyonlar1 i¢in de gegerlidir. Bu

yiizden herhangi bir diizlemsel bir terimli veya diizlemsel DO polinomu f(z) i¢in,

e m ¢ift ise, herhangi bir ¢ € Ty icin (Im(f) = Im(f),

e m tek ise bir kare ¢ € [y i¢cin (Im(f) = I'm(f) ve her kare olmayan ¢ € I igin

¢Im(f) = (Fpm \ Im(f)) U {0} durumlari vardir. Ayrica m tek i¢cin § = F,m ve m ¢ift igin
S = Im(f) dir.

Herhangi bir z € F i¢in p™ — 1 tane deger mevcuttur. [ bir ¢ift fonksiyon oldugundan x

ve —z elemanlarinin fonksiyonda alacaklar1 deger ayni olacagindan birbirinden farkli f(x)
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degerlerinin sayisida 2—'"dir. Ayrica, f(0) = 0 oldugundan, |[Im(f)| = 252+ +1 =

m .
T’TH "dir. Sonug olarak,

(i) m tek ise, herhangi bir 3 € ). i¢in Ay, Ay € F) ve z1 € F},, elemanlar vardir ki,
A1 (1 + )\Cf_l)\%_d> - f(x1) = [ denklemi saglanur.
(ii) m cift ve 8 € 7. \ Im(f) ise,

A1 (1 + )\ffl)\%’d> - f(x) = B denkleminin herhangi bir A1, Ay € I} i¢in ¢oziimleri yoktur.

O zaman, m tek ise R = 2 ve m ciftise R > 2 dir.

Simdi m ¢ift ise R < 3 oldugunu gostermeliyiz. Yani, herhangi bir (0, §) € Ff,m i¢in,

{)\13:1 + Ao + Agx3 =0 @)

Mf(x1) + Aof (z2) + A3 f(23) = B
denklem sistemini saglayan (\;, Ao, A\3) € IF?) ve li¢ farkli eleman x1, 22, 23 € F» oldugunu
gosterecegiz. A3 = 0 alindiginda, (4.7) denklem sisteminin (4.1) denklem sistemi ile ayni
olduguna dikkat edelim. 0 = 0 ve 3 € Fy, digindaki durumlar i¢in (A;, A2) deZisken
grubunun ve (4.1) denklem sistemini saglayan farkli z1, 2o € [}, elemanlarimin varhin
yukarida gostermistik. Bu nedenle, § = 0 ve 8 € [, durumunu goz 6niinde bulundurmak

yeterlidir.

Bu durumda (A1, A2, A3) = (1, —1, —1) alirsak, (4.7) denklem sistemi,

S R 4.8
{f($1)—f(=’172):5+f($3) @8

olur. f(x) fonksiyonu F,= iizerinde diizlemsel oldugundan, (4.8) denklem sisteminin
herhangi x3, 8 € Fy,. icin biricik bir (v, ) ¢oziimii vardir. 3 = —2f(x3) alindiginda

(4.8) denklem sistemi,

1 — T9 = T3
f(x1) — f(x2) = —f(x3)
seklinde olur ve biricik (z1,75) = (0,—x3) ¢oziimene sahiptir, ciinkii f(x) bir ¢ift

fonksiyondur (bkz. Uyar1 4.2). 8 = f(2x3) — 2f(x3) alindiginda (4.8) denklem sistemi

{f(331) — f(w2) = f(223) — f(3)
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seklinde olur ve biricik bir (z1,z2) = (2x3, x3) ¢6ziimene sahiptir. Bu yiizden, herhangi bir
B € Ty icin, B ¢ {—2f(3), f(223) — 2f(x3)} kosulunu saglayan z3 € Fy,. elemanini
secersek (4.8) denklem sisteminin biricik (21, x2) ¢6ztimiinii elde ederiz; oyle ki, x1, z2, 23
elemanlari F7,. da birbirinden farkli elemanlardir. Bu nedenle m ¢ift tam sayist igin C'y nin

ortme yaricapt [ < 3 tiir. Sonug olarak R = 3 elde edilir.
U

Onerme 3.8, F,n iizerinde bilinen tim diizlemsel fonksiyonlar i¢in C lineer kodlarinin
ortme yarigcapini inceler. [47, Theorem 6] da kanitlandig1 gibi, F,~ lizerinde f diizlemsel
fonksiyonu verildiginde, C'; lineer kodunun d minimum mesafesi 2 < d < 4 ii saglar. Buna

ek olarak \;, Ay € IE‘; icin,

)\11‘1 + )\21}2 =0
A f(x1) + Aaf(22) =0
denklem sistemini saglayan iki farkl 1, 22 € . elemanlari vardir, gerek ve yeter sart bazi

c e F,\ {0,1} ve x € F}, igin f(cx) = cf (2) esitligi saglanur.

Bilinen tiim f diizlemsel fonksiyonlar, bu boliimiin baginda verilen (1) ve (2) formunda ve
buna kargilik gelen C'y kodunun minimum mesafesi d > 2 oldugundan asagidaki teorem elde

edilir:

4.4 Teorem. [2, Theorem 2] f, IF,m iizerinde diizlemsel bir DO polinomu ya da F3m tizerinde
bir terimli diizlemsel bir CM polinomu olsun. O zaman, C} lineer kodlar1 m tek ise

yari-mitkemmel kodlardir.

Son olarak, asagidaki acik problem okuyucuya sunulmustur:

4.5 Problem. [2][F,~ lizerinde herhangi bir f diizlemsel fonksiyon ile tanimlanan C' lineer

kodu i¢in R ortme yarigap1 m ¢ift ise 2 ve m tek ise 3 olmas1 durumu dogru mudur?
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