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OZET

KESIRLI TUREV ILE MODELLENEN BiR BILGISAYAR VIRUSU
YAYILIMININ SiSTEM ANALIiZi VE OPTIMAL KONTROLU
YUKSEK LiSANS TEZi
FATMA BOZANER
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. DERYA AVCI)
BALIKESIR, AGUSTOS - 2022

Bilgisayar viriisleri insan yapimi olan ve ayni bir biyolojik viriisiin insandan insana
bulasmas1 gibi bilgisayardan bilgisayara yayilarak ilerler. Bilgisayar viriislerinin
dinamiklerini anlayabilmek ve yol acabilecegi zararlar1 Ongoérebilmek adina ¢esitli
matematiksel modeller gelistirilmis ve bu modellerin kararlilik analizi, optimal kontrolii gibi
caligsmalar son yillarda 6nem kazanmustir.

Bu calisma bir bilgisayar agindaki viriis yayiliminin zararini ortadan kaldirmay1 amaglayan
minimum anti-viriis yazilimi yiikleme maliyetini farkli optimal kontrol stratejileri igin
incelemektedir. Ele alinan model, Caputo kesirli tiirevli bir SEIR epidemiyolojik modelidir.
Modelle ilgili mevcut ¢alismalardan farkli olarak, kurtarilan bilgisayarlarin herhangi bir
mekanik nedenden dolay arizalanabilecegi diisiiniilmiis ve model buna gore gelistirilmistir.
Ayrica modelde birim uygunlugu da saglanmustir. Literatiirde sinirli sayida calisma olmasina
ragmen kontrol degiskeni denge noktalarni ve dolayistyla kontrollii sistemin kararliligin

etkilemektedir. Bu nedenle, kontrol edilen sistem i¢in R, ad1 verilen yeniden lireme sayisi

tekrar hesaplanmistir. Optimal kontrol problemi formiile edilmeden 6nce optimal kontroliin
varli1 ispatlanmigtir. Daha sonra Hamilton formalizmi kullanilarak optimal sistem elde
edilmistir. Coziim i¢in niimerik yontem olarak Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi
ile ileri-geri siiplirme yontemi birlestirilerek elde edilen optimal sisteme uygulanmistir.
Niimerik yontem sonucu elde edilen grafikler MATLAB yazilimi ile elde edilmistir.
Onerilen ii¢ kontrol stratejisi karsilastirildiginda, Strateji 1'in en etkili anti-viriis kurulum
stratejisi oldugu agiktir. Ayrica niimerik sonuglar arasinda Caputo, Caputo-Fabrizio ve
Atangana-Baleanu kesirli tiirevlerinin karsilagtirmasi da verilmistir ve ii¢ kesirli tiirev
arasindan en istendik sonu¢ Caputo kesirli tiirevi i¢in oldugu gézlemlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Anti-viriis yazilim, Bilgisayar viriis yay1limi, Optimal
kontrol, Singiiler ve singiiler olmayan kesirli operatorler, Kararlilik analizi, Tahmin edici-
diizeltici yontem.
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ABSTRACT

SYSTEM ANALYSIS AND OPTIMAL CONTROL OF THE SPREAD OF A
COMPUTER VIRUS MODELED BY FRACTIONAL DERIVATIVE
MSC THESIS
FATMA BOZANER
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. DERYA AVCI)
BALIKESIR, AUGUST - 2022

Computer viruses are man-made and spread from computer to computer, just as a biological
virus spreads from person to person. Various mathematical models have been developed in
order to understand the dynamics of computer viruses and to predict the damage they may
cause, and studies such as stability analysis and optimal control of these models have gained
importance in recent years.

This study examines the minimum cost of installing anti-virus software for different optimal
control strategies aimed at eliminating the damage of virus propagation in a computer
network. The model under consideration is a Caputo fractional derivative SEIR
epidemiological model. Unlike the existing studies on the model, it has been thought that the
recovered computers could fail for mechanical reasons, and the model has developed
accordingly. In addition, unit consistency has been also ensured in the model. Although there
are a limited number of studies in the literature, the control variable affects the equilibrium
points and thus the stability of the controlled system. Therefore, the reproduction number,
R,, 1s recalculated for the controlled system. Before the optimal control problem is

formulated, the existence of optimal control has been proven. Then, the optimal system is
obtained by using Hamiltonian formalism. As a numerical method for the solution, the
Adams-type predictor-corrector method and the forward-backward sweep method are
combined and applied to the optimal system obtained. The graphs obtained as a result of the
numerical method are obtained with MATLAB software. Comparing the three proposed
control strategies, it is clear that Strategy 1 is the most effective anti-virus installation
strategy. In addition, the comparison of the Caputo, Caputo-Fabrizio, and Atangana-Baleanu
fractional derivatives among the numerical results is also given, and it is observed that the
most anticipated result among the three fractional derivatives is for the Caputo fractional
derivative.

KEYWORDS: Anti-virus software, Computer virus propagation, Optimal control, Singular
and non-singular fractional operators, Stability analysis, Predictor-corrector method
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1. GIRiS

Bir toplumun genelinde meydana gelen hastaliklarla ilgili durumlarin dagilimlarini, goriilme
sikliklarini1 ve bunlar etkileyen faktorleri, bir tip bilimi dali olan epidemiyoloji inceler. Bu
hastaliklar epidemiyolojik hastalik olarak adlandirilir. Epidemiyolojinin amaglari,
hastaliklar1 azaltmak ve saghg gelistirmek oldugundan bu dogrultuda Oncelikle
epidemiyologlar hastalikla ilgili bilgileri toplayarak bu bilgileri yorumlarlar. Ardindan
hastaligin seyrini gozlemleyerek, hastaligin kontrol altina alinmasinda etkili olabilecek
segenekleri gelistirirler. Ozellikle hastalik bilyiik bir popiilasyonu etkileyen bir salgin
hastalik oldugunda epidemiyoloji ve buna yardimci bilim dallar birlikte hareket ettiginde
hem biiyiik oranda insan Sliimlerinin hem de {ilkeyi etkileyecek olan ciddi ekonomik
kayiplarin yasanmasinin &niine gegilebilir. Ornek olarak hala giiniimiizde etkileri devam
eden COVID-19 salgini, 2019 yilindan bu yana iilkemiz dahil olmak {izere tiim diinyada
sarsict bir etki ortaya koymus ve ciddi sayida insan hayatini kaybetmistir. Bununla birlikte
ozellikle saglik giderlerindeki artis basta olmak {izere pek ¢ok alanda ekonomik yasanmis

ve hala yaganmaktadir.

Epidemiyolojide hastaliklar yayilimlarinin tipine gore endemik, epidemik ve pandemik
hastalik olmak tizere {i¢ sinifa ayrilir. Endemik hastalik, bir popiilasyonda her zaman mevcut
olan (6rnegin tiiberkiiloz ) bulasici bir hastalik i¢in kullanilir. Epidemik hastalik ise aniden
insanlan etkileyerek hizla yayilan (6rnegin grip) hastaliklar1 tanimlarken kullanilir. Son
olarak, bir hastalik ¢cok genis bir alana yayildiginda (6rnegin bir kita veya tiim diinya; AIDS
ve COVID-19 salginlar1) bu hastalik pandemik hastalik olarak ifade edilmektedir. Bu
siiflandirma sayesinde hastaliklar aciliyetlerine gore bu konudaki arastirmacilara 6nem

siras1 belirtmektedir.

Salgin hastaliklarin bulagma dinamiklerini anlamak ve salginin seyrini incelemek i¢in
matematiksel modeller bir ara¢ olarak kullanilmistir [1, 2]. Clinkl salginin yayiliminin
kontrol altina alinmasi i¢in 6ngodriilen koruyucu ve tedavi edici uygulamalardan hangisinin
daha etkili olabilecegini birer birer deneyerek sonuglarini gérmek hem zaman acisindan
hemde ekonomik agidan istenilen bir durum degildir. Matematiksel modeller ve deneysel

veriler birlestirilerek salgin hastaliklar ger¢egine en uygun bi¢cimde temsil edilirler. Modeller



bir salgin hastaligin mevcut davranisindan yola ¢ikarak gelecekteki davranisi hakkinda fikir
ylirlitmede Onemli rol alir. Bu anlamda ekonomik kayiplari en aza indirgemis olurlar.
Boylece matematiksel modelleme disiplinler arasi bir ¢alisma alani olarak goriilmektedir.
Temel matematiksel modellerin baslicalar1 SIS [3], SIR [4], SIRS [5], SEIR [6] ve SEIS [7]
dir.

Salgin hastaliklara sebep olan biyolojik viriislerin diginda bir bilgisayar agina girerek agdaki
isleyisi degistiren insan yapimi olan bilgisayar viriisleri de vardir. Bilgisayar viriisii,
genellikle kullanicinin bilgisi olmadan bir bilgisayar sistemine yiiklenen ve bilgisayarda
depolanan bilgilerde kisinin yetkisi disinda istenmeyen degisikliklere neden olan, insan
yapimu yikict bir bilgisayar programi veya kodudur [8]. Viriis terimi ilk olarak 1984’te Fred
Cohen tarafindan hazirlanan Experiments with Computer Viruses adli tez ¢alismasinda
kullanilmis ve bu terim Len Adleman ile birlikte ortaya konmustur. Bilgisayar viriisii terimi,
yasa dis1 zarar verici iglevler gergeklestiren yazilim, kod, kod bloklar1 ve kod béliimlerine

uygulanabilir.

Bir bilgisayar viriisliniin temel 6zelliklerinden biri, yiiriitiilebilir olmasidir. Viriis ya kendi
kendini yiiriitiir ya da yiiriitiilmek tizere kodunu bagka bir dosyaya aktarir. Bilgisayar viriisii
yliriitme yetenegi olmadan bir bilgisayara higbir zarar veremez ve bodylece bir 6nem
kazanmayacaktir. Bir bilgisayar viriistiniin bir diger temel 6zelligi de cogalmasidir. Bir virtis,
diger programlara genellikle kopyalarini aktararak bulagir. Bulagsma olmadan viriisler
gelisemez ve hayatta kalamaz. Bilgisayar viriisleri ilk ¢iktig1 donemlerde agirlikli olarak
disketler yoluyla yayilirken, sonraki donemlerde ortaya ¢ikan viriisler agirlikli olarak
internet iizerinden yayilmaktadir. Internetin yayginlasmas: ile birlikte, e-posta ve Internet
bosluklarindan yararlanmak i¢in birgok yeni makro viriis tiirii gelistirilmistir. Bir¢ok viriis,
daha akilli hareket etmek ve virlisten koruma programlar1 tarafindan algilanmalarini
zorlagtirmak icin gelistirilmistir. Hatta bazi viriisler, viriisten koruma programina ve viriisten

koruma programlarinin bosluklarindan yararlanarak saldirirlar.



Saglikl bilgisayar ‘ { Viriisli bilgisayar

Viriislii Dosya

Sekil 1.1: Saglikli bir bilgisayarin viriislii bir bilgisayar durumuna gegisi [8].

Bilgisayar viriisleri, biyolojik viriislerin bazi1 06zelliklerini yansittifi i¢in viriis olarak
adlandirilmistir. Yani su sOylenebilir ki nasil bir biyolojik viriis insandan insana bulasiyorsa
benzer olarak bir bilgisayar viriisii de bilgisayardan bilgisayara bulagir. Bdylece bir biyolojik
viriisiin bir canli popiilasyonundaki yayilimi ile bir bilgisayar viriisiiniin bir bilgisayar

popiilasyonundaki yayilimi benzerlik géstermektedir [9].

Gilinlimiizde hizli biiyiiyen bilgisayar teknolojisi hayatlarimizin ayrilmaz pargasi haline
gelmistir. Bir bilgisayar virlisii, artan teknoloji nedeniyle internet iizerinden kullanilabilecek
en 6nemli silahlardan biridir. Bu viriislerin ortaya ¢ikmasi ve yayilmasi bilgisayar diinyasi
tizerinde biiyiik bir etkiye sahiptir. Son zamanlarda bilim, teknoloji ve ticaretteki hizli
yenilikler bilgisayar, internet ve ¢esitli yazilimlarin kullanimini artirmistir. Ne yazik ki bu,
bilgisayar aglarindaki viriis tehdidinde bir artisa neden olmustur [10, 11] ve gelinen noktada

biyolojik salginlarin yaninda bir de teknolojik salginla bas edilmek zorunda kalinmistir.

Ornegin, ag kullanicilarindan banka hesaplar1 ve sifreler gibi 6zel veriler bilgisayar viriisleri
yoluyla elde edilerek bireylere, ailelere ve kurumlara ciddi zararlar vermektedir.
Bilgisayarlarda hasara neden olan tiim yazilimlar yalnizca viriisler degildir. Popiiler yasal

yazilimlar, diizeltilmemis bazi hatalar nedeniyle de cesitli zararlar verebilir. Viriisler, diger



programlari igerisine yerleserek sisteme zarar vermeyi amaglar. Ancak hasara neden olan
bazi yazilimlarin bdyle bir amaci yoktur. Bu nedenle, biyolojik viriislerde oldugu gibi
bilgisayar viriislerinin de davraniglarini agikliga kavusturmak ve yayilmalarini kontrol
etmek i¢in matematiksel modellerin ortaya konulmasi ve gelistirilmesi temel bir ihtiyactir.
Ciinkii matematiksel modeller, bunlarin yayilmasi hakkinda kisa siirede tahminlerde
bulunmay1 saglar. Boylece bilgisayar viriislerinin kiiresel diizeyde yol agabilecegi birgok
ekonomik kayip kolaylikla ve kisa zamanda 6nlenebilmektedir. Epidemiyolojik hastaliklarin
dinamikleri ile bilgisayar viriislerinin davraniglari arasindaki yakin benzerlik nedeniyle,
bilgisayar viriisii yayilimi i¢in modellerin olusturulmasi, matematiksel epidemiyoloji
teorisiyle aciklanmaktadir [12-14]. Bu dikkate alinarak literatiirde bilgisayar viriislerinin
yayilim dinamiklerini ortaya koyan SIS [15], SIR [16, 17], SIRS [18, 19], SEIR [20], SEIS
[21], SIC [22], VEISV [23] ve SLBS [24] gibi ¢esitli modeller olusturulmustur.

Epidemiyolojik salginlari modellemek icin siklikla tamsay1 mertebeli diferansiyel denklem
sistemleri kullanilmuistir. Ote yandan epidemiyolojik hastaliklara neden olan viriisler
dogalar1 geregi kalitimsal ve hafizali olma 6zelliklerini beraberinde getirirler. Viriislerin bu
Ozellikleri sayesinde neden olduklar1 hastaliklarin gegmisteki davraniglarindan yola ¢ikarak
su anki ve gelecekteki durumlar1 hakkinda dngériide bulunulabilir. iste tam da bu anlamda
tamsayr mertebeli diferansiyel denklem sistemleri yetersiz kalabilmektedir. Ciinkii bu
sistemleri olusturan tamsay1 mertebeli tiirevler lokal tanimlamaya sahiptir. Yani zamana
bagl bir fonksiyonun belli bir andaki degisim hizin1 ifade etmek i¢in sadece o anin kiigiik
bir komsulugunda hesaplama yapilir. Oysaki kesirli mertebeli tiirevler i¢in durum bundan
farklidir. Kesirli tiirevlerin lokal olmayan tanimlar1 sayesinde bir fonksiyonun belli bir
andaki degisim hiz1 o andan 6nceki anlara bagli olarak hesaplanir. Kesirli tiirevlerin hafizal
yapida olmalarinin ve kalitimsal 6zellikleri temsil edebilmelerinin nedeni budur. Bu nedenle
ozellikle son yillarda salgin hastaliklar, kanser tedavileri ve ekosistem sorunlar1 gibi
biyomiihendislik problemleri basta olmak iizere birgok uygulama alaninda sikca

kullanilmiglardir [25].

Literatiirde ¢ok sayida kesirli tiirev tanim1 yer almaktadir. Bu cesitliligin sebebi integral
tanimlamalarinda yer alan ¢ekirdek fonksiyonlarmin degiskenligidir. Bunlar kuvvet
fonksiyonu, tiistel fonksiyon, Mittag-Leffler fonksiyonu gibi farkli bi¢cimlerde karsimiza

cikabilir. Bunlarin i¢cinde modellemede en sik kullanilan Riemann-Liouville ve Caputo



kesirli tiirevlerinin [26] tekil yapiya sahip ve azalan kuvvet fonksiyonu bi¢ciminde ¢ekirdek
fonksiyonalar1 vardir. Diger yandan yine sik¢a kullanilan Caputo-Fabrizio [27] ve Atangana-
Baleanu [28] kesirli tiirevleri tekil olmayan ve azalan iistel tipten ¢ekirdek fonksiyonuna
sahiptir. Kesirli tiirevlerin etkili bir sekilde kullanildig1 birgok uygulama alani1 vardir fakat
hastalik yayilimlarinin modellenmesi, kesirli tiirevlerin en dikkate deger uygulamalarindan
yalnizca biridir, dyle ki bu modellerin kararlilik analizi ve kontrolii artan bir ilgi gérmektedir.
Literatiirde kesirli tiirevlerle modellenen bazi epidemiyolojik hastaliklar s6yledir: COVID-
19 [29, 30] , Ebola [31], Zika [32], Gemini viriisi [33], kanser [34, 35] vb. Sonug olarak
bilgisayarlarin ve bilgisayar viriislerinin de yapilarinda hafizali olma o6zellikleri
kendiliginden var oldugundan bunlarin kesirli tiirevlerle modellenmesi gergek¢i bir analiz

ortaya koyar [36].

Bir salgin hastalik ortaya ¢iktiginda dnce bu hastaliga sebep olan etkenin ne oldugu arastirilir
ve ardindan bu sebep olan etkenin yapisina uygun olarak hastaligi tedavi etmeye yonelik
caligsmalar basta epidemiyoloji olmak iizere bir¢ok alanda yiiriitiiliir. Burada 6nemli olan
salginin seyrini yavaglatacak ve popiilasyonun daha az hasar almasina yardimci olacak
onlem veya tedaviden en uygun olaninin belirlenmesidir. Bu anlamda optimal kontrol araci,
salginlar1 6nlemeye ve tedavi etmeye yonelik modellerin gelistirilmesinde oldukga etkilidir
[37, 38]. Ciinkii salgin hastaliklar dinamik bir sistem ile ifade edilir ve bu dinamik sistemi
kontrol etmenin en uygun yolunu veya yollarini (en uygun zaman ve en az maliyet) bulma
isi matematiksel bir arag olan optimal kontrol teorinin amacidir. Epidemiyolojik modellerde
koruyucu/tedavi edici yontemler kontrol fonksiyonu olarak ele alinir ve sisteme uyarlanir.
Ornegin Rachah’m [39] calismasinda SEIR tipindeki bir Ebola viriis modeline duyarlt
kisileri agilama olarak onleyici bir kontrol fonksiyonu uyarlanmis ve modelin optimal
kontrol problemi incelemistir. Elde edilen sonuglarda enfekte birey sayisi asi olmadan
giderek artarken as1 kontrolii ile 4.glinden itibaren hizli bir azalma gostermistir. Yine Kheiri
ve Jafari’in [40] ¢alismasinda bir HIV/AIDS hastaliginin SIJA kesirli tiirevli modeline ii¢
farkl1 kontrol stratejisi uygulanmistir. Bu kontrol stratejileri soyledir: bilin¢li kondom
kullanimi, ART (anti-retroviral tedavi) tedavisi ve egitim. Bu kontroller sisteme uygun bir
sekilde adapte edilmis ve optimal kontrolii ¢alisilmistir. Sonuglara bakildiginda kontrol
varliginda hem HIV ile enfekte olmus kisi sayis1 hem de AIDS’ li kisi sayis1 belli bir yi1ldan

sonra istendik bigimde azalmaya gitmistir. Son olarak Ren ve dig. [41] tarafindan yapilan



calismada ise bir bilgisayar viriisii yayilimini ifade eden SIRC modeline, yayilimi 6nleyecek
iki farkli kontrol stratejisi adapte edilmistir. Ilki viriise duyarli ve viriis bulagmis
bilgisayarlara anti-viriis programi kurmak digeri ise yine duyarli ve virtisli bilgisayarlar
karantinaya almaktir. Elde edilen niimerik sonuglarda kontrollerin etkisi ile birlikte duyarlh
ve viriislii bilgisayarlarin sayisinda ciddi bir azalma go6zlemlenirken kurtarilan
bilgisayarlarin sayisi da giderek artmistir. Boylece su sOylenebilir ki amaca uygun tedaviler,
Onleyici tedbirler ve egitim programlar1 gibi kontrol stratejilerinin belirlenmesi en az

salginlarin modellenmesi kadar 6nemlidir [42].

Bu tez ¢aligmasinda bir bilgisayar viriisii yayilimimin dinamiklerini ifade eden bir SEIR
modeli i¢cin optimal kontrol stratejilerinin analizi amaglanmaktadir. Bu dogrultuda tez
caligmasi sekiz boliimden olusmaktadir. Tezin her bir boliimiinde incelenen konular sirasiyla

sOyle aciklanabilir.

Birinci boliimde epidemiyolojik bir hastaliga sebep olan viriisiin yayilimi ile bir bilgisayar
viristiniin  yayiliminin  benzerlik gosterdiginden, bir bilgisayar virlisii yayilimini
modellemek icin kesirli tlirevlerin kullanilmasinin neden 6nemli oldugundan ve “bir
bilgisayar viriisiiniin yayiliminin 6niine gegilebilmesi i¢in ne gibi énlem ve miidahalerin
alimmasi etkili bir sonug ortaya koyar?” sorusunun cevabini arastirmaya ara¢ olan optimal

kontrol teorinin 6neminden bahsedilmistir.

Ikinci béliim ii¢ alt boliime ayrilmustir. i1k alt boliimde kesirli analize, ikinci alt boliimde
kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemlerine, li¢iincii alt boliimde optimal kontrol

teorisine iliskin temel bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde optimal kontrolii incelenmesi hedeflenen ve bir bilgisayar agindaki viriis

yayilimini ifade eden Caputo kesirli tiirevli model (sistem) tanitilmistir.

Dordiincii boliimde bir Onceki boliimde tanitilan sistemi optimal kontrol problemine
doniistiirmek i¢in ilk once sistemin temsil ettigi virlis yayilimini azaltacak bir anti-viriis
yazilimi kontrol fonksiyonu olarak sisteme adapte edilmistir ve kontrol adaptasyonu Strateji
1 olarak adlandirilmistir. Yine ayni béliimde kontrollii modelin denge noktalar1 hesaplanarak

modelin bu noktalardaki yerel kararlilig1 analiz edilmistir. Bu analiz i¢in viriisiin salgin olup

olmadigina karar veren bir esik parametresi olan R, yeniden {ireme sayis1 da hesaplanmustir.



Besinci boliimde ilk olarak virlisli ve virlis tehdidi altindaki bilgisayarlarin sayisini
minimize etmek i¢in amag fonksiyoneli tanimlanmistir. Ardindan optimal kontroliin varlig
gosterilmistir. Son olarak optimal ¢oziimleri elde etmek i¢in optimallik kosullar1t Hamilton

formalizmi ve Pontrayin’in maksimum prensibi kullanilarak elde edilmistir.

Tezin altinc1 boliimii ii¢ alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde optimal sistemin
cozlimiilerini elde etmek i¢in kullanilan niimerik yontemin algoritmasi verilmistir. Niimerik
yontem olarak Adams-tipi tahmin edici-diizeltici ile 1ileri-geri siipiirme yOntemi
birlestirilerek optimal sisteme uygulanmistir. Tezin diger amaglarindan biri de Caputo-
Fabrizio ve Atangana-Baleanu yeni nesil kesirli tlirevleri i¢in sistemin davranigini elde
etmek ve Caputo tiirevi ile karsilagtirmaktir. Bunun i¢in yine bu alt béliimde niimerik
yontemin algoritmas1 Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tiirevleri iginde
verilmigstir. Optimal kontrol problemlerinde ¢esitli kontrol stratejileri ve amag fonksiyonlari
olabilir. Bu amagla ikinci alt bolimde anti-virlis yazilimmin kontrol fonksiyonu olarak
sisteme farkli amaglarla adapte edilisinin iki alternatif stratejisi verilmistir. Ugiincii alt
boliimde ise elde edilen karsilastirmali niimerik sonuclar verilmistir. Oncelikle ana kontrol
stratejisi Strateji 1 i¢in sistemin kontrollii-kontrolsiiz davranisinin karsilastirmasi, « kesirli
mertebenin degisen degerleri igin sistemin davranisi ve kontrol fonksiyonun davranisi
sonuclar arsindadir. Daha sonra kontrol stratejileri i¢in sistemin cevabi ve kontrol
fonksiyonunun cevabi verilmistir. Son olarak Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-
Baleanu kesirli tiirevleri ic¢in sistemin davranist ile kontrol fonksiyonun davranisi
karsilastirmal1 olarak verilmistir. Tiim miimerik sonuclar [43] temel ¢alismasindaki sistem

parametreleri kullanilarak ve MATLAB programi kullanilarak elde edilmistir.

Yedinci boliimde sonug ve Oneriler verilmis ve tezin son boliimii olan sekizinci boliimde ise

kaynaklar yer almistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde ¢alismanin diger boliimlerinde kullanacilacak bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.

2.1 Kesirli Analize Iliskin Bazi Tanim ve Teoremler

Kesirli analiz, reel veya kompleks olabilen integrallerin ve tlirevlerinin hesabu ile ilgili bir
teoridir ve bilim ve miihendisligin bircok alaninda gosterilmis uygulamalar1 nedeniyle son
yillarda ¢ok popiiler hale gelmistir. Bir¢ok sistemin dogasi, bunlarin kesirli diferansiyel
denklemler kullanilarak daha hassas bir sekilde modellenebilmesini saglar. Ornegin,
bataryalarda kurulmus olan difiizyon isleminden, bazi 1s1 transfer isleminden, indiiksiyon
makineleri ve digerleri arasindaki frekansin etkisinden bahsedilebilir. Dogadaki bir¢cok
fiziksel ve biyolojik siirecin gerce§ine en uygun durumda matematiksel olarak
modellenmesinde klasik analizin kavramlar1 yeterli olmamaktadir. Bu durumun fark
edilmesi, 1695’te Marquis de L’Hospital’in (1661-1704) Gottfried Wilhelm Leibnizie
(1646-1716) bir mektup ile yonelttigi “Bir fonksiyonun herhangi n. tamsay1 mertebeden
tiirevinin tanimlandigimi biliyoruz. Peki, ayni sekilde 1/2'nci mertebeden tiirevini
tanimlayabilir miyiz?’’ sorusunun soruldugu tarihe dayansa da matematiksel modelleme i¢in

ancak son zamanlarda 6nemli bir arag¢ haline gelmistir.



Gottfried Leibniz, 1646 -1716

1650
: Isaac Newton, 1643-1727
Guillaume de I'Hbpital, 1661- 1704
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Leonhard Euler, 1707-1783
Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813
Joseph Fourier , Pierre-Simon Laplace
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= Joseph Liouville
Bernhard Riemann 4-. 1800 1809-1882

1826-1866

Karl Weierstrass

Anton Granwald 1815-1897

1838-1920

Aleksey Letnikov fR= Pavel Nekrasov
1853-1924

1837-1888
< [ Marcel Riesz
Oliver Heaviside g% = 1886-1969
s William Feller
Magnus Mittag-Leffler 1906-1970
1846-1927
Godfrey Hardy

Hermann Wevyl
1877-1947
John Littlewood E 5
== F

ﬁ 1885-1955
1885-1977
- 1886-1971

Paul Lévy

Sekil 2.1: Klasik ve kesirli analizin soyagaci.

16. yiizyilin ikinci yarisi ve 19. yiizyillar arasinda daha ¢ok teorik matematiksel bir disiplin

olarak gelisim gosteren kesirli analiz bilhassa 20. ylizyilin ikinci yarisindan bu yana

dogadaki fiziksel ve biyolojik siire¢lerin modellenmesinde kesirli tiirevler ve integraller

hizla artmastir.

Literatiirde yer alan kesirli operatdrlerin baslicalari: Riemann-Liouville(1855), Griinwald-
Letnikov(1976), Hadamard, Marchaud, Riesz(1959), Weyl(1946), Caputo (1967), Caputo-
Fabrizio (2015), Atangana-Baleanu (2016) vb. dir. Ele alinan uygulama probleminin tipine

gore modelleme siirecindeki kesirli tiirev tanimi degisiklik gosterebilir.

2.1.1 Tamm (Gamma Fonksiyonu): T :C/{...,

—2,—1,0} — C i¢in kompleks diizlemin sag

yarisinda yakinsak olan ve F() ile gosterilen Gamma fonksiyonu

T(z)=[¢"e"dt

0



genellestirilmis  integrali  yardimiyla tanmimlanir. Gamma fonksiyonu faktoriyel

fonksiyonunun bir genellestirmesidir ve dnemli 6zelliklerinden bazilar1 asagidaki gibidir

[44]:
i T(1)=1LT(2)=1,T3)=2,.., (n+l)=nl(n)=n!, ne’Z,

1l. F(z+1)=zl"(z), Re(z)>0,

)
iv. T(0)=o0, I'(c0)=0.

2.1.2 Tanmmm (Mittag-Leffler Fonksiyonu): ¢ >0 olmak lizere bir parametreli Mittag-
Leffler fonksiyonu [45]

Z;r §k+1)

bi¢ciminde tanimlanir. ¢,77 >0 olmak tizere iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu [46]

ise

Z;r §k+77) zet

bicimindedir. Bu fonksiyonlar, istel fonksiyonun genellestirmesidir ve temel 6zelliklerinden

bazilar asagidakilerdir:
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ii. Ep,(-z)= ezzerfc(z),

i, £, (z)=Y————=F,(z).

. - z N Z .
iv. El’l(z):zr(k+1)zzﬁze’

0 Zk 0 Zk ez_l
. E = =
v Bale) ZOF(k+2) Z_“(k+l)! ’

k=0 z

v i i sinJZ
' =r( 2k+2 =( 2k+1 Jz

Ayrica iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki 6zelligi saglar [47]:

Em(z) = zEm(z)er. 2.1

Tezde ele aliman modelin ¢oziimlerinin smirliligt  gosterilirken kesirli mertebeden
diferansiyel denklemin Laplace doniisiimii yardimiyla ¢6ziimii arastirilirken asagidaki

Laplace doniisiimii 6zelligine ihtiya¢ duyulur:

Séﬁiz

[{Z’HEM (i/lzg )} =

: 2.2
) (2.2)

2.1.3 Tamum (Caputo Kesirli Tiirevleri): n pozitif tamsay1 olmak ilizere n—1<a <n ve

f, [a,b] c R iizerinde n. mertebeden siirekli tlirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere f

nin a. mertebeden sol ve sag Caputo kesirli tlirevleri sirasiyla

11



DI f()=1""D"f(1) =ﬁf(t—f)w_l (—J f(7)dxz, (2.3)

“Dff(1)= 17" (~D)’ f(t)zﬁ [zt (——j 1)z 2.4)

seklinde tanimlanir [48].

2.1.4 Tamim (Caputo Kesirli Integrali): n pozitif tamsay1, 0 < <1ve f: [a,b] cR->R"

n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere f 'nin a. mertebeden Caputo

kesirli integrali
Cra 1 ( a-1
r f(t):m:!.(t—r) f(z)dr (2.5)

seklinde tanimlanir.

2.1.5 Tanim (Caputo Kesirli Tiirevinin Laplace Doéniisiimii): 7(5‘) =L { f (t)} olsun. O

halde, Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiim 6zelligi

n—1

[{ CD“f(t),s} = S“?(s) —Zsa_i_lf([)(O), ac (n —l,n] (2.6)

ile verilir [48]. Dikkat edilirse Caputo tiirevinin Laplace doniisiimii, tamsay1r mertebeden

fiziksel olarak yorumlanabilir baslangi¢ kosullarini gerektirir. Bu nedenle bu ozelligi

sayesinde uygulama problemlerinde sikga kullanilir. Ornegin, f(0) siirecin baglangig

durumunu, f'(0)baslangi¢ hizini ve f”(0) baslangig ivmesini temsil eder.

2.1.1 Lemma: o€ (0,1] olsun. O halde asagidaki denklemler Caputo kesirli tiirevi igin

birbirine esittir [49]:
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oH

‘DiA(t) = a(t,x(t),u(t),ﬂ(t)) (2.7)
¢ pea(bt) = %—]j(b—t,x(b—t),u(b—t),i(b—t)). 2.8)

Ispat: Burada A e AC[O,b], ae (0,1] ven= [[0{]]+1 icin 2.1.3 Tanimin1 kullanarak

€ DfA(b-1) = CDrA(b1)

oldugu gosterilecektir.

(2.4) esitliginde n=2 ve [a,b] = [O,b] alalim. Boylece

‘DiAt) = F(l__la)j(r—z)‘“z'(r)df (2.9)

elde edilir. Bu esitlikte # —b—¢ degisken doniisiimii yapilirsa

b Dy A(b=t) = r(1_—1a)i (r=(b-1)) “2'(7)dr (2.10)

t

esitligine ulasilir. z =5 — 7 alinirsa

. r—(b—t):t—z,

o 71=b-z = dr=-dz

esitlikleri elde edilir ve bunlar (2.9) denkleminde yerine yazilirsa

s Dy A(b—t) = (t-z) "' (b—z)(-dz),

-~ —

r(l-a)
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= F(l‘—_la)j(z —z) “(A(b-2))dz,
:mi(t—z)a(/l(b—z))'dz,

_ (t —z)faxl'(r)dr,

Il
!
—_~
—
| —
N
N
O C—y ~

= ¢ DIA(b-1),
bulunur. m

Caputo kesirli tiirevi uygulama problemlerin modellenmesinde bir ¢ok avantaja sahip

olmakla birlikte baz1 hesapsal dezavantajlar1 mevcuttur. Bunlardan ilki Caputo operatdriiniin

singiiler yapida cekirdek fonksiyonuna sahip olmasidir. Ciinkii o e(n—l,n), (n eZ+)

c qe e . . . . . . n—o-1
olmak tizere Caputo kesirli tiirevinin ¢ekirdek fonksiyonu ¢ =7 1¢in (t—r) “" o0 olur.

Bu da ¢ekirdek fonksiyonunun singiiler olmasina dolayisiyla Caputo operatoriiniin singtiler
bir operator olarak adlandirilmasina sebep olur. Akla "Bu singiiler yapisi Caputo kesirli
tiirevi agisindan bir dezavantaj olablir mi?" sorusu gelmektedir. Bu sorunun cevabi su
sekilde agiklanabilir. Caputo kesirli tiireviyle modellenen problemlerin analitik ¢oziimlerini
bulmak olduk¢a zordur ve hatta ¢ogu kez imkansizdr. Bu da pek ¢ok niimerik yontemin
gelistirilmesine ortam hazirlamistir. Her ne kadar bu bir dezavantaj olarak goriilse de
nlimerik yontemlerin gelistirilmesine olanak sagladig1 i¢in numerik analiz agisindan olduk¢a
degerlidir. Diger dezavantaj ise Caputo tiirevinin ¢ekirdek fonksiyonu kuvvet fonksiyonu
biciminde oldugundan bu operatdr listel davranis gosteren fenomenleri modellemede
yetersiz kalmaktadir. Ornegin bir viriis enfeksiyonunun artis1  (8rnegin COVID-
19 veya ¢icek hastaligl) ve bir kiiltiirdeki mikroorganizma sayisinin artisi, bilesik faiz
nedeniyle borg artig1 ve ekonomik biiyiime, bilgisayarlarin islem giicii ve video iceriklerinin

izlenme sayis1 gibi giinliik yagsamdaki olaylar iistel yasaya uygun davranirlar.
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Bunlar dikkate alinarak Caputo kesirli tlirevinin zayif yonlerini gidermek i¢in, singiiler
olmayan ¢ekirdek fonksiyonuna sahip olan iki yeni kesirli tiirev literatiire kazandirilmigtir.
[Iki Caputo ve Fabrizio tarafindan 2015 yilinda tanimlanan Caputo-Fabrizio (CF) kesirli
tiirevidir. Bu tlirev tanim1 Caputo kesirli tiirev taniminda bazi degisiklikler yapilarak elde

e . . —a . . . t—
edilmistir. Singiileriteye sebep olan (l‘ —T) cekirdek fonksiyonu yerine exp[—y}
-

fonksiyonu secilmis ve yine integral katsayisi yerine M (a) fonksiyonu bir

1
[(n-a)

kullanilmigtir. Bu degisikliklerle birlikte

M(a)

-«

normallestirme fonksiyonu olmak iizere

asagidaki tanim ortaya konulmustur.

2.1.6 Tamm: (a,b) araliginda

H'(a,b)={fel(ab) | f'eL*(ab)} 2.11)
seklinde tanimlanan uzaya 1-boyutlu Sobolev uzayi denir [50].

2.1.7 Tamim (Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi): f € Hl(a,b), b>aveae [0,1] olsun. O

halde, Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi

M 0 t—

D () = () [ exp{—u} f'(r)dz (2.12)
l-a - l-a

seklinde tanimlanir. Buradaki M (a) fonksiyonu normallestirme fonksiyonu

M(0)=M(1)=1 sartin1 saglar [27].

(2.3) ve (2.4) ile (2.12) tanimlarina bakildiginda hem Caputo hem de Caputo-Fabrizio kesirli
tiirevlerinde sabit fonksiyonun tiirevinin 0 oldugu agik¢a goriilmektedir. Ancak 7=7
integral sinir1 i¢in Caputo tiirevinde singtilerlik ortaya ¢ikarken Caputo-Fabrizio tiirevinde

singiilerlik durumu yoktur.
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2.1.8 Tamim (Caputo-Fabrizio Kesirli Integrali): [ < H' (a,b), b>aveaec [0,1] olmak

tizere . mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli integrali
SIef@)=(1-a) f() +af f(z)dr (2.13)

olarak tanimlanir [27].

Ikinci singiiler olmayan kesirli tiirev ise Atangana ve Baleanu tarafindan 2016 yilinda
tanimlanan Atangana-Baleanu (AB) kesirli tiirevidir. Bu tiirev tanimi Caputo-Fabrizio
kesirli tiirevindeki ¢ekirdek fonksiyonun Mittag-Leftler fonksiyonu ile yer degistirilmesiyle

orataya ¢ikmistir. Atangana-Baleanu kesirli tiirevinin elde edilis semasi su sekildedir:

il (2.14)

E()= ST (ak+1)

Mittag-Leffler fonksiyonunu dikkate alalim. Ayn1 zamanda exp(—c(t - x)) fonksiyonunun

¢t noktasinin bir komsulugunda Taylor seri agilim1

exp(—c(t-x)) = iM 2.15)

pany k!

bicimindedir. (2.15) esitliginde 6zel olarak ¢ = almir ve bu ifade (2.12) Caputo

l-a
tiirevinin taniminda yerine yazilirsa
ko4
o pe iy = (@) 5 50) J (1=2) f(z)dr (2.16)
l-a = k! 5

D f()= D (=) [ (t=0)" f(z)dr 2.17)
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elde edilir. Boylece asagidaki tanim ortaya ¢ikar.

2.1.9 Tammm (Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi): e H 1(a,b),

b>aveace [0,1] olsun. O halde, Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi

-«

ABC D () = M(a) j‘ E, {—M}f'(r)dr (2.18)

bigiminde tanimlanir [28].

2.1.10 Tamm (Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu  Kesirli  Integrali):

feH'(a,b), b>a ve a e[0,1] olmak iizere a. mertebeden Caputo anlaminda Atangana-

Baleanu kesirli integrali

ABC ra -« a 0 e
ABC [ f(t)—M(a)f(t)+M(a)r(a):|:(t o) f(7)de (2.19)

olarak tanimlanir [28].

2.1.11 Tamm (Riemann-Liouville Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi):

feH'(a,b), b>ave ae[0,1] olsun. O halde Riemann-Liouville anlaminda Atangana-

Baleanu kesirli tirevi

M(a) d
l-a dt

DI () = j E, {—M]f (r)dr (2.20)

dir [28].
2.2 Diferansiyel Denklemler ve Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklem Sistemleri

Dogadaki bir¢ok fiziksel veya biyolojik olaylar1 agiklamak icin en etkili sistematik yol

“diferansiyel denklem” dilini kullanmaktir. Ciinkii bu siireclerin olugsma hiz1 tiirevler
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vasitastyla temsil edilir. Bir ya da daha fazla fonksiyonun ve o fonksiyonlarin tiirevlerini
iceren denklemlere diferansiyel denklem adi verilir. Diger bir degisle, fonksiyonlarla bu
fonksiyonlarin tiirevleri arasindaki iligskiyi gosteren bir ifadedir. Newton’un ikinci hareket
ve soguma yasasi, anlik bilesik faiz, Lambert’in sogrulma yasasi, kimyasal tepkimeler,
serbest diisme hareketi, bosalan bir tanktaki sivi yiiksekligi, salgin hastaliklarin bir
popiilasyondaki artis1 veya azalisi gibi fizeksel ve biyolojik durumlari ifade eden problemleri
anlamak, ¢6zmek ve yorumlamak icin diferansiyel denklemler bir ihtiyagtir. Bu siirecler
zaman bagimsiz degisken ve birden fazla bagimli degiskeni olan adi diferansiyel denklemler

ile olusturulan sistemler kullanilarak modellenir.

2.2.1 Tanm: neN ve g: AcR*> > R fonksiyonu verilsin. O halde

D'x(t)=g(t,x(¢)) (2.21)
ifadesine n.mertebeden adi diferansiyel denklem adi verilir [51]. (2.21) esitligi ile birlikte
Dhx(ty)=x, k=0,1,...n 1, (2.22)

baslangi¢ kosullar1 verilirse bu durumda (2.21) ve (2.22) bir baslangi¢ deger problemi olarak
tanimlanir. Eger (2.21) esitliginde ne R ya da n e C olursa yani x bagimli degiskenin ¢
bagimsiz degiskene gore kesirli tlirevlerini igerirse bu durumda (2.21) denklemine kesirli

mertebeden diferansiyel denklem denir.
Diferansiyel denklem sistemleri, bir tek denklem yerine birlikte ¢6ziilmeleri gereken iki veya
daha fazla denklem igeren uygulamadaki ¢ogu problemin analizinde kendiliginden ortaya

¢ikar. Bu tiir sistemlerde bagimli degiskenler hem birbirlerine hem de bagimsiz degiskene

bagimhdir.

t bagimsiz degisken, x;, (i =1, 2,...,n) ‘ler bagiml1 degiskenler olmak iizere
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=2 =04, =g, (6%, (1),%, (1), (7)), 2.23)

=i = g, (3 1)y (1., 1)

dt

normal form bi¢imindeki bir veya daha fazla sayida bagimli degiskenin tek bir bagimsiz

degiskene gore tiirevlerini igeren denklem sistemine adi (birinci mertebeden, tamsayi

mertebeli) diferensiyel denklem sistemi denir ve burada g,,8,,...,g, bir I araligindaki reel

degerli siirekli fonksiyonlardir. G =(g,,,,-,2,) ve X =(x,%,,...,x,) , R" de vektsrler

olsun. O halde (2.23) sistemi
X=G(1,X(1)) (2.24)
bi¢iminde matris formunda ifade edilebilir [52].

2.2.2 Tammm: (2.24) sistemi, eger t zamanina baglh degilse zamanla de§ismeyen veya

otonom sistem olarak adlandirilir ve

X=G(x(1)) (2.25)
olarak yazilabilir. Eger F fonksiyonu acik bir sekilde t'ye bagliysa, yani

X=G(t,X(1))

ise (2.24) sistemi otonom olmayan sistem olarak adlandirilir [53].

Kesirli mertebeden tiirev ya da daha genel olarak keyfi reel ya da kompleks say1 mertebeden
tiirev igeren sistemlere ise kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemi denir. Diger bir
ifadeyle tamsay1 mertebeli sistemlerin genellestirilmis haline kesirli mertebeden sistemler

adi1 verilir ve asagidaki bicimde tanimlanir [54]:
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D (1) = & (£ (1), %, (£),%, (7)),
.CD“xz (£)= g5 (1%, (1), %, (1) 50, (1)) (2.26)

“Dx,(1)=g, (t, x(1),%,(),...,x, (t))

Burada “D” herbir x,, (i=1,2,...,n) fonksiyonunun 0 < & <1 olmak iizere & mertebeden

Caputo kesirli tiirevini gostermektedir.
2.3 Optimal Kontrol Teorinin Bazi Tamim ve Teoremleri

Optimal kontrol teorisi ii¢ temel kavram iizerine kuruludur. Bunlar adi veya kismi
diferansiyel denklemlerle temsil edilen dinamik sistem, optimum degerinin bulunmasi
amaclanan amacg fonksiyoneli (performans indeks), baslangi¢/sinir kosullar1 ve amag
fonksiyonelinin optimum degerini vermeye yarayan kontrol fonsiyonudur. Dinamik sistemin
her bir denklemi sistemin davranisini ifade eden durum ve kontrol fonksiyonlarindan olusur
ve ayrica sistemin her bir denklemi dinamik kisit olarak adlandirilir. Bir optimal kontrol
problemi (OKP) ise belli kosullar altinda bir dimamik sisteme tabi olan amag fonksiyonelini
optimize (minimum veya maksimum) eden optimal kontrol fonksiyonunu belirleme
problemidir [55]. Optimal kontrol problemi literatiirde klasik optimal kontrol problemi
olarakta yer almaktadir. Optimal kontrol problemlerinin uygulamalar1 20.yy’in ikinci
yarisindan itibaren birgok alanda yapilmistir. Ozellikle son yillarda salgm hastaliklar ve
kanser tedavileri gibi biyotip alanlarinda optimal kontrol ¢aligmalar1 giderek artmaktadir

[39],[56].

Bir¢ok uygulamada, kesirli tiirevler, dinamik sistemlerin davranisinin diger tekniklere gore
daha 1yi tanimlarimi saglar [57]. Bu nedenle kontrol teorisinde kesirli optimal kontrol adi
verilen yeni bir alan ortaya ¢ikmistir. Bir optimal kontrol problemi, eger sistemin amag
fonksiyoneli veya dinamik kisitlarindan en az biri kesirli tiirev terimi veya terimleri
igeriyorsa, bu probleme kesirli optimal kontrol problemi (KOKP) denir. KOKP’1 ilk olarak
2004 yilinda Agrawal tarafindan ele alindi. Bu ¢alismada, KOKP'ler i¢in Riemann-Liouville
kesirli tiirevleri acisindan genel bir formiilasyon verilmistir ve KOKP'leri ¢6zmek ig¢in

nlimerik bir yontem ortaya konulmustur [58]. Daha sonra yine Agrawal tarafindan 6nce 2007
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yilinda yapilan [59] calismasinda Riemann-Liouville kesirli tiirevi icin Hamilton fonksiyonu
yardimiyla KOKP’ leri i¢in optimallik kosullar1 verilmis ve ardindan 2008 yilinda ise Caputo
kesirli tiirevli bir optimal kontrol problemini ¢ézmek i¢in optimallik kosullar1 verilmistir

[60]. Bu optimallik kosullarini ifade etmek i¢in asagidaki 6n hazirlik yapilmistir.

(1) =(2,(1),%, ()%, (1)) €R" durum vektorii, u(¢)=(u,(¢),uy (), (1)) €R”
kontrol vektorii ve ¢ e [O,tf] c R zaman degiskeni olsun. Boylece kesirli optimal kontrol

problemi semasi asagidaki sekildedir:

Kesirli diferansiyel denklemlerle tanimlanan sistemin dinamikleri

D x(t)=g(t,x(t),u(t)) (2.27)
baslangi¢ kosulu
x(0)=x, (2.28)

olmak tizere (2.27) ve (2.28) birlikte kesirli kontrol sistemini ifade eder. Bu sisteme bagl

olan

J(tx(e)u(t)) = [ £ (x(2)u(t))de (2.29)

amag fonksiyonelini optimize eden optimal u (t) kontrol fonksiyonunu bulma problemine

de “Kesirli Optimal Kontrol Problemi (KOKP)” denir. Burada 0, siirecin baglangic

zamanuni, ¢, siirecin bitis zamanini ve x(0)ise sistemin ¢ =0 anindaki baslangi¢ durumunu
gostermektedir. Son 7, zamani sabit veya serbest olabilir. Sistemin ¢ =0 anindaki baglangi¢
konumu x, ve =1, son anindaki konumu ise X, ile gosterilmektedir. f ve g skaler ya da
vektorel fonksiyonlardir. Ayrica g(t,x(t),u(t)) fonksiyonu siirekli, tiim degiskenlerine

gore siirekli tiirevlenebilir ve u(t) kontrol fonksiyonu da parcali siirekli bir fonksiyon

21



olmalidir. (2.27) sistemini X, baslangic konumundan X, son konumuna ulastiran tiim
kontrol degerlerinden (2.29) amag¢ fonksiyonelini optimize (minimum veya maksimum)
eden kontrol degerine “optimal kontrol” denir. Agrawal 2004 yilindaki ¢alismasinda
oD/ x(t) tiirevi Riemann-Liouville kesirli tiirevi ve 2008 yilinda ise Caputo kesirli tiirevi

olarak ele alinmistir. Su da sdylenebilir ki 6zel halde « =1 alinmasi ile kesirli optimal

kontrol problemi klasik optimal kontrol problemine indirgenir.

Bir optimal kontrol problemi ortaya konulduktan sonra ¢6ziim kismina gegilir. S6z konusu
optimal kontrol problemi oldugunda oncelikle optimal ¢6ziimii verecek olan gerekli
optimallik kosullar1 (Euler-Lagrange denklemleri) elde edilmelidir. Bu kosullar Pontryagin
ve arkadaglar1 tarafindan gelistirilen “Pontryagin maksimum prensibi” ile elde edilir.
Pontryagin maksimum prensibi, optimal kontrol problemlerinin ¢éztimleri hakkinda bilgi

saglayan bir dizi kosuldur. Bu kosullar i¢in agagida tanimi verilen fonksiyona ihtiyag vardir.

Bir optimal kontrol problemi i¢in
H(t,x(t),u(t),/i(t)) = f(t,x(t),u(t))+/1(t)g(t,x(t),u(t)) (2.30)

seklinde tanimlanan fonksiyona Hamilton fonksiyonu denir. Bu fonksiyon ayni zamanda
Pontryagin 77 fonksiyonu olarak da bilinir [55]. Hamilton fonksiyonu yardimiyla sistemin

performansi en uygun kontrol fonksiyonu ile optimum duruma gelmesi amaclanir. (2.30)

deki f fonksiyonu Lagrange fonksiyonu ve /I(t) fonksiyonu ise Lagrange carpanidir ve

ayrica yardimc1 durum fonksiyonu veya adjoint degiskeni olarak da bilinir. Bu fonksiyon
amag fonksiyoneline diferansiyel denklemi adapte etmek i¢in Pontryagin tarafindan ortaya
konulmustur. Yardimci1 durum fonksiyonu dinamik kisitlart optimize edecek olan Hamilton

fonksiyonuna Lagrange ¢arpanina benzer mantikla adapte edilmistir.

2.3.1 Teorem (Pontryagin’in Maksimum Prensibi): u"(¢) ve x(¢), (2.27), (2.28) ve

(2.29) ile verilen kontrol probleminin optimal ¢dziimii olsun. O halde, her ¢ aninda tiim u

kontrol fonksiyonlari i¢in

H(tx" (¢).u(t),A(t)) < H(t.x (1) (1), A(2))
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olacak sekilde pargali siirekli bir /I(t) yardimci durum fonksiyonu vardir [42]. Burada ‘H

Hamilton fonksiyonu

H(tx(e),u(t), A(2))= f(tx()u(t))+ A(¢) g (t.x(),u(2))

dir. Ayrica
OD,“/"t(t):%(t,x*(t),u*(t),/l(t)), veelor,]

yardime1 durum denklemi ve

x(tf):O

sinir kosuludur. Amag fonksiyonelini maksimize eden ve minimize eden kontroller arasinda

ayrim yapmak i¢in konkavlik kosullar1 kontrol edilmelidir [61]. Eger «" da

O*H
ou’

>0

ise problem minimizasyon problemi, aksine u" da

O*H
ou’

<0

ise maksimizasyon problemi olarak adalandirilir.

Cesitli kesirli tiirev tanimlar1 2.1.boliimde verilmistir. Ancak bu tez calismasinin ana
gbovdesini Caputo kesirli tlirevli bir sistem olusturmaktadir. Bu sebeple (2.27) ve (2.29)
KOKP icin gerekli optimallik kosullar1 sol ve sag Caputo kesirli tiirevleri cinsinden

asagidaki gibidir [60]:
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Lagrange ¢arpani teknigi kullanilarak (2.27) ve (2.29) denklemleri birlestirilir. Elde edilen

denklemin varyasyonlar1 alinir ve gerekli islemler yapilirsa buradan

ng‘x(t):%(t,x(t),u(t),l(t)):g(t,x(t),u(t)) (Durum denklemi), 231
o oH .
; th/l(t) :a—(t,x(t),u(t),/l(t)) (Yardimci durum denklemi), (2.32)
X
oH .
a—(t,x(t),u(t),/l(t)) =0 (Kontrol denklemi) (2.33)
X

optimal kontrol i¢in gerekli kosullar elde edilir. (2.31)-(2.33) denklem takimi yukarida

verilen KOKP i¢in Hamilton fonksiyonu cinsinden optimallik kosullaridir.

Simdi ise farkli bir soru ortaya ¢ikmaktadir: “ Acaba J (u) amac fonksiyonelini optimize

(ninimum veya maksimum) eden bir # optimal kontrol var mi1?”. Bu soru bir varlik
sorusudur ve dolayisiyla optimal kontroliin varligi gosterilmelidir [61]. Optimal kontroliin
varlig1 gosterilirken kullanilan baz1 tanimlar ve optimal kontrol varlik teoremi asagidaki

gibidir.

2.3.1 Tanim (Konveks Kiime): Bir C = R" kiimesi ele alinsin. Vx,,x, € C ve 1€[0,1]

i¢in Ax, +(1-4)x, e C ise, C kiimesine R" de bir konveks kiime denir [62].

2.3.2 Tanmm (Konveks Fonksiyon): CcR" konveks bir kiime olmak {izere,

f:CcR" >R fonksiyonu ele alinsmn. Vx,,x, € C ve 2€[0,1] i¢in

F(Ax+(1=2)x,) < Af (x)+(1-2) f(x,)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna C kiimesinde bir konveks fonksiyon denir [62].

2.3.2 Teorem (Optimal kontroliin Varhgi): (2.27) sistemi, (2.28) baslangi¢ kosulu ve
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(2.29) amag fonksiyoneli ile verilen kesirli optimal kontrol problemi goz 6niine alinsin. Bu

durumda Vx,yeR" durum vektorleri, U, bos kiimeden farkli ve kompakt kontrol
fonksiyonlarinin kabul edilebilir kiimesi olmak tizere u €U, kontrolii ve 0<¢<¢, i¢in
asagidaki kosullar saglandiginda optimal kontrol probleminin bir ¢dziimii vardir yani

Ju' U, dyleki J(u')=min,, J(u) dir.

(i) Kontrol ve kontrole karsilik gelen durum degiskenlerinin kiimesi bos degildir;
(i) U, kiimesi konveks ve kompakttir;

(iii) (2.27) sisteminin sag tarafi stireklidir, ayn1 zamanda durum ve kontrol degiskenleri

dogrusal bir fonksiyon ile iistten sinirhdir;

(iv) J(u)'nun integrandi U,, iizerinde konveks ve iistten sinirlidir;

(v) J(u)'nunintegrandii¢in d;,d, >0 ve y>1 sabitleri vardir dyle ki

saglanir.
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3. BILGISAYAR VIRUS YAYILIMI iCiN BIR SEIR MODELI

Tezde amaglanan kiiciik 6l¢ekli bir internet agindaki bir bilgisayar viriisiiniin yayilmasini
kontrol altina alan optimal anti-viriis programi yiikleme stratejilerinin incelenmesidir. Bu
yayilim temsil eden bir SEIR modeli goz 6niine alinmigtir. Model ilk olarak Mei Peng ve
dig. tarafindan 2013 yilinda onerilmistir [63]. Bu ¢alismada model, tamsay1 mertebeden

tiirevli olarak tanimlanmistir. Yine ayni ¢alismada modelin esik parametresi olan yeniden
tireme sayis1 R, ve denge noktalar1 hesaplanarak modelin kararlilik analizi yapilmigtir. Daha
sonra Ebenezer Bonyah ve dig. tarafindan 2015 yilinda yapilan [43] calismasinda ayni model

Caputo kesirli tiirevi ile yeniden géz oniine alinarak sistemin yeniden lireme sayis1 R, ve

denge noktalarim1 bulunarak kesirli mertebeden sistemin kararlilik analizi ortaya

konulmustur.

Bir anti-viriis kontrol stratejisi olmadan ele alinan model asagidaki gibidir [43]:

0 DIS(t)= (1= p)N = BSOI(t) - BS)E(t) - pS(1) — pS(t),

o DIE(t) = BSI(1)+ B,S(VE(t) ~ kE(t) = T E(1) — HE(1),

(3.1)
o D I(1) = o E(0)—dI(t) - I (1),

CDeR(t) = pS(t)+ kE(t)+dI(?).

(3.1) modeli internet agina bagh bir bilgisayar popiilasyonun agdaki viriis saldirisi sonucu

gdsterdigi davramgt ifade etmektedir. Modeldeki § D¢ Caputo kesirli tiirevini gdsterir ve

0<a<l dir.

Oncelikle (3.1) modelinin kompartimanlarini ve parametrelerini agiklayalim. Bir bilgisayar
aginda iki olasilik vardir: Bilgisayar internete bagliysa bu baglanti dahili, degilse harici

olarak adlandirilir. Dahili bir bilgisayar agindaki viriis yayilimini modellemek i¢in bilgisayar

popiilasyonu dort kompartimana ayrilir. Bir # anindaki toplam popiilasyon N (t) olmak

uzere
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N(t)=S(t)+E(t)+1(1)+R(¢) (3.2)

bi¢iminde tanimlanir. S(f), ! aninda agdaki viriis bulasmamis ve aga yeni baglanan viriise
duyarh bilgisayarlari, E(¢), viriis tehdidi altinda olan yani viriise maruz kalan bilgisayarlari,
1 (t) , viriis bulagsmis ve enfekte olmus bilgisayarlari, yani viriis tagiyan bilgisayarlari, son

kompartiman olan R(t) ise, viriissliz olan veya virlisten kurtarilmis bilgisayarlar ifade eder.

(3.1) modelinin parametreleri asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 3.1: (3.1) bilgisayar viriisii SEIR modelindeki parametreler ve tanimlari.

Parametre Tanim

Agin dogal anti-virilis yetenegi ile duyarli bilgisayarlarin kurtarilma

P orant

B Viriislii ve duyarl bilgisayarlarin etkilesim orani

B, Viriislii ve virlise maruz kalan bilgisayarlarin etkilesim orant

H Mekanik vb. nedenlerle bilgisayarlarin arizalanma orani

i Agin dogal anti-viriis yetenegi ile viriis tehdidi altindaki
bilgisayarlarin kurtarilma orani

o Viriis tehdidi altindaki ve bir anti viriis programi tarafindan
kurtarilamayan ve bozulabilen bilgisayarlarin orani

d Viriislii bilgisayarlarin dogal kurtarilma orani

Tablodaki parametre degerleri epidemiyolojik ve matematiksel agidan anlamli olan pozitif

degerlerdir.
Ebenezer Bonyah ve dig. [43], kesirli tiirevlerin hafizali yapiya sahip olmasmin bir

bilgisayar virlisii yayiliminin gergek¢i modellenmesine imkan vereceginden yola g¢ikarak

modeli kesirli mertebeye genellestirmislerdir.
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Sonraki boliimlerde, hesaplama kolaylig1 i¢in asagidaki kisaltmay1 kullaniyoruz:

(1-p)N=A .
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4. BILGISAYAR VIRUS YAYILIMI ICIN OPTIMAL KONTROL
STRATEJILERI

Bu boliimde amaglanan (3.1) sistemi i¢in dngoriilen optimal konrol stratejilerinin sisteme

uyarlanmasidir.
4.1 Strateji 1

Bu boéliimde bu ¢aligmanin birincil amaci, (3.1) sistemini optimal kontrol problemi olarak
ele almaktir. Bunun i¢in (3.1) sisteminin temsil ettigi viriis yayilimini azaltacak bir anti-viriis
yazilim1 kontrol fonksiyonu olarak sisteme adapte edilmistir. Clinkii agin dogasinda bulunan
virlisten koruma oOzelligi ¢cogu zaman yeterli olmadigindan, aga bir virlisten koruma
programi yiiklemek kaginilmazdir. Viriisten koruma programi agdaki bilgisayarlara farkl
amaclarla da kurulabilir. Bunu niimerik sonuglarin verildigi 6.2 boliimiinde farkli kontrol
stratejilerinin karsilagtirilmasi olarak verecegiz. Bu stratejide (3.1) modeline, viriise duyarli,
viriislii bilgisayarlara ve bunlarla etkilesime giren diger bilgisayarlara anti-viriis programi
yikledigimizi  varsayiyoruz.  Ciinkii ~ bir  anti-virlis  programi  bilgisayar
virlislerinden korunmak, kotli amacli yazilimlar1 engellemek, tespit etmek ve devre disi

birakmak amaciyla kullanilan bilgisayar programidir. u (t) kontrol fonksiyonu bir anti-viriis

programi yiiklenen bilgisayarlarin oranini temsil eder. Lebesque 6lgiilebilir olan kabul

edilebilir kontrol fonksiyonu kiimesi

U, :{ u(t) el [O,tf] : u(t) € [O,l],Vt € [O,tf] } 4.1)
seklinde tanimlanir.

Dikkate aldigimiz noktalardan biri, bilgisayarlar viriisler nedeniyle kullanilamaz hale

gelebildigi gibi mekanik nedenlerle de kullanim dis1 kalabilirler. Bu nedenle, [63] ve [43]

calismalarindan farkli olarak, virlisten arindigi halde mekanik nedenlerle bozulan

bilgisayarlarin orani temsil eden x dikkate alinmistir. ,uR(t) terimini (3.1) sistemine

uyarliyoruz. Diger yandan kesirli tiirevli sistemler i¢in 6nem arz eden boyut uygunlugunun
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Ebenezer Bonyah ve dig. tarafindan géz oniline alinmadigi fark edilerek sistemin boyut

uygunlugu da garanti altina alinmigtir [64].

Boylece, bu varsayimlar ile gelistirilen kontrollii model [65] calismasindaki kontrol ekleme

stratejisi dikkate alinarak asagidaki bi¢imde ortaya konmustur:

S DIS(6) = A" =(1—u(@) B SO (1)— (1= u(®) B S(VE(®) - pS(t) — 1 S (1),
S DYE() = (1=u(@) B SO0+ (1—u(®) B SO E®) — (k* +0* + 1 +u(t) ) E(2),
4.2)

CDII(6) = 0" E())~d“ 1)~ " 1(t) ~u(DI (1),

CDR(t) = pS(t) +k“E(t)+dI(t) + u(t)E(t) +u(t)I(t) — u° R(¢).

Modeldeki kompartimalar arasindaki gecisi temsil eden akis diyagrami asagida verilmistir:

(1-u)pSI d*I+ul

(1—u)p;ySE

k*E +uE H

Sekil 4.1: Bilgisayar viriisii yayiliminin akis diyagrama.

4.2 Kontrollii Modelin Coziimlerinin Pozitifligi ve Sinirlihg:

[43] calismasinda (3.1) sisteminin ¢ézlimlerinin pozitifligi ve siirlilig1 gosterilmistir.
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Benzeri burada ise (4.2) kontrollii sistemi i¢in yapilmistir. Bu amacla, asagidaki Lemma ile

verilecek olan genellestirilmis ortalama deger teoremini dikkate almaktayiz.

4.2.1 Lemma(Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi): f (Z) eC [to,tf] ve O0<a <l

icin ¢Df(t)eC [to,tf] oldugunu varsayalim. Bu durumda V¢ € (to,t f] i¢in

oD (E)t—1,)", ty<E<t

esitligi vardir [66].

4.2.1 Sonug: f(t) € C[to,tf] ve 0 <a <1 igin OCDf’f(t) € C[to,tf] oldugunu varsayalim.

5.2.1 Lemma’dan eger
(i) Vite (to,t f) igin (D f (t) >0 ise Vte [to,tf] icin f (t) azalmayan fonksiyondur,

(i) Ve (to,tf) igin ¢ D f(t)<0 ise Vte [to,tﬁf] igin f(¢) artmayan fonksiyondur [66].

Bir internet aginda viriis yayiliminin baslayacaginin sinyalini veren en az bir duyarh
bilgisayar olmalidir. Bu durum viriise maruz kalan, viriisle enfekte olmus ve kurtarilan
siifin da sayisini belirler. Ya viriis yayilimi devam eder ve bu kompartimanlarda en az bir
bilgisayar olur ya da viriis yayilimi devam etmez ve bu kompartimanlarda hig¢ bilgisayar

olmaz. Sonug olarak (4.2) sistemi

S(0)=S5,>0,
E(0)=E, >0,
(4.3)
1(0)=1,>0,
R(0)=R, >0,
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negatif olmayan baslangi¢ kosullari ile birlikte ele alinacaktir. (4.3) baslangi¢c kosullariyla
birlikte (4.2) sistemi bir baslangic problemi olur. Bu problemin ¢o6ziimleri her bir
kompartimandaki bilgisayar saysisina karsilik geldigi icin c¢oziimlerin negatif bolgede

kalmamas1 gerekir. Bu nedenle ¢6ziim kiimesinin pozitif invaryantlig1 arastirilir.

4.2.1 Teorem: Q. ={ (S,E.[,R)eR"; $>0,E>0,1>0,R>0 } bolgesi, (4.2) kontrollii

sistemi i¢in pozitif invaryant bir kiimedir.
Ispat: (4.2) modelinin parametrelerinin tanimlarindan asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

SD*S|_y=(0-p)N“=A" >0,

S DYE|, o= (1-u)BSI >0,
(4.4)

S DIR|y= pS+k“E+d“I+uE +ul >0,

Eger (4.4)'ten (5(0),E(0),7(0),R(0))eQ, ise 4.2.1 Sonugtan (S(¢),E(¢),1(t),R(t))
¢oziimii S =0, £=0, /=0 ve R=0 hiperdiizlemlerine aittir. Ayrica, bu hiperdiizlemlerin
her birinin vektor alan1 €2, 'ya dahildir. Bu, ¢éziimlerin Q, bdlgesinde kalacagi anlamina

gelir. Boylece ispat tamamlanir.
Simdi, pozitif degismez €2, kiimesinin sinirliligini ispatlayalim.

4.2.2 Teorem:
Q:{ (S,E,I,R)eRY; S>0,E20,120,R20,S+E+I+RSA—a }

y7,

olarak tanimlanan bolge, (4.2) sistemi i¢in sinirli bir kiimedir.

32



Ispat: (4.2) sistemi taraf tarafa topladiginda

o DI (SO+E@+I(0)+R(1))=A"— u” (S@t)+ E(@t)+1(t)+ R()),
SA* =" (S@)+E@)+1(t)+R(1))

elde edilir. (3.2) esitliginden
S DIN (1)< A" —u“N(t) (4.5)

yazilabilir. (4.5) esitsizligine (2.3) deki Laplace doniisiimiinii uygularsak

a

s”’ﬁ(s) - S‘HN(O) < AT — ,uaﬁ(s)

veya buna denk olarak

- -1 -1
Nis)<—— A* 42

Sa+lua Sa+lua

N(0)

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizligin ters Laplace donilistimii almirsa (2.1) ve (2.2)

ozelliklerinden yararlanilarak

N(t) < At°E,,, (-u"t“)+E,, (-u“t)N(0),

a

< NVE, o (41 )+ B, (—p1° )%’

== (4.6)

Aa
sonucuna ulasilir. O halde (4.6) esitsizliginden ve 4.2.1 Teoreminden 0< N (t) <— dir.
Y7,

Boylece, (4.2) sisteminin ¢oziim kiimesi sinirlidir. Bu ise baglangi¢ deger probleminin iyi

taniml1 oldugunu gosterir.
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4.3 Kontrollii Modelin Denge Noktalari ve R, Temel Ureme Sayisi

4.3.1 Tamm: (2.24) sistemi goz oniine alinsin. V¢ >0 i¢in G(X,,¢) =0 ozelligindeki esitligi

saglayan sabit X, ¢oziimiine (2.24) sisteminin denge (kritik) noktas1 ad1 verilir [53].
(4.2) sistemini asagidaki bigcimde gosterelim:

cDS(t)=g,(t,S,E,I,R,u),

o DYE(1)=g,(1,S,E,I,R,u),

o DI(t)=g,(t,S,E,1,R,u),

CDIR(1)=g,(1,S,E,1,R,u).

Burada

&, S, E, 1, Ru)= A" —(1-u(®) f7S0)1(2) - (1-u(@) By SO)E(t) - pS(t) — 11" S(1),
&S, E,LLRu)=1-u@®)f*SOIt)+A—u@®)pySE)E(?) —(k“ +o%+u’ + u(t))E(t),
&S, E,[LRu)y=cE(t)—-d“I(t)— u 1(t)—u(t)l(?),

g.(t,S,E,1,R,u) = pS(t) + k“E(t) +d°1(t) + u(t)E(t) + u(t) () — p1“R(¢)

dir. (4.2) sisteminin denge noktalar1

g,S,E,I,R,u)=0, (4.7)
g, S,E,I,R,u)=0, (4.8)
g@,S,E,I,R,u)=0, (4.9)
g(tS,E,[,Ru)=0 (4.10)

esitliklerinin ¢oziilmesiyle elde edilecektir. (4.9) esitliginden
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“E
S (4.11)
d’+u” +u
kolayca oldugu goriilebilir. (4.8) esitliginde (4.11) yerine yazilirsa

(1-u)pfo”S
d*+u” +u

E +,82"’(1—u)S—(k”’+0'“+,u”’+u) =0

elde edilir. Buradan
E=0 (4.12)
veya

(1-u)pfo’s e w W
m+ﬁ2 (1-u)S —(k* + 0" + u“ +u) =0 (4.13)

dir. Sonug olarak, (4.2) kontrollii sistemi iki tane denge noktasina sahiptir.

4.3.1 Viriissiiz Denge Noktasi

Viriissiiz denge noktast, viriislii bilgisayarin olmadigi durumu ifade eder, yani 7 =0 dir. ilk
olarak, (4.2) sisteminin virlissiiz denge noktasini elde etmek i¢in (4.12)' deki E=0
durumunu ele aliyoruz. Boylece (4.11) esitliginden 7 =0 dir. (4.7)-(4.10) denklemlerinde

E =0 ve I =0 yerine yazilirsa

Aa
S = ~
PtH

Ve
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R=—PA
1 (p+u”)

bulunur. Sonug olarak (4.2) sisteminin viriissiiz denge noktasi asagidaki bigimdedir:

A pA”
p+u”’

E%{S%WJﬂRﬂz (4.14)

4.3.2 Temel Ureme Sayisi: R,

Koronaviriis salgin1 sebebiyle son yillarda adi sik¢a duyulan ve kitlesel olarak 6grenilen
bilimsel kavramlardan birisi temel {ireme sayisidir. Tamamen duyarl bir popiilasyonda,
birincil bulagic1 vakanin bulasicilik donemi boyunca iirettigi ikincil vakalarin sayisi, temel
tireme sayisi olarak bilinir. Bu say1 temel bulasicilik katsayisi olarak da adlandirilir ve R,
notasyonu ile gosterilir. Epidemik salginlar i¢in bu say1, viriisiin bulastig1 her bir kisinin
kendisinden baska ortalama kag¢ kisiye bulagtirabilecegini gosterir. Temel lireme sayist
onemlidir, ¢iinkii bu say1 yardimiyla salginin epidemiye veya pandemiye doniisiip
donlismeyecegi, eger doniisecekse bile bunun 6niine gegmek i¢in viriisiin bulasiciliginin ne

oranda Onlenmesi gerektigi tespit edilebilir. Bu durumda 6niimiizde ii¢ senaryo vardir:

e R, <I ise, her bir enfeksiyon ortalama 1'den az sayida yeni enfeksiyona yol agabiliyor
demektir. Boylece viral enfeksiyonlar giderek azalacak ve salgin duracaktir.
e R, =11ise, her bir enfeksiyon, ortalama olarak bir diger enfeksiyona yol agiyor demektir.

Bu durumda hastalik varligini siirdiirecek; ama ne salgina doniisecek ne de

sontimlenecektir. Yani bir endemi durumu olusur.

e R, >lise, her bir enfeksiyon, ortalamada 1'den daha fazla sayida yeni enfeksiyona yol

acmaktadir. Bu durumda virlis popiilasyona yayilir ve hastalik bir epidemiye veya

pandemiye doniisebilir.

Yani bir viriisiin kiiresel salgina doniisebilmesi i¢in R, >1 olmalidir. Bu, tek basina yeterli

degildir; fakat salginin seyri hakkinda bilgi veren 6nemli faktrlerden birisidir. Sonug olarak
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salgin1 kontrol altina almak i¢in gereken Onlemlerin dogru zamanda yapilmasina olanak

saglar.

Bir bilgisayar viriisii yayilim modeli i¢in ise R, sayisi, viriislii bir bilgisayarin neden oldugu
yeni virlslii bilgisayarlarin sayisini temsil eder. Epidemiyolojik agidan degerlendirildiginde,
R, , viriisiin bilgisayar popiilasyonunda kaybolup kaybolmayacagini tespit etmede kritik bir
rol oynar. Yukaridaki senaryolar1 diisiindiiglimiizde bilgisayar sistemindeki R, su bilgileri
verir. R, <1 ise viriisiin bilgisayardaki etkisi azalir ve bilgisayar popiilasyonundaki viriis
yok olur. R,>1 ise bulasici bilgisayarlar artar ve virilis popiilasyondaki yikici etkisini
stirdiiriir, R, =1 ise viriis bulastig1 bilgisayarda kalir ve diger bilgisayara gecis sdz konusu

degildir.

[63]'te tamsay1 mertebeden ve [43]’te de kesirli mertebeden kontrolsiiz sistem igin R, sayis1
hesaplanmistir. Tez kapsaminda ele alinan kontrollii sistemde kontrol parametresi yani anti-
virlis programi virlisiin bulagmasini azaltict yonde etki ettiginden R, sayisi da yeniden
hesaplanmalidir [67]. Bu hesaplama, yeni nesil matris teknigi ile yapilir [68], [69]. Yeni nesil

matrisi £V ile gosterilir ve
Ry=p(#V")

ile temel lreme sayis1 hesaplanir. Burada, J# , kompartimanlarda yeni enfeksiyonlarin
ortaya ¢ikma oranlarini ifade eden negatif olmayan matristir ve )}/, kompartimanlar
arasindaki gecis durumlarinin oranlarini ifade eden tekil olmayan matrisi, 0, FV '

matrisinin spektral yarigapt yani en biiyiilk pozitif Ozdegerini ifade eder. Ayrica
Y =) —V"* bigimindedir. Burada » -, kompartimanlardaki ¢ikis oranlarinin matrisini ve
YV " ise kompartimanlardaki ge¢is oranlarinin matrisini temsil eder.

Simdi (4.2) kontrollii sisteminin R, temel lireme sayis1 asagidaki lemma ile verilmistir.

4.3.2.1 Lemma (4.2) sisteminin temel {ireme sayis1
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A (l—u)(ﬂf‘a“ + 55 (d”’ + u” +u))

R= (p+,u“>(d“ +u” +u)(k“ +0” + u” +u>

(4.15)

dir.

Ispat: (4.2) sistemine ait # (¢), V" () ve V" (¢) matrisleri sirastyla

0

_ | A=u@)BISO1@) + (A -u@)) S E(®)
0 ;
0

Z(1)

A“
0
G“E(t)
pS()+Ek“E@)+d“I(t)+u(t)E(t)+u()(t)

Vi(t)=

A=u(NBES()1(2)+A—u(e)ByS(¢)E(t)+ pS(t)+uS(t)
k“E(t)+0E(t)+ u“E(t)+u(t)E(t)
dI(t) + p“I(t) +u(®)I(1)
HOR()

Vo (1)=

seklindedir. (4.2) sistemi

g/(t,S,E,I,R,u)
g, (S, E,I,R,u)
¢S, E.LRu) |
g,(,S,E,I,R,u)

F()-V (t)+V (1) =F(t)-V(1)

formunda yazilabilir. Ardindan # () ve }’(¢) matrislerinin Jakobiyen matrisleri
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J - (S,E,I,R)=

ve

Jy(S,E,I,R)=

olarak elde edilir. E° =

0 0

(1-u)(B+BE) (1-u)psS (1-u)BS

(1—u)(,81“1+ﬁ2”’E)+p+y“

(1-u)By'S

0 k+0“+u” +u
0 -o“
-p —k* —u

A 0020

pru " e (p )

ve J,, (S ,E, 1 ,R) Jakobiyen matrislerinde yerine yazilirsa

0 0 0 0
0 (I—u) ByA (1—u) BFA” 0
JASELR)|=F =" " pra prat
0 0 0 0
10 0 0 0
ve
Dt i (l—u)ﬂzzA“ (l—u)ﬂIZAa
pHu p+u
Jo(S.E.LR)|,=V,=| 0  k“+0“+u"+u 0
0 -o“ d*+u" +u
| -p —k* —u -d“ —u

bulunur. Son olarak F )V, matrisi hesaplandiginda 6zdegerlerin kiimesi asagidaki gibi elde

edilir:
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viriissiiz denge noktast J f(S JE T ,R)




A (l—u)( o+ By (d“ +u” +u))

0’0’0’(p+ﬂ”‘)(d“+y“+u)(k‘”+0'“ +,ua+u) '

(4.16)

(4.16) kiimesinde tek bir pozitif 6zdeger vardir ve bu da (4.2) sisteminin temel iireme

sayisidir yani

~ A (1—u)< o’ +ﬂ2"’(d”‘ +u” +u))
)_(p+y“)(d“+,u“+u)(k“+a“+,u“+u)

R, = p(E)V(;l

dir.
4.3.3 Endemik Denge Noktasi

Bu bolimde (4.2) sisteminin diger denge noktasi olan endemik denge noktasini

hesaplayalim.
[lk olarak (5.13) esitliginden

(k“ +0 + u” +u)(d“ + u” +u)

1:(l—u) 1“0“+(1—u),32“(d“+/1“+u) @17)
elde edilir. Ardindan (4.7) ve (4.8) denklemleri taraf tarafa toplandiginda
A* —pS—yS—(k“ +0" + +u)E=O
esitligine ulasilir ve buradan S'’e karsilik gelen
g A pra)s (4.18)

k" +0%+u” +u
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A“[(l—u) 1“0“+(1—u),6’2“(d“+,u“+u>}—(p+,u)(k“+0'“+,u“+u)(d“+,u“+u)
[(l—u) 1“0“+(1—u)ﬂ2“(d“+,u“+u)](k“+0'“+,u“+u)

dir. (4.9)dan g,(¢,S,E,I,R,u)=0 oldugundan

aEl
I = _ o - (4.19)
d”+u" +u
bulunur ve son olarak (4.10) daki g,(¢,S,E,I,R,u)=0 esitliginden
S'+(k* +u)E" +(d* +u)l'
PO ) - (@ +u) (4.20)
U
elde edilir. Boylece endemik denge noktasi
E'=(S8".EI'R') (4.21)

elde edilmis olur.

4.4 Kontrollii Sistemin Kararhihik Analizi

Diferansiyel denklem sistemleri i¢in iki 6nemli konu 6n plandadir. Bunlardan ilki, sistemin
¢Ozlimiiniin varlig1 ve tekligi, ikincisi ise sistemin kararli olup olmadigidir. Kontrol teoride
amag sistemin istenilen bir degere ulasmasini saglayacak kontrol parametresinin se¢imidir.
Ancak sistemin bu degere ulasmasi kadar bu degerde kalmasi (veya izlemesi) da 6nemli bir

problemdir. Bu durum sistemin kararligina baglhdir.

Kararlilik matematik ve miihendislikte iizerinde durulan en 6nemli konulardan biridir. Hem
sistem teorisinde hem de miihendislik sistemlerinde 6nemli bir role sahiptir. Dinamik
sistemler ve kontrol en aktif alanlardan biridir ve bir¢ok yazar kesirli mertebeden sistemlerinin

kararliligina odaklanmistir. Bununla birlikte, kisa bir siire i¢inde ¢ok sayida ¢aba nedeniyle,
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katkilar literatiir boyunca dagilmistir ve arastirmacilarin giiniimiizdeki bilgisinin tam ve
sistematik bir resmine sahip olmasi zorlagmaktadir. Dinamik sistemlerin incelenmesi ile
ortaya cikan bir¢ok denge problemi vardir, 6rnegin denge noktalarinin kararliligi, Lyapunov
kararlilig1, sonlu zaman kararlilig1, pratik kararlilik, teknik kararlilik, periyodik yoriingelerin

kararlilig1 ve giris-cikis kararliligr gibi.

Bir dinamik sistem ister tamsay1 ister kesirli mertebeden olsun, her ikisi i¢in de denge
noktalart aymidir. Farki ortaya c¢ikaran durum ise kararlilik bolgeleridir yani kesirli
mertebeden sistemin denge noktasindaki kararlilik bolgesi, klasik sistemin ayni1 noktadaki
kararlilik bolgesinden daha biiyiiktiir [70]. Bu, (4.2) sisteminin denge noktalarindaki

kararliliginin incelenmesinin 6nemini vurgulamaktadir.

Im y ’ . :
Kararlihk
Bolgesinin Siniri B
Kararlilik Bolgesi i o /2
0 e e e ——— — N —
omn/2

oOpF--—————-

Re

Sekil 4.2: 0 < o <1 icin kesirli mertebeden bir sistemin kararlilik bolgesi.

[63] ¢alismasinda (3.1) sisteminin tamsay1 mertebeden durumu icin elde edilen viriissiiz ve
endemik denge noktalarindaki yerel ve global kararliligi incelenmistir. Ardindan [43]
calismasinda (3.1) sistemi yani kesirli mertebeden sistemin viriissiiz ve endemik denge

noktalarindaki kararlig1 sadece yerel olarak ele alinmistir.

Literatiirde kesirli sistemler i¢in kontrol degiskenini dikkate alarak kararlilik analizi veren
siirlt sayida calisma bulunmaktadir. Ama aslinda bunu yapmak, kontrol parametresinin
kararlilik tizerindeki etkisini géormek i¢in dnemlidir. Bu amagla bu bdliimde (4.2) kontrollii

sisteminin viriissiiz ve endemik denge noktalarindaki yerel kararlilik analizi verilecektir.
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4.4.1 Teorem: (4.2) sisteminin (4.14) ile verilen viriissiiz denge noktas1 E° dir.

(l—u)ﬂ;A“

(@ -
Pty

<d“+k“+0"+2u“+2u ve R,<l ise sistem E° noktasinda yerel

asimptotik kararhdir;

(1—u) By A”

(ii) >d“+k“+0"+2u“+2u ve Ry>1 ise sistem E° noktasinda
pPtH
kararsizdir;
1- A
(iii) % =d“+k*+0“+2u"+2u ve R,=1 ise sistem E° noktasinda ne
pPtH

kararlidir ne de kararsizdir yani kararlilig1 saptanamaz.

Ispat: Temel iireme sayisin1 hesapladigimiz béliimde (4.2) sisteminin

g/(t,S,E,1,R,u)
g,(t,S,E,I,R,u)
g.(t.S.E,LLRu) |
g,t,S,E,I,R,u)

F(t)=-V (2)+V ()= F(t)-V(¢) (4.22)

formunda ifade edilebilir olduguna dikkat ¢ekmistik. Yine (4.2) sisteminin viriissiiz denge
noktas1 E° daki Jakobiyen matrisi de daha once hesapladigimiz F, ve V, matrisleri ile

birlikte asagidaki sekilde ifade edilebilir:

J . (S,E,ILR)=F, -V,

1- A 1- ‘A
PR (517 GO VUG
pPtH pPtu
= 0 %_(ka +0°% +ﬂa +u) % 0 . (423)
p+u prTHu
0 o“ —d*—u" —u 0
B k* +u d*+u v
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(4.2) sisteminin E° noktasindaki kararligim inceleyebilmemiz igin (4.23) matrisinin

0zdegerlerini bulalim. Bu 6zdegerler ‘J 7 - ‘ =0 Kkararteristik denkleminin koklerine

karsilik gelir. O halde ‘J oA ‘ =0 yani

s (- (mwpa
p+u p+u
det 0 %—(k“+a“+,u“+u)—/l % 0 =0
p+u pPTH
0 o —d*—pu“ -u—-A1 0
| p k” +u d*+u —u* =

determinant1 hesaplanirsa

(e A)(psi )

(p+,u“)(a’“ +,u“+u+/1)(k“ +0'“+,u“+u)—A“(l—u)( 1“0'“+ﬂ2“(d“ +,u“+u+/1))

o = 0
PtH
karakteristik denklemi elde edilir. Bu karakteristik denklemin iki negatif kokii
ﬂ'l = _/ua )
Ay =-p-u"
dir. Diger iki kok polinom bolmesi ile elde edilen
A +cA+e, =0 (4.24)

denkleminden hesaplanir. (4.24)’ deki ¢, ve ¢, katsayilar sirasiyla

(1-u) B A"

¢ =—————+d" +k" +0" +2u" +2u,
pru
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A” (l—u)( o +,82“(d“ +u” +u))
p+u

c, =(d“ +u” +u)(k“ +0” + u” +u)—
dir. Ayrica ¢, katsayist (4.15) ‘deki R, degeri cinsinden yazilabilir:

c, =(d“ +u’ +u)(k“ +0” + u” +u)(l—R0).

Dikkat edilirse (4.24) denkleminin sabit terimi yani kokler carpim1 R, cinsinden yazilmis
oldu. Bu 6nemlidir ¢iinkii (4.2) sisteminin E° denge noktasindaki kararligi, R, degerine

bagli olarak yorumlanir. Diger iki A, (i = 3,4) 0zdegeri soyledir:

2
—c, T4/c” —4c,

2

%A:

E° viriissiiz denge noktasinda (4.2) sisteminin asimptotik kararli olmasi icin, sistemin

0zdegerleri negatif reel sayr olmali veya Routh-Hurwitz kriterine gore ¢, ve c,

katsayilarinin pozitif olmasi halinde negatif reel kisma sahip olmasi gerekir [71]. Bu kriterler

g6z Online alindiginda karsimiza su durumlar ¢ikar:

o ¢, = (d“ + u” +u)(k“ +o" +u” +u)(l—R0) oldugundan R,>1 ise ¢, <0,
e ¢ = (d“ + u” +u)(ka +o" +u” +u)(1—R0) oldugundan R, <1 ise ¢, >0,
e ¢’—4c,>0 ise (4.24) denkleminin iki reel kokii vardir ve ayrica bu kdkler negatif

degerlidir ancak ve ancak ¢,,c, >0 ise,
¢’ —4c ar
e ¢’—4c,<0 ise ¢, <0 ve ‘arg(ﬂq)‘ =|tan”' | 1 —2% >7 olmasi durumunda
cl

(4.24) denkleminin iki kompleks kokii negatif reel kisimlidir.

Sonug olarak,
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i ¢>0 ve R <1 yani ¢,>0 isesistem E° noktasinda yerel asimptotik kararlidir;
ii) ¢ <0 ve >1 vyani ¢, <0 ise sistem E° noktasinda kararsizdir;
| y 2

(iii) ¢,=0 ve R,=1 yani ¢, =0 isesistem E’ noktasinda ne kararlidir ne de kararsizdir

yani kararlilig1 saptanamaz. m

Simdi de (4.2) sisteminin E' endemik denge noktasindaki yerel kararlilig1 asagidaki teorem

ile verilecektir.

4.4.2 Teorem: R,>1 ise (4.2) sistemi E' endemik denge noktasinda yerel asimptotik

kararlidir.

ispat: R, hesaplarken elde edilen J f(S JE T ,R) ve JV(S,E,I ,R) matrisleri ile birlikte

(4.2) sisteminin Jakobiyen matrisi asagidaki formda yazilabilir:

J(S,E,I,R)=J ~(S,E,I,R)-J,(S,E,I,R)

—(1-u)(BT+ BEE)+ ptu ~(1-u) B'S ~(1-u)ps 0|
_ (l—u)(ﬂla]‘f‘ﬂzaE) (l_u)ﬂz‘zS—ka_o-a_lua_u (l—u)ﬂlaS 0
0 o —d“—p"-u 0

i p k” +u d“+u —u” |

Bu matriste E' = (S LE'T 1,R1) endemik denge noktasi yerine yazilirsa J, matrisi

—(1-u)(B7T + BEE )+ p+ u” —(1-u) B2S' ~(1-u)g*s" 0 |
(1—u)(B1'+ BE) (1-u)ByS' —k“ =0 —u—u  (1-u)B7S" 0
0 load —d“ -y -u 0

| p k” +u d*+u v
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bi¢iminde elde edilir. J,, matrisinin 6zdegerleri aym sekilde ‘J o —0l ‘ =0 Kkarakteristik

denkleminin ¢oziilmesiyle bulunur. Bu ozdegerlerinden biri o, =—u” <0 dir. Diger

Ozdegerler ise, asagidaki karakteristik denklemle elde edilir:
0 +¢,0° +c,8+¢, =0, (4.25)

oyle ki ¢, ¢,, ¢ ve ¢, katsayilar1 agagidaki gibidir:

CBro ()
c, = =1>0,
B + By (d+p +u)

_prot Ao [ Aot pi(d ko))
B B [ﬂl"‘o-“ + 5y (d" +u” +u)]

Cy

+d“ =N+ 1" +u

A“ (k4 p 40 1) B (d =k =0")+ fro” | ABro”(d +u” +1)
@k o)k v o ) (@ ko) i )

[ﬂfaza + B (d”’ + u” +u)2}/\‘z (l—u)(a’“ +k 42U + 0 +2u)

o= (d“ + u” +u)(k“ +o“ +u” +u)[ﬂfa“ + 5y (d“ +u” +u)}

By (d" +u” +u)[,u4" + @ p—ABIN I U+ 2070 + 217 po =2 BN G
(d“ + u” +u)(k“ +0% + u” +u)[ﬂ1“a“ + By (d“ + u” +u)]

pu’c™® +u(3,u2" (,u“ +p)—4ﬂ1“A“0'“)+(0'2“ +u4,u“0'“)(ﬁ1“A“ + u” +p)
(d“ +u” +u)(k“ +0% 4+ u” +u)[,6’1‘”6“ + 55 (d“ +u” +u)]

u2(3,u“ (,u“ +p)+2a“ (2ﬂ1“A“ +u” +p))+u3(,u“ +p)+k2“ (,u“ +p)(,u“ +u)
(a +p“ +u)(k"+ 0"+ p° +u)|:ﬂ1“0'“ + B (d + e +u)]

2N ) ) BN vl ) 2u 0+t o))
) [ S )

+
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d(—2ﬂ1“A“o"” +(,u“ +p)(k“ +0“+u” )2 +2u(ﬁ]“A“0'“ +(,u“ +p)(k“ +0% +u” )))
(d“ + u” +u)(ka +0” + u” +u)[ﬂf’o"” + 5y (da + u” +u)]

du’ (,u"’ + p)}

+(d“ +u +u)(k“ +o% +u” +u)[,6’1“0“ +,6’2“(d“ +u +u)}’

¢, =P Nc” —(d“ +,u“)(y“ +p)(k“ +o” +u“)—u N o”

—u(,u“ +p)(d“ +k“+2y“+o"”)+ﬂ2"A“(l—u)(d“ +,u"’+u)—u2(,u“+p).

Boylece, (4.25) karakteristik denklemin kokleri &,, 8, ve &, tiir. (5.2) sisteminin E'

endemik denge noktasinda yerel asimptotik kararli olmasi igin ‘arg(é2 )‘ >%,

‘arg(é})h% ve ‘arg(@)b% olmasi yeterlidir.

48



5. BILGISAYAR VIRUS YAYILIMININ OPTIMAL KONTROLU

Bu boliimde bir 6nceki boliimde kontrol fonksiyonu adapte edilen (4.2) bilgisayar virlisii
yayi1lim modelinin optimal kontrol problemini formiile edecegiz. Kontrol fonksiyonu anti-
viriis programi olarak disiiniilmiistiir. Boylece viriisiin yayiliminin yavaslamasi ve hatta
viriis yayitliminin durmasi amaglanmaktadir. Boylece viriisiin yayilmasin1 dnlemek igin
alinacak onlemleri belirlemede 6nemli bir matematiksel ara¢ olan optimal kontrol teorisine

ithtiya¢ duyulur.

Temel amacimiz hem viriislii (/) ve viriis tehdidi altinda olan (E) bilgisayarlarin sayisini

hem de viriisten koruma programini farkli bilgisayar kompartimanlarina kurmanin toplam
maliyetini minimize etmektir [65]. Bir optimal kontrol problemi i¢in amag fonksiyoneli tek
degildir. Adindan da anlasildig1 gibi problemde optimize edilmesi amacglanan duruma gore

degisir.

Bu tez probleminde g6z 6niline alinan amag fonksiyoneli su sekildedir:

J(t,8,E,1,R,u)=

S )

[1(z)+E(z)+%eu2(t)}dt. 5.1)

Burada u (t) kontrol fonksiyonu, herhangi bir ¢ aninda anti-viriis programi yiiklenen viriisli

ve viriis tehdidi altindaki bilgisayarlarin orani, € anti-viriis programu yiiklemenin maliyetini

dengelemek i¢in segilebilen pozitif bir agirhik ve ¢, kontroliin son zamanin ifade eder.
Baska bir ifadeyle de belirtmek gerekirse, (5.1) amag¢ fonksiyonelini [O,tf] zaman

araliginda minimize eden u" (t) kontrol fonksiyonu ile birlikte (4.2) sisteminin ¢ozimiini

bulmaktir.

Pontryagin' in maksimum prensibi kullanilarak hesaplanan (2.31)-(2.33) optimallik

kosullarin1 belirlemek i¢in 6ncelikle Hamilton fonksiyonunu tanimlanir.
L’(t,S,E,I,R,u):I(t)+E(t)+%eu2(t) (5.2)

49



Lagrange fonksiyonu olmak {izere Hamilton fonksiyonu

#H =L(t,8,E,1LR u)+li(t)§Df’X(t)

=1(t)+E(1)+ —fu (1)
(A= A=u(e) S (e)1(t) = A—u(e)BS(e) E(t) - pS(t)— uS(t)} 53)
{T=u@)BrSO1(1) + (1~ u(@®) B SOE@®) - (K +0° + p +u(t) | E)}
{
{

(¢)

(2)

(t){o“E(@®) - d“I(t)- p“1(t) ~u() (1)}

+4,(£)} pS@)+ K E@)+d“1(t) +u(t)E(t) +u()1 (1) - /f‘R(t)}

+4,

+

t

+A4, (¢t

A
4
A
A

biciminde tanimlanir. Burada i=1,2,3,4 olmak diizere A(¢)’ler yardimci durum
degiskenleridir. Yardimc1 durum degiskenleri, adjoint vektor olarak da adlandirilir. Yani

sifirdan farkli mutlak siirekli yardimci durum degiskenleri A, : [0, t f] —R* olmak iizere

1

()= (4 (1) 4 (1) 4 (1), 4(1))
adjoint vektortidiir.

Optimallik kosullarina gegmeden 6nce optimal kontroliin varligi ortaya koyulmalidir. Ciinkii

(6.1) amag¢ fonksiyonelini minimize eden bdyle bir u*(t) fonksiyonunun var olup

olmadiginin gosterilmesi problemin amaci i¢in 6n kosuldur. Diger yandan optimal kontroliin
varlig1 amag fonksiyonelinin kontrol degiskenine gore konveks olmasina ve ele alinan
sistemin regiilerligine baglidir [61].

5.1 Optimal kontroliin varhg:

(4.2) sisteminin matris formu agagidaki gibidir:

oDIX()=G(X)=4X +F(X). (5.4)

Burada
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—p—u- 0 0 0

4o 0 k-0 —u" —u 0 0

0 o —d* -y —u 0

p k” +u d*+u —u”
ve

A —=A=u(t)DBIS()I(1)—(1—u(2)ByS(¢)E(¢)
F ()= (1—u(t))ﬁlaS(t)I(t)J(r)(l—u(t)),BZ“S(t)E(t)
0

dir.

Simdi  optimal  kontroliin  varligin1i  veren  teorem  asagidaki  gibidir:

5.1.1 Teorem: (4.1) kabul edilebilir kontrol kiimesi, (4.3) baslangi¢ kosullari, (4.2) sistemi,

(5.1) amag fonksiyoneli goz oniine alinsin. Asagidaki kosullar saglandiginda Ju” €U, Oyle
ki J(u")=min,,J(u) dir.
(i) Kontrol ve kontrole karsilik gelen durum degiskenlerinin kiimesi bos degildir;

(i) U, kiimesi konveks ve kompakttir;

(iii) (4.2) sisteminin sag tarafi siireklidir, ayn1 zamanda durum ve kontrol degiskenleri

dogrusal bir fonksiyon ile iistten sinirlidir;
(iv) J(u)'nun integrand: yani £(¢,S,E,1,R,u) fonksiyonu U, iizerinde konveks ve
ustten sinirhidir;

(v) J(u)'nun integrand i¢in d,,d, >0 ve y>1 sabitleri vardir dyle ki
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1)+ B0+ L (1) 2 (uf e,

saglanir.

Ispat: (i) (4.2) sistemi sinirh katsayilara (parametrelere) sahip oldugundan ve ¢oziimler

[0, t f] zaman araliginda sinirl oldugundan (4.2) sisteminin ¢ézimii vardir [72].
(i) U, 'm kapali ve sinirl oldugu tanimindan agik¢a goriilmektedir.
(i) (5.4) esitliginden X, (6)=(8,(6), E(1).1,(1), R (1))’ ve

X,(t)= (S2 (¢),E,(2).1,(). R, (t))T vektorlerine karsilik gelen F (X)) matrisleri sirastyla

A _(l_u(t))ﬁlaSl (t)ll (t)_(l_u(t))ﬂzasl (t)El (t)
R(x)=| (THOASOL C-uDAS A
0

A =A=u(t)DBS, (1), (1) - A—u(2)ByS, (1) E, (1)
F, (X) _ (l—u(t))ﬁI“Sz (Z)Iz (t)—l(—)(l—u(t))ﬁsz (t)Ez (t)
0

dir. Burada S(t)=S,E(t)=E,I(¢t)=1 kisaltmalar1 géz oniine alarak

a _u)ﬂ1a (Szlz _S1I1)+ (1 _u)ﬁza (SzEz - SIEI)

_ a _“)ﬁla (Slll _Szlz)"' (l_u)ﬁza (SlEl _SzEz)
0
0

F(X)-F(X)

matrisi bi¢iminde yazilabilir. Boylece
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‘F; (X)_Fz (X)‘ = ‘(1_u)ﬂla (Szlz _S1[1)+(l_u)182a (SzEz _SlEl)‘
HA=w)Br (S0, = S, )+ (1=1) 5 (S,E, = S, )

<(l _u)ﬂla |S2]2 _S1]1| +(1 _“):Bza |S2E2 _S1E1|
+(1=w) B[S0, = Sy L,| + (1= u) 57 |S,E, = S, E, |

=2(1-w)B7|S.1, = S,L,|+ 2(1—u) B7|S,E, - S, E, |

=2(1-w) B |S 1, - L,S, + 1,S, = S,,|+ 2(1—u) B}’ |S,E, — E,S, + E,S, — S,E, |
=201-w)B|(1,~1,) S, +(8, = 8, L| + 20w B |(E, ~ E,) S, +(S, - S,) E,|
<21-w) B (|1, - 1| S, +|S, = S|, )+ 20 —w) B (|E, - E,| S, +|S, = S, | E, )

=2(1-u)(B1, + BIE, )|S, —S2|+2(1—u)ﬁ“ﬁ|El —E2|+2(1—u),£1“ﬁ|11 1,
Y a, o

=2(1-u)a,|S, - S,|+2(1—u)a, |E, - E,|+ 2(1-u)er, |1, - 1,

m my )

elde edilir. M =max {m,,m,,m,} olarak alindiginda Holder esitsizliginden
|F (X) = (X)| < M(|S, = S,|+|E, - Ey| +|1, - 1,])

bulunur. Burada M >O0sabiti, S(¢),E(¢),/(1)<2(1-u) kosulunu saglayan durum

degiskenlerinden bagimsizdir. Ayni1 zamanda durum degiskenleri de 2(1—-u) dogrusal

fonksiyonu ile listten sinirlidirlar.

Simdi G fonksiyonunun Lipschitz siirekli oldugunu gosterelim:

‘G(Xl)_G(Xz)‘ :‘AXI —AX, +F(X1)_F(X2)‘
<[4lx, - x| +|F (X,) - F (X))

<|4|(IS, = So| +|E ~ Eo|+[1, - L] +|R ~ R)])
+M(|S1 _S2|+|E1 _Ez|+|11 _]2|)

= (|4l +M)(IS, = So| +|E = E| + 1, - L]} + [ 4] R ~ )]
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S(||A||+M)(|S1 — S| +|E B[+, - L|+|R _R2|)

(l4]+ ) 1, - x|

L

elde edilir. Yani

‘G(Xl)_G(Xz)‘ < L|Xl _X2|

dir. Yine burada da LzmaX{M ,

A”} <oo dur. Sonu¢ olarak G fonksiyonu sinirli da

oldugundan diizgiin Lipschitz siireklidir.

(iv) L'(t,S,E,I,R,u):](t)+E(t)+%eu2(t) Lagrange fonksiyonunun U, kiimesi

iizerinde konveks ve sinirli oldugunu gésterelim. Yani Vu,,u, eU,, ve VA€[0,1] i¢in
[+E+§[(l—ﬂ,)ul +2u, | —(1—1){[+E+§uf}—ﬂ{[+E+§u§} <0 (5.5)

oldugu gosterilmelidir. (5.5) esitsizliginin sol tarafin1 diizenlenirse

€

2

(1—/1)2 u +21(1—/1)u1u2 +/12”§J_/1§”§ —%uf +l§uf

1

€

[(l—ft)z ) +2A(1=A)uy + A%u; — s —(l—l)uf}

\S]

@)

—[A(1- A) +22(1= Aty - A(1- )i ]

\S)

= —%xl(l —/1)(1412 —2uu, +u§)

:-54(1-1)(%-%)2

elde edilir. 1 €[0,1]oldugundan A(1-2)>0 ve ¢>0 dir. Boylece

54



—%1(1—4)(%—%)2 <0

bulunur. Bu da L’(t,S,E,I,R,u)=I(t)+E(t)+%eu2(t) fonksiyonunun U, kiimesi

tizerinde konveks oldugunu gosteririr.

4
v) Son olarak L’(t,S,E,I,R,u)=I(t)+E(t)+%eu2(t)Zd1(|u|2)2—d2 oldugu

gosterilecektir. Bunun igin d, >0 olmak iizere mine = 2d, alalim. Buna gore

1(e)+ E(0) e (6) 2 (1) + E(0)+(2d0)
> [(6)+E(t)+d|u]
> d1|u|2

> d|uf ~d,

esitsizligini saglayacak sekilde bir d, >0 sayis1 vardir 6yle ki y =2 dir. Boylece 2.3.2

Teorem’den optimal kontrol probleminin bir ¢dziimiiniin var oldugu sdylenir.

5.2 Optimallik Kosullar:

(4.2) sistemi ve (5.1) amag fonksiyoneli i¢in optimallik kosullar1 Pontryagin’ in maksimum

prensibi kullanilarak asagidaki teorem ile elde edilecektir:

5.2.1 Teorem (S*(t),E*(t),]*(t),R*(t)), (4.2) sisteminin optimal ¢dziimii ve

M*(t) EUad fonksiyonu (5.1) amag fonksiyoneli J (t,S,E,[ ,R,u) > yi minimize eden
optimal kontrol olsun. Bu durumda (4, 4,,4;,4,) yardimer durum degiskenleri vardir 8yle

ki i=1,2,3,4 olmak iizere 4, (tf) =0 sir kosulu ile
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D740 = =4O A=u@) BT + (1 —u@) BT EW) + p+ 1 |
+4, () A= u@) B0 + A= u( ) BLE@) |+ 24 (2) P,

D 2,(1) = A (O -u(@) 5 S0+ A O A-u@) BrSO) ~k* =0 = 1 —u(t) |
+2,(00 + A, (K +u(t))+1,

; DEA(0) == A O -u®) BIS () + AL (O)A-u@) FS()
—A (O] d“+ 1 +ut) [+ 4,0 d +u(®) |+1,

tCDtO;ﬂu(t) = _/14(0/10{

yardimc1 durum sistemi saglanir. Bununla birlikte u*(t) optimal kontrol fonksiyonu

ﬂi(t):/ii ve S(t)zS,E(t):E,I(t):I,R(t):R olmak {izere

€

u* (t)_maks{min{(iz _/11)(1615**[* +ﬂ2S*E*)+(/12 _/14)E* +(/13 _14)[* ’1}’0} o

Ispat: (5.1) amac fonksiyonelini optimum yapan degerler (4.2) sisteminin optimal
¢Oziimleridir. Bu optimal ¢oziimler, Caputo tiirevli bir sistem icin ilk kez Agrawal [60]
tarafindan Onerilen optimallik kosullar1 gbéz Oniine alinarak hesaplanir. Bu kosullari
asagidaki gibi ii¢ sistem takimi meydana getirir. Bunlara kesirli tiirevli Euler-Lanrange

denklemleri denir:
o Durum denklemleri

oH CD“E—aH CD“IzaH “D’R aﬂ, (5.6)

(()jDaS: S, > o=
o, o,

t a > ot _% > 0
e  Yardimci durum denklemleri

oH oH oH oH
CDa = CDa - CDa = CDa/l _
t [/21 aS t [/22 [/2’3 al

GE’ t t 4_6R s (57)
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e Kontrol denklemi

Z—Z(t,x(t),u(t),ﬂ(t)) =0, (5.8)

e Baslangi¢ kosullar
S(O)zSO, E(O):EO, I(O)=IO, R(O)=R0, (5.9
o Swnr kosullar

At )=0, 4,(t,)=0, 4(t,)=0, 4(t,)=0. (5.10)

Hali hazirda durum denklemleri (4.2) sisteminin kendisine karsilik gelir. Yardime1 durum
denklemleri ise (5.3) ile verilen Hamilton fonksiyonu ve (5.7) denklemleri gbz Oniine

aliarak asagidaki bicimde elde edilir:

DA () = =4O A=u@) B+ (A —u(®) BT E@) + p+ 1 |
+4, ()] A=u@) B 1O+ (A—u(@) B E@) |+ 4, (t) p,

£ D7 Ao (1) = =4 (A= u(®) BS(©) + A (O] (1—u(®) B S() —k* =0 — i —u(?) ]
+25(0)0 + 2,0 (k* +u(t))+1, 6.1

F DI 2 () = =4 (A= u(®) B S(1) + A, (DA~ u() BS(2)
—A O] d+ () |+ 4,0 d +u(t) | +1,

[ DA, (6) = =2, ()"
Burada 4, (t) ’ler i¢in siir kosullari:

Altr)=2(t) =2t ) = A4s(t) =0 (5.12)
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dir. Dikkat edilirse (5.11) yardimci durum denklemleri sag Caputo kesirli tiirevlidir.

Problemin niimerik ¢éziimleri i¢in bu denklemler 2.1.1 Lemmasi yardimiyla sol Caputo

kesirli tlirevli olarak tekrar asagidaki gibi ifade edilir:

o DAt =)= ~A(t, =0 (1=ute, =0V 1t ~0)]
At =0 A—u(t, =) BYE(t, —0)+ p+ pu” |
+2, (6, =) (A=ult, =DBEIA, =)+ (—ult, ~O)BYE, ~1) ]

+2,(t, 1) p,

o DA (t, 1) ==4(t, —)(A—u(t, =) ByS(t, —1)
+A,(t, — O A—ult, ~) B S(t, 1) —k“ =0 =y —u(t,~)]  (5.13)

#A(t, —1)0" + Ayt — 1) (K +u(t, —1))+1,
o DIA(t, —1) == (1, =) (1 —u(t, =) BIS(t, 1)
2, (1 —ult, — 1) BES(, ~1)

—A(t, =0 d + u ult, - 1) [+ A, -0 d +ult, —1) |+,

o D A, (t, —1)=—A,(t, —1)u”.

(5.8) esitliginden kontrol denklemi ise

oA

= =eu*+4 (BSI+B,SE) -2, (BSI+P,SE+E)— 2+ A, (E+1)=0 (5.14)
u

u=u*

olarak bulunur. Pontryagin maksimum prensibi ve u(t) € [O,l] olmas1 gz Oniine alinirsa

optimal kontrol fonksiyonu:

0 OSu(t)
()= (ﬂz—/%)(ﬂlS*l*+ﬂzS*E*)+(ﬂz—44)E*+(%—ﬂ4)1*’O<u(t)<l 515
1, u(t)zl
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veya buna denk olarak

€

Mmax{mm{w—mms*r+/f2s*E*)+<zz—z4>E*+<a—w,M 516

bi¢iminde elde edilir.

Sonug olarak, optimal sistem (4.2), (5.13) ve (5.16) denklem sistemleri takimindan olusur.
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6. NUMERIK COZUMLER VE ALTERNATIF KONTROL
STRATEJILERI

Bu boliimde oncelikle elde edilen optimal sistemi ¢6zmek i¢in kullanilacak olan niimerik
yontem tanitilacak ve yontemin algoritmasi verilecektir. Ardindan bir sonraki alt boliimde
(3.1) sistemine uygulanan kontrol stratejisi 1’e ek olarak iki farkli kontrol stratejisi daha

verilecektir ve en sonunda elde edilen sonuclar karsilagtirmali olarak yorumlanacaktir.
6.1 Niimerik Yontem

Optimallik sistemlerini ¢dzmek icin ¢esitli niimerik yontemler kullanilmaktadir. Tamsay1
mertebeli sistemlerden farkli olarak kesirli sistemlerin optimallik kosullar1 sol ve sag yonli
kesirli tiirevler igerir. Bu kosullar her bir kesirli tiirev operatorii i¢in ayr1 ayr1 elde edilir ([58]
,[60],[73],[74]). Fakat goriilen odur ki farkli kesirli tiirevler icin elde edilen optimallik
kosullar1 bigimsel olarak aymidir. Kesirli tiirevli optimallik sistemlerini ¢ézmek i¢in sinirl
sayida niimerik yontem vardir. Bunun sebebi optimallik sistemindeki farkli yonlii kesirli
tiirevlerin es zamanli zaman ayriklagtirmasinin gerekliligidir. Bu yontemlerin baslicalari
Griinwald-Letnikov yaklasimi, Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi, kesirli Euler
yontemi, ortogonal polinom yaklasimlaridir. Bu tezde Adams-tipi tahmin edici-diizeltici
yontemi ile ileri-geri siipiirme ydntemi birlikte uygulanmaktadir [40],[42],[60],[75]. ileri-
Geri Siplirme yontemi dordiincii dereceden Runge-Kutta (RK4) semas: kullanilarak

gelistirilmis bir yontemdir.
6.1.1 Algoritma

1. Adm: S(0)=S,, E(0)=E,, 1(0)=1,, R(0)=R, baslangi¢ kosullar1 ve sistemin

parametreleri tanimlanir.

2. Adim: [O, t f} araligi esit uzunluklu M alt aralia boliiniir ve boylece her zaman digiimii
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olarak ayarlanir.

3. Adm: k=0,1,..,M olmak iizere u =(u,) kontrolii i¢in bir baslangi¢ tahmini yapilir.

Kontrol fonksiyonu i¢in bu baslangi¢c tahmini, (SO, E, I, RO) baslangi¢ kosulu ve

1

A (Z f) =0 (i =12, 3,4) sinir kosullart ile birlikte

(A (8) =4 (1)) (BS (1)1 () + B.S (6) E (1)

€ (6.1)
(A (1) = A4 (1)) E (8 ) + (A5 (1) = A (1)) 1 (2,)

€

u(tk)z

kontrolii hesaplanir.

4. Adim: (S,, E,, I,, R,) baslangi¢ kosulu ve (6.1) deki u kontrolii ile (4.2) sistemi ileri

yonlii zaman ayriklastirmasi ile ¢oziiliir. Bunun i¢in durum denklemleri

(t-7) T x(7), u(r))dr. (6.2)

x(t)=

O-_.N

Caputo kesirli integral denklemi olarak tekrar ifade edilir. Daha sonra durum denklemlerine

Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi asagidaki gibi uygulanir:

ha

S(tkﬂ):S(O)"'m[gl(t/msSp (tkﬂ)’Ep (tk+1) v (k+1) Rp( k+1)s”(tk+1))
+iaj’k+1gl(tk,S(tk),E(tk),l(tk),R(tk),u(tk))],

by (10 S () E () 1) R (5 ) (1) |

a+1 =

50,500 1|
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ha

E(tk+l):E(0)+m|:g2 (tk+1:Sp (tk+1)sEp (tk+1) 1* (k+l) Rp( k+1):”(tk+1))
(S (0 E(1).T(0)-R(0)a)]

hll

I(l‘k+1)=1(0)+m[g3 (tk+1’S (k+l) Ep( k+1)’]p (tk+1)aRp (tk+1)’u(tk+l))
308 (605 (1) (1) (1), R (1) (1) -

Jj=0

1 (1) = 1(0) 4= [iwgs(a,s DB 1) R (1)),

a+1 =

ha

(1) = RO 008" (1) 1)1 1) R (1))
+ia/’,k+1 g4(tk’S(tk)’E(tk)’[(tk)’R(tk)’u(tk))}’

R (t.,,)=R(0) h {Zk“blk+lg4(tk,s )E(tk),[(tk),R(tk),u(tk)).

a+l =

Burada £ =0,1,....M —1 ve j=0,1,....k dir. Ayrica (6.3) denklemlerindeki a. i Ve b,

J.k+1
katsayilar1 agagidaki gibidir:
kM —(k—a)(k+1)", Jj=0
aj kel = ( )( ) a+l a+l (64)
(k—j+2) (k ]) (k j+ 1) 1<j<k,
b= (k+1=j)" —(k=j)". (6.5)

5. Adim: /4, (Z,) =0 (i =1,2, 3,4) sinir kosulu altinda (5.13) sistemi (6.1) kontrolii ile ileri

yonlii zaman ayriklastirmasi ile ¢oziiliir. Bunun igin yardimct durum denklemleri
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ﬂ’(tf _t) = W.{[(l -7) E(tf - T’x(tf _7)’” (tf - T)”l(tf - T))dT (6.6)
Caputo kesirli integral denklemi olarak tekrar ifade edilir. Daha sonra durum denklemlerine

Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi asagidaki gibi uygulanir:

(tM—k—l’S(tM—k—l)’E(tM—k—l )’](tM—k—l )’R(tM—k—l )a” (tM—k—l)’ﬂ’ip (tM—k—l ))

A (tM—k—l) = " |:6H

T(a+2) oS

éa,,,m@—H<tM-,-,s<zM-,>,E<zM-j>,f<zM-j>,R<zM-,>,u<zM-j>,zi<tM-,->)}
27 (tya) h” {Zk; " aS( S8(t,): E(tMj),l(th),R(th),u(tMj),/l,(th))},

a+1

(tM—k—l’S(tM—k—l)’E(tM—k—l )’](tM—k—l )’R(tM—k—l )a” (tM—k—l)’ﬂ’ip (tM—k—l ))

4, (tM—k—l) = " [aH

T(a+2) oF

+Zk:aj,k+l a_H(ZM—j’S(tM—j)’E(tM—j)’I(tM—j)’R(tM—f)’”(tM—j)’li (tM—j)):l’
ﬁ“zp (tM k— 1 " |:Zk(; Jok+1 oS ( S(tMj)’E(tMj)’l(tMj)’R(tMJ)’M(tMj)’/li(tM./))}

a+1

(6.7)

(tM—k—P S(tM—k—l )9E(tM—k—1 )’I(IM—k—l)’R(tM—k—l )au (IM—k—l)’ﬂ“ip (tM—k—l ))

I h” {GH

F(a+2) o

+§a,,k+laa—lj(tMAf,S(tM,-),E(th),I(th),R(tMj),u(th),/li (th))}
AL (th/H): F(Z: 1) {Zk:bj,lm aa_];[(tMj’S(th)aE(th)al(tMj),R(tMj),u(th),/li(th)):|,

Jj=0

r_fon
I(a+2) oR

éa,,,m@—H@M-j,s(zM-,>,E<zM-j>,z<zM-j>,R<zM-,>,u<zM-j>,z,-<tM-,->)}
24 (ty i) s {Zk; i1 5R( S(tMj)’E(tMj)’](tMf)’R(tMj)°”(th)”1i(th))}

a+1

A (tM—k—l) = (tM—k—l’S(tM—k—l)’E(tM—k—l )’](tM—k—l )’R(tM—k—l )a“ (tM—k—l)’ﬂ’ip (tM—k—l ))
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Burada £ =0,1,...M —1 ve j=0,1,....k dir. Ayrica (6.7) denklemlerindeki a;q Ve b,

J.k+1

katsayilari i¢in de 4. adimda verilmistir.

6. Adim: 4. adim ve 5. adimda elde edilen yinelemeli degerler kullanilarak, 3. adimda

hesaplanan kontrol fonksiyonunun degerleri giincellenir.

7. Adim: Durum ve yardimei durum fonksiyonlar: i¢in hata tolerans degerleri belirlenir.
Eger bu fonksiyonlarin ardisik degerleri arasindaki fark belirlenen tolerans araligi i¢inde
kalacak kadar kiiciikse hesaplama sonlandirilir ve bu durumda elde edilen sonuglar optimal

cOzlimlere karsilik gelir. Aksi halde 3. adima doniiliir.

Calismada ele alinan (4.2) sistemi Caputo kesirli tiirevlidir. Ancak “Acaba Caputo-Fabrizio
veya Atangana-Baleanu kesirli tiirevleri ile sitemin optimal kontrol problemin ¢éz{imii nasil
olurdu?” sorusuna da bu tezde cevap aranmistir. Bunun i¢in yukarida adimlar1 verilen
algoritma Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli operatdrleri i¢in uygun hale

getirilmelidir.
6.1.2 Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi icin Algoritma

Bu operator icin algoritmanin ilk {i¢c adimi ve son iki adimi ayni sekilde gecerlidir. 4. ve 5.
adimdaki farkliligin sebebi ise operator degismesi yani integral denklemin degisiyor

olmasidir. Ayni zamanda a,,,, ve b,

katsayilar1 da degisecektir. Bu degisikliklerle

birlikte Caputo-Fabrizio kesirli operatorii i¢in algoritmanin 4. ve 5. adimi asagidaki sekilde

ifade edilebilir [76]:

4. Admm: (S,, E,, I, R,) baslangi¢ kosulu ve u kontrolii ile (4.2) sistemi ileri yonlii zaman

ayriklastirilmasi ile ¢oziiliir. Bunun i¢in durum denklemleri

t

x(t)= x(0)+(l—a)g(t,x(t),u(t))+ajg(r,x(r),u(r))dr. (6.8)

0

Caputo-Fabrizio kesirli integral denklemi bi¢ciminde tekrar ifade edilir. Daha sonra durum

denklemlerine Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi agsagidaki gibi uygulanir:

64



x(tk+1):x(0)+a—h[g(tk+l,xp(tk+l) ” k+1 ) Za/k+1g(tkax( )U(tk))],

2 “~
(6.9)

x? (tk+1 {Zk:b, k+1g(tk’x “(tk)) .

Jj=0

Burada k£ =0,1,...M —1 ve j=0,1,...k dir. Ayrica (6.9) denklemlerindeki a;,,, ve b, .,

katsayilar1 agagidaki sekildedir:

k““—(k—a)(kﬂ)“ j=0
a,0=1 (k=j+2)" +(k=7)" =2(k-j+1)",  1<j<k (6.10)
1, j=k+1,
-
1+——, j=k
by J 6.11)
L, j=0,1,...k-1

5.Adim: /4, (t f) =0 (i =1,2,3,4) smir kosulu altinda (5.13) sistemi (6.1) kontroli ile ileri

yonlii zaman ayriklastirmasi ile ¢oziiliir. Bunun i¢in yardimct durum denklemleri

At —t)= (l—a)g(tf ~t,x(t, ~t).u(t, —z))

(6.12)

Caputo-Fabrizio kesirli integral denklemi bi¢iminde tekrar ifade edilir. Daha sonra yardimci

durum denklemlerine Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi asagidaki gibi uygulanir:
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A (lM—k—l ) = B g(tM—k—l ) x(tM—k—l )’ u (tM—k—l ): AP (tM—k—l ))

k oH
+ Zaﬁkﬂ g(tM—J’x(ZM—J )’“ (tM—J' )”11‘ (IM_, ))}’
Jj=0

ah {6H

(6.13)
k
(tyemr) ij e+l ( M j’x(tM—j)’u(tM—j)’ﬂ’i(tM—j)) -
j=0
Burada £ =0,1,...M -1 ve j=0,1,...,k dir. Ayrica (6.13) denklemlerindeki a, ., ve b, .,

katsayilar1 i¢inde 4. adimda verilmistir.

6.1.3 Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi icin Algoritma

Bu operator icinde ayni sekilde algoritmanin ilk ti¢ adimi ve son iki adim1 aynidir. Operator

degistigi i¢in yine 4. ve 5. adimdaki denklemler ile a,,, ve b,

katsayilar1 degisiklik

gosterir. Bu degisikliklerle birlikte Atangana-Baleanu kesirli operatdrii i¢in algoritmanin 4.

ve 5. adim1 asagidaki sekilde ifade edilebilir [76]:

4. Adim: (SO, E, I, Ro)baslanglg kosulu ve u kontrolii ile (4.2) sistemi ileri yonlii zaman

ayriklastirilmasi ile ¢oziiliir. Bunun i¢in durum denklemleri

Atangana-Baleanu kesirli integral denklemi olarak tekrar ifade edilir. Daha sonra durum

denklemlerine Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi asagidaki gibi uygulanir:

66



hO{

(a +1)M(06)F(05) [g(tk+l,x” (tk+1)’”(tk+1))
+jkzoaf,k+l g(tk’x(tk)’u(tk)):':

x(tkH) = x(0)+

(6.15)
0! k
X (tk+1)=x(0) M( /Z(;b/ ng( u(tk)) ’
Burada £ =0,1,...M -1 ve j=0,1,...k dir. Ayrica (6.15) denklemlerindeki a;, , ve b, .,
katsayilar1 agagidaki sekildedir:
K —(k—a)(k+1)", ji=0
a0 =1 (k=j+2)" +(k=j)" =2(k—j+1)",  1</< (6.16)
1, Jj=k+1,
1+(1—a)al"(a)’ Pk
b= h (6.17)

(k=j+1)"-(k-j)" , i=01...k-1

5. Adim: /, (tf) =0 (i =1, 2,3,4) siir kosulu altinda (5.13) sistemi (6.1) u kontrolii ile

ileri yonlii zaman ayriklastirilmasi ile ¢6ziillir. Bunun i¢in yardimer durum denklemleri

(6.18)

Caputo-Fabrizio kesirli integral denklemi bigiminde tekrar ifade edilir. Daha sonra yardime1

durum denklemlerine Adams-tipi dngdriicii-diizeltici yontemi asagidaki gibi uygulanir:
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% [8_H
(a+1)M ()T (a)| ox

k OH
+ Zaj,kﬂ o (thj,x(tM,j )-u(t ;). A6 ))}’
J=0

A (tM—k—l ) = (tM—k—l > x(tM—k—l ) U (tM—k—l )s A* (tM—k—l ))

(6.19)

ip(thl):War(a)L: bj’,ﬁlg_fj(%,x(w,),u(zMj),ﬂ,.(th))}.

Burada k£ =0,1,..,.M -1 ve j=0,1,...k dir. Ayrica (6.19) denklemlerindeki a;, ,, ve b,

j Jok+1
katsayilar1 i¢in de 4. adimda verilmistir. Ayrica niimerik sonucglarin elde edilmesinde

normallestirme fonksiyonu M (a) =1 olarak kabul edilmistir.

6.2 Alternatif Kontrol Stratejileri

Onceki béliimlerde, kontrol fonksiyonuna neden ihtiyag duyuldugunun &neminden
bahsedildi. Bununla birlikte kontrol fonksiyonunun sisteme hangi amag i¢in adapte edildigi
oldukca o©nemlidir. Optimal kontrol probleminin ama¢ fonksiyonuna gore kontrol
stratejisinin yapist degisebilir. Hatta bir kontrol fonksiyonu yerine birden fazla kontrol
fonksiyonu gerekebilir. Bu durum bazi SEIR modelleri i¢in ele alinmistir [39]-[41]. Tez
calismasindaki (4.2) sisteminin Strateji 1 olarak adlandirildigt g6z Oniinde

bulunduruldugunda diger iki strateji asagidaki bicimdedir:

6.2.1 Strateji 2

Bu senaryoda, [41] caligmasindaki kontrol adaptasyonu mantig1 ele alinarak anti-viriis
programinin yalnizca viriis bulagsmis bilgisayarlara yiliklendigi varsayilmistir. Bagka bir
deyisle, anti-virlis programinin, sadece viriis bulasmig bilgisayarlara yiiklendigi
varsayillmistir. Aslinda, viriislii bilgisayarlarin hem duyarli hem de viriis tehdidi altindaki

bilgisayarlara yonelik olusturdugu tehdit ihmal edilmistir. Bu varsayim altinda, kontrollii

sistem we [O,l] olmak tizere su sekilde tanimlanir:
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0 DIS(t) = A" = BES(OI(1) = By S(VE() — pS(6) — 1 S(8) + wu(D)1 (1),

o DIFE@) = BIS(OI(t) + By S(E() —k“E(t) — o E(t) — u” E(2),
(6.20)
o DII(0) = 0" E(t)—d“1(2) = u1() —u() (1),

o DER(1) = pS(6)+k“E(t)+d“1(t) — 1" R(t) +(1—w)u()1 (7).

6.2.2 Strateji 3

Bu senaryoda ise, [39] calismasindaki kontrol ekleme mantigina dayanarak anti-viriis
programi yalnizca koruma amaciyla virlise duyarlt olan bilgisayarlara kuruldugu

diisiiniilmiistiir. Boylece sistem asagidaki sekilde olur:

0 DSty = A" = BES(OI() - BrSOEW) - pS(t) — p*“S (1) —u(®)S (1),

CDPE(t)= BTS(OI1(0)+ BISOEW) ~k“E(t)~ 0" E(t) ~ " E(t),
6.21)
€ DAI(t) = " E() ~d“1(t) ~ u*1(0),

CDYR(t) = pS(t)+k“E(t)+d1(t)— u“ R(t) +u(®)S().

6.3 Niimerik Sonuglar ve Tartisma

Bu boliimde ¢alismanin amac1 yéniinde elde edilen sonuglar verilecektir. i1k olarak sistemin
kontrol olmadan ve ana stratejimiz olan Strateji 1 deki kontrollii sistemin sonuglar
karsilastirmali olarak verilecektir. Ardindan g¢alismanin diger bir amaci olan kontrol
stratejilerini karsilastirmak icin sonuglarimiz olacaktir. Son olarak calismada ele alinan
sistem Caputo kesirli operatore sahip olsa da diger yeni nesil operatdrler i¢in yani Caputo-
Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli operatorleri i¢inde sistemin cevabi her bir operator

icin elde edilmis ve ii¢ operatdriin karsilagtirmasi yine sonuglar arasindadir.
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Niimerik sonuclar [43]'te verilen parametre degerleri kullanilarak elde edilmistir. Agirlhik

katsayist olan e= 0.009 olarak alinmistir. Baslangi¢ kosullart S (0) = 10;
E (0) =117 (O) =L R (0) =0 secilmis ve kesirli mertebe i¢in 0.8 < & <1 aralig1 secilmistir.

Ayrica sistemdeki diger parametrelerin degerleri bir sonraki sayfada Tablo 6.1 ile verilmistir.
Tim nlimerik ¢oziimler MATLAB R2007b programi kullanilarak yazilan algoritmalar ile

elde edilmistir.

Tablo 6.1: (4.2) bigisayar viriisiit SEIR modelindeki parametreler, tanimlar1 ve niimerik
coziimler i¢in kullanilan degerleri.

Parametre Tanim Deger
A Internet agina baglanan toplam harici 10
bilgisayar sayist
Agin dogal anti-virlis yetenegi ile duyarl 0.7
P bilgisayarlarin kurtarilma orani
Y Viriislii ve duyarli bilgisayarlarin etkilesim 0.002
! orani
5 Viriislii ve viriis tehdidi altindaki 0.003
z bilgisayarlarin etkilesim orani
L Mekanik vb. nedenlerle bilgisayarlarin 0.02
arizalanma orani
i Agin dogal anti-viriis yetenegi ile viriis tehdidi 0.04
altindaki bilgisayarlarin kurtarilma orani
Viriis tehdidi altindaki ve bir anti viris 0.09
o programi tarafindan kurtarilamayan ve
bozulabilen bilgisayarlarin orani
d Viriislii bilgisayarlarin dogal kurtarilma orani 0.04
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6.3.1 Strateji 1 icin Karsilastirmah Sonuclar
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Sekil 6.1: o = 0.85 i¢in Strateji 1 de kontrollii ve kontrolsiiz sistem davranislari.

Ik olarak Sekil 6.1, Strateji 1 olarak adlandirilan ana model icin kontrollii ve kontrolsiiz
sistemin davraniglarini gostermektedir. Bu durumda o keyfi olarak 0.85 olarak secilmistir.
Ug stratejinin de amaci, viriis bulagsmis ve viriise maruz kalan bilgisayarlarin sayismi
azaltmaktir. Bu stratejileri birbirinden ayiran ise, anti-viriis programinin bilgisayar agina
nasil yiiklendigidir. Sekil 6.1, viriisten koruma programinin viriis bulagsmis ve viriise maruz
kalan bilgisayarlara yiiklendigi durumu gostermektedir. Bu durumda, kontroliin etkisi
modelde (1-u)SI, (1-u)SE, ul ve uE terimleriyle matematiksel olarak temsil edilir.
Amaglandigi gibi, #= 100 aninda hem viriis bulasmis hem de viriise maruz kalan
bilgisayarlarin sayist neredeyse sifirdir. Bu nedenle, kurtarilan bilgisayarlarin sayisi
artmistir. Bakildiginda duyarh bilgisayarlarin sayisinda belli belirsiz bir degisiklik vardir.
Bununla birlikte, ¢esitli karsilastirmalar i¢in [43] deki kii¢lik baslangi¢ popiilasyon degerleri
kullandig1 i¢in bu fark anlasilmaz. Sonuglar arasinda verilmese de, bu farkin daha biiytik
popiilasyonlar i¢in 6nemli oldugu gozlenmistir. Benzer bir durum, kurtarilan bilgisayar

popiilasyonu i¢in de gecerlidir.
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Sekil 6.2: Strateji 1 i¢in sistem davraniglarinin « 'ya bagimliligi.

Sekil 6.2, Strateji 1 i¢in sistem davranislarinin « 'ya bagimliligini gostermektedir. a degeri
azaldik¢a, viriis bulasmig ve virlise tehtidi altindaki bilgisayarlarin sayisinin sifira
ulagmasiin daha uzun siirecegi goriilmektedir. Diger bir deyisle, a degeri ne kadar
kiictikse, viriisiin ag lizerindeki etkisini azaltmak i¢in anti-virlis programi o kadar uzun siire
calismalidir. Bu durumun gergekligi, Sekil 6.3'teki kontrol fonksiyonunun davranisindan da

acikca goriilmektedir.
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Sekil 6.3: ' ya gore Strateji 1 i¢in u(t) kontrol fonksiyonunun davranisi.

Sekil 6.3, I'den azaldik¢a kontroliin etkinliginin siiresinin uzadiginin

gostermektedir. Yani anti-viriis programi daha uzun stire ¢alisirsa istenilen sonug elde edilir.

o degeri
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6.3.2 Kontrol Stratejileri icin Karsilastirmah Sonuclar
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Sekil 6.4: o = 0.85 i¢in kontrol stratejilerin karsilagtirilmasi.

Sekil 6.4, a = 0:85 i¢in {i¢ kontrol stratejisinin karsilastirmasini gosterir. Strateji 2'de, anti-
viriis programi yalnizca viriislii bilgisayarlara kurulur [41]. Bu, viriislii bilgisayarlara bagl
bilgisayarlarin korunmasinin ihmal edildigi anlamina gelir. Ancak popiilasyon kii¢iik oldugu
i¢cin bu stratejide viriislii bilgisayarlarin azaltilmasi Strateji 1'e benzer. Strateji 2'de, viriis
tehdidi altindaki bilgisayarlara virlis korumasi kurulmadigi i¢in sayilarindaki azalma
yavastir. Aynt durum Strateji 3 icin de gegerlidir. Ancak biiylik bir bilgisayar aginda biiyiik
hasarlara yol agmamak icin anti-viriis programinin bu bolmeye yiiklenmesi gerektigi géz
ardi edilmemelidir. Strateji 3 yalmizca duyarli bolmeye uygulandigindan, viriisli
bilgisayarlar agdaki diger bilgisayarlara zarar vermeye devam eder [39]. Bu nedenle, Strateji
3'te viriislii bolmede onemli bir azalma yoktur. Her ii¢ strateji i¢cin de kurtarilan bilgisayar

sayist birbirine yakindir. Niifus arttikca bu kompartimanda da 6nemli farkliliklar olacaktir.
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Sekil 6.5: o =0.85 i¢in stratejilerin kontrol fonksiyonlarinin karsilastirilmasi.

Sekil 6.5 farkl: stratejiler i¢in anti-viriis kontroliiniin etkinlik siiresini gostermektedir. Buna
gore, Strateji 2 ve 3'te anti-viriis programi daha sinirh bir bilgisayar sinifina kuruldugundan,
kontroliin ¢alisma siiresi Strateji 1'e gére daha kisadir. Strateji 3 i¢in en diisiiktiir ve bu bir
avantaj gibi goriinebilir. Ancak, Sekil 6.4'te goriildiigii gibi, diisiik maliyetli ve kisa ¢alisma
stiresine ragmen, Strateji 3, diger stratejilere kiyasla viriislii bilgisayarlarin sayisini

azaltmada en az basarili olanidir.

Sonu¢ olarak, Strateji 1, bir virlisten koruma programi yiikleyerek bir agdaki viriis
yayilmasini etkili bir sekilde kontrol etmede en basarili olanidir. Ancak bu, diger stratejilerin
etkisiz oldugu anlamina gelmez. SEIR modelleri ile karakterize edilen farkli aglarin

dogasina bagh olarak 2. ve 3. kontrol stratejileri oldukga etkili olabilir.
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6.3.3 Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevleri i¢in

Karsilastirmah Sonuclar
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Sekil 6.6: o =1 ve a =0.85 icin Strateji 1 de sistemin davranisinin Caputo, CF ve ABC

kesirli tiirevleri i¢in karsilastirilmasi.

a =0.85 degeri icin, tiim kompartimanlarin sayisinda en ¢ok istenen durum, Caputo kesirli
tiirevi icindir. Ardindan ABC tiirevi ve CF tiirevi gelir. Caputo kesirli tiirevi i¢in & degeri

1'e yaklagirken, tiim kompartimanlar i¢cin amaclanan sonuglar elde edilmistir.
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Sekil 6.7: a =1 ve a =0.85 icin Strateji 1 de kontrol fonksiyonunun Caputo, CF ve ABC

kesirli tiirevleri i¢in karsilastirilmasi.

Sekil 6.7'de a = 0.85 degeri icin kontroliin davranisi Caputo, CF ve ABC kesirli tiirevleri

icin neredeyse aynidir. Baska bir deyisle, antiviriis programi ayni anda kullanilan tiim kesirli
tiirevler i¢in etkilidir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calisma, kuvvet yasasina uygun bir bilgisayar agindaki bilgisayar viriislerinin
yayilmasi 6nleyecek en uygun kontrol stratejilerini incelemektedir. Onerilen optimal
kontrol probleminin amaci, viriisiin agda neden oldugu hasari minimum maliyetle ortadan

kaldirmak olmustur. Bu dogrultuda amag fonksiyonu belirlenmistir. Kontrol parametresinin

sistemin kararliligina etkisi géz oniine alinarak, kontrol altindaki sistem i¢in R, lireme say1s1

yeniden hesaplanmig ve kararlilik analizi yapilmistir. Unutulmamalidir ki, kontrol
parametreli bir sistemin kararlilik analizi, hesaplama karmasikligina neden oldugundan,
literatiirde ¢ogunlukla kontrolstiz model i¢in kararlilik analizi verilmektedir. Mevcut model
Ebenezer Bonyah ve dig. [43] tarafindan Caputo kesirli tiirevi ile genellestirilmistir. [43]'te
bahsedilmemesine ragmen, ¢aligmada ele alinan ag orta derecede heterojen bir yapiya sahip
oldugundan, virlis yayilimi kuvvet yasasina gore davranir, bu da modelin Caputo kesirli
tiirevi ile gelistirilmesini anlamli kilar. Ancak bu calismada, kesirli mertebeden modeller
icin 6dnemli olan birim uygunlugu saglanarak optimal kontrol problemi olusturulmustur.
Hamilton formalizmi kullanilarak optimal sistem elde edilmistir. Niimerik ¢oziimleri elde
etmek icin Adams-tipi tahmin edici-diizeltici yontemi ve ileri-geri siliplirme yOntemi
birlestirilmistir. Ug optimal kontrol stratejisinden en avantajlismin ana problem olarak
incelenen Strateji 1 oldugu gozlemlenmistir. Sonug olarak, viriis bulagmis bilgisayarlara ve
viriis bulagmis ve viriis tehdidi altindaki bilgisayarlara bagl duyarh bilgisayarlara viriisten
koruma yazilimi yiiklemek, s6z konusu ag icin oldukga etkilidir. Calismanin devaminda
Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu gibi singiiler olmayan kesirli tlirevlerinin sistemin
cevabi lizerindeki etkisi incelenmistir ve Caputo kesirli tiireviyle kiyaslanmistir. Fakat
sonuglar gdsteriyor ki en istendik sonug¢ Caputo kesirli tiirevi i¢in olmustur. Bunun sebebi
agin orta derecede heterojen bir yapiya sahip olmasidir. Sadece internetin degil, cep
telefonlarinin ve USB baglantilarinin da etkisi altinda olan heterojen bir ag i¢in virls
tehdidini ortadan kaldirmaya yonelik optimal kontrol stratejilerinin gelistirilmesinde
Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tlirevleri daha etkili olabilir. Ciinkii agin yapis1

tam heterojen yani iistel yasaya uygun davranir.
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