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OZET

IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA h-LOKAL FONKSiYONLAR
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MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. AHU ACIKGOZ)
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Tez galismasinda Fadhil Abbas’in tanimladigi h-agik kiimeler kavrami kullanilarak h-lokal
fonksiyon tanimlanmis ve ayrintili olarak incelenmistir. h-a¢ik kiimeler ile topolojik yap1
kurulup kurulamayacag1 sorusuna cevap aranmistir.

Bu c¢alisma bes kisimdan meydana gelmektedir. Birinci kisimda tezin giris bolimii yer
almaktadir. Bu boliimiinde, tezde bahsi gegen kavramlarin kisaca tarihsel verileri
sunulmustur. Ikinci kisimda ise yaptigimiz calismada kullanilacak olan ideal topolojik
uzaylarin temel gortsleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde, tarafimizca verilen semi h-agik kiime kavrami tanimlanmis, semi-acik ve
semi- h-acik kiime ile karsilastirilmasi 6rnekler ile gosterilmistir. Ayrica h-agik kiimeler ile
topolojik yap1 kurulabilecegi ispat edilmistir.

Dordiincti  boliimde, h-komsuluk ve h-agtk komsuluk tanimlanmig, h-lokal
fonksiyonksiyonun 6zellikleri incelenmis ve gereken 6rnekler verilmistir. Yine bu boliimde
ClI", islemi tanimlanmis ve gerekli teoremler ornekleri ile beraber verilmistir. Besinci
bolimde; lg-h-kapali kiime, lssg-h-kapali kiime tanimlanmig ve ls«g -kapali kiime ile
karsilastirilmasi gerekli ters 6rnek verilerek yapilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Ideal topolojik uzaylar, lokal fonksiyon, h-lokal fonksiyon,
semi h-agik kiime, CI"y islemi, lg-h-kapali1 kiime, ls+q -h-kapal1 kiime
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Among the thesis study, the h-local function was defined and examined in detail by using
the notion of h-open sets, defined by Fadhil Abbas. A response has been sought to the
inquires of whether a topological structure can be established with h-open sets.

This study comprises of five parts. The first division contains the introductory part of the
thesis. In this section, the historical data of the notions mentioned in the thesis are briefly
offered. In the second section, the fundamental views of ideal topological spaces that will be
used in our study are dedicated.

Inside the third division, the concept of semi-h-open set given by us is defined and its
comparison with semi-open and semi-h-open set is shown with examples. In addition, it has
been proven that a topological structure can be established with h-open sets.

In the fourth chapter, h-neighborhood and h-open neighborhood are defined, properties of h-
local function are examined and necessary examples are given. Again in this section, CI*h
operation is defined and necessary theorems are given with examples. In the fifth section;
Ig-h-closed set, Is«g-h-closed set are defined and comparison with ls«-closed set is made by
giving the necessary reverse example.

KEYWORDS: Ideal topological spaces, local function, h-local function, semi h-open set,
CI", operation, lg-h-closed set, Is«g-h-closed set
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SEMBOL LISTESI

<O UmnH Y

(Y,7)
(Y,z,l)

CI(E)
Int(E)
sCI(E)
SO(Y,x)
9(x)
A*(l,7)
A*(l,7)

: Her

. Vardir

: Oyleki

. Esit degil

- Ait

> Ait degil

. Gerek sart

- Yeter sart

: Gerek ve yeter sart

: Bos kiime

: Evrensel kiime

: D birlesim E

: D kesigsim E

. E kiimesi D kiimesini kapsar

. E kiimesi D kiimesini kapsamaz

: D fark E

. E kiimesinin tiimleyeni

: Dogal sayilar kiimesi

: Giig kiimesi

: Topolojik yapi, aciklar ailesi

: Kapalilar ailesi

. Y kiimesi tizerinde alinan rastgele bir ideal

- 'Y kiimesinin sonlu alt kiimelerinden olusan ideal
. Y kiimesinin sayilabilir alt kiimelerinden olusan ideal
: Topolojik Uzay

: Ideal Topolojik Uzay

: E kiimesinin tiimleyeni

: E kiimesinin kapanis1

. E kiimesinin i¢i

: E kiimesinin semi kapanisi

: Semi acik kiimelerin olusturdugu aile

. Agik komsuluklar ailesi

. A kiimesinin I idealine ve 7 topolojisine gore lokal fonksiyonu
. A kiimesinin I idealine ve 7 topolojisine gore semi lokal fonksiyonu
: h-agik kiimelerin olusturdugu aile
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1. GIRIS

Topolojik uzaylarda ideal konsepti kullanilarak lokal fonksiyon kavrami ilk olarak
Kuratowski tarafindan 1933 yilinda verildi ve bu fonksiyonun sagladigi 6zellikler incelendi.
1960 yilinda ise Vaidyanathaswamy tarafindan lokal fonksiyon kavrami kullanilarak ideal

topolojik uzay kavrami tanimlandi.

Jankovic ve Hamlett, 1990 yilinda lokal fonksiyon kavramindan faydalanip kapanis
operatorii Ve bu operatoriin sonucu ortaya ¢ikan kapali kiimelerden faydalanip bu kiime
iizerinde yeni bir topoloji elde edilecegini gdsterdiler. Ideal topolojik uzaylar iizerine
caligmalarint gelistirip ve bu kavrama ait yeni ozellikler elde ettiler. Ayrica I-acik kiime

kavramini da verip ideallere gore topolojileri incelediler.

Dontchev ve arkadaslar tarafindan 1999 yilinda lg kapali kiime kavrami verildi. Khan ve
Hamza tarafindan Is«g-kapali kiime kavrami tanitildi. Ideal topolojik uzay degerli bir

arastirma meselesi oldu ve topolojide yer alan birgok goriis ideal topolojik uzaya tagindi.

Bu ¢alismada; h- komsuluk, h-agik komsuluk tanimlandi ve birbiri ile olan baglantilari
ornekler ile acgiklandi. Semi h-agik kiime kavrami 6rnekleriyle beraber verildi ve h-acik
kiimelerle kiyaslamasi yapildi. h-agik kiimeler araciligi ile h-lokal fonksiyon kavrami
tanimland1 ve bu kavramin ozelliklerinden ayrintili olarak bahsedildi. Ayrica h-lokal
fonksiyonunun sagladigi 6zellikleri i¢in gereken 6rnekleri verdik. Semi h-lokal fonksiyon ve
h-lokal fonksiyonun ideal topolojik uzaydaki &zelliklerini teoremler ile ispat ettik. Cl™
islemini tanimladik ve 6zelliklerini 6rnekler ile inceledik. Ayrica tanimladigimiz h-lokal
fonksiyonunun idealler ile olan baglantisim karsilastirdik. t'n topolojisini tanimladik ve
inceledik. Son olarak, ideal topolojik uzaylarda lg-h-kapali kiime ile lsxg-h-kapali kiime

tanimi1 verdik ve lsxg kapali kiime ile karsilastirmasini yaparak ters 6rnekle agikladik.



2. IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARIN ESAS KAVRAMLARI

2.1 ideal Topolojik Uzaylar

1933 senesinde, Kuratowski tarafindan kiimenin lokal fonksiyonu, bu fonksiyonun sagladig:
ozellikler sunulmus ve daha sonra bu gortis lizerinde aragtirmalar yogunlastirilmis, topolojik

alandaki ¢alismalar adina miihim bir konu durumuna gelmistir. [5]
2.1.1 Tanim

Bos kiime olmayan bir Y kiimesi alinsin. P(Y), Y’ nin gii¢ kiimesi olsun. "Bos olmayan bir

| ailesi;

1) Her D, E € I kiimeleri i¢in DUE € I (Sonlu toplamsallik)
2) Her De I kiimesi ve EcD alt kiimesi i¢in E€ I (Kalitimsallik)

ozelliklerini saglasin. Bu takdirde | ailesine, Y kiimesi {izerinde bir ideal denir. (Y,t,l)

ticliisiine de ideal topolojik uzay denir" . [4]
2.2 Kiimenin Lokal Fonksiyonu
2.2.1 Tanim

(Y,7) topolojik uzayr ve DcY alt kiimesi alinsin. "l ailesi Y kiimesi iizerinde bir ideal

oldugunda;

D*(1,1)={XEY : V VE 3¢, (VD) eI}

kiimesine, D kiimesinin I idealine bagli lokal fonksiyonu denir. Ayrica D*(l,t) simgesi

yerine D” kullanilacaktir" . [4], [10]

2.2.2 Teorem

[4] Y kiimesi lizerinde S1, Sy idealleri ile verilen (Y,t) topolojik uzayi ve D,ECY alt kiimeleri

alinsin. Buradan;



1. DcE=D'cFE"

2. S1c S = D(S2)=D(S1)

3. D"'c CI(D")c=CI(D), (D" kiimesi kapal1 bir kiimedir)
4. (D) D"

5. (DUE)=D'UE"

6. D-E=(D-E)"-E"c(D-E)

7. Het= HAD=HNHND)" < (HND)"

8. ReS=> (DUR)* = D*=(D-R) *
2.2.3 Tamim

(Y,z,1) ideal topolojik uzay1 ve DY alt kiimesi alinsin. | ailesi Y kiimesi tizerinde bir ideal

olmak tizere:

D™ (I,1)={x€ Y: V VE SO(Y,X), (VNA)el}

kiimesine, D kiimesinin I idealine tabi semi lokal fonksiyonu denir. Dahas1 D*(I,) simgesi

yerine D™ kullanilacaktir. [3], [7]

2.3 Kuratowski Kapams Islemi
2.3.1 Tanim

P(Y), Y kiimesinin gii¢ kiimesi olmak sartiyla ; d:P(Y) —>P(Y) doniisiimii

(%) =%

2. DeP(Y) = Dc d(D)



3. d(DUE) = d(D)Ud(E)

4. d(d(D)) c d(D)

kosullarmi temin etsin. Buradan (D)°= Dud(D) bi¢iminde belirlenen ( )°= P(Y) — P(Y)

dontistimii, P(Y) tizerinde Kuratowski Kapanis operatoriidiir. [5]

2.3.2 Tamm
(Y,7) topolojik uzayi ve Y kiimesi lizerinde bir S ideali alinsin. Rastgele bir FcY alt kiimesi
i¢in, CI'(F) = FUF" bigiminde verilen CI"= P(Y)—P(Y) déniisiimii 2.3.1 Tanimda verilen
sartalar1 sagliyor ise bu fonksiyona Kuratowski Kapanisi denir. [4] Bu nedenle,
1. CI'(@)-@u™= olur.
2. CI'(F)-Fu F" oldugundan, Fc CI"(F) bulunur.
3. CI'(FUG)=(FUG)U(FUG)"
= (FUG) U (F'UG)
= (FUF)U(GUG")
=CI'(F) U CI(G)

elde edilir.

4. CI' (CI'(F)) = CI" (FU F)
=(FUF) U ((FUFY)

=(FUF) U (FuU(F))



c FUF)YU(FUF)

c (FUF) U (F)c (FUF)<CI'(F) 1)

olur. Diger taraftan, C1"(F) = FU F~ oldugundan;

CI* (CI"(F)) = CI"(F) U (CI"(F) ") olur ve buradan birlesim islemi tanim1 geregi

CI'(F) c CI" (CI'(F)) (2)

elde edilir. (1) ve (2) den CI” (CI"(F)) = CI” (F) sonucuna varilir.

2.4 ldeal Topololojik Uzaylarda ©* Topolojisi

2.4.1 Tamm

(Y,7) topolojik uzay1 ile Y kiimesi tizerinde bir S ideali alinsin. Buradan,
T (S)={UcY : CI"=(Y-U)=(Y-U)}

olarak sunulan t"(S) ailesi, Y kiimesi iizerinde bir topolojidir. Dahas1 T topolojisine gore daha

incedir. [4]

2.4.2 Ornek

N dogal sayilar kiimesi olmak lizere; N kiimesi iizerinde B={{2n-1,2n},neN} tabani
tarafindan iiretilen sonlu t topolojisini kurup St ideali géz &iiniine alindiginda N*(S¢ =&
bulunur.

Buradan CI"(N)=N elde edilir. Bu deger t°(S) de yerine yazilirsa t ( S)=P(N) sonucuna
ulagilir. [4]



2.5 Topolojik Uzaylarda Tanimlanan Baz1 A¢ik Kiimeler

Topolojide a¢ik kiime kavrami ¢ok énemli oldugundan bu zamana kadar birgok agik kiime

tanimlanmis olup bu kisimda bize gerekli olan agik kiimelerden bahsedecegiz.

2.5.1 Tamim

(Y,7) topolojik uzayinda DY alt kiimesi alinsin. Sayet D=Int(cl(D)) oluyor ise D kiimesine

regiiler agik kiime denir. Biitiin regiiler agik kiimelerin olusturdugu aile RO(Y) ile gosterilir.

[9]

2.5.2 Tamim

(Y,7) topolojik uzayindaki DcY alt kiimesi alinsin. Sayet Dc cl(Int(D)) oluyor ise D
kiimesine semi agik kiime denir. Tiim semi agik kiimelerin olusturdugu aile SO(Y) ile kisaca

belirtilir. [8]

2.5.3 Tamim

(Y,7) topolojik uzayinda DY alt kiimesi g6z 6niine alinsin. D kiimesinin kapsadig: biitiin

semi agik kiimelerin birlesimine, D kiimesinin semi i¢i denir ve sInt D ile gosterilir. [8]

2.5.4 Tamim

(Y,7) topolojik uzayinda DY alt kiimesi alinsin. Bos kiimeden ve Y evrensel kiimesinden
farkli bir U ag¢ik kiimesi i¢in Dc Int(DuUU) oluyor ise D kiimesine h-agik kiime denir. h-agik
kiimenin tiimleyenine h- kapali kiime denir. (Y,t) topolojik uzayindaki biitiin h-agik

kiimelerin ailesi t" ile gosterilir. Ayrica " = hO(Y) gosterimi de kullanilir. [1]

2.5.5 Tamim

(Y,7) topolojik uzayinda DcY alt kiimesi alinsin. Y evrensel kiimesinde D kiimesini
kendinde bulunduran biitiin h-kapal1 kiimelerin arakesitine D kiimesinin h-kapanis1 denir ve
CIh(D) simgesi ile ifade edilir. [1]



3. h-ACIK KUMELERLE TOPOLOJIK YAPI KURMA
3.1 Semi h-A¢ik Kiimeler
3.1.1 Tanim

(Y,1) topolojik uzayinda DY alt kiimesi goz Oniine alinsin. Bos kiimeden ve Y evrensel
kiimesinden farkli bir U agik kiimesi i¢in

Dcsint(DuU)

oluyor ise D kiimesine semi h-agik kiime denir. Semi h-ag¢ik kiimenin tiimleyenine semi h-
kapali kiime denir. (Y,t) topolojik uzayindaki semi h-a¢ik kiimelerin hepsinin ailesi ShO(Y)

ile gosterilir.

3.1.2 Uyar:

Birer birer olarak h-agik kiime semi h-agik kiimedir. Ancak her semi h-agik kiime h-agik

kiime degildir.
3.1.3 Ornek:

Y={k,m,p,s} evrensel kiimesi ve t={J,Y,{s},{k,p},{k,p,s}} topolojisi verilsin. 2.5.4
Tamimdan " ={T,Y,{s},{k,p},{k,p,s}} bulunur. Tanim  geregi  SO(Y)
={,Y {s},{k,p},{m,s},{km,p},{k,p,s}} olurken 3.1.1 Tanim geregi

ShO(Y)={,Y,{m},{s},{k,p},{m,s},{k,m,p},{k,p,S}} oldugunu kolaylikla bulabiliriz.

Buradan {m},{m,s},{k,m,p} kiimeleri semi h-ag¢ik kiimelerdir fakat h-agik kiime degillerdir.

3.1.4 Uyarn:

Her semi agik kiime semi h-acik kiimedir. Fakat tersi her zaman gecerli degildir.



3.1.5 Ornek:

Y={k,m,p,s} evrensel kiimesi ve t={J,Y,{s},{k,p},{k,p,s}} topolojisi ile (Y,t) topolojik
uzaymi alahm. I={J,{p}} ideali wverilsin. 252 Tanim geregi SO(Y)
={3,Y {s},{k,p},{m,s},{k.m,p},{k,p,s}} olarak bulunur ve 3.1.1 Tanimdan ShO(Y) ={J,Y,
{m},{s},{k,p},{m,s},{km,p},{k,p,s}} elde edilir. Boylece

{m} e ShO(Y) fakat {m} & SO(Y) dir.

3.2 h-Acik Kiimeler ile Topolojik Yap1 Kurma

h-a¢ik kiime tanimi1 geregi her agik kiime h-ag¢ik kiimedir. Dahas1 h-agik kiimelerin herhangi
bir birlesimi de h-a¢ik kiime olmaktadir. Bu kisimda h-agik kiimeler aracilig ile topolojik

yap1 kurulabicegini ispat ettik.

3.2.1 Teorem:

(Y1) topolojik uzay1 verilsin. t" ailesi, Y kiimesi icin topolojik yapi belirtir.

Ispat :

1) h-agik kiime tammindan &,Y 1" oldugu agiktir.

2) Herhangi D,ECY iken DNEet" dir.[1]

3) (Y1) topolojik uzay1 ve {AicY : Aiet",Vi e I igin} verilsin. Buradan kolaylikla,
Ai CUjel Ai

= Aiu Ucuict Aiu U

= Int(Ai U U)c Int(Uier Aiu U)

= Ai c Int(Ai U U)c Int(Uici Aiu U) (2.5.4 Tanim)

= Uiel Aic Uiier Int(Uie) Aiu U)

= Uiel Aic Int(Uiel Ai L U) oldugundan Uiei Aj 1" bulunur.

Bu nedenle h-agik kiimelerin ailesi ile topolojik yap1 kurulabilir.



4. h-LOKAL FONKSIiYONLAR
4.1 h-Komsuluk
411 Tamm

(Y,t") topolojik uzayinda bir ze Y noktasi alinsin. Bu durumda z noktasin1 ihtiva eden her

h-a¢ik komsuluga z noktasinin h-a¢ik komsulugu denir. Yani,

F kiimesi z noktasmin bir h-agik komsulugudur <> zeY ve Fet" 5 zeF dir.
4.1.2 Tamm

(Y,™") topolojik uzayinda bir zeY noktasi alinsin. Eger UCY h-agik alt kiimesini kapsayan

bir V Y alt kiimesi var ise, V alt kiimesi z noktasinin h-komsulugudur.

Soyleki,

V kiimesi z noktasinin h-komsulugudur < 3 Ue "5 zeU c V dur.

4.1.3 Uyan
(Y,™") topolojik uzayinda her h-acik komsuluk h-komsuluktur.

4.1.4 Uyan

4.1.3 Uyart’nin tersi her zaman dogru olmayabilir.

4.1.5 Ornek:

Y={v,y,z} evrensel kiimesi ve t ={J,Y,{v},{v,y}} topolojisi ile (Y,t) topolojik uzayin1 ele
alalim. 2.5.4 Tanim geregi

™=hO(Y)={D,Y,{v},{y},{v.y},{y.z}} olarak elde edilir.

Y evrensel kiimesindeki v noktasinin h-acik komsuluklari: Y, {v},{v,y} dir.

Y evrensel kiimesindeki vV noktasinin h-komsuluklari: Y, {v},{v,y},{v,z} bulunur.



4.2 Bir Kiimenin h-Lokal Fonksiyonu

4.2.1 Tanim

(Y,1,1) ideal topolojik uzay1 ve bir DY verilsin. | idealine ve t topolojisine bagli olarak

Dn*(1,1)={xeY : (DNU)el, her UehO(Y x) i¢in}

seklinde tanimladigimiz Dn"(l,7) kiimesine D kiimesinin h-lokal fonksiyonu denir ve Dn"(l,1)

sembolii yerine kisaca Dn~ gdsterilebilir.

4.2.2 Ornek:

Y={k,I,m} evrensel kiimesi ve =={J,Y,{k},{Kk,1}} topolojisi ile (Y,t) topolojik uzay1 verilsin.
={,{m}} idealini ve A={kl} alt kiimesini g6z Oniine alalm. Buradan
"={@,Y {k},{k 1}, {1},{l,m}} olarak bulunur ve t'={@&,Y,{Im},{m}} dir. 4.2.1 Tanim
geregi A"h={k,I,m}=Y olur.

4.2.3 Tanmm

(Y,z,1) ideal topolojik uzay1 ve bir DcY alinsin. | idealine ve t topolojisine bagl olarak

D*n(1,1)={XxeY : (DNU)el, her UeShO(Y.x) igin}

seklinde tanimladiginiz D%, (I,7) kiimesine D kiimesinin semi h-lokal fonksiyonu denir ve

D kiimesinin semi h-lokal fonksiyonu D™ (1,t) sembolii yerine kisaca D", gosterilebilir.

4.3 h-Lokal Fonksiyonla Ilgili Baz1 Teoremler

4.3.1 Teorem

(Y,1,1) ideal topolojik uzayinda D,ECY alt kiimeleri alinsin.
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1. DcE =Dy cEy

2. (DUE)"=Dn"U En”

3. (DNE)y"c Dn M Ep”

4. (Dn)n" < Dn

5. Dn'=CIh(Dn")cCIh(D) ve D" h-kapalidr.

Ispat:

1) Varsayalim ki x¢ En" olsun. Buradan, en az bir tane UehO(Y,x) vardir yleki (UNE)el
elde edilir. DcE bilgisinden, (UnD)el elde edilir. Bu nedenle x¢ Dy" bulunur. Boylece Dn"

*
c En sonucuna varilir.

2) 4.2.1 Tanim geregi,

Dn(S,t)={yeY : (DNH) S, her HehO(Y,y) i¢in}

En"(S,7)={yeY : (EnH)¢S, her HehO(Y,y) i¢in}

olup birlesim operatorii kullanilarak,

(DU E” (S,1)={yeY : (DNH)¢S veya (EnH) ¢S, her HehO(Y.y) icin}
={yeY : (DNH)U (EnH) &S, her HehO(Y.y) igin}

=Dn"U En" elde edilir.

3) (DNE)cD oldugundan, 1) geregi (DNE)n'c Dn” bulunur. Ayrica (DNE)cE oldugundan

(DNE)n"c En” sonucuna variriz. Kesisim islemi uygulanirsa, (DNE)y'c Dn" n En dir.

4.3.2 Ornek

Y={k,m,p,s} ve 1={Q,Y,{k},{k,m},{km,s}} ile (Y,7) topolojik uzay1 verilsin. I={,{S}}
ideali g6z Oniine alindiginda 2.5.4 Tanim geregi h-agik kiimelerin ailesi
"={@,Y,{k},{m},{km},{m,s},{m,p,s},{km,s}} bulunur. D={km}cY ve E={p}cY alt

kiimeleri i¢in 4.2.1 Tanim dan;
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(DNE)-@ ve (DNE) v = & h"=D dur.

D" ={k,m,p} ve En" ={p} oldugundan D" N E " ={p} bulunur. Sonug olarak

(DNE)h"= = D" " En'={p} elde edilir.

4) (D )n={xeY : (Dn'nU)¢l, her UehO(Y,x) i¢in}
(D )n={xeY : Dp" ¢l ve Ugl, her UehO(Y x) i¢in

7 <{xeY : Ugl, her UehO(Y x) igin}
(Dn)n"=
N c{xeY : Dn'¢l, her UehO(Y x) igin}
c{xeY : (DNU)¢l, her UchO(Y x) i¢in}= Dn"
=(Dn")n'< Dp" dir.

4.3.3 Ornek

Y={k,m,p,s} ve =={J,Y,{k},{k,m},{k,m,s}} topolojisi ile (Y,t) topolojik uzay1 verilsin.

I={J,{k}} ideali goz Oniine alindiginda 2.5.4 Tanim geregi h-agik kiimelerin ailesi
rh:{Q,Y,{k},{m},{k,m},{m,s},{m,p,s},{k,m,s}} bulunur. A={k,m}Y olarak segildiginde;
4.2.1 Tamimdan, A" =Y evrensel kiimesi olarak hesaplanir. Buradan (A ") n" ={m,p,s} ve
boylece (An")n'c An” elde edilir. Fakat 6rnegimizden de goriildiigii tizere An'z (An)n

olmadig1 asikardir.

5) 2.5.5 Tanim geregi Dn'=Clh (Dn") olur. Bir x eClh (D) noktasini alalim. Buradan, her
UehO(Y,X) i¢in (Dn'n U)£D bulunur. ye(Dn"n U) alalim. Bdylece her UehO(Y ,x) i¢in
yeDn" ve yeU elde edilir. (DNU) ¢ ve buradan xe D" dir.

Yani Clh (Dn") < Dn” oldugundan Clh(Dn") =Dy” elde edilir ki Dn" h-kapal1 oldugu asikardir.
Varsayalimki xgCIh(D) olsun. Buradan, UnD=Z el oldugundan x¢ Dp” sonucuna varilir.
Béylece Dn* =Clh (D) elde edilir.
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4.3.4 Uyan

(Y,z,1) ideal topolojik uzay1 ve DY alt kiimesi verilsin.

1) I={&} oldugu zaman, Dn"=ClIh(D) dur.

2) Eger Delise Dn'=J ve {D}n'=D olur.

3) DcDn"veya Dn'cD olmasi gerekmez.

4) Eger SO(Y)=hO(Y) ise Dn (1,hO(Y)) =Dn"5(l,t) bulunur.

5) Eger hO(Y)=t(Y) ise Dn"(1,hO(Y)) =D"(1,7) olur.

4.3.5 Ornek

(Y1) topolojik uzayinda Y={k,m,p,s} evrensel kiimesi olmak tizere 1={J,Y,{k},{k,m,s}}
topolojisi ve I={J,{p},{k,p} } alinsin. Ayrica 2.5.4 Tanimdan,
"={@,Y,{k},{m,s},{m,p,s},{k.m,s}} elde ederiz.

A={k,m} ve B={k,p} iken 4.2.1 Tanim geregi An'=Y , Bn'=@ sonucuna varilir.
4.3.6 Lemma

(Y,z,1) ideal topolojik uzay olsun. Buradan asagidaki 6zellikler gegerlidir;

1) RO(Y) ctchO(Y)=t"=ShO(Y),
2) D®hcDhcD.

Ispat:

1) Her regiiler agik kiime agik kiimedir ve her acik kiime h-acik kiime oldugundan kolaylikla

goriiliir.
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2) xe D™, noktasini alalim. Buradan 4.2.3 Tanim geregi her UeShO(Y) icin (DNU) ¢ olur.
Buradan her UehO(Y) kiimesi icin (DNU)¢| elde edilir. Oyle ise xeDp", D™ hcDp" dur.

xeDn" noktasi alindiginda her U h-agik kiimesi i¢in (DNU) ¢ 1 bulunur. Her agik kiime h-agik
kiime oldugundan her U agik kiimesi i¢in (DU)gl olur (2.2.1 Tanim). Bu yiizden xeD"

sonucuna variriz. Béylece Dn'c D* dur.

4.4 CI'h Islemi

441 Tanim

(Y,z,1) ideal topolojik uzayindaki Dc Y alt kiimesi goz 6niine alinsmn. Buradan CI’, (D), CI%

(D)= DU Dy” olarak tanimlanir.

4.4.2 Teorem

(Y,z,1) ideal topolojik uzay olsun. Rastgele D, Ec Y alt kiimeleri i¢in,

1) Dc CI (D) bulunur.

2) CI'n (@)= ve CI'h (Y)=Y olur.

3) Eger DcE ise CI'h (D) = CI'h (E) dur.

4) CI (D)UCI'h (E) = CI™ (DUE) elde edilir.

5) (CI'y (D)) n* = CI" (D) = CI'y (CI'h (D)) dur.

Ispat:

1) 4.4.1 Tamim dan ClI" (D)= DU Dn” oldugu igin ispat goriilir.

2) CI' (D)-BU{B =@ ve ClI' (Y)=YUYh' = Y elde edilir.
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3) DcE olsun. Her DY alt kiimesi i¢in CI'h =DUDy" ve her ECY alt kiimesi igin
CI"w(E)=EUER" olup 4.3.1. Teoremden DcE iken Dn'cEn” bulunur. Bu yiizden CI", (D) =Du
Dh" < CI'h (E) =EU En” elde edilir.

4) 4.4.1 Tanim geregi ClI"y (DUE) = (DUE) U (DUE) n'= (DUE) U Dn"UEh= (DUD
h )U(EUE ) = CI'h (D) CI'h (E) bulunur.

5) 4.3.1 Teoremden (CI'n(D))w=(DuUD"h) =D (D) n=D"cCI"n(D) elde edilir.
Boylece CI'n(CI'h (D))=CI'h(D)U(CI'h (D)) h=CI" (D).

4.4.3 Ornek
4.3.5. Ornegindeki B kiimesini gz dniine alalim. B h =& bulunmustu buradan,
(CI'h (B)) n"=((BUB")) h' = ve CI’n (B)=B bulunur.
Ayrica CI'h (CI'y(B)) = CI'n(B) =B oldugundan (CI"w(B)) n'c CI"n(B) = CI"n(CI"'n(B)) dur.

4.4.4 Teorem

(Y,z,1) ideal topolojik uzayindaki D, ECY alt kiimeleri alinsin. h-lokal fonksiyonu asagidaki

ozellikleri saglar.

1) Y evrensel kiimesi iizerinde bir diger JolI ideali i¢in, Dn"(J) < Dn (1) dur.

2) Dn-En =(D-E)n-En" c(D-E)n” olur.

3) Uert"iken UnDh"= Un (UND)n"c (UND)n" bulunur.

4) Uel iken (D-U)y" = Dy*= (DUU) " elde edilir.

Ispat:

1) xeDn"(J) elemanini alalim. Buradan 4.2.1. Tanmimdan her hO(Y) i¢in UnDgJ bulunur.
Oyle ise UnD g1 oldugundan xeD 1"(I) olur. Boylece Dn"(J) = Dn(1) elde edilir.
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2) D-EcD oldugundan, 4.3.1. Teorem geregi (D-E) n"c(D)n” olur ve

(D-E)v" -En'c(D)n" -En" bulunur. Diger taraftan Dc(D-E)UE oldugundan, 4.3.1.
Teoremden Dn'c(D-E) " UE " dir. Boylece Dn'- En"c((D-E)n” WE®)- En” elde edilir. Bu
nedenle Dy~ En'=(D-E) n"-(D h"UE ") olur ve bu yiizden
Dh-En‘c(D-E)n"-En" dur.

3) UehO(Y) ve xe UnD " alalm. Buradan xeU ve xeD " olur. Her VehO(Y) i¢in
UNVehO(Y) olur. Béylece VN(UND) = (UNV)NDgl oldugundan xe(UND)n" bulunur.
Buradan UND n'c(UND)»" ve DNUcD olup, UND n"cUn (UND) »~ dir. 4.3.1. Teorem

geregi (DNU)n'cDh” ve UN (DNU) h'c (UND) " sonucuna ulasilir.

4) 4.3.1 Teoremden ve 4.3.4. Uyar geregi (UUD)h =Un" U D= @UDh = D olur,
D-UcD oldugundan, (D-U) =D " elde edilir.

4,45 Teorem

(Y,z,1) ideal topolojik uzay, Y kiimesi tizerindeki idealler Iy ve I olmak iizere DCY alt

kiimesi verilsin. Asagidakiler gecerlidir:
1) lic lziken, Dn"(l2) = Dn'(I1)

2) Dn*(l1n12) = Dn (11)uDn’(I2)

Ispat:

1) xeDn'(l2) noktasini alalim. 4.2.1 Tanimdan her UehO(Y x) icin UnDgl dir. I1 < I,

oldugundan UNnD ¢l olur ve bdylece xeDn (l1) bulunur.

2) (linl2) < I ve (Iinlz) < Iz oldugundan 4.4.4 Teorem 1) geregi Dn™ (I1) = Dn" (linlo)

ve D" (I2)c Dn” (linl2) bulunur. Birlesim isleminden Dn” (I1) UDh" (I2)c Dn™ (linly).
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xeDn" (l1n12) noktasini alalim. Buradan her UehO(Y) i¢in, UnD & (linl2) vardir. Yani
UnDg(l1) veya UNDg(l2) olmalidir. Boylece xeDn™ (I1) veya xeDp” (I2) olur. Bu ise

D" (inl2) € Dw" (1) uD n" (l2) olmast anlammna gelir. Sonug olarak D n'(liNl2) =
Dn"(11)wDn(12)

olarak yazilir.

4.4.6 Teorem

(Y,t,1) ideal topolojik uzay olmak tizere
Th={UcY > CI'n(Y-U)=(Y-U)}

olarak sunulan t "y ailesi, Y igin topolojidir hatta t"t"h ve hO(Y)ct'h dir.

Ispat:

4.4.1. Tanimdan CI" (D)=DuUDn’, t'h ailesi Y kiimesi icin CI'n (D) tarafindan iiretilmis bir
topolojidir.
7't h oldugunu gosterelim. 4.3.6 Lemma geregi;

CI'h =DUD n"c DUD™= CI*(D) dir. A kiimesi t" kapal1 kiime olsun. Buradan CI"(D) =D ve

CI'h =D olur. Buyiizden CI"y =D ve D kiimesi t'n -kapalidir.

Simdi hO(Y) ct’h oldugunu gésterelim. Varsayalimki D kiimesi h-kapali bir kiime olsun.
Eger x¢D ise 4.2.1 Tamim geregi her xe Ge1" olacak sekilde DNG=@ el vardir. Boylece x¢&
Dn” ve Dn'cD olur. CI"y(D)=-DuDn =D ve CI"(D) =D olmas1 sebebiyle D kiimesi t n-kapali

kiimedir. Bunedenle hO(Y) —t"h bulunur.

4.47 Teorem:

(Y,t,]) ideal topolojik uzay1 ve
B*(t",1)={U-J5> Uer", Jel }

taban1 verilsin. Buradan p*(<"1) ailesi, t"n topolojisi i¢in bir bazdir.
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Ispat: @<l oldugundan, U-@=Uet" ve t"cp* oldugundan Y=UPB* olur. Ayrica p*1, p*2ep*
ve Ji,d2e | aldigimizda Ui, Uzet" igin B*1 =Up -Ji ve B*2=U; -Jo yazabiliriz. Kesisim
isleminden (U1 n Uz )et" iken B*1np*2=( Ui~ J))N( U= J2)=( Uin(Y—= J1)) (U2 (Y-
J2))= (U1 U2)—(J1u J2)e B* olur ve buradan (J1u Jo) € | dir.

5. ls,g h-KAPALI KUMELER ve BAZI OZELLIKLERI

5.1 lg-h-Kapah Kiimeler
5.1.1 Tanim
(Y,z,1) ideal topolojik uzayindaki DY alt kiimesini géz 6niine alalim.

UehO(Y) olmak iizere, DcU iken Dn'cU

oluyor ise D kiimesine Ig-h kapali kiime denir.

5.1.2 Teorem

(Y,z,1) ideal topolojik uzay1 ve DY alt kiimesini alalim. Alttaki nitelikler esdegerdir:
1) D kiimesi lg-h kapali kiimedir.

2) DcU ve UehO(Y) iken CIy (D) cU olur.

3) Her xe CI'y (D) igin Clh({X})"D#Q dur.

4) CI’ (D)-D kiimesi bos olmayan h-kapali kiime icermez.

5) Dn'-D kiimesi bos olmayan h-kapali kiime icermez.
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Ispat:

1)=2) Hipotezden, D kiimesi lg-h kapali kiimedir. 5.1.1 Tanimdan UehO(Y) olmak iizere,

DcU iken Dn"cU olur. Buradan Dy"uDcU bulunur dolayisi ile DcU ve UehO(Y) iken
Cl*y (D) cU dur.

2) =3) xeCl"h noktasin1 alalim. Eger Clh({x})nD=C ise Dc (Y-CIh({x})) olur ve Dc (Y-
Clh({x})) kiimesi h-agiktir. Hipotezden CI'n(D)c (Y-CIh({x})) elde edilir. Bu sebeple
CI"'n(D) N Clh({x})=@ olur ki xeCI"n(D) oldugundan bu bir celiskidir. Her xe CI", (D) igin
Clh({x})nD#Z bulunur.

3) = 4) K bos olmayan h-kapali bir kiime ve xe K iken K< CI"y(D)-D olsun. Buradan KcY-
D ve KND=g dir. Bu yiizden Clh({x})nD=Z olur. Bu ise Clh({x})nD#J hipoteze

aykiridir. ClI"n(D)-D kiimesi bos olmayan h-kapali kiime i¢ermez.

4) =5) Bu kisim Di < CI'n(D) ifadesinden agiktir.

5)=1) U kiimesi, Y kiimesinin herhangi bir h-a¢ik kiimesi olmak tizere DcU alalim.
4.3.1 Teoremden Dn"'~ (Y-U) kiimesi h-kapal1 iken Dp" kiimesi h-kapalidir ve D" (Y-
U) < Dn"-D olur. 5) geregi Dn ' (Y-U) =& dir. Bu yiizden Dy 'cU ve bdylece D kiimesi
lg-h kapali kiimedir.

5.2 Isxg h-kapah kiimeler

5.2.1 Tamim

(Y,z,1) ideal topolojik uzay1 ve DY alt kiimesi goz Oniine alinsin..

UeSO(Y) ve DcU iken Dy'cU

oluyor ise, D kiimesine ls«g h-kapali kiime (sirastyla ls+g kapali kiime, UeSO(Y) ve DcU
iken D"cU [6]) denir. lsxg h-kapali kiimenin tiimleyenine Is+q h-acik kiime denir. Isxg h-kapali

kiimelerin ailesi (sirastyla ls«g kapali kiimeler) Is«g hC(Y) (Is«g C(Y)) ile gosterilir.
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5.2.2 Teorem

(Y,z,1) ideal topolojik uzayindaki DcY alt kiimesi alinsin. D kiimesi ls«g kapali bir kiime ise

D kiimesi lsxq h-kapali bir kiimedir.

ispat:
D kiimesi ls+q kapal1 bir kiime olsun. D kiimesini igeren her UeSO(Y) i¢in D"cU olur ve

4.3.6 Lemma 2) geregi Dn'cD"cU olmalidir. Béylece D kiimesi ls+q h-kapali bir kiimedir.

5.2.3 Uyan

5.2.2. Teoremin tersi her zaman dogru olmayabilir.

5.2.4 Ornek

Y={k,m,p,s} evrensel kiimesi ve t={J,Y,{p},{km,p}} topolojisi verilsin. Buradan
w={D,Y,{s},{km,;s}} ve 2.5.4 Tanim geregi t"={D,Y,{p},{k.m},{k.m,s},{km,p}} olur.
[={&,{s}} idealini gdz 6liniine aldigimizda; 5.2.1. Tanim geregi,

ls< NC(Y)={D,Y.{p}.{s},{p.s},{kim,s}} ve

Is=g C(Y)={D,Y,{s},{k,m,s} } bulunur. Buradan dikkat edilirse {p},{p,s} kiimeleri X evrensel

kiimesi tizerinde ls<ghC(Y) kiimelerdir fakat ls«g C(Y) ailesine ait kiime degillerdir.

5.2.5 Ornek

5.2.4 Ornekte verilen @,Y,{s},{k,m,s} kiimeleri kapali kiimelerdir ve lsxy h-kapali kiime

olurlar. Ancak {p},{p,s} kiimeleri Is«q h-kapali kiime iken kapali kiime degillerdir.

5.2.6 Teorem

(Y,t,1) ideal topolojik uzayinda D, ECY alt kiimeleri alinsin.

1) Dve E kiimeleri lsxg h- kapali kiimeler ise (DUE) ls+g h-kapali kiimedir.

2) DcY alt kiimesi kapali bir kiime ise, D kiimesi ls«g h-kapali bir kiimedir.
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3) UcY alt kiimesi agik kiime ve D kiimesi ls+g h-agik bir kiime ise (UND) lsxq h-agik bir

kiimedir.
Ispat:
1) UeSO(Y) ve (DUE) cU olsun. Varsayimimizdan DcU ve EcU olur. D ve E kiimeleri
ls~g h-kapal1 kiimeler oldugundan Dp"cU ve En"cU bulunur. Yani

Dn” UER"cU elde edilir. Boylelikle (DUE) Is<q h-kapali kiimedir.

2) UeSO(Y) ve DcU olsun. 4.3.6 Lemma geregi, Dn'=D"=Cl(D)=DcU olur. Béylece D
Is+g h-kapali kiimedir.

3) 1) ve 2) ifadelerinin tiimleyeninden kolaylikla bulunur.
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