T.C.
BALIKESIR UNIiVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

MONOIDLERIN PEIFFER CARPIMININ GEOMETRIK YONDEN
INCELENMESI

DUYGU ASLIHAN ILGOR

YUKSEK LiSANS TEZi

Jiiri Uyeleri : Prof. Dr. Firat ATES (Tez Damismani)
Prof. Dr. Recep SAHIN
Prof Dr. Tahsin ONER

BALIKESIR, HAZIRAN - 2022



KABUL VE ONAY SAYFASI

Duygu Ashihan ILGOR tarafindan hazirlanan “MONOIDLERIN PEIFFER
CARPIMININ GEOMETRIK YONDEN INCELENMESI” adli tez calismasimin
savunma sinavi 23 Haziran 2022 tarihinde yapilmis olup asagida verilen jiiri tarafindan oy
birligi ile Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali
YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imza

Danmisman

Prof. Dr. Firat ATES
Balikesir Universitesi
Uye

Prof. Dr. Recep SAHIN
Balikesir Universitesi
Uye

Prof. Dr. Tahsin ONER
Ege Universitesi

Jiiri {iyeleri tarafindan kabul edilmis olan bu tez Balikesir Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisti Yonetim Kurulunca onanmuistir.

Fen Bilimleri Enstitisti Mudiru

Dog. Dr. Dilek TURKER



ETiK BEYAN

Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak tarafimca

hazirlanan “Monoidlerin Peiffer Carpiminin Geometrik Yonden incelenmesi” baslikli tezde;

Tiim bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢er¢evesinde elde ettigimi,
Kullanilan veriler ve sonuglarda herhangi bir degisiklik yapmadigimu,
Tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel arastirma ve etik ilkelere uygun sekilde sundugumu,

Yararlandigim eserlere atifta bulunarak kaynak gosterdigimi,

beyan eder, aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.

Duygu Ashihan ILGOR



OZET

MONOIDLERIN PEiFFER CARPIMININ GEOMETRIK YONDEN
INCELENMESI
YUKSEK LISANS TEZi
DUYGU ASLIHAN iLGOR
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI:PROF. DR. FIRAT ATES)

BALIKESIR, HAZIRAN-2022

Bir monoid genislemesinin bagintilarin1 tanimlamak ve sunusunu belirlemek igin bir takim
metodlar ortaya koymak gereklidir. Bu kapsamda, bu belirsizligi ortadan kaldirmak igin
Prof. Dr. Stephen J. Pride, kiiresel monoid resimlerini ortaya koymustur. Bu tez ¢alismasinda
amacimiz bu metodu kullanarak 6nemli bir monoid genislemesi olan Pieffer ¢arpimin
(devirli monoid, direct ¢arpim monoidi iizerinde) sunusunda yer alan bagintilarin saglamasi
gereken ozellikleri belirlemektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde dikdortgensel bant (rectangular band) ve bi-devirli (bicyclic) monoid
yapilarinin olusumu tizerinde ¢aligmalar yapilmistir.

Ikinci bdliimde, monoid sunuslari {izerinde durulmus ve bazi dSnemli monoid genislemlerinin
sunuglar1 verilmistir.

Uciincii boliimde, monoid resimleri tamtilmis olup cesitli teorem ve &rneklere yer
verilmistir.

Dordiincii boliimde, matrisler ve kiiresel resimler kullanilarak ranki iki olan serbest
abelyan monoidlerin yar1 direkt ¢arpimi belirlenmistir.

Son boliimde, ilk d6nce A iki sonlu devirli monoidin direkt ¢arpim monoidi ve B de verilen
bir sonlu devirli monoid olmak iizere A ile B nin Peiffer ¢carpimini olusturma kosullar
verilmistir. Daha sonra ise hem kiiresel monoid resimleri hem de matrisler yardimiyla ranki
iki olan serbest abelyan monoidlerin olusturdugu Peiffer carpimi ile ilgili ¢aligmalar
yapilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar yeni olup tarafimizdan ortaya konmustur.
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ABSTRACT

GEOMETRIC INVESTIGATION OF THE PEIFFER PRODUCT OF MONOIDS
MSC THESIS
DUYGU ASLIHAN iLGOR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTUTITE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR. FIRAT ATES)

BALIKESIR, JUNE - 2022

Itis necessary to introduce a number of methods to define the relations of a monoid extension
and to determine its presentation. In this context, in order to eliminate this uncertainty, Prof.
Dr. Stephen J. Pride reveals spherical monoid pictures. In this thesis, by using this method,
our aim is to determine the properties that the relations in the presentation of the Pieffer
product (cyclic monoid, on the direct product of monoids), which is an important monoid
extension.

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, we studies on the formation of rectangular band and bicyclic monoid
structures.

In the second chapter, the presentations of monoids are emphasized and some important
presentations of monoid extensions are given.

In the third chapter, monoid pictures are introduced and some theorems and examples are
given.

In the fourth chapter, using matrices and spherical pictures. The semi-direct product of
abelian monoids with rank two was determined.

In the last chapter, firstly, the conditions for forming the Peiffer product of A and B are given,
with A being a direct product monoid of two finite-cycle monoids and finite-cycle monoid
B. Then, with the help of both spherical monoid pictures and matrices, studies on Peiffer
product formed by free abelian monoids of rank 2 were carried out. The results in this section
are new and presented by us.

KEYWORDS:Monoid presentation, Monoid picture, Peiffer product.
Science Code : 20401 Page Number : 50
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SEMBOL LISTESI

w : Kelime

Xt : Pozitif kelimeler kiimesi

X c Xtu{1}

#=[X,R] : X tarafindan iiretilen ve R bagint1 kiimelerinin olusturdugu monoid sunusu
M () . $ sunusu ile iliskilendirilmis monoid

[w] : w kelimesinin denklik sinifi

(ryr-) : X kelimesi tizerinde birbirinden farkli pozitif semboller
AXB : Aile B monoidinin direkt ¢arpimi

AxyB : Aile B monoidinin yar1 direkt ¢arpimi1

Ac< K . Aile K monoidinin peiffer carpimi

AOK - A'ile K monoidinin schiitzenberger ¢arpimi

End(A) - A monoidinin endomorfizmalarinin kiimesi

D) : Squier kompleksi

I'(p) : Squier graf
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1. GIRIS

Monoidler birim elemana sahip yar1 grup olarak tanimlanir.Bu nedenle bir monoidin tersinir
elemanlar icerme zorunlugu yoktur. Buda bizim karsimiza verilen bir monoide ait
Ozelliklerin ortaya konmasinda ve bu ozeliklerin ispatlanmasinda daha fazla giigliikler

¢ikarmaktadir.

M, Ave B monoidleri verilsin.Eger bu monoidler arasindaM | A= B olacak sekilde bir

izomorfizma varsa M monoidine Animn B monoidi ile olan genislemesi denir. ilk paragrafta
belirtildigi gibi monoid yapilar1 orjinal sonuglara ulasmada bir ¢ok cebirsel yapilara gore
daha zor konumdadir. Ornegin yukarida tanmimini verdigimiz bir M monoid genislemesini
tanimlamak, bu genislemelerin bagintilarini belirlemek ve bu genislemenin sunusunu ortaya
koymak bir takim zorlu asamalar gerektirir. Bu asamalar1 bir bir asmak igin bir takim
metodlar ortaya ¢ikarmaniz gerekir. Bu baglamda Prof. Dr. Stephen J. Pride monoid (grup,
yar1 grup)genislemlerinde elde edilen sunustaki bagintilar1 tanimlama belirsizligini ortadan
kaldirmanin bir metodu olarak monoid resimlerini kullanmistir [1-3]. Bir ¢ok yazarda
Pride’m bu c¢alismalarini kullanarak monoid genislemelerine dair son derece 6nemli
sonuglara ulagsmuslardir. Ozelliklede yar1 direkt ¢arpim ile ilgili bu alanda bir ¢ok dnemli
calisma ortaya konmustur. Ornegin, [4] de baz1 sonlu monoidlerin yar1 direkt ¢arpiminin
minimal ama etkisiz sunuslarina dair literature 6nemli katkilar yapmiglardir. Ayrica [5-7] de
Cevik, monoid resimlerinde yer alan disk sayisina bagli olarak bir ¢ok dnemli monoidin yari
direkt carpiminin p-Cockroft 6zelligini arastirmustir. Ozelliklede [7] de iki rankli serbest
abelyan gruplar iizerinde Orijinal sonuglar ortaya koymustur. Benzer metotlar kullanarak [8]
de n rankli serbest abelyan gruplar ile sonsuz mertebeli devirli gruplarin yari direkt

carpiminin etkililigine dair kosullar1 belirlemislerdir.

Yar1 direkt carpimdan farkli olarak, [9] da 6nemli bir monoid genislemesi olan graf ¢arpimin
tireteg resimlerini belirlemislerdir. [10] da ise yar1 grup ve monoidlerin genel ¢arpimlarina
dair yeni monoid geniglemeleri ortaya koymus ve bu yeni monoidlerin bir takim cebirsel
(regiilerlik, invers olma vb. gibi) oOzelliklerine dair orijinal sonuglar tiiretmislerdir. Bu
konularla ilgili daha detayli bilgilere yukarida verilen kaynaklara ek olarak da [11-14] deki

kaynaklardan da ulasilabilir.



Bu tez ¢alismasinda monoid resimleri yardimiyla 6nemli bir monoid genislemesi olan Pieffer
carpiminin (devirli monoid, direct ¢arpim monoidi lizerinde) sunusunda yer alan bagmtilarin

saglamasi gereken Ozelliklere dair bir takim 6nemli sonuglar verilecektir.

Simdi tezin ileriki bdliimlerinde kullanabilmek amaciyla [15-18] kaynaklarindan

ulagilabilecek olan asagidaki bilgileri verelim.
1.1 BaziMonoid Yapilan

Devirli monoidler, direkt carpim ve yar1 direkt c¢arpim monoidleri, monoidlerin
schiitzenberger ¢arpimi, monodilerin Bruck — Reilly genislemesi, monoidlerin Peiffer
garpimi ve benzeri gibi monoidler lizerinde ¢okga calisilan yapilar olup tezimizin ilerleyen
boliimlerinde bu yapilara yer verilecektir. Tezimizin bu kisminda ise amacimizmonoid
yapilarinin daha iyi anlasilmasi acisindan az bilinen ama O6nem derecesi yiiksek olan
dikdortgensel bant (rectangular band) ve bi-devirli (bicyclic) monoidyapilarininiolusumuna

dair ¢aligmalar yapmaktir.
Tamm: A, B kiimeleri verilsin. M = Ax Biizerinde, her (a,,b,),(a,,b,) e M igin,

(a,,b)(a,,b,)=(a,,b,) ikili islemini tanimlayalim. Her (ai,bl),(az,bz),(ag,bg) e M icin,

M kiimesi bu isleme gore,

((ai’bl)(azibz))(as!bs)=(a1fb2)(a3!b3)=(a17b3)
(20,5)((3:0, ) (3:b5)) = (&, by ) (2, by ) = (3, b,

esitliklerini sagladigindan bir yar1 grup olusturur. Bu yan grubadikdorigensel

bant(rectangular band) adi verili. Bu yar1 grubun her (a,b) € M elamam
(a,b)? =(a,b)(a,b) =(a,b) esitligini sagladigindan idempotent elemandir.Ayrica her

(a,b), (a,,b,)eM icin(a,b)(a,,b,) =(a,b,) ve (a,,b,)(a;,b) =(a,,b) den bu yan
grubun degisme 6zelligine sahip olmadigi kolaylikla goriiliir.Boylece bu yart grubu diger

yart gruplardan ayiran 6nemli bir durum ortaya ¢ikar.Bu da dikdortgensel bantlarin her

elemaninin idempotent olmasina ragmen bu bantlarin degisme 6zelligine sahip olmadigidir.



Simdi dikdortgensel bant yardimiyla bir monoid 6rnegi olusturalim. M kiimesi{a}x{b, c}
kiimesi tlizerinde bir dikdortgensel bant olsun. Yani M ={(a,b),(a,c)} seklindedir.Bu
kimeden haraketle olusturulan M'={1,(a,b),(a,c)} kiimesini gbz  Onilinde

bulunduralim..Bu kiimenin asagida verilen tablodan haraketle bir monoid olusturdugu

kolaylikla goriiliir
1 (a,b) (ac)
1 1 (a,b) (a,c)
(a,b) (a,b) (a,b) (a,c)
(a,c) (a,c) (a,b) (a,c)

Boylece her eleman1 idempotent olan ama degismeli olmayan bir monoid 6rnegi ortaya

¢ikmis olur.

1.1.2 Tanim: N ={0,1,2,---}dogal sayilar kiimesini diisiinelim. Biliyoruz kia,b € N i¢in

a, a=
max{a,b}=
@b} {b, b>a
olarak tanimlanir. Bu tanimdan haraketle, a,b,c € N ig¢in,
max{a, max{b, c}} = max{a,b, c} = max{max{a, b},c},
a-+ max{b,c}=max{a+b,a+c},

max{b,c}=a+ max{b—a,c—a}

Ozelliklerinin saglandigi kolaylikla goriilir. Simdi M = Nx Nkiimesi tizerinde, her
(a,b),(c,d) € M igin,

(a,b)(c,d) = (a—b+ max{b,c},d —c+ max{b,c})

islemleri tanimlansin.



Buna gore her (a,b),(c,d),(e, f) e M igin,

((a,b)(c,d))(e, f) =(a—b+max{b,c},d —c+max{b,c})(e, )
=(a-b-d+c+max{d —c+ max{b,c},e}, f—e+max{d—-c+max{b,c},e})

(a,b)((c,d)(e, f)) =(a,b)(c—d + max{d,e}, f —e+max{d,e})
=(a—-b+max{b,c—d + max{d,e}}, f —e—c+d + max{b,c—d +max{d,e}})

esitlikleri elde edilir. Ayrica burada

—d + ¢ + max{d — ¢ + max{b, c},e} = max{max{b,c},e—d +c}
=max{b,c,e—d +c}
= max{b, max{c,e—d +c}}
= max{b,max{c—-d +d,e—d +c}}
= max{b,c —d + max{d,e}}

esitlikleri kolaylikla goriilir. Bu da bizi((a,b)(c,d))(e, f)=(a,b)((c,d)(e, f)) sonucuna

gotiirtir. Yani M bir yar1 gruptur. Bunlara ek olarak

(0,0)(a,b) = (0—0+ max{0,a},b—a+max{0,a})=(a,b)
(a,b)(0,0) = (a — b+ max{b,0},0 -0+ max{b,0})=(a,b)

Buda bize (0,0) e M elamaninin M nin birim elamani oldugunu séyler. Yani M bir

monoidtir.Bu monoide bi-devirli (bicyclic) monoid adi verilir. Bi-devirli monoidler (yar1

gruplar) ozellikle birlesmeli cebir alaninda uygulama Ornegi olmasi agisindan g¢okca

kullanilan bir yapidir.



2. MONOID SUNUSLARI

X kiimesi M monoidinin tirete¢ kiimesi olmak tizere bu kiimeden alinan elemanlarla elde
edilen pozitif kelimelerin kiimesi X ile ifade edilsin. Ayrica 1 eleman1 M monoidinin
birimi olmak tizere X* = X* U{l} icin M ye ait bir w kelimesi X kiimesinden secilen
elemanlar kullamilarak olusturulur. Ornegin M nin iireteg kiimesini X ={X, y} (iki

elemanl) olarak alalim. Bu durumda W,W, e X * kelimelerini W, = X2 yxyxy* ve

W, = y°x°y seklinde alabiliriz. Daha temel bir érnek iizerinde duralim. Mesela M monoidini
a clemanu ile tiretilen ve mertebesi 5 olan devirli monoid olarak secelim. Bu durumda M
monoidinin elemanlar1 1, a, @°, @® ve a* seklindedir. Dolayisiyla M ye ait biitiin kelimeler

1 a, a?‘, a3, a* elemanlarindan olusur.Eger M monoidini a elemani ile iiretilen sonsuz

mertbeli devirli monoid olarak secersek M monoidinin elemanlar1 1, a, az,---,a”,---

seklinde sonsuz tanedir. O halde M ye ait biitiin kelimeler 1, a, a%--.,a",- bicimindedir.

Bir M monoidinin iirete¢ elemanlart arasinda baginti olarak adlandirilan bazi 6zellikler
olabilir. Ornegin iirete¢ kiimesi X ={X, Yy} olan bir M monoidinin iirete¢ elemanlari
arasinda Xy = YX bagmtisinin var oldugunu diisiinelim. Bu bagint1 bize M monoidinin
degisme 6zelligine sahip oldugu sonucunu verir. Bu bagint1 sayesinde X ={X, Yy} iireteg
kiimesinden elde edilen bir W= Xx>yxyx’y*kelimesini W= x°y®haline getirebiliriz. Bir
diger 6rnek olarak da iirete¢ kiimesi X ={a} olan birM monoidinin a° =a* bagmntisina

sahip oldugunu diisiinelim. Boylece bu bagint1 sayesinde bu monoidin sonlu oldugunu

gorebiliriz. Ciinkii X ={a} iirete¢ kiimesine sahip monoidin elemanlarini olusturmak
istedigimizde bu elemanlarm 1, @, a* a’,a*,a’>=a’,a®=a’,a’'=a‘,a®=a’=a? -
seklinde kendini tekrar ettigini goriiriiz. Yani monoidimiz sadece 1, @, az,a3 ve a*

elemanlarindan olusan bir monoidtir.

Genel anlamda bagntilar R < X ™ x X" sembolii kullanilarak ifade edilir. Bu noktada

belirtmek gerekir ki verilen bir monoidin iirete¢ elemanlarin belirlenmesi ve bu iireteg

elemanlar1 arasinda ki bagintilarin ortaya konmasi zor bir siirectir. Tezimizin ilk



paragrafinda da belirtmis oldugumuz gibi biz bu siireci nemli bir monoid geniglemesi olan

Pieffer carpim {izerinden inceleyecegiz.

Simdi monoid sunusunu ifade edebiliriz. X tirete¢ kiimesi ve R bagint1 kiimesi olan bir M

monoidinin sunusu,
@ =[X:R]

seklinde gosterilir. Burada r, ve r_ifadeleri birbirinden farkli pozitif kelimeler olmak iizere,

X kiimesinden elde edilen bir r € R bagintisinin gosterimi r:r, =r_ seklindedir.

@ =[X :R] sunusu verilsin. Bu sunusunda yer alan iirete¢ ve bagmtilar yardimiyla

olusturulan monoidi M () ile gosterilim.

Simdi monoid sunuslarina ait bir takim 6rnekler verelim.

2.1.1 Ornek: n> k olmak iizere p = [X X" = X" ] sunusu mertebesi n olan ve X ile iiretilen
devirli monoidin sunusudur. Burada gsunusu ile iliskilendirilmis olan monoid

M (@) ={1,x, x%,--+, X"} seklindedir.

2.1.2 Ornek: X ile iiretilen sonsuz mertebeli bir monoidin sunusu ¢ =[x: ] seklindedir.

Burada g sunusu ile iliskilendirilmis olan monoid M () ={1, x, x*,- - } seklindedir.

2.1.3 Ornek: n>k ve s>tolmak iizere p = [x, yix"=x<, yt=x', xy = yx ] mertebeleri

n ve s olan ve sirasiylaX ve y ile iretilen iki monoidin direkt ¢arpimimin monoidinin

sunusudur. Ayrica %) sunusu ile iliskilendirilmis olan monoid

M (@) ={L X, X2, X", Vo y2, o, Yo, XY, XY 2, -+, X"y ' bigimindedir.

2.1.4 Ornek: x ve vy iirete¢ elemanlar olmak iizere ranki 2 olan serbest abelyan monoidinin

sunusu (o = [X, yixy= yx] seklindedir. Ayrica g sunusu ile iliskilendirilmis olan monoid

M (@) ={L X, X2, -+, Y, Y2, -+, Xy, Xy?, -- } bigimindedir.



2.1.5 Ornek: xve yiirete¢ elemanlar olmak iizere derecesi iki olan plactic monoidinin

sunusu o =[X, Y : XyX = yXX, yyX = yxy | seklindedir.

2.1.6 Ornek: xve yiireteg elemanlar1 olmak iizere one-relator (tek bagintili) monoid

sunusu oOrnekleri olarak g, = I:X, yixy? = nyy] ve g, = [x, yoxyx = yx* (K eZ*)]

verilebilir.

2.1Baz1 Onemli Monoid Genislemelerinin Sunuslari

Birinci boliimde de belirtildigi gibi M, A ve B monoidleri i¢in, bu monoidler arasinda

M | A= B olacak sekilde bir izomorfizma varsa M monoidine A nin B ile olan genislemesi

denir.Bu boliimde monoid alaninda tizerinde ¢ok ¢alisilan monoid genislemelerinden, yari
direkt carpim, schiitzenberger ¢arpim ve benzeri monoidlerin sunuslarina dair bilgilere yer

verilecektir.

A veB monoidleri verilsin. Her aecAveb,b,b, eBigin, 6:B—End(A),b 6,
seklinde tanimlanan € homomorfizmasi o, (9b2 (a)) =6, (a) esitligi saglansin. A ve B

nin yart  direkt carpimi, her (a.b).(a,,b,) e AxBsrali  ikilisi  igin,
(a.b)(a,.b,)= (a149bl (a,),bb, ) islemi ile tanimlanan bir kiimedir. Bu kiime verilen isleme
gore birim elemant (1,,1 ) olan bir monoiddir. Bumonoide A ve B nin yar: direkt ¢arpimi

denir ve Ax, B seklinde bir gosterime sahiptir [17].

2.1.1 Teorem [17] : @, =[X :R]ve @, =[Y :S]sunuslar1 igin A>j, B nin sunusu x € X

ve yeY olmak iizere, @, , :[x,Y ‘R, S, yx:(ey(x))y] bicimindedir.

Ave B monoidleri igin P < Ax B alt kiimesini diisiinelim. a < Ave b e Bigin

aP ={(ac,d):(c,d)e P} vePb={(c,db):(c,d)e P} olarak verilsin. A ve Bnin

schiitzenberger ¢carpimt (a,,P,,b,)(a,,P,,b,)=(a,a,, Pb, ua,P,,bb,)islemi ile belirlenen



Ax go(Ax B) x B kiimesidir. Ayica bu ¢arpim AOB seklinde bir gosterime sahiptir. Bu
¢arpim birim eleman: (1,,&,1;) olan bir monoiddir [19].

2.1.2 Teorem [19] :[X :R,]ve [Y : R, |sunuslar sirastyla A ve B monoidlerine ait olsun.
AOB carpiminin irete¢ kiimesi, xe X,yeY,ae AbeBigin,Z =X UY U‘{Za,b} kiimesi
olup, bagint1 kiimesi ise

RaRg, Z;b =Zapr Zapleg TZedaZap r XKap = ZaapXs Zapy = YZapy » XY =YX
seklindedir.

AveB monoidleri i¢in P < AxBalt kiimesi verilsin. Buna gore b e Bolmak iizere,

Pb={(a,db):(a,d)eP}(;arplmml ve acA b,b,b,eBigin, 8:B—End(A),b 6,

seklinde tanimlanan, 6, (Hbz (a)) =0,

s, (8) kosulunu saglayan 6:B — End (A)

homomorfizmasini1 goz oniinde bulunduralim. A ve B monoidlerinin yart direkt ¢carpim

altinda schiitzenberger carpiminin yeni versiyonu

(al,Pl,bl)(az,Pz,bz):(alﬁbl (az),ﬂbzuPz,blbz)islemi ile belirlenen Axp(AxB)xB
kiimesidir. Ayrica bu ¢arpim A0(B bigiminde ifade edilir. A0 B ¢arpimi (1,,9,1;)

seklinde birim elemana sahip olan bir monoiddir [20].

2.1.3 Teorem [20]: [X :R,]ve [Y : R, ]sunuslari sirastyla A ve B monoidlerine ait olsun.

Buna gore A0 B nin niireteg kiimesi, xe X, yeY, ae A, b e Bigin,
Z=XVUY u{zavb}kﬁmesi olup ve bagint1 kiimesi ise

2
RA’ RB' yX = (Hy (X) y)’ Za,b = Za,b’ Za,bzc,d = Zc,d Za,b ' Za,by = yza,by ’ Xza,b = Za,bx

seklindedir.

Ave B monoidleri verilsin. Anin endomorfizmalarinin kiimesi End(A) olmak iizere

f :BxB — Ave o:B— End(A)doniisiimleri, her b,b,,b, e Bve ae Aigin

P, (“bz (a)) f(b,b,)=f(by,b,)a, (a)ve



f(b,b,) f (bib,.by) =, (f (bZ’b3)) f (b, bjb,)
Kosullarim1 ~ saglasin. Ayrica beB ve PcAxB olmak iizere beBigin

Pb={(a,db):(a,d)e P}olarak verilsin. Bu durumda Anin B ile olan crossed (¢capraz)
carpimi altinda schiitzenberger carpiminin yeni versiyonu
(ai,la,bl)(a?,Pz,bz):(alabl(az) f (bl,bz),PlbzuPz,blbz) esitligiyle belirlenen
Axo(AxB)xB kiimesidir. Ayrica A #] B bigiminde bir ifadeye sahiptir. Bu ¢arpim

(1,,.,1;) seklinde birim elemana sahip olan bir monoiddir [21].

2.1.4 Teorem [21]: [X:R]ve [Y:S] sunuslar sirastyla A ve B monoidlerinitemsil
etsinler. Bu durumda A #' B monoidinin ¢arpiminin sunusunda yer alan iirete¢ kiimesi,
xe X,yeY,ae AbeBigin,Z=XUY u{za‘b} kiimesi olup ve bagmnt1 kiimesi ise W,,
X iizerinde kelime olmak iizere,R, S =W,,yx=a, (X)y V25 =Zapy ZapZog = ZogZap

Z,pY = YZap, V€ XZ,, =Z,,X seklindedir.

A monoidi igin®: A— A bir endomorfizmasi verilsin. AyricaN°x AxN° iizerinde,
(m,a,n)(p,b,q):(m—n+t,t9t*"(a)@t*p(b),q— p+t)islemi tanimlansin. Burada
t =max(n, p) seklindedir. N° x Ax N°kiimesibu isleme gore birim eleman1 (0,1,,0) olan
bir monoiddir ve bu monoid S (A, 8)ile gosterilir. Bu genisleme Bruck — Reilly genislemesi
olarak adlandirilir [19].

2.1.5 Teorem [19]: A monoidinin sunusu [X :R]olsun.d : A— Aendomorfizmas: igin
S(A @) monoidinin sunusu, a ve b ler sirastyla (0,1,,1) ve (11,,0) elemanlarimni temsil

etmek iizere,[ X,a,b :R,ab=1,ax=0(x)a,xb =bf(x),x € X |seklindedir.



3. MONOID SUNUSLARINA GEOMETRIK BIiR BAKIS

3.1 Atomik Monoid Resimler

Bu boliimde, monoid resimleri ve monoid resimlerinden elde edilen squier graflar ile ilgili
bir takim tanimlamalar yapilacaktir. Bu kisimda verilen tanim ve bilgilere [1-8],[13-14] ve

[24] gibi kaynaklarindan ulasilabilir.

Bir M monoidi verilsin. Ayrica bu monoidin sunusu p:[X,S] bi¢iminde olsun. Bu M
monoidinin X iirete¢ kiimesinin elamanlar1 kullanilarak elde edilen F (X ) serbest monoidini
distinelim. P,R eF(X) kelimelerini ve s:s,=s €S (¢=11)bagntis1 icin M monoidi
tizerinde tanimlanan atomik monoid resmi, Sekil 3.1 de gosterildigi gibi cizilen,

b= ( P,s, ¢, R) seklindeki bir sirali dortliidiir.

Sekil 3.1: Monoid Resmi

Sekil 3.1 de verilen atomik monoid resminde &=1 olarak alindiginda pozitif disk,

¢ =—1olarak alindiginda ise negatif disk, biciminde adlandirilir.
3.1.1 Ornek: Simdi bir pozitif disk 6rnegi verelim. Bunun igin sol ve sag kenarlara yazilacak
olan kelimeleri sirasiyla Xyz ve xy’olarak alalim. Ayrica s:s,=S__ €S (¢==1)

bagintisini da & =+1 icin a’b =b%a seklinde segelim. Bu durumda atomik monoid resmimiz
B=(xyz, a®b=Dba, +1, xy*)dértliisii olarak ifade edilir ve gizimi Sekil 3.2 de verildigi

gibidir.
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| N

Sekil 3.2: Pozitif Resim

3.1.2 Ornek:Simdi bir negatif disk rnegi olusturalim. Bunun icin 3.1.1 Ornekte verilen

atomik monoid resmini diigiinelim. Bu resim de eger £ = —10larak alinirsa
p= (Xyz, b*a=a’b, —1, Xy2 ) seklinde atomik monoid resmi elde edilir. Bu durumu

geometrik olarak Sekil 3.3 te verildigi gibi ¢izebiliriz.

Vi

v
¥

v

v

Sekil 3.3: Negatif Resim

3.2 Squier Graflar

Bu kisimda atomik monoid resimlerinden hareketle graf elde edecegiz. Bunun i¢in Sekil 3.1

de verilen S :(P,S,g, R)atomik monoid resmini diisiinelim. Bu resimden hareketlebir T’

grafini, kenar elemanlart [ = ( P,s, ¢, R) strali dortliisti olmak tizere;
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S kenarmnin giris fonksiyonu ¢ ( Jij ) =Ps.R
S kenarmin ¢ikis fonksiyonu 7 ( Jij ) =Ps R

B kenarinin ters fonksiyonu g7 =(P,s,—¢,R)

tanimlamalarindan hareketle olustururuz. Olusan bu grafa Squier graf ad1 verilir.

3.2.1 Ornek: ﬂ:(xz, ab=b%, +1, yz) ve gt :(xz, ab="b%, -1, yz) stirali dortliileri ile

verilen atomik monoid resimleri i¢in

Sekil 3.4: Squier Graf

Sekil 3.4 de verilen resimleri ¢izebiliriz. Bu ¢izimlerden yola ¢ikarak I'squier grafinin, #
kenari igin giris ve ¢ikis fonksiyonlarmm:(8)=x*abyzve z(8)=x’b’cyz oldugu
kolaylikla gériiliir. Benzer sekilde B~ kenari igin giris ve ¢ikis fonksiyonlari z( Y’; ) = x’b®cyz

ve 7(8)=x’abyz seklindedir.

12



Bir T"squier grafinda verilen g, S,, ..., #, atomik monoid resimlerini diisiinelim. Eger bu

resimler arasinda 1<i<niginz (5 )=1(p,, )kosullar1 saglamyor ise pf,...5, atomik

monoid resimlerinin bir araya getirilmesi ile bir P yolu olusur. Bu durumu asagida verilen

ornekle agiklayabiliriz.

3.2.2 Ornek: Ureteg kiimesini X = {X,y} ve bukiimenin elemanlar1 ile elde edilen's bagint:

kiimesini{x** = x*, xy = yx} olarak ele alalim. Bu durumda bu bagint1 ve iireteg elemanlarini

kullanarak ortaya birgok cesitli yol érnekleri verebiliriz. Ornegin bu yollardan bir tanesini

= ]
B,
y

1

X
\ 7

/}
JEe
) Q/

/\/

Sekil 3.5: Yol Resmi
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Burada ﬂlz(l, x% :xk,+1,y) A :(x"’l, Xy = yx,+1,1) . B :(x"’z, xy:yx,+1,x) ,

B, = (XZH, yX =Xy, —1,1) bigimindedir. Boylece bir P yolu f,,....3, den olusur.

3.2.3 Tamm: g3, f,,...., 5, ile ifade edilen atomik monoid resimlerini diisiinelim. Eger

P= ,81,32....,3” yoluigin () =7(f,) oluyorsa bu P resmine kiiresel monoid resmi denir.

Eger 1(f)) # 7(f,) ise elde edilen bu resme kiiresel olmayan monoid resmi denir.

324 Ornek: M;xM, direkt carpm igin g, :[ xy,x=x, y=y' xy= yx]

sunusunu diisiinelim. Boylece bu sunustan elde edilen kiiresel olan ve kiiresel olmayan

monoid resimlerine 6rnek olarak Sekil 3.6 da verilen resimleri diisiinebiliriz.

a) Kiresel Resim b) Kuresel Olmayan Resim

Sekil 3.6: Kiiresel Olan ve Kiiresel Olmayan Resim Ornegi
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3.2.5 Tanim: X iireteg ve S bagint1 kiimesi olan bir M monoidinin sunusunungO:[X,S]
oldugunu biliyoruz. Bu sunustan elde edilen I' =T(¢) squier grafim diisiinelim. Bu grafta
yer alan g, ve S, iki atomik monoid resmi i¢in asagidaki 6zellikler gegerlidir.

i) BB, ciftini silme.

i) BB, " ciftini ekleme.

i) (BLa(B)@(B)S,)atresmi (8,.(L,))((B)zH,) alt resmi ile yer degistirme.

By

BB,

Buradaiii)durumu Sekil 3.7 ile gosterilmistir.
B,
(BB, 4 7[ %

Bz(p,)
(6.5, —+
52 ﬂl

Sekil3.7: Monoid Resimleri Uzerinde Islemler

3.2.6 Tammm: Iki kiiresel resimden biri digerinden sonlu sayida i), i), iii) islemlerinin
uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa bu iki kiiresel resme denk kiiresel resimler denir. Bu
denklik bagmtistyla olusturulan I' grafina ¢ sunusunun squier kompleksi denir ve D(g)

ile gosterilir.

Verilen bir monoid geniglemesinin bagntilarin1 belirlemek bazen ¢ok zor olabilir. Bu
belirsizligi ortadan kaldirmak i¢in baz1 metotlar ortaya koymaniz gerekebilir. Bu baglamda
asagida verilen ve Pride [2] tarafindan ortaya konulan teorem bagmtilardaki belirsizligi

ortadan kaldiran 6nemli yontemlerden biri olarak kabul edilir.
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3.2.7 Teorem [2]: A kiimesi g sunusuna ait resimlerin bir alt kiimesi olsun. ¢ sunusunda

tanimlanan bagintilara yardimiyla elimizde var olan biitiin kiiresel resimleri bos resme denk

oluyor ise A kiimesi D(g) nin iirete¢ resimlerinin kiimesidir.
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4. MATRISLER VE KURESEL RESIMLER YARDIMIYLA iKi
RANKLIABELYAN MONOIDLERIN YARI DIREKT
CARPIMININ BELIRLENMESI

Ave B monoidleri verilsin. 2. Boliimde yer alan 2.2.1 Teoremde bu monoidlerinyar: direkt

carpiminin  sunusu yer almaktadir. Dikkat edilirse bu sunustad:B — End(A)

homomorfizmas1 ve bu homomorfizmaya bagl olarakta yx=(¢9y(x))ybag1nt11ar1 yer

almaktadir.Bu boliimdeki esas amacimizbu bagintilari ranki iki olan serbest abelyan
monoidler i¢in matrisler ve kiiresel resimler yardimiyla belirlemektir.Bu boliimde elde

edilen sonuglara [7-8] de verilen kaynaklardan ulasilabilirdir.

F, veF,ranki iki olan serbest abelyan monoidler olsunlar. Ayrica F, veF,nin sunuslar

sirastyla

P =[X0 % X% = X% [ve e =[ V1, Y, : VoY, = VoY ]

olarak verilsin. Ranki iki olarak segitigimizden her bir monoidimiz i¢in

Ml:{au a12:|V€M2:|:ﬂll ﬂ12i|
2x2

Ay Oy By B (4.1)

matrislerini diistinelim. Monoidler iizerinde calistigimizdan burada

s Oy, Oty Ogyy Prys Pros Bory Py € 2 {0} seklindedir.Bu durumdaF, x4 F, yar1 direkt

carpiminin sunusu i¢in asagidaki teoremi verebiliriz.

4.1 Teorem [7]: F, ve F, monoidleri sirastyla ¢ =[X1, X, o XX, = X2X1] ve

£k, :[yl, Yo Vi, =Y, yl] sunuslarina sahip olsunlar. Ayrica M;M, =M, M, esitligi

saglansin. Bu durumda M = F, x4 F, yar1 direkt carpiminin sunusu, her

Qs Ay Ooys Oy Poys Bios By Pop € 27 O{0}igin,
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M :[Xl’XZlyliyz: X1X2 :X2X1 , ylyZ yZyl , y1X1 Xl all 0512
y2X1 )(1ya21 0522’ y1X =X yll ’ y2X =X ylzl ﬂzz]

seklindedir.

Ispat : o =[X,%, 1 %% =XX%] ve ©¢ =[Y,Y,: V1Y, =Y, Y;] sunuslarmni diisiinelim. Bu

durumda 2.2.1 Teoremden F, ile F, nin yaridirekt ¢arpiminin sunusu

O =D0%0 Y0 Yo T X% =X VY, = YoV VX = %6, (Y1),
YiXo =%, xz(yl)’ Yo X =% xl(y2)1 Yo%, :XZQXZ(yZ) ]

Seklindedir. Burada
6: F,— EndF,

X =6

X, = ‘9x2

homomorfizmasi seklindedir. Simdi(4.1) de verilen M, ve M, matrislerini diisiinelim. Bu

matrislerin bilesenleriyle olusturulan

9 (yl) 1“11 A ’ (yz) 1“21 Ay 1 9 (yl) 1 f.LZ ’ 9 (yz) 1/321 522

dontisiimlerini diisiinelim. Serbest abelyan monoidler degisme 6zelligine sahip oldugunda

bu matrisler arasinda da degisme 6zelliginin yani M;M, = M,M, esitliginin saglandig1 bize

teoremde verilmis oldugundan
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M.M. = {an a12:| {ﬂn ﬂ12:| _ [,311 ,312} {all a12} VRY
My = = = 2Vly
Q. Oy |, Bu P %2 B B oo L&21 @2 |y

|:ﬂllall + B0y Py, + B, }

DOy + BryClyy Porlyy + Py,

N |:allﬂll ta,fy B, +a,fy }

Py + 01 Oy Py + oy Py

= ayfu+afy = Puc+ Py
i+ P = Pu; + Py
P+ = Loty + Bl
P+ 0Py = PorOiy + Pty

Esitlikleri elde edilir. Simdi segtigimiz bu donilisiimiin yar1 direkt ¢arpim genislemesi
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in kiiresel monoid resimlerini kullanacagiz. Kiiresel monoid
resimleri olusturabilmemiz i¢in sunusumuzda yer alan XX, =X,X Ve VY,Y,=VY,Y,
bagintilarini diigiinelim. Bu bagintilardan  y,X,X,, ¥,XX,, Y;Y,X Ve V,Y,X, ¢akigsmalar1 elde

edilir. Bu gakismalardan sirasiyla Sekil 4.1-4.4 deki lireteg resimleri ortaya ¢ikar.
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Bt

¥
X, VX, =XV Ve
f X,
- 3 Dl
Y =X, Sacy o Fy o
Mo
oy E >
MW
X,
Yk, =¥

[} '|_ -

I
!

Sekil 4.1: y,x X, Cifti ile Belirlenen Ureteg Resmi
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1 X .
Yo ‘
X
P

B4

VX =X,

it
Pty L Pty
— A1 4“2 yl y2

ylxl _xl 1 y2 >

By 5, P

> l 2
X 1

ViV, = Vo

By + Bty Parcty + Pyt

1 2

MM, =M,M,
X 2
Uy 11+ oy Gy o+ Poo
Y1 >

(yﬁ]}’f]: )a21 ( lﬁz]yég:z )a21

)

>y,

—/—>yz

Sekil 4.2: y,x x,Cifti ile Belirlenen Ureteg Resmi
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B

Yi¥a = Yai
M1 4,%2
yl yz ylany;‘zz
X

Y
_’

Y

Sekil 4.3: y,y,x Cifti ile Belirlenen Ureteg Resmi
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Y2 = Yo

)
>

Sekil 4.4: y,y,%, Cifti ile Belirlenen Ureteg Resmi
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Sekil 4.1-4.4 ¢izilen biitiin resimler kiiresel oldugundan ,, sunusu igerisinde seg¢tigimiz

Hxl(y1): 7 9X1(y2)= 7 exz(yl): Yt 2ﬁ12 ’ sz(yz): ylﬂ21 zﬂ22 dontistimi
F, ve F, serbest abelyan gruplar1 i¢in yar1 direkt ¢arpim genislemesi olarak ortaya gikar.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. MONOIDLERIN PEiFFER CARPIMININ GEOMETRIK YONDEN
INCELENMESI

Sar1, K [23] de kiiresel monoid resimlerini kullanarak verilen sonlu iki devirli monoidin
Peiffer ¢arpimina dair bir takim 6nemli sonuglar ortaya koymuslardir. Biz ise bu boliimde,
kiiresel monoid resimleri yardimiyla, ilk 6nce, A iki sonlu devirli monoidin direkt ¢arpim
monoidi ve B de verilen bir sonlu devirlimonoid olmak iizere A ile B nin Peiffer
carpiminiolusturma kosullar1 iizerinde duracagiz. Daha sonra ise hem kiiresel monoid
resimleri hem de matrisler yardimiyla ranki iki olan serbest abelyan monoidlerin olusturdugu
Peiffer ¢arpimu ile ilgili ¢alismalar yapacagiz. Bu kisimda yer alan biitiin teoremler yeni olup

tarafimizdan ortaya konmustur.

5.1 Pieffer Carpim

Simdi Oncelikle verilen iki monoidin Peiffer ¢arpimui ile ilgili bilgiler verelim. Ave K
monoidleri  verilsin. aceAvekeK  olmak lizere, AxK  c¢arpmi igin

(a,k)>a* eAve (a,k)—~k? eK hareketlerini tanimlayalim Syle ki burada

(ak)k' =a% (k" e K) ve (k})¥ =k® (a’ e A)esitlikleri saglansin. Ayrica bu hareketlere

bagl olarak
ka = ak?® ve ak = ka*

bagintilarin1 goz Oniine alalim. Bu bagmtilardan hareketle ¢ A= [X:R]ve g, =[Y:S]

sunuslari sirasiyla A ile K monoidlerinin sunuslar1 olmak iizere, X € X vey €Y igin

Paak =X RS, xy = yx, yx = xy*1(5.1)

sunusu ile temsil edilen monoide A ile K nin Peiffer ¢arpimi denir. Ayrica bu monoid
Ap><Kile gosterilir. Bu carpim ile ilgili detayli bilgilere [23-24] kaynaklarindan

ulasilabilir.
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Ates, F [22] de (5.1) de verilenx’ ve y*hareketlerini belirleme amagli cebirsel yonden
ikinci homolojiyi kullanarak gruplar iizerinde ¢esitli galismalar yapmislardir. Sar1, K [23] de
ise (5.1) de verilen XY ve y* hareketlerini devirli monoidler iizerinde tanimlayabilmek icin

kiiresel monoid resimlerini kullanmiglardir. Biz ise bu kisimda sonlu devirli monoidlerin,

direkt ¢arpim monoidlerinin ve ranki iki olan serbest abelyan monoidlerinin Peiffer

carpimuinda yer alan x” ve y* hareketlerini belirleme amach ¢alismalar yapacagiz.

5.2 Sonlu Devirli Monoidlerin Direkt Carpim Monoidi ile Sonlu Devirli Monoidlerin
Birlikte Olusturdugu Peiffer Carpim

A mertebelerim, ve m, olan iki devirli monoidin direkt carpim monoidi olmak iizere A nin
k k: . .-
sunusu @A:[Xl' Xo :lel =X, ng =X, XqXo = XoXg ]olarak verilsin. Ayrica K monoidi sunusu

[on :[y:yn =yS]$eklinde olan bir devirli monoid olsun. Burada amacimiz A ile K nin

Peiffer ¢arpim sunusunu elde etmektir. Bunun igin

a X X2 Db
2 Yy 2oy (o ey bpent)

hareketlerini diistinelim. Bu durumda (5.1) den hareketle A ile K nin peiffer ¢arpim sunusu

k,

Ppoak =00 X Y IXE =X, X2 =X, XX = X%, Y =Y°, (5.2)
XY =YX, XY =YX, VX =Xy, YK, =X,Y]

olarak elde edilir.

(5.2) de verilen sunusunda yer alan biitinm,,m, , k;, k, ,n,s, a,,a,, bl, b2 ezt sayilari igin

bir monoid genislemesi olugmaz. Simdi bir monoid genislemesi olusturmamiza yarayan ve

bu sayilarin saglamasi gereken 6zellikleri ortaya koyan asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.1: (5.2) de verilen g, _, sunusunun A ile K monoidlerinin Peiffer ¢arpiminin

sunusunu temsil edebilmesi igin gerek ve yeter sart ;
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blml = blkl (mod n-5s) , a1n

b2mz = b2k2 (mod n-s) , a2n = azS (modm, —k,)

a> (mod m, —k,)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki ¢, .. sunusu A ile K mn Peiffer carpimini temsil etsin. Simdi bu
sunusta bulunan X™ =x , XZ=X2, XX =XX, Y =Y, XYy=yx*,
XY =YyxX2 , yx, =XY», YX, =X, y* bagmtilarini diisiinelim. Bu bagintilardan;

XY, Xt Y, VXY, YT YT, XY XY XX, VXX, cakismalarin elde

ederiz. Dolayisiyla asagida verilen tiireteg resimlerini elde ederiz.
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Sekil 5.1: x,™y Cifti ile Belirlenen Urete¢ Resmi

28




x’.l
YA
/V
-
x..
< xazkz
) 2
AT .
AN
my ky
)C2 —x:
a:m:
2
% 1

Sekil 5.2: x,™y Cifti ile Belirlenen Ureteg Resmi
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Sekil 5.3: yx," Cifti ile Belirlenen Urete¢ Resmi
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Sekil 5.4: yx,™ Cifti ile Belirlenen Urete¢ Resmi
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Sekil 5.5: y"x, Cifti ile Belirlenen Urete¢c Resmi
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Sekil 5.6: y"X, Cifti ile Belirlenen Urete¢c Resmi
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Sekil 5.7: x,y" Cifti ile Belirlenen Urete¢ Resmi
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Sekil 5.8: X,Y" Cifti ile Belirlenen Urete¢ Resmi
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Sekil 5.9: x,x,y Cifti ile Belirlenen Ureteg Resmi
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Sekil 5.10: yx x, Cifti ile Belirlenen Urete¢ Resmi
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Amacimiz Sekil 5.1-Sekil 5-10 da verilen biitiin iireteg resimleri kiiresel hale getiren

kosullar1 ortaya koymaktir. Bunun i¢in ilk 6nce (5.2) de verilen sunusumuzda yer alan

gk

X" = Xlkl ve X;' = X'Z(2 bagintilarini diigiinelim. Bu bagintilardan dan X*™ = X** ve
ngml = X§2k2 esitlikleri elde edilir. Boylece X,"™Yy ve x,™Vy giftleri ile belirlenen ve
Sekil 5.1 ve Sekil 5.2 de verileniireteg resimleri kiiresel hale gelir. Simdi yx,™ ve yx,™

ciftleri ile belirlenen Sekil 5.3 ve Sekil 5.4 de verileniirete¢ resimleri ele alalim.Bu

kg byt b|2<2 bgnz
resimlerin kiiresel olmasi i¢in Yy =Y ve Y =Y esitlikleri saglanmalidir.

Bu esitliklerin saglanmasi i¢cin Y" = y° bagitisini diisiinerek blml = blki (mod n-s) ve

bzmzsbzkz (mod n—s) denklikleri elde edilir.Simdi Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 y1
diisinelim.Elimizde y" =y® bagmntist var oldugundan ybls = ybln ve ybzs = yb2n

saglanir.Buda bize bu resimlerin kiiresel oldugunu soyler. Sekil 5.7 ve Sekil 5.8 de verilen

ve XY" ,XY" ciftleri ile belirlenen iirete¢ resimlere baktigimizda ise kiiresellik igin

S n s n
8 a a," M _ vk yM _ yke
X7 =X ve X 2 = X9 2 esitlikleri saglanmalidir. O halde UEX0 K X

bagntilarindan hareketle & = a (modm, —k) ve a) = a;, (modm,—k,) denklikleri

elde edilir.Son olarak 5.9 ve Sekil 5.10 de verilen iirete¢ resimleri diisiindiigiimiizde

XX, = X, X, bagintis1 yardimiyla kiireselligin saglandigini kolaylikla goriiriiz.

Kabul edelim ki

™ = b% (mod n—s) , a’= a’ (mod m,—k)

by = b2kz (mod n-s) , a, = a, (modm, —k,)

bagintilarisaglansin. O zaman Sekil 5.1-Sekil 5.10 da verilen biitiin resimlerin kiiresellgi
saglanmis olur. Buda bize (5.2) de verilen sunusun Peiffer carpimi temsil ettigini sdyler.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5.3 Ranki Iki Olan Serbest Abelyan Monoidlerin Olusturdugu Peiffer Carpim

Bu béliimdeamacimiz ranki iki olan serbest abelyan monoidlerin Peiffer ¢arpimina ait olan

bagintilar1 matrisler ve kiiresel resimler yardimiyla ortaya koymaktir.

A ve Kranki iki olan serbest abelyanmonoid olmak iizeresirasiyla

Pa=[%0% 1 XX = XX [ve @ =[ Y1, Vot Vi¥o = Yo Yi]

sunuslarina sahip olsunlar.Ranki iki olarak ele aldigimizdan dolay1 asagida verilen 2x2

tipindeki

c, C d, d
Mlz{aﬂ a12}M2:{En Elz}, Nl:{ 11 12}V8N2={ 11 12} (5.3)
a, a, b1 Mo Cy Cp d21 d22 2x2

matrislerini  diistinelim. Monoidler {izerinde ¢alistigimizdan kelimelerimiz pozitif

kelimelerden  olusmalidir. O  halde burada a, a,, a,, a,, b, b,, by, b,

Ciys Cis Cops Cp, Oy, Ay, dyy, dy, €Z7 U{0}olmahidir. O halde  asagidaki  teoremi

sunabiliriz.

5.3.1 Teorem: Ave K monoidleri g, = [X1 X, o X X, —X2X1] Ve o, = [yl,yz VY, = yzyl]

sunuglarina sirasiyla sahip olsun. Ayrica (5.3) de verilen M;,M,, N, ve N, matrisleri i¢in
MM, =M,M, ve N;N, =N,N, esitlikleri saglansin. Bu durumda A ile K nin Peiffer

garpiminin sunusu, her

s 1y, 8y By By, B, by, by C C1s Cpps Cyyy Cop,0yy, Oy, dyy, dy, € Z7 U{0} igin

Proac =040 % Y0 Yo T XK =X0X 0 YYo= VoY o Yok XM“ V22 | Y X =X Yy
YiXp =X y11y2 » ¥oX b21 bzz » XY= ylxlcnxqz
2y1 ylxlzlxczz X1y2:y2X111X3121 2y2 y2X121Xd22]

seklindedir.
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ispat :Ave Kmonoidleri ¢, :[Xl’ X XX = X2X1] ve g :[Yp Yo V1Y, = yzyl]

sunuslarina sahip oldugundan(5.1) den hareketle A ile K nin Peiffer ¢arpiminin sunusu

K = [X1’ X0 Y Yoo XX =XX, YiYo =Y, ¥ YiX = X1y1X1 y YiXo = )(23/1)(2
Yo Xo =X Yo Yo X = XY, XY, = Yot (5.4)
XY =YXt XY, = YoX 7 XY, = Yo%, ]

seklindedir. Burada

X A alz X ba1 /B2

a. a.
Y =Y ' y1 3/11 yz =YY Y =YY

lel _ chll X;'lz ’ XZY1 — X1021 X(2322 ’ X1YZ X111 Xdlz Xzyz X121 Xdzz

hareketlerini diisiinelim. Boylece (5.4) de verilen sunus

Proa =X X0 Y Yo 0 XX =X, VY, = yzyl Y =XYYL Y X =X Y
VX, =X VYRR YL X, =X VR Y b22 L XY= y1x°“x012 (5.5)
XY= YOG L X Yo =YX XY, =Y, X ]
haline gelir.Simdi biitiina,,, a,,, 8, &,,, b,, b,, b, by, ¢, €5, C,y, Cpp, dyy, dpy, d,y,
elemanlariigin (5.5) de verilen sunusun M,;M, =M,M, ve N,N, = N,N, esitlikleri altinda

monoid genislemesi olusturduguna bakalim. Bunun i¢in

XX = XX 0 VYo = VoY o VX =XYEYSR L Yo Xe = XY YeR L YKy =X Vit Yo?

d11 d12

b. d d
YoXo =X Vi Yo%, XY = Vi Xe? X, ¥y = VPR L XY, = Yo X U Xg, 2y2=yleﬂxzﬂ

bagintilarin1 diisiinelim.Bu bagintilardan;

YiXiXo o YoXiXo o X Y1Yo s XoViYar XX ¥i XX Yo V1Yo Xy ViYa X, cakigmalarini elde
ederiz. Ayrica M;M, =M,M, ve N,N, = N,N, den hareketle
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a11b11 + a12b21 = b11a11 + b12a21 C11d11 + ClZle = d11C11 + d12C21

a11b12 + a12b22 = b11a12 + b12a22 C11d12 + C12d22 = d11C12 + d12C22
a21b11 + a22b21 = b21au + bzzam C21d11 + C22d21 = d21C11 + d22C21
a-21b12 + azzbzz = D3, + bzzazz C21d12 + Czzdzz = d21C12 + dzzczz

esitliklerine ulasiriz.

Simdi Y, X X,, Y,XX,, Y;Y,% Ve Y, Y,X, cakismalarini diisiinelim. Bu ¢akismalardan elde
edilen iireteg resimler &, =, &, = p,, 8, =y, 8y =y, Ve b, =4, 0, =4,

b,, = B, b,, = B,, 0larak alinirsa, 4. Bolim de verilen Sekil 4.1- Sekil 4.4 deki resimler
ortaya cikar.

Simdiise X Y,Y,, X,¥,Y,, X XY, V& X X,Y, cakismalarin1 diisiinelim. Boylece asagida

verilen resimleri elde ederiz.
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Sekil 5.11: xY,Y, Cifti ile Belirlenen Urete¢ Resmi
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Sekil 5.13: X,X,Y, Cifti ile Belirlenen Ureteg Resmi
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Dikkat edilirse Sekil 5.11, Sekil 5.12, Sekil 5.13 ve Sekil 5.14 de verilen biitiin {irete¢
resimleri kiiresel resimdir. Dolayisiyla (5.5) de verilen sunusumuz A ile K nin Peiffer

carpimini sunusunu temsil eder. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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SONUC
Bu tezimizde bizler verilen iki sonlu devirli monoidin direkt ¢carpim monoidi ve verilen bir
sonlu devirli monoidin Peiffer Carpim olusturma kosullari ile ilgili ¢alismalar yaptik. Ayrica
matrisler ve kiiresel resimler yardimiyla Peiffer ¢arpim monoidlerinin kiiresel olma
durumlarin1 ve bu monoidleri kiiresel yapan bagintilar1 nasil bulacagimizi ortaya koyan

yontemleri belirledik.
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