T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

TEKTERIMLI EGRILERIN TEGET KONILERININ MINiMAL
SERBEST COZULUMLERI

ESRA EMINE ZENGIN

DOKTORA TEZi

Jiiri Uyeleri :  Dr. Ogr. Uyesi Pinar METE (Tez Danismani)
Doc. Dr. Saban GUVENC
Dog¢. Dr. Seher TUTDERE KAVUT
Doc. Dr. Mesut SAHIN
Dr. Ogr. Uyesi Celal Cem SARIOGLU

BALIKESIR, OCAK - 2022



ETiK BEYAN

Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak tarafimca
hazirlanan “Tekterimli Egrilerin Teget Konilerinin Minimal Serbest Coziiliimleri” baslikli
tezde;

- Tiim bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ergevesinde elde ettigimi,

- Kullanilan veriler ve sonuglarda herhangi bir degisiklik yapmadigimi,

- Tim bilgi ve sonuglar1 bilimsel arastirma ve etik ilkelere uygun sekilde sundugumu,

- Yararlandigim eserlere atifta bulunarak kaynak gosterdigimi,

beyan eder, aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.

Esra Emine Zengin



Bu tez calismas1 Bahikesir Universitesi tarafindan BAP 2017/108 nolu proje ile

desteklenmistir.



OZET

TEKTERIMLIi EGRILERIN TEGET KONIiLERININ
MINIMAL SERBEST COZULUMLERI
DOKTORA TEZi
ESRA EMINE ZENGIN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK éNABjLiM DALI
(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESI PINAR METE)
BALIKESIR, OCAK-2022

Bu tezde, Gorenstein tekterimli egriler durumunda, 4-boyutlu afin uzayda, teget koninin
minimal serbest ¢oziiliimiinli ¢alisiyoruz. Tam kesisim olmayan Gorenstein tekterimli
egriler i¢cin 5 minimal iiretecli teget koninin, agik minimal serbest ¢oziiliimii verilmektedir.
Yine, Betti sayilarinin (1, 5, 5, 1) ve (1, 5, 6, 2) oldugunu belirledik. Bunu ispatlamak i¢in
teget koninin tanimlayan idealinin bazi durumlarda bilinen minimal iireteglerini ve
literatiirdeki Buchsbaum-Eisenbud teoremini kullaniyoruz. Daha sonra, bu egri aileleri i¢in
teget koninin Hilbert fonksiyonunu veriyoruz. Ayrica, teget konisi Cohen-Macaulay
olmayan bazi Gorenstein tekterimli egri ailelerinin tanimlayan ideallerinin standart
bazlarin1 baz1 kosullar altinda hesapliyoruz. Bu bazlar kullanarak, bu egri ailelerinin
indirgenmis Hilbert serilerini veriyoruz.

ANAHTAR KELIMELER: Gorenstein tekterimli egriler, teget koniler, minimal serbest
¢oziiliimler
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ABSTRACT

MINIMAL FREE RESOLUTIONS OF THE TANGENT CONES
OF MONOMIAL CURVES
PH.D THESIS
ESRA EMINE ZENGIN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. PINAR METE )
BALIKESIR, JANUARY - 2022

In this thesis, we study the minimal free resolution of the tangent cone in 4-dimensional
affine space, in the case of Gorenstein monomial curves. The explicit minimal free
resolution of the tangent cone with five minimal generators is given for the non complete
intersection Gorenstein monomial curves. Also, we determine the possible Betti sequences
are (1, 5, 5, 1) and (1, 5, 6, 2). In order to prove this result, we use known minimal
generators of the defining ideal of the tangent cone in some cases and the Buchsbaum-
Eisenbud theorem in the literature. Then, we give the Hilbert function of the tangent cone
for these families of curves. Moreover, under some conditions, we compute the standard
bases of defining ideas of some families of Gorenstein monomial curves whose tangent
cones are not Cohen-Macaulay. Using these standard bases, we give the reduced Hilbert
series of these families of curves.
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1. GIRIS

Minimal serbest ¢oziiliim N dogal sayilar1 veya N" ile derecelendirilen bir halka tizerindeki bir
derecelendirilmis modiil ile iligkili bir invaryanttir. Degismeli cebir ve cebirsel geometrideki
pek cok invaryant (degismez), serbest ¢coziiliimler ile tanimlanabilmektedir. Bu sebeple, serbest
coOziilimler ana calisma konularindan birisidir. Kullanigh bir ara¢ olmasindan dolayi, cebirsel

geometri, hesapsal cebir, invaryant teori, sayilar teorisi gibi bir ¢ok alanda uygulamalar: vardir.

Bir modiiliin bazi, halka iizerinde lineer bagimsiz olan bir iirete¢ kiimesidir. Maalesef,
boyle kiimeler cok nadirdirler. Bu nedenle, bazlar yerine minimal iirete¢ sistemlerini
diisiinmek zorunda kaliriz. Ancak, iiretegler bir modiiliin yapist hakkinda bize ¢ok az bilgi

verebilmektedir.
Temel soru: Bir modiiliin yapisini nasil tarif edebiliriz?

Invaryant teorideki uygulamalardan motive olarak, Hilbert, 1890 yilindaki iinlii makalesinde
[1] bir sonlu iiretilmis modiille, bir serbest ¢oziiliimii iligkilendirme fikrini ortaya atmistir.
Hilbert’in temel fikri, F;’ler sonlu iiretilmis serbest modiiller olmak iizere,

_ ( 1 deki bagintilar > o (M’nin ﬁreteglerinin)

iizerindeki bagintilar bagntilart o= (M’nin ﬁretegleri)
.o By Fy Fy M —0

formunda ve bunun M modiiliiniin yapisinin tasviri oldugudur.

R bir halka olmak {iizere, her R-modiil bir serbest ¢oziilime sahiptir. Eger R halkasi
derecelendirilmis ise, her derecelendirilmis modiiliin, bir derecelendirilmis serbest ¢oziiliimii
vardir. Miimkiin olan en etkili serbest ¢oziiliimii olusturmak, bir bagka deyisle, her adimda
bagintilarin bir minimal sistemini se¢mek isteyebiliriz. Bu, bizi minimal serbest ¢oziiliim

kavramina gotiiriir.

Bir standart k-cebirinin, minimal serbest ¢oziiliimiinii acik bir sekilde bulmak, degismeli
cebirdeki temel amaclardan birisidir. Biz, bu problemi tekterimli egriler icin ¢alismak istiyoruz.
Bu tezde asil amag, A} afin uzayindaki Gorenstein tekterimli egrilerin teget konilerinin minimal

serbest ¢oziiliimiinii acik bir sekilde yazmaktir.



A% uzayindaki bir tekterimli afin C' egrisi, ny,no,...n, sayilart ebob(ny, ng,...,ng) = 1
olan pozitif tamsayilar iken z; = "', 25 = t"2,..., x4 = t" parametrizasyonuna sahiptir.
Bu egrinin tek tekil noktas: orijindedir ve bu tekil noktayr incelemek uzun zamandir agik bir

problemdir. Yine, burada, {n, ny,...n4}

d
S =<ni,ng...,ng>={n | n:Zami, a; € Z>0}

i=1
sayisal yar1 grubunun iirete¢ kiimesi olarak alalim. S’nin k[t™¢"2, ... t"4] yar1 grup halkasi,
I(C), C egrisinin tanmimlayan ideali olmak iizere k[xy, zo, ..., x4]/I(C) koordinat halkasina
izomorfiktir. C' tekterimli egirisinin orijindeki teget konisinin gryy = (k[[z1, 22, ..., 24]])

koordinat halkas1 k[xy,xo,...,x4)/I(C), halkasina izomorfiktir. Burada, f., f € I(C)
polinomunun en kiiciik dereceli homojen toplami olmak tizere, I(C)., f.’lar tarafindan
tiretilmektedir. Problemimizi ¢alisirken, Grobner teori kullanarak /(C'),’1n iireteclerini bulmak

icin teknikler olmasindan dolayt, k[xq, xo, . .., x4)/I(C). halkasin1 kullanacagiz.

Bu tezde elde ettigimiz sonuglardan birisi, teget konisi Cohen-Macaulay olan 5 iiretecli tam
kesisim olmayan Gorenstein tekterimli egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimiinii
acik bir sekilde vermek ve Betti dizilerinin (1,5,6,2) ve (1,5,5,1) oldugunu belirlemektir.
Ayrica bu egri ailelerinin Hilbert fonksiyonlarim1 hesaplamaktayiz.  Yine, teget konisi

Cohen-Macaulay olmayan Gorenstein tekterimli egri ailelerini de ¢alisiyoruz.

Tezin 2. boliimiinde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar, notasyonlar
ve Onemli teoremler verilmektedir. 1Ilk olarak tekterimli egriler ve bu egriler ile ilgili
literatiir tanitilarak sonrasinda bir tekterimli egri ile sayisal yar1 grup arasindaki iliskiden
bahsedilecektir. Yine bu bdliimde, bir varyetenin teget konisi tanimlanarak bilinen bazi
sonuglar verilmektedir. Son olarak, polinom halkasi iizerindeki, modiillerin minimal serbest
coziiliimleri ve Hilbert fonksiyonlarinin tanimlar1 ve 6zellikleri ile Grobner teorinin temel

bilgileri hatirlatilmaktadir.

Tezin 3. boliimiinde, 4-boyutlu afin uzayda teget konisi Cohen-Macaulay olan 5 iiretecli tam
kesisim olmayan Gorenstein tekterimli egrilerin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii

calisilmaktadir.

Tezin 4. boliimiinde, tekterimli egrilerin teget konilerinin iireteclerini bulmak sorusundan
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motive olarak, C' tekterimli egrisinin Cohen-Macaulay olmayan teget konisinin tanimlayan
ideallerinin iiretecleri belirlenmektedir. Yine, bu bazlar1 kullanarak, bu egri ailelerinin teget

konilerinin Hilbert serileri yazilmaktadir.



2. TEKTERIMLI EGRILER
Bu boliimde, tekterimli egriler, sayisal yar1 gruplar ve bunlar arasindaki iligki, Cohen-Macaulay
halkalar ve serbest ¢oziiliimler ile ilgili temel bilgiler verilecektir. Burada gerekli olan temel

tanim ve kavramlar i¢in [2] kaynak olarak verilebilir.

2.1 Tekterimli Egriler ve Sayisal Yar1 Gruplar
Egrilerin 6nemli bir sinifini olusturan tekterimli egriler, tamsayilarla iiretilen yar1 gruplarla olan

iligkilerinin sonucu olarak cebir, geometri ve kombinatorik arasinda bir iligki verirler.

2.1.1 Tanim. £ bir cisim ve d pozitif bir tamsay1 olsun. d boyutlu afin uzay,

d
Ak = {(al,ag,...,ad) ‘ ay1,09,...,0q € k’}

olarak tanimlanir.

2.1.2 Tanim. A‘,ﬁ, kE cismi iizerinde bir afin uzay olsun. njy,n9,...,ng € Z>o ve

ebob(ny, ng,...,ng) = 1 olmak iizere, C' tekterimli egrisi x1 = "', 2y = "2 ..., 24 = "

parametrik notasyonu ile verilir. Bir bagka sdylemle,
C={({t™,t", .. t") c A} | t € k}.
2.1.3 Tanmm. C, A{ afin uzayinda bir tekterimli egri olsun. C' egrisinin /(C)tamimlayan ideali

[(C) = {f(xl,l'g, e ,l’d) € k[fﬂl,iﬂg, R ,l’d] ’ f(tnl,th, e ,tnd) = O}

Burada, ¢ parametrizasyonu k cismi iizerinde transandantaldir.

Tekterimli egrilerin tanimlayan ideali n boyutlu afin uzayinda torik ideallerin ilgin¢ 6rnekleri
olarak karsimiza c¢ikar. Herzog [3] makalesinde sonlu iiretilmis Abelyan yar1 gruplarinin
iligkilerini caligmig ve /(C') tanimlayan idealinin iirete¢ kiimesini belirlemigtir. Bresinsky,
Herzog’un elde ettigi sonuglari kullanarak verilen bir { f1, ..., f,} polinomlar kiimesinin /(C')

idealini iiretip iretmedigini kontrol eden bir metod vermistir [4].

2.1.4 Tammm. N negatif olmayan tamsayilar kiimesi ve S C N olsun. N’nin toplamaya gore
kapali, 0 € S ve N\'S sonlu bir kiime olan S alt kiimesine bir sayisal yar1 grup veya monoid

denir.



2.1.5 Tanim. ny,ns,...,ng, ebob(ni,ns,...,ny) = 1 olan pozitif tamsayilar olmak iizere,

d
S =<ny,ng,...,ng>={n | n:Zami, a; € N}

i=1
kiimesi bir sayisal yart gruptur ve tiim sayisal yar1 gruplar bu sekilde ifade edilir.

{n1,nse,...,nq} kilmesi, S sayisal yar1 grubunun iirete¢ kiimesidir.

S bir sayisal yar1 grup ve {n; < ns < ... < ng} minimal iirete¢ kiimesi olsun. m(S) = ny
sayisina S’nin katlihgi, e(S) ile gosterilen minimal iirete¢ kiimesinin eleman sayisina da

gdmme boyutu denir.

Simetrik sayisal yar1 gruplar, sayisal yarigruplarin literatiirde en ¢ok ¢alisilan ailelerindendir.
S =< ny,ng,...,ng > sayisal yart grubunun simetrik olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

bosluklarin sayisinin ile bosluk olmayanlarin sayisinina esit olmasidir. Burada,
né¢<ng,ng,...,ng >, 0<n<F(9)

bosluklar iken,
ne< NNy, ...,ng >, 0<n<F(9)

bosluk olmayan sayilardir. F'(.S) sayist ise, yar1 grupta olmayan en bilyiik sayidir. Bu sayi,

S’nin Frobenius sayis1 olarak bilinir.

2.1.6 Ornek. S =< 4,6,7 > yari grubunu alalim. S = {0,4,6,7,8,10, —} dir. Burada, “—"
10’dan biiyiik tiim sayilar S kiimesindedir anlamina gelir. Bosluklarin kiimesi {1, 2, 3,5, 9}
ve bosluk olmayan sayilarin kiimesi {0,4,6,7,8}. Bosluklarin sayisi bosluk olmayanlarin

sayisina esit oldugu icin S yar1 grubu simetriktir.

xy =t xy = t", ... xq = t" olacak sekilde parametrik olarak verilen C' tekterimli afin
egrisi ve {ny, no, ..., ng} minimal iiretegleri tarafindan iiretilen < ny,ns, ..., ny > yart grubu

icin tanimlayan ideal,
I(C) =A{f(x1,29,...,2q) € klx1,20,...,2q] | f{™,t", ... t"") =0}

idi. Burada,



homomorfizmasi

klxy, g, ... x4 /1(C) = K[t" 172, ... t"]

tekterimli egri ve yar1 grup arasindaki iligkiyi gosterir. Lokal halkalarda ise bu izomorfizma,
(klz1, 22, ..., 24 /1(C)) (21 20,..q) = K[t 17, 0 1" 01 yma g
seklindedir ve lokal halkanin tamlamasi,
kl[z1, 2, ..., xq]]/I(C) Z E[[t™,t", ... t"]]

izomorfizmasini verir.

2.2 Bir Tekterimli Egrinin Teget Konisi

Bir afin varyetenin bir noktadaki teget konisi, bu noktada varyeteye yaklasan ve 6zellikle nokta,
tekil nokta oldugunda varyete hakkinda lokal bilgiler veren, bir geometrik objedir. Nokta tekil
degilken teget konisi klasik teget uzay1 olacagindan tekillige sahip egrilere odaklanilmaktadir.
C egrisinin, eger 1 < 7 < d igin n; > 1 ise, sadece bir tekil noktast vardir o da orijindedir.
Bu nedenle, bir tekterimli egrinin orijindeki teget konisi, tekterimli e8rileri anlamak acisindan

onemlidir.

2.2.1 Tanim. f, polinomlari, f € [ i¢in f polinomlarinin en diisiik dereceli homojen toplami
ve I, f. polinomlar tarafindan iiretilen ideal olsun. p noktasindaki C,(V') geometrik teget

konisi, V' (I,) varyetesidir ve teget koni, (V' (1..), k[z1, ..., x4/, ikilisidir.

2.2.2 Ornek. C tekterimli afin egrisi + = t2, y = t* parametrizasyonu ile verilsin. Bu

durumda,
I(C) = {f(z,y) € k[z,y] | f(t*,°) =0} =<2’ —y* >
I1(0), =< y* >

olarak elde edilir.

Varyetelerin, tekil noktalarinin calisiimasinda iligkilendirilmis derecelendirilmis halkalar

oldukca dnemlidir.



2.2.3 Tanmm. Her ¢, ;5 > 0 icin, R;’ler degismeli gruplar olmak iizere
RiRj C Ri+j

sartin1 saglayan ve

R:Ro@Rl@RQ@

direkt toplam ayrisimina sahip olan R halkasina derecelendirilmis halka denir.

2.2.4 Tammm. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. [ idealine gore iliskilendirilmig

derecelendirilmis halka

o

gri(R) = @PI/I) =(R/T) & (1)) ...

i=0

olarak tanimlanir.

2.2.5 Tammm. R bir lokal halka ve M, R’nin bir maksimal ideali olsun.
grm(R)=RIMOSM/M* @ ...

iliskilendirilmis derecelendirilmis halkasina R halkasinin teget konisi denir.

C, bir tekterimli egri ve M = (t™, ... t"4) iken,

grm(E[[t™, .., t"]]) = k[, ..., 2q) /I(C).
oldugu bilinmektedir [27]. Bu sebeple, bir tekterimli egrinin orijindeki teget konisini
gram(E[[t™, ..., t"]]) halkasin1 veya k[xq, . .., z4]/1(C), halkasin kullanarak ¢alisabiliriz.
226 0rmek. [ =< f, = 2* —yz, fo = y° — a2, f3 = 22 — 2%y> > ve R = k[[z,y,2]]/]
koordinat halkasini alalim. Bu durumda, R halkasinin teget konisi,
I, =<vyzx2,2° >

olmak uizere

grm(R) = klx,y, 2]/ L.



R bir lokal halka ve M maksimal ideali olsun. (R, M) lokal halkasinin Hilbert fonksiyonu,
(R, M)’nin M’deki tekilligi i¢in iyi bir ol¢iidiir ve davraniginin belirlenmesi hala giincel ve

Oonemli bir problemdir.

2.2.7 Tammm. R bir lokal halka ve M, R’nin bir maksimal ideali olsun.
grm(R) = RIMOM/M* @ ...

iliskilendirilimig derecelendirilmis halkasinin n. bileseninin R/M cismi iizerindeki boyutuna

(R, M)’nin Hilbert fonksiyonu denir. Boylece, her n > 0 i¢in

Hg(n) = boyp/pM™ | M1,

2.3 Serbest Coziiliimler

Serbest coziiliimler, lineer denklem sistemlerinin bir halka iizerinde calisilmasi sirasinda
karsimiza ¢ikar. Cebirsel geometri, hesapsal cebir, invaryant teori, matematiksel fizik, sayilar
teorisi ve diger alanlarda pek ¢ok uygulamasi vardir. Bir tekterimli egrinin minimal serbest
¢oziilimii, idealin yapisina cebirsel ve geometrik bakis acis1 veren bazi invaryantlari bulmay1
saglar. Serbest ¢oziiliimler kullanilarak Hilbert fonksiyon ve Hilbert serileri yazilabilir. Ayrica

boyut, Betti sayilari, esboyut gibi invaryantlar da elde edilir.

2.3.1 Tammm. R degismeli Noether halka ve M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. Vi > 0

icin F; sonlu liretilmis serbest R-modiiller olmak {izere,

Fioo.oFg 225 ES SRS S M-S0

tam dizisine M nin bir serbest ¢oziiliimii denir. Eger her ¢ > n i¢in, F; = 0 ve n bu 6zellikteki

en kiiciik pozitif tamsay1 ise, serbest ¢oziiliim sonludur ve n-uzunluktadir denir.

Serbest ¢oziiliimiin olusturulmasimin her asamasinda minimal iirete¢ kiimesi secildiginde, M

modiiliiniin, minimal serbest ¢oziiliimii elde edilir.

F’deki her serbest modiiliin bir ranki vardir ve bu rank sadece serbest modiiliin yapisini

belirlemez ayn1 zamanda M modiiliiniin yapisini1 anlamak i¢in de 6nemli bilgiler verir.



2.3.2 Tanmm. (R, M) lokal Noether halkasi ve F, M modiiliiniin minimal serbest ¢oziiliimii

olsun. ¢ > 0 icin rank F; = b; sayisina M 'nin . Betti sayis1 denir.

Polinom halkalar1 i¢in Hilbert’in 6nemli bir sonucu olan Hilbert Syzygy Teoremi’ni verelim.

2.3.3 Teorem. R = k[xy,2,...,x4 bir polinom halkasi olsun. Her sonlu iretilmis

R-modiiliiniin, en fazla d-uzunlukta bir minimal serbest ¢oziiliimii vardir.

ispat: Bakiniz [6].

Bir minimal serbest c¢oziilimiin tamligim1 kontrol etmek i¢in kullanacagimiz

Buchsbaum-Eisenbud kriterini verelim.

2.3.4 Teorem. R bir Noether halkasi ve,

F: 0o F 28 202

sonlu iiretilmig serbest R-modiillerinin bir kompleksi olsun. rank(y;) ¢;’yi tanimlayan
matrisin sifirdan farkli en biiyiik minériiniin uzunlugu ve I(y;) maksimal rankli minorlerin
tirettigi ideal olmak iizere, F dizisinin tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

e rank((p;;1) + rank(yp;) = rank(F;)

e I[(v;), 1<i<t—1igini uzunluklu bir R-dizisi igerir.

sartlarinin saglanmasidir.

ispat: Bakimiz [7].

2.4 Cohen-Macaulay Halkalar

Cohen-Macaulay halkalarin tanimi, cebirsel geometri, invaryant teori ve kombinatorik i¢in
zengin Ornekler igerir. Cohen-Macaulay halkalar, regiiler halkalar ve diger tekil noktalar
arasinda bir koprii gorevi goriir. Yine bu halkalar kullanilarak tekil noktalar hakkinda pek
cok bilgi elde edilebilir. Burada gerekli olan temel tanim ve kavramlar i¢in [2] kaynak olarak

verilebilir.



2.4.1 Tamim. R bir halka ve {ay, ..., a,}, R’nin elemanlarinin bir kiimesi olsun.

o R+# (ay,...,a,)R

e j = licin (ay,...,a,) sifir ideali ve j = 1,...,n igin, a;. eleman R/(ay,...,a;—1)R
halkasinda sifir bolensiz

sartlarini saglayan {a1, . .., a, } kiimesine R-dizisi (veya R iizerinde bir regiiler dizi ) denir.

242 Ornek. R = kf[xy,29,...,24], I = (0) ve M = R/I olsun. xy,x,...,2,
dizisini alalim. 1 ¢ (zy,...,2,)M oldugundan (z1,...,z,)M # M dir. y € M olsun.
x1.y € Iikeny = 0 € [ oldugundan x;, R/I-regilerdir. x9.y € (z1) iken y € (1)

oldugundan x5, M /x;M-regiilerdir. Benzer sekilde devam edilirse, z4.y € (21, %2,...,Tq-1)
iken y € (x1,29,...,24-1) oldugundan z,, M/(xy,xs,..., x4 1)M-regiilerdir. Boylece
(21, a, ..., xyq) dizisi M iizerinde regiilerdir.

2.4.3 Tanim. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. I idealinin derinligi /’daki herhangi bir

maksimal R-dizisinin uzunlugudur.

2.4.4 Tanim. R degismeli halka ve P, R’nin bir asal ideali olsun. P idealinin yiiksekligi,
1 =1,...,0icin P; asal ideallerin [ uzunlugundaki

P=PyDP1D...P
azalan zincirinin supremumudur.

Genel olarak,

derinlik(/) < yiikseklik(/) < p([)

esitsizligi vardir [8]. Burada, p(7), I idealinin minimal iirete¢ sayisidir.

Simdi, Cohen-Macaulay halkasinin tanimin1 verelim.

2.4.5 Tamim. R Noether halkasinin her [ ideali i¢in derinlik(/) = yiikseklik(/) ise, R
halkasina Cohen-Macaulay halka denir.

2.4.6 Onerme. R bir Noether halkasi olsun. Asagidaki 6nermeler denktir.

10



e R bir Cohen-Macaulay halkadir.

e R halkasimnin her maksimal M ideali igin derinlik(M) = yiikseklik(M) dir.
e R halkasinin her P asal ideali i¢in derinlik(P) = yiikseklik(7P) dir.

e R halkasinin her [ ideali i¢in derinlik(/) = yiikseklik(/) dir.

ispat: Bakiniz [8].

Bu 6nermeden R bir lokal halka oldugunda R’nin M maksimal ideali i¢in
derinlik(M) = yiikseklik(M)

esitligini gostermek, halkanin Cohen-Macaulay oldugunu gostermek i¢in yeterli olacaktir.

2.4.7 Tammm. Minimal serbest ¢oziilimdeki son Betti sayis1 1 olan Cohen-Macaulay halkaya

Gorenstein halka denir.

Degismeli cebirdeki pek ¢ok problemin ¢éziimiinde ara¢ olarak kullanilan simetrik sayisal yari

gruplar ile halka teori arasindaki iligkiyi verelim.

2.4.8 Teorem. S =< ny,ng,...,ng > yari grubu simetriktir ancak ve ancak k[[t", ..., t"]]

halkas1 bir Gorenstein halkadir.

ispat: Bakiiz [5].

E[[t™, ... t"]] halkas1 Gorenstein ya da denk olarak S =< njy,ns,...,ng > yarn grubu

simetrik ise tekterimli afin egriye Gorenstein tekterimli egri denir.

Simdi, bir tekterimli egrinin teget konisinin Cohen-Macaulay olup olmadigini, /(C'), idealini

g0z Oniine alarak test etmek i¢in kullanigh bir kriter verelim.

2.4.9 Teorem. C, A¢ afin uzayinda bir tekterimli egri ve g1, ¢s,...,9s, 1(C), igin x,
degiskenini en kiiciik degisken yapan ters alfabetik siralamaya gore bir minimal Grobner baz

olsun. gra(k[[t™,t™2, ... t"]]) halkasinin Cohen-Macaulay olmasi igin gerekli ve yeterli

11



kosul 0 < i < s ve in(g;)’ler g; polinomlarinin en yiiksek dereceli terimi olmak iizere

x1 1 in(g;) olmasidir.

ispat: Bakimiz [9].
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3. TEGET KONININ MINIMAL SERBEST COZULUMU

Herhangi bir tekterimli egri icin minimal serbest ¢oziiliimii tam olarak yazmak hala agik bir
problemdir. Koszul komplekslerinin genellestirilmesiyle, minimal olmayan serbets ¢oziilimler
Taylor tarafindan yapilmistir. Daha sonra tekterimli ideallerin serbest coziiliimii ile ilgili
calismalar Bayer [11], Eliahou ve Kevaire [12], Lyubeznik [13] tarafindan yapilmistir.
Bresinsky [14], ilk olarak P uzayindaki tekterimli egriler i¢in minimal serbest ¢oziiliimleri
calismistir. Peeva ve Sturmfels [15] esboyut 2 i¢in latis ideallerini ¢alisip Bresinsky nin
sonucunu genellestirmislerdir. Gimenez, Sengupta ve Srinivasan [16] tekterimli egrilerin
2 determinantsal idealin toplami seklinde yazilabildigini gostermiglerdir. Bazi durumlarda
koordinat halkalar1 i¢in minimal serbest ¢oziiliimiinii elde etmiglerdir. Oneto ve Tamone
[17], aritmetik diziler ile liretilen sayisal yarigruplar ile iligkili tekterimli egrilerin koordinat
halkas1 i¢in minimal serbest ¢oziilim olusturmuslardir. Patil, Molinelli ve Tamone [18],
aynt egri ailelerinin gr (A halkasinin Cohen-Macaulay olmasinmi ve Hilbert fonksiyonlarini
calismiglardir. Barucci, Froberg ve Sahin [19], gdbmme boyutu 3 olan simetrik ya da sézde
simetrik yar1 grup halkalar1 i¢in derecelendirilmis minimal serbest ¢oziilimii tam olarak
vermiglerdir. Sengupta [20], A* afin uzayinda kesin tekterimli egrilerin koordinat halkas igin

minimal serbest ¢oziiliimii acik bir sekilde vermistir.

Bu boliimde, 4-boyutlu afin uzayda, teget konisinin minimal lirete¢ sayist 5 olan Gorenstein tam
kesisim olmayan tekterimli egrinin teget konisinin minimal serbest ¢oziilimiinii ¢alisacagiz.
Homojen tipten yar1 gruplarin Cohen-Macaulay teget konileri olmasindan ve bu egri ailelerinin
teget konilerinin Cohen-Macaulay oldugu bilinmesinden dolay1 5 iiretecli teget konilerini goz

Oniine aliyoruz.

3.1 Bresinsky Teoremi
Bresinsky [14], 4-boyutlu afin uzaydaki tam kesisim olmayan Gorenstein tekterimli egrilerin

tanimlayan idealini asagidaki teoremle tam olarak vermistir.

3.1.1 Teorem. C, z; = t™, x5 = t™, 23 = t™, x4 = t™ parametrizasyonuna sahip bir
tekterimli egri ve S =< ny,n9,ng,ng >, {ni,ng,ns, ny} tarafindan minimal olarak tiretilen

bir sayisal yar1 grup olsun. S =< nqy,ng,ng,ny > yart grubu simetrik ve C' tam kesisim
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olmayan bir tekterimli egridir ancak ve ancak I(C') ideali
G = {fl — xflll _ x§13x40114’ f2 — JZSQ _ ZET{QIZ‘Z@L, f3 — ZL’?S _ I?m Q32 f4 — 1‘4 _ JZ§4ZI§43
f5 — x§43x(1121 _ .%‘33233214}
kiimesi ile tiretilir. Burada, f;, 1 < ¢ < 4 polinomlari,
o;n; €< nl,...,ﬁ,\i,...,n4 >

Oyleki o;’ler 1 < 4 < 4 i¢in minimal olacak sekilde 0 < «;; < «; ile bir izomorfizmaya gore

tek tiirliidiir. Burada, n;, n; €< nq,...,ns > anlamia gelir.

Bu teoreme gore, 3 durumda yazilabilen 6 izomorfik permiitasyon vardir:
eDurum 1: f; = (1,(3,4))

@) fo=(2,(1,4), f5=(3,(1,2)), fa
(b) f2=(2,(1,3)), f3 = (3,(2,4)), fa = (4,(1,2)), f5 = ((1,4),(2,3))

Il
—
JJ>~
—
ul\D

w
SN—
SN—
s

|
—

—_

(O8]
“l\D

N

N—

eDurum 2: f; = (1,(2,3))
(a) f? = (2 ( )) f (37( a4))af4 = (4v (1’2))af5 = ((274)7 (LS))
(b) f2 = (2,(1,4)), f3 = (3, (2 = 2

eDurum 3: f; = (1, (2,4)
@ fo = (27 (173>)7f3 = (3
(b) f2 = (27 (374)>7f3 = (37 (172))7f4 = (47 (173))7f5 - ((273)7 (174))

~—

Burada, f; = (i, (j, k)) ve f5 = ((i,5), (k,1)) olup,

IR e VRN & B e 77 ; Qi X ko
fi=; x; 1<i<4 ve f5=ua; ; x,"

iireteclerini gosterir.

Arslan ve Mete [23],

1(a) durumunda ay < g1 + Qg

1(b) durumunda ay < @y + a3, a3 < gy + 3y
2(b) durumunda as < aipy + Qog, a3 < 3o + Qigy

3(a) durumunda as < @iy + oz, a3 < 30 + iz
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kisitlamalart altinda, negatif dereceli ters alfabetik tekterimli siralamasina gore /(C') idealinin

minimal iirete¢ kiimesinin /(C') idealinin standart bazi oldugunu gostermislerdir.

3.2 Minimal Serbest Coziiliimler

Bu boliimde, 4-boyutlu afin uzayda tam kesisim olmayan Gorenstein tekterimli egrilerin, 5
tiretecli ve Cohen-Macaulay olan teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimiinii verecegiz.

e 1(a) Durumu: /(C) idealinin iiretecleri,

fl — x?l _ ZL'ngZEgM, f2 — 1‘32 _ :L‘?Qll‘g%, f3 — ZE?S _ :L‘(f?’l 184327 f4 — xzux _ 184421,?437

f5 — xg43x(1)421 _ l.gSnglél

dir. Burada, Q1 = (g1 + i3y, Qo = (3o + Quqg, (X3 = (13 + O3, Oy = Qiq + Qia4.

ny < ng < ng < ny sartindan dolayz,
Q1 > g3 + Oy, 0y < Qg + Oy3 ve g < g1 + Qi3g

olur. Bu ay < aig; 4+ aoy kisitlamasi altinda ve [2]’deki Yardimcei Teorem 5.5.11. kullanilarak
teget koninin /(C'), idealinin tiretegleri

e 1(al) durumu: [(C), =< a§zxg™, 252, 5%, xf*, x5yt >

e 1(a2) durumu: [(C), =< a§Bxy™, x5? — o i, a5 aft, xg2 M >

olarak elde edilir.

3.2.1 Teorem. 1(al) ve 1(a2) durumlarinda, C' egrisinin teget konisinin minimal serbest
¢Oziilimil,
0— R2% RS2 RS PSR R/I(C), — 0

olur. Burada,
— 13 ,,0014 (05} ag (o7} «32 014
o1 = (xg Ty Ty xy® wyt wytTy ) ,

xg43 0 xi@zx '%332 O 0
0 zg® 0 0 0 gt
o = | —aftt —a3? 0 0 0 0 :
0 0 —a5" 0 x5™? 0
0 0 0 _1'?13 _xzm _x;é42
x5? 0
—$$14 0
¢ B 0 x;@z
3 = _xg42$g43 _1.224
0 xg!s
xg? 0
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ya da

_ 13,14 Q2 a21 ,.024 a3 (%] a32 014
d)l_(w?: Ly ) L7 Ty T3™ Ty Ty oy )7

R S e 0 0 0
0 0 0 gt 0 x5?
Py = 0 0 —xyt 0 0 —x5? + a7 |,
—l‘gw O O x?m x;sz 0
0 _mgls 0 _xgé42 _xié% 0
:L,gSQ $?21$§“43
xzm _mgum $g43
« « «
b3 = 0 $22 _a;lzll,424
0 z3®
xg' 0
0 xZZM

olarak elde edilir.

ispat: 1(al) Durumu:

o [(O), =< agBaxy™ x9? xg® xf* x5 xy™ > olsun.

01, O2, p3 matrisleri i¢in @102 = @23 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. 11k dnce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢,) + rank(gs) =1+4 =15

rank(¢q) + rank(¢s) =4+2=26

olmalidir. rank(¢;) = 1 oldugu agiktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik minérii O oldugundan

McCoy Teoremi [21] geregince rank(ps) < 4 olur. ¢ matrisinde 1. ve 3. siitunlari ve 2. satiri

silerek elde edilen matrisin determinanti —x%"‘2+a32 olur. Benzer sekilde, 1. satir ve 5. ve 6.
stitunlari silerek elde edilen matrisin determinant 25 **'* olur. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik

minorleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢2) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan I (¢,) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi icerir. Benzer sekilde, ¢35 matrisinin
aztaszz  ,.a3+013

2 x 2’lik mindrleri arasinda z, , T ve xy* determinantlari aralarinda asaldir. Boylece

I(¢3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

1(a2) Durumu:

o [(O), =< agBay™, x5? — x{®ay®, x5, vyt x5*xy™ > olsun.

16



Benzer sekilde, @1, ¢, ¢35 matrisleri icin @102 = ¢o¢3 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir
kompleksdir ve rank(¢;) = 1 dir. ¢ matrisinde,1. satir ve 5. ve 6. siitunlar silerek elde
edilen matrisin determinanti —z3*'*z7*'* olur. Benzer sekilde, 1. ve 3. siitunlar ve 2. satiri
silerek elde edilen matrisin determinanti —(f,)223°* olur. Bu iki determinant aralarinda asal
oldugundan /(¢) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

Benzer sekilde, ¢3 matrisinin 2 x 2’lik minérleri arasinda 252 f>, x3°"*® ve 2$* determinantlari
aralarinda asaldir. Boylece I(¢3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

Burada, I(C), teget konisinin Betti dizisi (1,5,6,2) dir. O

e 1(b) Durumu: /(C') idealinin iiretegleri

J— (e5] «@13 ,.014 - (%) «21 ,.023 P a3 32 ,,034 J— Oq Q41 ,.042
fi =27 — a3y, fo =237 —ai a3, fy=a3® — 5P al*, fy = a)t — 2 ah*?,

a34

Q42,0013 Q21 g,
4

J5 = 253" — 2y
dir. Burada, ] = Q91 + g1, Qg = (32 + g9, (3 = (X13 + Qg4, Oy = Q14 + Q34

diir. n; < ny < ng < ny sart1 geregince;
o1 > ag3 + g, Qg < Qgg + 0y

olur. ap < ags + e , @3 > aq3 + aay Kisitlamalart altinda ve [2]°deki Yardimci Teorem
5.5.11. kullamilarak teget koninin 7(C'), idealinin iiretegleri,

bl) durumu : I(C), =< x§xi™, 5%, x5% a)*, x5 >
(O N :< $313$2147 3:32 _ x??lngB’ :L.g?), 2724, :L.g42xgl3 >

b3

e 1(b1)

e 1(b2) durumu

e 1(b3)
1(b4)durumu

1(C)
durumu : I(C), =< x§Bxi" x5? x3® — w52a™ xf* 252 xg™ >
. — a13 .14 a2 a21 .23 a3 32 .34 Q4 a21 034
¢ D I(C), =< afPat ad? — aMag®, ot — afPa oyt et el —

Q42 .13
Towgt® >

olarak elde edilir.

3.2.2 Teorem. 1(bl) durumunda C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,

0— R2% RS2 RS 25 R R/I(C), — 0

dizisidir. Burada,

¢ = (zgaft 2 apt aft aag),
34 Q23 Q42

Ty 0 —Tg 0 Ty 0

0 —xyt 0 0 0 —xgt

¢y = 0 0 I o 0 0 ,

zgt? xy? 0 0 0 0

23 Q14 Q32
0 0 0 —Iy —xy x5
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T 0
gt 0
Q42
s = 0 a?2a
O 33,4 14
ngQ x$34 x?QS
xyt 0

1(b2) durumunda C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,

@3 P2 é1
0— R R R
dizisidir. Burada,
¢1 (xglzxzm x;m _ 33?21.13?23
372‘34 0 _xgtzs
0 —x 0
¢2 O 0 xZZM
l‘gls :1/‘32 _all x?21x523 0
0 0 0
a2 Q21,023
Lo™ =T T3
«13
—x5
« «
d)s _ I121$434
0
«
Ig321:a34

1(b3) durumunda C' egrisinin teget konisinin minimal

R' = R/I(C), =0

1‘33 xZé4 186423:?:13) ,
0 0 x5
0 ade 0
ZL.(23442 .’E?Ql _1.51114
0 0 0
_xgm _xgsz 0
0
0
1’342
xitm
0
Igz?,

serbest coziiliimii,

@3 b2 b1
ORI ESREBERILR 5G—0
dizisidir. Burada,
¢1 (xgwl.gm .’E%Q xgs _ ‘,E(23432x2134 xzul (E(;“.’Egls) ,
_x?23 O JjZSl} xg42 O
0 xy? 0 0 gt
o= | zyt xy 0 0 0 )
x5 0 —xgt 0 0
O _IgZB O _Igl4 _1:332
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Q42 (13
Lo "3

@13 ,,14
—I3 Ty
— a2
3 = Ty
a3 (32,34
T3 Lo Ty

oy
Ty

1(b1) durumunda C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,

0 R B R2RR G50

dizisidir. Burada,

— Q13,14 Qg (21 (23 Q3 (32 (34 Qg Qg2 13 (21 (34
gbl—(l'g Ty Xy X7 Ty T3 Lo ™"y Ty Ty "3 T17 Ty ),

@34 Qo3 Qg2
—Ty T3 —Ty 0 0
0 0 0 ry®t —xg®
. Q14 Q42 21
Ps = 0 = 0 Ty -z ,
13 __ Q32 a21
T Ty ik 0 0
0 0 .Z‘ZM —.’13323 .’5332
xgéz _ .2??211‘?23
1,342 I?13 . x‘f‘21IZ34
_ as Q32,34
¢3 = T3® — Xy Ty
@13 .14
L3 "Ly
gt

ispat: e 1(bl1) Durumu:

I(C), =< xgBai™, 9?53, xf*, x5 x5 > olsun.

01, 02, 3 matrisleri icin @19y = @203 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. Ik 6nce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gsterelim.

rank(¢r) + rank(py) =1+4 =75

rank(¢s) + rank(ps) =4+2=06

olmalidir. rank(¢;) = 1 oldugu agiktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik minérii 0 oldugundan
McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢p,) < 4 olur. ¢ matrisinde 2. ve 5. siitunlart ve 3. satir
silinerek elde edilen matrisin determinanti wg% diir. Benzer sekilde, 1. ve 3. siitunlar ve 2.
satir silinerek elde edilen matrisin determinanti x§“2+a42 dir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik
minorleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢,) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan 7(¢-) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

agtaiq

az2+au42 as ve

Benzer sekilde, ¢s matrisinin 2 x 2’lik mindorleri arasinda x5 , — T3
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determinantlar aralarinda asaldir. Boylece I(¢s3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

e 1(b2) Durumu:

I(C), =< x3Px™ o5? — a7 2™, 5%, )", x5 25" > olsun.

01, O2, p3 matrisleri i¢in @12 = @23 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. 11k dnce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢,) + rank(gs) =1+4 =75

rank(¢q) + rank(¢s) =4+2=26

olmalidir. rank(¢;) = 1 oldugu agiktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik minérii O oldugundan
McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢py) < 4 olur. ¢ matrisinde 2. ve 6. siitunlar1 ve 3. satir
silinerek elde edilen matrisin determinant: z3** diir. Benzer sekilde, 4. ve 6. siitunlari ve 4.
satir silinerek elde edilen matrisin determinanti —25% 23 dir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’lik
minorleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢2) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan 7(¢-) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

Benzer sekilde, ¢ matrisinin 2 x 2’lik mindrleri arasinda 5% fo, —25° ve xg*t™

determinantlar aralarinda asaldir. Boylece I(¢3) , 3-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

Burada, 1(b1) ve 1(b2) durumlarinin /(C'), teget konilerinin Betti dizisi (1,5,6,2) dir.

e 1(b3) Durumu:

I(C), =< x3Baf™ x8?, xf® — x§®2xy® af* v52x$™ > olsun.

01, 02, ¢3 matrisleri i¢in @102 = @23 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. Ik dnce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢,) + rank(¢s) =1+4 =15

rank(¢s) + rank(¢s) =4+1=5

olmalidir. rank(¢1) = rank(¢s) = 1 oldugu agiktir. ¢ matrisinin her 5 x 5’lik minérii
0 oldugundan McCoy Teoremi [21] geregince rank(ps) < 4 olur. ¢o matrisinde 2.satir ve
3. siitun silinerek elde edilen matrisin determinanti 3> diir. Benzer sekilde, 4. satir ve 5.
siitun silinerek elde edilen matrisin determinant1 z3** dir. Bdylece ¢, matrisinin 4 x 4’lik
minorleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢2) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda

asal oldugundan 7(¢-) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

20



e 1(b4) Durumu:

I(C), =< xgBa™, x8? — a® ws™ af® —xy®a™ o, a7 o)* — x5 25" > olsun.

01, O2, 3 matrisleri icin @102 = @203 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. Ik 6nce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gdsterelim.

rank(¢r) + rank(py) =1+4 =75

rank(¢g) + rank(¢ps) =4+1=>5

olmalhdir. rank(¢,) = rank(¢s) = 1 oldugu agiktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik min6rii
0 oldugundan McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢s) < 4 olur. ¢, matrisinde 2.satir ve
1. siitun silinerek elde edilen matrisin determinanti f22 dir. Benzer sekilde, 4. satir ve 5.
siitun silinerek elde edilen matrisin determinant1 23 dir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik
minorleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢,) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan 7(¢-) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

Burada, 1(b3) ve 1(b4) durumlariin /(C'), teget konilerinin Betti dizisi (1,5,5,1) dir. Ayrica

minimal serbest ¢oziiliim simetriktir. 0

e 2(b) Durumu: /(C') idealinin iiretecleri,

fl — x?l _ xgluxgw, f2 _al 1’32 . 1’(11211’40;24, f3 — xgs _ LL’;SZIZ[?A, f4 _ I4a4 . .7)?41.%‘?43,
f5 — x?41x§32 _ $§Vl3xz24

diir. Burada,

Q] = Qg1 + Oy, Qg = Q2 + (32, (3 = (13 + Oy, Oy = Qg + (34

diir. ny < ny < n3 < ny sartindan dolayi,
a1 > ap2 + Q13, 0 < Qg1 + Q3

olur. an < a; + oy , @3z > ago + a4 kisitlamalart altinda ve [2]°deki Yardimci Teorem

5.5.11. kullanilarak teget koninin /(C'), idealinin iiretecleri

e 2(b1) Durumu : I(C), =< x5x§™, 252, 5%, ay*, x5 x > >

e 2(b2) Durumu : I(C), =< x5™x§™, x§? — a af® a5® af* a5y >

e 2(b3) Durumu : I(C), =< x5x§ 252, x§® — x§32xy® af* w3y >

e 2(b4) Durumu : I(C), =< 2§52z, x5? — i af?, 5% — x5 a0 oyt x>

olarak elde edilir.
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3.2.3 Teorem. 2(bl) durumunda, C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢6ziiliimii,

0— R2% RS2 RS 25 R R/I(C), — 0
dizisidir. Burada,

— @12 ,,013 Q2 a3 q @13 .24
¢1 = (252 xy? xy xyt xgval),

xﬁf“ £C§43 x(23432 0 0 0
0 0 —xgt 0 0 —xyt
b= 0 —a5 0 0 —z5 0 |,
0 0 0 —azg® 0 %
12 Q34 43
—Ty 0 0 Ty T3 0
43 Q32,34
X3 Lo "Ly
2 0
Qg
po=| O Th
0 x5?
75 0
13
0 T

dir.

2(b2) durumunda, C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,

0— R2% RS 2 R 24 R 5 R/I(C), — 0
dir. Burada,

_ Q12 (13 Q2 021,024 (6%} Qg Q13,024
¢1—(12 T Ty? —x1' Ty Ts® xyt xyttxy ),

T T 0 0 0
0 0 xgt 0 0 —xy*

Do 0 —x5t? 0 0 xy* 0 ,
0 0 0 T5te 0 xg? —aag
12 Q21 34 Q43

Ty 0 ] Ty T 0
43 @32 ,,(34
T3 Lo™ Ty
_‘,EZKM 0
ay
bs=| o
(e 5] Q21 Q24 ’*
0 e A )
x5 0
O xgél:s

2(b3) durumunda, C egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,
0— R* & R 2 RP 25 R — R/I(C), — 0
dizisidir. Burada,
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— @12 ,,013 Q2 (0%:3 @32 ., (34 (e} @13 ,,024
q’)l—(asz T3 Ty? w3’ — 2571y N D ),

Q24 32 Q43

—Iy 0 0 —xy —Ty

Q13 34

0 0 0 T3 Ty

b= 0 —afx 0 0 e
0 —agm —age 0 0
Q12 43 Q34
Ty T3 Ty 0 0

a3 @32 ,,034
x5 —x5*xy

@12 ,,013
—Iy T3
— Q2
P33 = Ty
xy*

@13 .24
—x3 Ty

2(b4) durumunda, C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,
0— R & R5 2 RS 25 R R/I(C), — 0

dizisidir. Burada,

— @12 ,,0013 Q2 @21 .24 a3 .32 ) (34 Qg @13 .24
¢1 = (2525 xy? —xi Ty 3 — x5 Ty B o3 R

xztu xgaz x§43 0 0
0 —xgt? —pys 0 0
b=| 0 0 —ape 0 ag |,
0 0 7‘%?21 7%?13 7%332
mglz —.7;?21 0 xZéu LL'§43
mgs _ 1’;321'234
xg*
¢3 — —.23?1337224
7I§2 ertllzlxgzz;
mgﬂzxgél‘s

olarak elde edilir.

Ispat: e 2(bl) Durumu:

I(C), =< 52wy, 292, 3%, x3*, x3P 2 > olsun.

01, 02, ¢3 matrisleri i¢in @102 = @2¢3 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. Tlk once
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢r) + rank(ge) =1+4=5
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rank(¢s) + rank(¢s) =4+2 =06
olmaldir. rank(¢;) = 1 oldugu agiktir. ¢ matrisinin her 5 x 5’lik mindrii 0 oldugundan
McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢py) < 4 olur. ¢ matrisinde 1. ve 6. siitunlar1 ve 3. satir
silinerek elde edilen matrisin determinanti mg% diir. Benzer sekilde, 4. ve 5. siitunlar1 ve 2.
satir silinerek elde edilen matrisin determinant1 z3°2**'? dir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik
mindrleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢e) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan 7(¢-) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

as+ars astan

Benzer sekilde, ¢3 matrisinin 2 X 2’lik mindrleri arasinda —x5 , r3® ve x

determinantlart aralarinda asaldir. Boylece [(¢3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

e 2(b2) Durumu:

I(C), =< x5ag™, x8? — a o), a5, o), w532 > olsun.

01, 02, @3 matrisleri icin @10y = @203 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. 11k énce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢r) +rank(¢pe) =1+4=5

rank(¢s) + rank(ps) =4+2=06

olmalidir. rank(¢;) = 1 oldugu aciktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik minérii 0 oldugundan
McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢py) < 4 olur. ¢» matrisinde 1. ve 6. siitunlart ve 3. satir
silinerek elde edilen matrisin determinanti 3:?{"3 diir. Benzer sekilde, 2. ve 3. siitunlar ve 4.
satir silinerek elde edilen matrisin determinanti —z5*"*** dir. Béylece ¢, matrisinin 4 x 4’litk
mindrleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢s) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan /(¢,) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

Benzer sekilde, ¢3; matrisinin 2 x 2’lik mindrleri arasinda —z5%2fo, 25° ve x§*T°*

determinantlart aralarinda asaldir. Boylece I(¢s3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

Burada, 2(b1) ve 2(b2) durumlarinin /(C'), teget konilerinin Betti dizisi (1,5,6,2) dir.

e 2(b3) Durumu:

I(C), =< 255", 252, 5% — xg®xy® o), x5 > olsun.

01, 02, p3 matrisleri i¢in @102 = P23 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. 11k énce

matrislerin rank kosulunu sagladigini gosterelim.

rank(¢r) +rank(¢e) =1+4=5
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rank(¢s) + rank(¢s) =4+ 1=>5

olmalidir. rank(¢1) = rank(¢s) = 1 oldugu agiktir. ¢ matrisinin her 5 x 5’lik minérii
0 oldugundan McCoy Teoremi [21] geregince rank(ps) < 4 olur. ¢, matrisinde 2.satir ve
3. siitun silinerek elde edilen matrisin determinantt —z5? dir. Benzer sekilde, 4. satir ve 4.
siitun silinerek elde edilen matrisin determinant1 z3** dir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik
mindrleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢e) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda

asal oldugundan 7 (¢-) ideali 2 uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

e 2(b4) Durumu:

I(C), =< xgaf™ x8? — a af® a3® — x5 odt, x5 ay? > olsun.

01, 02, ¢3 matrisleri i¢in @102 = @2¢3 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. Tlk once
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢r) + rank(py) =1+4 =75

rank(¢s) + rank(¢s) =4+ 1=75

olmalidir. rank(¢,) = rank(¢s) = 1 oldugu agiktir. ¢o matrisinin her 5 x 5’lik minorii 0
oldugundan McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢,) < 4 olur. ¢, matrisinde 1.satir ve 5.
siitun silinerek elde edilen matrisin determinant: —z35*'>z3*'* diir. Benzer sekilde, 4. satir ve 2.
siitun silinerek elde edilen matrisin determinant: —23** diir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik

mindrleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢e) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda

asal oldugundan 7(¢9) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

Burada, 2(b3) ve 2(b4) durumlarinin /(C'), teget konilerinin Betti dizisi (1,5,5,1) dir. Ayrica

minimal serbest ¢oziiliim simetriktir. U

e 3(a) Durumu: /(C) idealinin iiretegleri,
— aq a12 ,.,0014 — a2 a21 ,,023 I Qa3 a31 ,,.0034 —_ (e} Q42,043
J1 =27 —ayPagt, fo =y —afP g™, fy = xg® — o al®t, fy = aft — a5 ag®,

Q31 .42 Q23

—_ 14
J5 = 275" — a3

Ly
dir. Burada, a1 = (91 + Qa31, Qg = (X192 + Qly2, (X3 = (93 + Qly3, Oy = (14 + Q34

dir. n; < ny < ng < ny sartindan dolayi,
Q1 > Qg2 + g ve oy < Qo + Q3

elde edilir. an < o1 + g, az < agy + agy kisitlamalan ve [2]°deki Yardimer Teorem 5.5.11.
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kullanilarak teget koninin /(C'), idealinin iiretecleri

e 3(al) Durumu : I(C), =< z52x{™
e 3(a2) Durumu : I(C), =< x§2x3™
e 3(a3) Durumu : I(C), =< z3?x™
e 3(ad) Durumu : I(C), =< z52x{™
diir.

23

x14

, 92, x5 wyt agP gt >

’ang _ x?21$5237 x§37 I4a4, x§23x314 >
71.;27 xg‘S . x?31xz347 I.ZV47 x§523x2514 >
’x(212 _ x?21$323’ ng _ x?31x$34’ $$4’ T

@23 .14

3

Ly

>

3.2.4 Teorem. 3(al) durumunda C egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,

0— R? 2 RS 22, g5 21,
dizisidir. Burada,
b1 = (@925 afr g o
0 0 o
0 —af* 0 0
2= | i ay? 0 0
0 0 0 —age
AR 0 —x5? 0
x5? 0
—xgt 0
b5 = —xg*rgts xy
57 0 —xg?
z5? 0
0 x5t

T3

)

Q23

Q42

aq

c o of

5.

4

o O O

R' — R/I(C), =0

_ Q23
T3

34

3(a2) durumunda C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,

0— R2 %% RS

P2

¢1

2R
dizisidir. Burada,
¢1 — (xg12x214 xgz _ xtllzlxgzz
0 0 x5 xy
0 —x5® 0 0
¢2 — IZI4 :Z:g2 _ ',1:111211:?23 O O
0 0 0 —xyt?
—xge 0 —x5t? 0
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R' = R/I(C), =0

Qs Qg Q23 Q14
Tg Ty T3 Ty ),



Q21,23 0

a2
Lo~ — 17 T3

—xyt 0
Q42 ,,0043 Q34

bs = —xy T3 Ty
- _ 023

0 x5

z5? 0
12

0 Ty

3(a3) durumunda C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,
0— R2% RS2 RS 25 R — R/I(C), — 0

dizisidir. Burada,

_ @12 ,,014 Q2 a3 @31 ,,%34 (e} «@23 (14
q’)l—(xQ Ty T r3° —x{? 1y Ty 3% 1y ),

23 Q34 Qg2
0 0 T3 Ty Tq 0
a3 31 .34 14
0 —x3° + a7 xy 0 0 -y 0
a4 a2
P2 = | = Ty 0 0 0 0 ;
@31 @12 @23
Ty 0 0 —Iy 0 —Iy
43 Q12 Q34
—q 0 — T, 0 0 Ty
s
Ty 0
14
—Ty 0
¢ _1,342 43 Igm
3= )
xtllslxgu _mgzs
a3 Q31 .34
T3° — 1Ty 0
a12
0 T4

3(a4) durumunda C' egrisinin teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimii,
0— R2% RS2 RS 25 R R/I(C), — 0

dizisidir. Burada,

Q31,034 Qg Q23,014
Ty Xy T3y ),

_ Q12,0014 Q2 (21,023 o3
o1 = (332 Ty Ty® —x7? 1y r3° — ]

x?z:s 1'342 xZLM 0 O O
Q14 a3 x31 ,,%34
0 —xy 0 0 0 r3° —x7 Ty
2 = 0 0 0 —zyt 0 —x5? + i ag?®
0 0 _:Cgém _111131 _xgzs 0
a2 Q21 Q43 Q34
—T5 —x] 0 T Ty 0
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Q42,0043

Ly Ty "3
0 _1753 _’_x(ll;slxztu
Q23 31,042
¢3 = s a_xl (;CQ a
0 :L’227£B121:L’323
(Egm :'E?l
0 —xg

olarak elde edilir.

Ispat: e 3(al) Durumu:

I(C), =< a§2xq™, 292, 3%, o3, 25 2™ > olsun.

01, 02, ¢3 matrisleri i¢in @102 = @2¢3 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. Tlk once
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢,) + rank(gs) =1+4 =75

rank(¢2) + rank(¢s) =4+2=26

olmalidir. rank(¢;) = 1 oldugu agiktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik minérii O oldugundan
McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢p,) < 4 olur. ¢ matrisinde 4. ve 5. siitunlar1 ve 3. satir
silinerek elde edilen matrisin determinanti —x§a3+°‘23 diir. Benzer sekilde, 2. ve 3. siitunlar1 ve
4. satir silinerek elde edilen matrisin determinant1 22** dir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik
minorleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢2) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan 7(¢-) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

aztarz  pastaz

Benzer sekilde, ¢3 matrisinin 2 x 2’lik minorleri arasinda z9 xs3 ve xy*

determinantlart aralarinda asaldir. Boylece I(¢3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

e 3(a2) Durumu:

I(C), =< xgaf™ x8? — a® w3 a5 o)t e3> ™ > olsun.

01, 02, 3 matrisleri icin @19y = @203 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. Ik 6nce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢r) + rank(gy) =1+4 =75

rank(¢y) + rank(ps) =4+2 =06

olmalidir. rank(¢;) = 1 oldugu agiktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik minérii 0 oldugundan
McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢p,) < 4 olur. ¢ matrisinde 4. ve 5. siitunlart ve 3. satir

2034023

silinerek elde edilen matrisin determinanti —x3 diir. Benzer sekilde, 2. ve 3. siitunlar1 ve
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4. satir silinerek elde edilen matrisin determinant1 22** dir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik
minorleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢,) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan 7(¢-) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

a3+az3

Benzer sekilde, ¢3; matrisinin 2 x 2’lik mindrleri arasinda x5 fo, 3 ve —xy*

determinantlart aralarinda asaldir. Boylece [ (¢3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi igerir.

e 3(a3) Durumu:

I(C), =< xyay™, x5?, x5® — a™ wy®, o), e3> ™ > olsun.

01, 02, p3 matrisleri i¢in @102 = @23 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. 11k dnce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢r) + rank(¢e) =1+4=5

rank(¢s) + rank(ps) =4+2=06

olmalidir. rank(¢;) = 1 oldugu agiktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik minérii 0 oldugundan
McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢p,) < 4 olur. ¢ matrisinde 1. ve 6. siitunlar1 ve 2. satir
silinerek elde edilen matrisin determinant1 z3*>"** diir. Benzer sekilde, 2. ve 3. siitunlar1 ve
4. satir silinerek elde edilen matrisin determinanti —z3** dir. Boylece ¢, matrisinin 4 x 4’liik
mindrleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢s) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant aralarinda
asal oldugundan /(¢,) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

Benzer sekilde, ¢3; matrisinin 2 x 2’lik minorleri arasinda 25272, 2§% f; ve —a*

determinantlar aralarinda asaldir. Boylece /(¢3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

e 3(a4) Durumu:

I(C), =< xgaf™ xf? — a ad® af® — oo odt, 2322y > olsun.

o1, P2, 3 matrisleri i¢in @19y = ¢o¢3 = 0 oldugundan yukaridaki dizi bir kompleksdir. Bu
dizinin tam oldugunu gostermek icin Buchsbaum-Eisenbud kriterini [7] kullanacagiz. Tlk énce
matrislerin rank kosulunu sagladigin1 gosterelim.

rank(¢1) + rank(py) =1+4 =5

rank(¢s) + rank(gs) =4+2 =06

olmalhdir. rank(¢;) = 1 oldugu agiktir. ¢, matrisinin her 5 x 5’lik mindrii 0 oldugundan
McCoy Teoremi [21] geregince rank(¢py) < 4 olur. ¢ matrisinde 5. ve 6. siitunlar1 ve 1. satir

silinerek elde edilen matrisin determinanti z5;*'2z3*' diir. Benzer sekilde, 2. ve 3. siitunlar

ve 3. satir silinerek elde edilen matrisin determinanti —z5? f2 dir. Bdylece ¢ matrisinin
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4 x 4’lik mindrleri sifirdan farkli oldugundan rank(¢,) = 4 diir. Ayrica, bu iki determinant
aralarinda asal oldugundan [ (¢-) ideali 2-uzunluklu bir regiiler dizi igerir. Benzer sekilde, ¢3
matrisinin 2 x 2’lik minérleri arasinda —xz5"? fo, —25%° f3 ve —zj* determinantlari aralarinda
asaldir. Boylece I(¢3), 3-uzunluklu bir regiiler dizi icerir.

Burada, I(C), teget konilerinin Betti dizisi (1,5,6,2) dir. O

3.3 Teget Koninin Hilbert Fonksiyonu

Bir Cohen-Macaulay lokal halkanin Hilbert fonksiyonunun davranisi hakkinda genel olarak
cok az sey bilinmektedir. M. E. Rossi [22]’ye ait olan bir problem “Bir boyutlu bir Gorenstein
lokal halkanin Hilbert fonksiyonu azalmayandir.” seklindedir ve bu, 3 < d < 10 olmak
tizere d-boyutlu afin uzaydaki bir tekterimli ile iligkilendirilmis Gorenstein lokal halkalar icin
hala acgik bir problemdir. Arslan ve Mete [23], 4-boyutlu afin uzayda dnceki boliimdeki tiim
durumlar i¢in tam kesisim olmayan tekterimli C' egrisi ile iligkilendirilmis lokal Gorenstein

halkalarin Hilbert fonksiyonunun azalmayan oldugunu gostermistirler.

Bu boliimde, bu egri ailelerinin teget konilerinin Hilbert fonksiyonlarim1 hesapliyoruz. Bu

hesaplamalar icin gerekli tanim ve teoremler i¢in kaynak olarak [6] verilebilir.

5
3.3.1 Teorem. 3.2.1 Teoremi geregince F; = @ R(—b;), Fo = @ R(—¢;) ve
=1 j

2
F3 = @ R(—d;) olmak iizere,

=1

0— 2R 2% 2% R R/IC), =0

C egrisinin teget konisinin derecelendirilmis serbest coziilimiidiir. Burada, b;’ler 1.
dereceden Betti sayilar1, ¢;’ler 2. dereceden Betti sayilari, d;’ler 3. dereceden Betti

sayilardir.

3.3.2 Sonug. 3.2.1 teoremi hipotezleri altinda, C' egrisinin teget konisinin derecelendirilmig

serbest ¢oziilimiiniin Betti sayilari,

bi = a3 + g, by = g, b = 3, by = g, bs = aigo + g

C1 = Q3+ Qqq, Co = Qo + Q3, C3 = Q4 + Q13, C4 = Q32 + Q13 + Ql14, C5 = Qizg + Oy,

Ce = Qg + Qg

30



d12062+043+0414,d22044+0é13+0432

olmak iizere Bl = {bb bg, bg, b4, b5}, BQ = {Cl, C9,C3,Cy,Cs, Cﬁ} veE Bg = {dl, dg} olur.

I(al) Durumu icin Hilbert fonksiyonunu hesaplayalim. Bunun icin
He(i) = Hr(i) — Hp, (i) + Hp, (i) — Hp, (1)

esitligini kullanacagiz.  I(C), ideali igin derecelendirilmis minimal serbest coziiliimii
olusturalim.

I(C), =< x3Baf™, x9?, a3, aft, x§>2ai' >
idealindeki f; polinomlarinin dereceleri sirasiyla;
b1 = a3 + g, by = g, bg = a3, by = auy, bs = 3o + any
olur. Boylece,
¢ R(=b1) ® R(—by) ® R(—b3) ® R(—bs) ® R(—bs) = R/I(C).

homomorfizmasi elde edilir.

Q43 a24 a32
T 0 Ty Ty 0 0
0 xg? 0 0 0 xy
P = | —xg —ax5? 0 0 0 0 :
0 0 —ag® 0 x5 0
O 0 0 _x:C;lS _x4a24 _Ig42

matrisini ele alalim ve

homomorfizmasinda F5, modiiliinii derecelendirilmis olarak elde edelim. ¢, matrisinde, 1.
siitundan bir eleman alalim. a;; elemani i¢in,

ap = I?“

c1 — b1 = ays

dir. b = ay3 + a4 oldugundan,

C1 — O3 — (g = Gy

€1 = Qg + o3

elde edilir. ¢5’yi bulmak i¢in 2. siitundan bir eleman alalim.

ag9 elemant igin,
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99 — Igs

Cy — bg = (3

dir. by = ay oldugundan,

Coy — Qg = (3

Coy = Qg + Q3

elde edilir. ¢3’1i bulmak icin 3. siitundan bir eleman alalim. a5 elemant i¢in,
aiz = 4™
c3— b = ay

dir. b; = a3 + @14 oldugundan,

C3 — (3 — Q4 = iy

C3 = (13 + oy

elde edilir. ¢’ bulmak i¢in 4. siitundan bir eleman alalim. a4 elemant i¢in,
a1y = xgm

cs — by = asy

dir. b; = ay3 + @14 oldugundan,

Cq4 — Q13 — Q14 = (32

€4 = Q3 + g + Qi3

elde edilir. ¢5’1 bulmak i¢in 5. siitundan bir eleman alalim. a5 elemani icin,

o l_gm

cs — by = sy

dir. by = a4 oldugundan,

Cs — (xg = (32

C5 = 04 + Q32

elde edilir. cg’y1 bulmak i¢in 6. siitundan bir eleman alalim. a4 elemant i¢in,
Ao = xzu

ce — by = iy

dir. by = ay oldugundan,

Ce — (g = Q14

Ce = Qg + 1y

elde edilir. Boylece,

C1 = Q3+ Qqq, Co = Qg + Q3, C3 = Oy + Q13, C4 = Q32 + Q13 + Qi14, C5 = Qiz9 + Oy,

Ceg — O./14+Oz2
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elde edilir. O halde,
F2 == R(—Cl) D R(—Cg) D R(—Cg) D R<—C4) D R(-Cg,) D R(—CG)

dir. Buradan,
R(—Cl> S¥ R(—CQ) S> R(—Cg) s> R(—C4) s> R(—C5) ® R(-Cg) — R(—bl) SP R<—b2) S¥ R(—bg) s>
R(—by) ® R(—bs)

homomorfizmasi elde edilir.

x5? 0
_x2514 0
Q32
by = 0 T
_Ig@ $g43 _xzm
0 g™
> 0

matrisini ele alalim ve
Fg b R(—Cl) D R(—CQ) D R(—Cg) D R<—C4) D R(—C5) D R(_Cﬁ)

F3 modiiliinii derecelendirilmis olarak elde edelim. ¢3 matrisinde, 1. siitundan bir eleman
alalim.

a1 elemant igin,

a1 = ISQ

di —c1 = ay

dir. ¢; = a3 + ay4 oldugundan,

di — a3 — gy =

dy = as+ oy + g

elde edilir. d5’yi bulmak i¢in 2. siitundan bir eleman alalim. a3, elemant i¢in,
30 = :(;332

dy — c3 = i3y

dir. c3 = a4 + ay3 oldugundan,

dy — oy — a3 = aizp

dg = Q4 + 13 + Q39

elde edilir. Boylece,
dy = az + a3 + aig, dy = g + a3 + azs.

elde edilir. O halde,
F3 = R<—d1> EB R(—dg)
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dir. Buradan,
R(—dl) D R(-dg) — R(—Cl) D R(—Cg) D R(—Cg) D R(—C4) D R(-Cg,) D R(_C6)

homomorfizmasi elde edilir. 1(al) durumu i¢in Hilbert fonksiyonu,

¢ > 0 olarak elde edilir. 1(a2) durumunun Betti sayilar1 1(al) durumu ile ayni oldugu icin

Hilbert fonksiyonu da aymidir.

Benzer sekilde tiim durumlar i¢in Hilbert fonksiyonu elde edilir. U
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4. COHEN-MACAULAY OLMAYAN TEGET KONIi

C, 4-boyutlu afin uzayda Gorenstein tam kesisim olmayan bir tekterimli egri olsun. C
egrisinin teget konisinin iireteclerini bulmak dogal bir sorudur ve tiim durumlar i¢in hala
acik bir problemdir [24]. Bresinsky’nin parametrizasyonunu kullanarak, Arslan, Katsabekis,
Nalbandiyan, C' egrisinin teget konisinin Cohen-Macaulay olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar

belirlemislerdir [25].

Bu boliimde, ilk olarak 4-boyutlu afin uzaydaki C' tekterimli egrisinin Cohen-Macaulay
olmayan teget konisinin tanimlayan idealinin standart bazini elde etmeye ve sonrasinda Hilbert

serisini yazmaya calisacagiz.

4.1 Teget Koninin Uretecleri

I(C), idealinin tretegleri “teget koni algoritmas: ” olarak bilinen [26] algoritmayla, I(C)
idealinin tamimindan yola ¢ikilarak bulunabilir. Bu algoritma global terim siralamasinda
hesaplamaya olanak saglarken lokal terim siralamasinda etkili degildir. Bu yiizden, standart

baz teorisini ve lokal terim siralamasi i¢cin Mora’nin teget koni algoritmasimi kullanacagiz.

Bir idealin ya da modiiliin, standart bazi, idealin ¢esitli invaryantlarin1 sadece en yiiksek
dereceli tekterimlileri aracilifiyla olanakli kilan 6zel bir iirete¢ kiimesidir. Global siralamalar
kullanilarak elde edilen standart baza Grobner baz denilmektedir. Ancak biz lokal siralamalari
kullanmaktayiz. Bu sebeple, standart baz teorisini ve bu teoriye dayanan Mora’nin teget koni
algoritmasini kullanacagiz. Lokal siralama, normal form (NF), standart baz ve Mora teget koni
algoritmasi gibi detayl bilgiler i¢in [2] referansina bakilmalidir. Simdi negatif dereceli ters

alfabetik siralama, normal form, S polinom ve ecart tanimlarini verelim.

411 Tanm. o = (a1,00,...,05), B = (B1,P2,...,8,) € Z% ve | a |= Y7 o,
| B |= >_r, B olmak iizere | o |<| 8 | veya | a |=| B | iken a — [ farkinda en sagdaki
sifirdan farkli deger negatif ise 2% >,4, 2” olur. Burada, (ds)’ye negatif derecelendirilmis

alfabetik siralama denir.

412 Tammm. R = k[xy, ..., z,]s, k[x1, ..., z,] polinom halkasinin bir tekterimli siralamasina
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gore lokalizasyonu olmak iizere G C R ve G, G nin tiim sonlu listelerinin kiimesi olsun.
NF:RxG— R

(f,G) = NF(f | G)

doniisiimii, her G € G igin

e NF(0|G)=0,

her f € Rve G € G igin

o NF(f|G)#0ise LM(NF(f|G)) ¢ L(G)

sartlarint sagliyor ise N F' doniisiimiine R lizerinde bir normal form denir.
G=A{91,92,...,9s}ise f = NF(f | G), NF(— | G)’ye gore bir standart gosterime sahiptir.
Bir bagka deyisle,

S

f=NFE(f|G) =) aigi ai € Ryxo.

=1

Burada, a;.g; # 0 olan Vi igin, LM (>";_, a;.g;) > LM (a;.g;) sartin1 saglar.

413 Tamm. f, g€ R\{0} ve LM(f) =2, LM (g) = z° olsun. 7 := ekok(z®, 2°) = 27

il x7

S(f.9) = - g
= T I
polinomuna, f ve g’nin S polinomu denir.
4.1.4 Tanmm. f, k[xy, 2o, ..., z,4] halkasinda sifirdan farkli bir polinom olsun.

ecart(f) := der(f) — der(LM(f))

f polinomunun ecarti olarak tanimlanir. f homojen polinom ise ecart(f) = 0 dir.

4.1.5 Uyar1. f, g € k[z1, 29, ..., 24| polinomlari i¢in
ekok(LM(f), LM(g)) = LM(f).LM(g)ise NF(S5(f,9) | {f,9}) = 0.

Bresinsky Teoreminden, C' egrisinin /(C') tanimlayan idealinin
{fl _wgldl.ZM + 11111’ f2 _$(13421 Q24 4 $g¢2’ f3 — $3 0451 04527 f4 — x4 _ 1'3421'?45,
_ a32 ,..,014 a43 Q21
Js = —x5%% g zg Py}
tarafindan iretildigini biliyoruz. oy > a9 + 94 kosulunda, [28]’deki Yardimci Teorem

4.2.1°den teget koni Cohen-Macaulay degildir.
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4.1.6 Yardimer Onerme. C egrisinin /(C) tammlayan idealinin Durum 1(a)’daki gibi
oldugunu varsayalim. Ek olarak,

® (X9 > (V91 + (vgy

® (r3o + Qg < Q3 + Qg1

® vy < Qg

® (o + (3 < 1 + o1 + Qiyg — iy

® vy + (igp < 20021 + Quz + Qog — Qg

olsun. Bu durumda,

_ _ aq O/13 14 a2 0‘21 24 a3 a31 .32 42 0(43
G={fi=1a] — T3 yJo =1y — oy , J3 = x5% — 2ty ,fa=xft — 2§ T3

__ 043,021 0452 a14 041+O¢21 Q24—Q14 [e%) 0415
f5 = x3%2]? — Jo = Ty + 5725
o a2+a32 221 0043 24— Q14
fr= T Xy }

kiimesi /(C') idealinin standart bazidur.

Ispat: G = {f1, fo, f3, f4, f5, fs, [~} kiimesine standart baz algoritmasini uygulayalim.
LM (fy) = a3z, LM(fy) = a7 a*, LM (fs) = 253, LM (f4) = x3*,

LM(fs) = a3 aq", LM(fs) = 25?25, LM(f7) = 57** dir.

(i,7) € {(1,7),(2,3),(2,6),(2,7),(3,4),(3,5),(3,7),(4,6), (4,7)} iken

(LM(f;), LM(f;)) = 1 oldugundan NF(S(f;, f;) | G) = 0 olur.

o v = ekok(LM(f1), LM(fs)) = x5z x>

S(fi. f2) = —< 3§5ag) — Bt (a5 — 2imag™)
$11+a21x4a24 a1 g ngsx?m a2 | :ESQ:E?”’ xglsxilmxzzm
$11+a21x$24 14 _{_ajazxgm

= Jfe

Boylece, NF(S(f1, f2) | G) = 0dur.

°y = ekok(LM(fl), LM(fg)) = a5iry™
o314 [e31 al Q14 e @31 .32
S(fl;f:%) = —o13 013 ‘?;134%4 (% —aytrgtt) — =2 34 <I3 — a0y’ )

— 91,043 a3 a14_ 14 14 aSl Q32
= -, T3 +T3°%, Tyt + Tq

— Q31 Q43 .21 a32 ,.014
=~ (25w — 2y¥ ™)
—_ Q31
= —27"' f5

Buradan, NF(S(f1, f3) | G) =0 dir.

o v = ekok(LM(f1), LM(f)) = x§3z3*
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S — 5'3;139524 aq Q13,014 x?“l‘ff“ [e71 Q42,043
(f17f4)—w($1 — zgtrgt) — oot (23" — z5*2a5®)

00,024 @13 .04 0013 .0 g 042
=T, T, +T3°1, T3°T," + X370,

— —33?137224 =+ $g31‘g42
S(f1, f1) polinomunun en yiiksek dereceli tekterimlisini bulalim. Burada, ag + ang > az + au

veya oy + g < g + Qg9 dir.

a1 + aoq < ag + ay olsun. Boylece, LM (S(fi1, f1)) = a*ay® dir. LM(fy) = a7 xf™,
LM(S(f1, fa)) = x> "t boler ve
ecart(S(f1, f1)) = s + quz — a1 — oy

< Q3+ Q32 — Qua — Qp — Qi

=+ 31 — ] — Qg

=g — Qg1 + Q] — Q] — Qg

= Qg — (rg1 — Qg

= ecart(fs).

v = ekok(LM(S(f1, fa)), LM(f2)) = x{ x5

S wf‘lfcif“ aq 024 a3 042 1’?19540;24 [e%} Q21 ,,0024
(S(f1, fa); fo) = Zperpmar (=201 29™ + 25°25") — gy g (257 — 27 24

_ 021,024 03,0042 31,02
=x,77y T3 Ty + X7 Ty i
_ 42 a3 a31 ,.032

= —T (5E3 — o))

_ Q42

= —15"f3

oldugundan NF(S(f1, fa) | G) =0.

a; + agg > as + age olsun. Boylece, LM (S(fi1, fi)) = a53x5* dir. LM(f3) = z3°,
LM (S(f1, f1)) = 25325 yi boler ve
ecart(S(fi, f1)) = a1 + g — a3 — au

= Qo1 + g1 — 3 — Qg2

< g+ Q31 — Q3 — Qo

= Qg2 + Qi + Q31 — Qi3 — Qg2

= Q32+ a3 —ag

= ecart(fs).

v = ekok(LM(S(f1, f1)), LM(f3)) = x5°x3*
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3

5135390;42 Qi 024 Qs 042 90? $§42 [o%:} Q31 . Q32
S(S(f1, fa), f3) = W(—% L A e (257 — 7™ 25?)
— —I?1$4a24 + CL’?‘Q’ZEg‘IQ o xgrsxg@z + :L‘?Bll‘g?
— 33(1)‘31 (’Z.SCQ _ x?21x224)
_ x?Blf
oldugundan NF(S(f1, fa) | G) = 0 olur.
o 7 = ehok(LM(f), LM(f3)) = 259231425
@13 ,.%14 %32 @13 ,.,%14 ,,%32
S(f1, fs) = Zmtrmtr (27" — 2502 — St (25027 — 25%2)™)
3 4 2 4
— _x?lxg:iQ _|__ .%‘?131‘2141';32 _|__ ‘,1/‘331.?21 _ $§Vl3le4$g32
— x?Ql ($g3 _ xtl)é31xg32)
—aff,
Buradan, NF(S(f1, f5) | G) =0.
oy = ehok(LM(f), LM(fy)) = 252525
218 ,014,02 o 4 213 ;014 02 A b o
S(fr fo) = =i (27" — 237 24") — Zmgiort— (—a" A T
— _x?l (1542 _ x?21x224)
= —z7" fo
Buradan, NF(S(fl, f6) | G) =0.
o y = chob(LM(f), LM(fy)) = 255"
75(11215’34(14 az Q21,0024 $?21$Z4 [e71 Q42,043
S(far fa) = Zar o (3" — 271 ay™) — ozt (2]" — 25" 25"

- a2 Q14 a21 ,.0024 21 .24 21 ,.042 043
==Xy Ty T Xy XXy X Ty

— Q42 43,021 _ «32 .14
= Ty ($3 Ty Ty rgtt)
— 42

=152 f5

Buradan, NF(S(]CQ, f4) | G) =0.

o v = ckok(LM(fs), LM(f5)) = x{* x5** x>

a21 $0‘32 24

Q21 %32 .24
T x Z T Z E
S(fa, f5) = _1_1:(11221:62514 (252 — 202 z92) — 11:;3590;’12 (254302 — gg2 o
2 —
— _$352+a32 + x?21x332x$24 + I1a21$g43$2{24 Q24 x?QIIgSZ I4aQ4

_ _ a2tase 2021 0043 Q24— Q14
= —T9 +x] T3y,

= fr
Buradan, NF(S(fQ, f5) | G) = 0.
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o 7y = ekok(LM(fs), LM(f5)) = a5a5”
«@ «
S(fa fo) = Bimim(a® — 2§ a8%) — Hrthm(—af N agH T 4 a5rag)

— xg:sxgcz _ x;éz-l—%zxflxm 4 xtln-i-oczlxztu—amxg% _ 1’531’%2

—_ Q31 042+a32 20‘21 Q43 0024 — Q24
= I (_132 T T Xy )
— a31

= 7% fr

Buradan, NF(S(f3, fs) | G) = 0.

o v = ekok(LM(fy), LM(f5)) = x5 x5

S _ 954a41332 (07} Q42,043 12493;32 43,021 Qg2 .14
(far f5) = 2 (z3" — x5 g )_W(% Ty — xyPag)

— 04,032 a2 (43 Q43 .24 .21 Qg (032
— Q43 a2 Q21 .24

= —zy®(23® — 2P af™)

— @43

= —15" f

Buradan, NF(S(f4, f5) | G) = 0.

o v = ckok(LM(fs5), LM(fs)) = xy"a5?xs™

@14 %2 ,,¥13 xo‘141.0‘2x0‘13

_ Ty Xy Q43 021 Q32,014 4 Lo T3 a1+a21 024 —Q14 Q2,013
S(fs: f6) = 20820 (z5*xy® — z*x™) — 2327018 (=% 24 + z3°x5"?)
— _xggx?mx;mz + 1.26141,3&21.?13 + x?ﬁ-amxzzzx . xz&mxgzwgw

a3 o @ o1+ [e%
:—$33x12lx242 —|—l’11 21$424
_ 021,013 Q21 024
= 27 ry P fy + 2 i fi

Buradan, NF(S(fs, f6) | G) = 0.

o v = ekok(LM(fs), LM(f7)) = x{ oy tes

S(f f ) — 9”4&149”;24—&32 (wa43xa21 _ $a32xa14) _ 1214132-‘—&32 (_:Eaz-&-ozaz + x2a21xa43wa24—a14)
5y JT) T T4, 3 M 2 4 52T B2 2 1 3 M4
2

— _xgczxgumx?m + xZéngéz-‘ra:sz _ xzcmxg@-‘ra?,z + xlamxgzxsxzcm

_ Q21,043 (.02 021 (24

= —a7* 25" (25 7 zg)

_ 021,043

= —a7 a5 fo

Buradan, NF(S(fs, fz) | G) =0.

oy = ekok(LM(fs), LM(fr)) = a5 x>

:L,C!13:L,a2+0132 $§13$g2+a32
_ 73 2 a1+a21 024014 Q2 ,.a13) _ .oa2tase
S(fﬁaf'?) - Q13 .00 (xl Ly + Ty L3 ) az+as2 ( )

20091 .43 .24 —014
+ x{ " ag By )

_ a2 a1 +Q21 024 —014 a1z, a2+a32 Q13 ,,02+032 221 Q3 024 — Q14
= —x,"1, Ty + x5 T, T3 "Xy + a7 r3v 0y,
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2021 Q24— Q4 (O3 (031 ) (032
=Ty Iy (3 7% 25*?)

_ 2021 Q24 —Q14
=Ty Ty /3

Buradan, NF(S(fs, fr) | G) =0.

Boylece,

G — {fl — x?l _ $g13$2147 f2 — x(212 _ x?leZZAL’ f3 — $§3 _ x(l)é31xg32’

f4 — ZCZM _ xg42x§437 f5 — :Cg43x?21 _ x332x4al47 f6 — _x?1+a21x224_a14 + ngxgl?)’

fr = _xgz+a32 + I%a21x§43x4¢114}

I(C) idealinin standart bazidir. O

4.1.7 Onerme. C egrisinin I(C) tammlayan idealinin Durum 1(a)’daki gibi oldugunu
varsayalim.

® (vg > (g1 + Qg

® (i3 + g < Qi3 + Qg

® (g < iy

® vy + a3 < ap + igp + gy — Qg

® vy + (i3 < 20091 + 3 + Qg — Qg

kosullart altinda teget koninin /(C'), tanimlayan ideali

Q21

13 ,.014 Q24
{3 ai™, o]

as2,,.014 a1z .a2+as2
Ly

a3 o4 (e %3
Y3 Ly L™ Ty Ty T3 ", Ty

kiimesi ile iretilir.

Ispat: 4.1.6 Yardimc1 Onerme’den G = {f1, fo, fs, f1, f5, fs, fr} kiimesi 1(C) idealinin ds
tekterimli siralamasina gore standart bazidir. Bu durumda, [2]’deki Onerme 5.5.11 *den

[<C)* =< f1*7f2*>f3*7f4*7f5*7f6*7f7* >

_ 13 ,.014 a21 ,.024 a3 (7] a32 .14 a2 ,..,013 a2+0432
=< T3 Ty X7 Ty, T3, Ty, Ty Xy, Ly X3, Ty >

olur. L]

4.1.8 Yardimcr Onerme. C egrisinin I(C) tammlayan idealinin Durum 1(a)’daki gibi
oldugunu varsayalim.
® (g > (X9 + Qg

® (3 + (o < izt gy
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® 201y < Qigy

® (v13 < (Y43

® (o + (V13 < (X1 + (o1 + Qigg — Qlq4

® a3y + 204 < Q + Qg1 + Qyz — Qg3

® (9 + (39 < (1 + 20091 + Q43 — Q13 + Qlog — 20014

olsun. Bu durumda,

G = {fl — x?l _ $§13$4al4, f2 — 11212 _ x(llmxgm’ f3 — x?s _ x?uxgsz’ f4 — $g4 _ 184421.?43’
fs = l‘§43£(]?21 _ 173321‘4(114, fo = _x?1+a21x2424*0414 4 x;zxgtm?

_ a1+a21 ,.043— 013 as2 2014 _ Qatas2 a1+2a21 .43 —Q13 .24 — 2014

kiimesi /(C') idealinin standart bazidur.

Ispat: G = {f1, f2, f3, f1, f5, [6, f7, fs} kiimesine standart baz algoritmasini uygulayalim.
LM(f) = xg"aq™, LM(fy) = a7 x5, LM(fs) = 5%, LM (fa) = 3",

LM(f5) = #5228, LM(f5) = o225, LM(f7) = 55223, LM (fs) = 25>+ dir

(1,7) € {(1,8),(2,3),(2,6),(2,8),(3,4),(3,7),(3,8), (4,5), (4,6), (4,8), (5,7),(5,8)} iken
(LM(f;),LM(f;)) = 1 oldugundan NF(S(f;, f;) | G) = 0 olur.

o 7 = ekok(LM(f1), LM(f)) = x5 a7 x*

[e [ « [e a [e
T 13$ 211, 24 13I 2133 24

S(fb f2) = W(l.?l _ xglzsxztm) _ :63_931“21—1352‘;4('1'32 _ xtlxmxzézzx)
— _$?1+a21x4aQ47a14 + x§113$?21$224 + $g2x§13 _ x?le?21I324
— —:L‘?1+a21174a24_a14 + xngxgqs
= fﬁ
Boylece, NF(S(f1, f2) | G) =0.
o v = ekok(LM(f), LM (f5)) = a5
S(f f ) — x?‘“’wif“ (l‘al _ xmsxam) _ 13335”214 (xoé:s _ $031$032)
1, J3 _Igmzzm 1 3 4 xg3 3 1 2
— _‘/Etlll x§43 _|_ ngI4al4 _ x33x2114 + x4al4x?31x5132
— —:L“llgl (:L‘?“:L‘?Ql _ :ESSQIEZM)
= -z f5
Buradan, NF'(S(f1, f3) | G) = 0dir.
o v = ekok(LM(f1), LM(fy)) = a5 a5"
S(f f ) _ x§¢13$$4 (Z‘al _ xalsxam) _ M(xom _ $a42$a43)
1,J4) — _Igmzzm 1 3 4 9024 4 2 3



00,024 Q13,04 0013 04 Q3,042
=—T Ty +tx3°7, T3 Ty + X3° T

— —I?ll‘z% + x?awg@
S(f1, f1) polinomunun en yiiksek dereceli tekterimlisini bulalim. Burada, oy + g > a3+ aus

veya oy + g < g + Q9 dir.

Q21 .24

a1 + gy < az + ag olsun. Boylece, LM (S(f1, f4)) = x{x3?* dir. LM(fs) = x7* x>,
LM(S(f1, f1)) = o x$? "t boler ve
ecart(S(f1, f1)) = a3 + aug — a1 — any

< Q31+ Qg — Oy — p — Qi

=g+ Q31 — ] — Qg

=g — Qg1 + 1 — Q1 — Qiy

= Qg — Qg1 — Qg

= ecart(fs).

v = ekok(LM(S(f1, fa)), LM(f2)) = =7 xg™

o agq ap ogq
JERT, T a1 024 a3 042 5z [e%} Q21,0024
S(S(f1, fa), fo) = _I?1§224 (—o{ o™ + 23725%) — ——azl‘fmijm (x3? — 27 xg™)
— $?21$2524 _ xg?)xg%Q + I?SILESQ _ x?21x4aQ4

— _x;ézm ($§3 o l.i!all.gw)
= —13" f3

oldugundan NF(S(f1, fs) | G) = 0.

a1 + agq > as + age olsun. Boylece, LM (S(fi1, fa)) = a53x5* dir. LM(f3) = x3°,
LM (S(f1, f1)) = 25325 yi boler ve
ecart(S(fi, f1)) = a1 + qoq — a3 — au

= Qg1 + Qg1 — Qi3 — Qg

< g+ 31— 3 — Qg2

= Q32 + Qo + Q31 — Q3 — Qg2

= Q33 + Q31 — Q3

= ecart(fs).

v = ekok(LM(S(f1, f1)), LM(f3)) = w5*a5*®

3 ag _oyo
T3 Lo asi a32)

S(S (v fi). f3) = St (—af*af® +af*ag*) — Somd= (o — s

43



01,024 Q3,042 03,0042 Q31,02
=—x] Ty + X377, T3 Ty + 17 Ty

_ . _.a3] a2 a21 ,.0024
= 27% (05 — 27> ag™)

oldugundan NF(S(f1, fa) | G) =0.

o 7 = ekok(LM(f1), LM(fs)) = x5 ay™ay™

@43 %14 %21
T x €T
O414) 3 4 1 (xa43 x??l xa32xa14 )

« « «
£043 014 021 as
4 a3 031
T3 Ty

_ T3 4 1 aq
S(flu f5) — T _pY13,%4 (371 — I3
3 4
alta ay3—Q « a1d « a1d a 2«
_xll 211.343 13 —|—[E343I41 xlzl —ZL’343ZL'41 Ilzl —|—JI232I4 14
a1t o3 —o e 2«
— _Ill 211.343 13 +I232I4 14

= fr
oldugundan NF(S(f1, f5) | G) =0.

o 7 = ekok(LM(f1), LM(fs)) = x5 xy* 25*

[e e [e e et [
T 13 14 2 T 13 14 2

S(fis fe) = _i:c;éx;i_ (27! — zgPaf™) — xgii;g?—(—x?”“”%i“_““ + z3°25")
— _I?l (xSQ N x?21x4aZ4)
= —a7' fo

Buradan, NF(S(f1, fs) | G) =0 dr.

o v = ekok(LM(f,), LM(f7)) = a5 x5 25
13,2014 032 13,2014 032 _
S(fh f7) — _x3_w§413z§124 (x?él _ xg13x4a14) _ 333:0;‘;3963&9152 (_:L,?l-&-amxgm a3y 1’3321}2&14)

_ a1 ,.Q32,,0014 13 ,.20014 ,.0032 a1t+azg1 .43 Q13 ,.2014 .32
= =T Ty, T F X3 °Ty Xy Ty T3™ — T3 "Xy Tg

— aq Q43 .21 _ @32 .14
= Iy (x3 Ty Lo Ty )

=27 fs

Buradan, NF(S(f1, f-) | G) =0.

o v = ekok(LM(f2), LM (fs)) = x7*' 3"
_ 1?21904&4 a2 Q21,0024 90(1121124 [e71 Q42,0043
S(fa, fa) = W(% -zt — T (z3" — x5 25™)

— _ngxZélél _'_ x?21x$24 _ x?21x$24 _"_ x?21x342x§43

— Q42 43 021 _ «32 .14
= Ty (x3 Ty ryPrgt)
— 42

=52 f5

Buradan, NF(S(fs, f1) | G) =0du.

o 7 = ckok(LM(f,), LM(f)) = a5 a5 ag>
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«

20215048024 ool o 202048024 o0
S(fa, f5) = —l,xitglmjﬁi (23® — 2™ af™) — —133;4536(11211 (z5z7™ — 2y ai™)
— _:Egézxgéz;s + l‘?ml‘g“l‘zﬂ _ x(llzlxgmxzm + 123325(324
. 32 (o7} 42,0043
= xy®(ryt — 25 ag®)
— Q32
=23 f4
Buradan, NF(S(fa, f5) | G) =0 dir.
o v =ckok(LM(fy), LM(f;)) = x{* x{ x5%?
3 1 4 2
a] 2y 2 g3 (o] Q21,0024 a2 a2 g2 al+a21 043 —Q13 a3z 214
S(f27f7) = 1xa§1ma224 <‘T2 Ty ) - = a324 Et1124 (—.731 T3 + X7y )
17 Ty Ty 7Ty
— _xgé2+a32 + 13?21134&2417332 + x?1+2a21x§43—a13x2124—2a14 - x?zlxgmxgm
— _33324-0432 + x?ﬁ-?am:L,g43—a13$2¢24—20414
= fs
Buradan, NF(S(fa, f7) | G) =0 dir.
_ _ Q3,021
o v = ekok(LM(fs), LM(f5)) = 25°x}
S — xg3x?21 asg Q31,032 x?%&‘f?l Q43 .21 Qas2 .14
(f3, f5) = P (25 — 27*'25*) — EEPel (z3*a)® — z3*xg™)
— :L’?SZL‘?m r x?1x§32 A ngx?Zl + l,g!mxgmxgm
o 32 aq 13 ,.014
= —x5% (27! — a5 r™)
— Q32
= 15" f1
Buradan, NF(S(fs, f5) | G) =0 dir.
(0% (0%
o v = ekok(LM(f3), LM(fs)) = x53x5?
S — xg?’xgz Qas Q31,032 95339532 alta21 .a24—Q14 Qg3
(f3, f6) = P (25° — 27 a3 )_—x32$§¢13(_'x1 Ly + z5°25")
_ 03,02 az+a32 ,,a31 ai1+o21,,024—Q14 043 asz 02
— 1.11131(_xgcz+0432 + x%amxgngzz;—a%)
_ Qas1,,Q32 Q21,043 024 — Q14 Q21 .24
= —x7? 25 fo + 27 25wy Ji—a ™ f3

Buradan, NF(S(fs, fs) | G) =0 dir.

o v = ekok(LM(fy), LM(f7)) = x§*x5™

4 32

S _ ozt ® oy 42 .43 wytay a1toa21
(fas f1) = :QT(% —ayag®) — W(_%
2 4
— %4032 02,043 a1+a21 ,,,043— 013,024 — 014 _ 04
=1, %, Ty X3 + X T3 Ty Ty

g3 —o o1t aog—o g o
—33343 13<—$11 21113’424 14+$22$313

)

Q43 —Q13
—T3 fe
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Q43—013 asz2 20014
T3 + 25% i)

Q32
Lo



Buradan,

ey =c¢ck
S(fs, fs)

Buradan,

NFE(S(fs, f7) | G) =0dm.

ok(LM(fs), LM(fy)) = a5 a52ag®
= St (200 — o) — Mot (o T 2y
— $?21$32:E§43 - :L‘ZI4JL‘§2+QS2 - x?zlxgmmgu;s + x?1+2a21x2424—a14xg43—0123
— l.40é14(_x<23¢2+0432 + x?1+2a21xg43—a23x224—2a14)
= 2 f
NFE(S(fs; fs) | G) =0d.

0 7 = chok(LM(fs), LM(f)) = a2
_ Igl?’mg&l’iau (xa1+a21xa24—a14 + xazmam) _ $§é13x32xia14 (_xa1+a21xa43—o¢13
e xglfi Qs 1 4 2 43 332$ia14 1 3

as2 2014
+ 2% ™)

_ aitag .04 i3 .02 20014 Q43 .42 01 +a2] 13 .02 2004
= -1 Tyt agtay + 3" rs — X377 Ty Ty

3 4
. o1+a21 a4 Q42 0043
=T (23t — 23 a5*)
_ a1+aal
=T Ja

Buradan, NF(S(fs, f-) | G) =0 d.

oy = ckok(LM(fs), LM(fs)) = a5 x>

Buradan

xalea2+a32 113 xa2+a32
_ 3 2 (_xa1+a21xa24—a14 + xazxms) 73 2 (_xa2+0432
- a2, 013 1 4 2 3 ao+a32 2
2" T3 —Ta

a1+2a21 .43 — Q23 .24 — 214
+ T3 Ly )
_ a3z ,.a1ta1 .a24—Q14 ai13 ,,a2+a32 Q13 . a2+a32 a1+2a21 .43 .24 —2Q14
= =251 Ty + x5 g — T3 7Ty + x T3y

a1+ 004 —20014 (x§c43

= 2 A Q21 032 0414)

T1™ — Lo "Ly
_ a1tael o24—2014
=T Ly /s

,NF(S(fG,fg) | G):Odlr

o v = ekok(LM(f7), LM(fs)) = a3 g2 tos

S(fr. fs

:L,26¥141.6!2+C¥32 x2a14xa2+a32
) _ 4 2 (_I.Oél +Oé21$0443*0413 4 Qs x2al4> 4 2 (_xa2+0132
- 2082 p2004 1 3 2 4 _poatas: 2
2 4 2

a1+2021 ,.0043— Q23 ,.024— 2014
+ I x3 Ty )
a1taz21 43 —a13 .02 2014 .02 +a32 2014 .02 +032 a1+2021 043 — Q13 0024
a1+o21 043 — Q13 (.02 Q21,0024
(z5° — a7 2y™)

= I T3 1

46



_ ai+o21 ,,,043—Q13
=T L3 fo

Buradan, NF(S(f7, fs) | G) =0dw.

Boylece,

_ _ aq a13 ,.014 _ a21 ,,024 a2 _ (0%:) «31 .32
G—{fl—% —xgPryt, fo = —a{Mw*t + 257, f3 = 13 — 27 ay*,

_ (%] 42 ,,,0043 _ 43,0021 a3 014 _ a2 013 a1+a21 a24—Q14
Jo=axyt — 3P, fs = agPal? — xy®alt, fo = vyt — 2 Ty )

Q43 —Q13

_ .32 2014 ai1+a21 ,.043—013 _ az+asz ai+2a21
Jr= a5 — o T3 , Js = —1y + 1 T3

aq—2014
Ly }

I(C) idealinin standart bazidir. O

4.1.9 Onerme. C egrisini I(C) idealinin, Durum 1(a)’daki gibi oldugunu varsayalim.

Qo > Q1 + Qg

3 + o1 < 3o + iy

20[14 < Qg4

® (3 < Q3

® (9 + (13 < (] + (91 + Qigg — Qlq4
® (3o + 2014 < + Qg + ayz — Q3
® (v + aizp < g + 2091 + g3 — 3 + Qg — 2004

kosullart altinda teget koninin /(C'), tanimlayan ideali

Q21

13 .14 a24
{ag g, 2l

43,0021
Ly

a3 .oy a1z ,.a32,.2014
,.T3 Jx4 7:63 :Cl ’

ag a2+a32
y Lo T3 ", Ty Ty }

Ty

kiimesi ile uiretilir.

Ispat: 4.1.8 Yardimc1 Onerme’den G = {f1, fo, fs, fu. f5, fs, fr, fs} kiimesi I(C) idealinin

ds tekterimli siralamasina gore standart bazidir. Bu durumda, [2]’deki Onerme 5.5.11 *den

I(C)s =< frs, fox, [34, fax, f5e, four fres foe >

Q43 .21

— Q13 ,,.014 Q21 .24 a3 Qg4 a13 Q32 2014
=< T3 Xy, Ty Xy, T3, Ty, Ty Xy

Qg az+a32
y Lo T3 ™, Ty " Ty » Lo >

olur. O

4.1.10 Yardmea Onerme. C egrisinin /(C) tammlayan idealinin Durum 1(a)’daki gibi
oldugunu varsayalim.
® (vp > (g1 + (g

® a3y + aypy < Qy3 + Qo
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® 20voy > vy > Qigy

® (o + (13 + vy — Qiog < () + Q91

® (p + Q3o+ Qg — Qg < 20091 + Qg3

® 209 + a3 < aq + 20091 + 20094 — Q14

® 20v9 + azg < 3vg1 + i3 + 20004 — 11y

olsun. Bu durumda,

G = {fl — x?l _ $§13$4al4, f2 — _xfllmxztm T 2332, f3 — CE?S _ U,L.flxslxgé;az’
Qala—a24 01021

— (e} Q42,043 — 43,021 a32 ,.,014 — a2 (13
fa=x)" — 2525 f5 = 2§ a7 — 2Pyt fo = x5 x5 ay ] ,

__ .02tase a1a—a2q 2021 0043 _ 203 .13 a1+2a21 2024 — Q14

_ 2a2+as2 321 .43 2024 — 14

kiimesi, /(C') idealinin standart bazidur.

Ispat: G = {fi, f2, f3, fu, [5, fe, f7. fs, fo } kilmesine standart baz algoritmasini uygulayalim.
LM(f1) = a5z, LM(fa) = o7 ag*, LM (fs) = 25°, LM(fs) = 7",

LM (f;) = ag=a, LM(fy) = o5, LM(fy) = zgrtosagues,

LM (fg) = x3°225%3, LM (fo) = 2227 dir.

(1,7) € {(1,9),(2,3),(2,8),(2,9),(3,4),(3,5),(3,7),(3,9),(4,8), (4,9) } iken

(LM(f;), LM(f;)) = 1 oldugundan NF(S(f;, f;) | G) = 0 olur.

o v = ckok(LM(f1), LM(f2)) = x5 ™

« [ [ [ a [
T 131 213: 14 T ISx 212? 14

S(fr, f) = o (Cagrage ) - EOTE (o o)
— _xfl)‘1+a2l _"_ :Ugl3$(f21x$14 _"_ x32$g13$214_a24 _ xngx?Qnglél
— _xflllJrazl + 1’3227?13274&147&24
=fs
Buradan, NF(S(f1, f2) | G) =0dur.
o v = ckok(LM(f1), LM(f3)) = x33x3*
@3 14 a3z 14
S f) = (ot — agag) - S g — afrag)
— _xflxlxgélfi + xg?):vglél _ xg3$gl4 _"_ -1.21433(11/31-1'%32
— _xtllm (xgzxsxtllzl _ 5633256214)
= a5y

Buradan, NF(S(f1, f3) | G) =0dur.
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o v = ckok(LM(f1), LM(f1)) = x5 x3*

r?”ﬂf?“ aq Q13,0014 5’3;13124 [e71 Q42,0043
S(f1,f4)zw(x1 — a3yt — oA (x4t — 252 25*)

— _x?leQAL + x§613x$4 _ x§13x$4 + $33$g¢42

— _$?1 xzu 4 x?sxgu
S(f1, f1) polinomunun en yiiksek dereceli tekterimlisini bulalim. Burada, oy + iy > a3 + o

veya o + igg < iz + iy dir.

a1 + oy < az + age olsun. Boylece, LM (S(f1, f4)) = x*ay?* dir. LM (fs) = a7* x>,
LM(S(f1, f1)) = x{*x?* "t boler ve
ecart(S(fi, fa)) = az + qua — a1 — az

< Qg+ Qg — 0y — o — Qg

= Qg+ Q31 — o) — Qg

=g — Qg1 T Q1 — Qp — Qi

= Qg — Qg1 — Q24

= ecart(fs).

v = ekok(LM(S(f1, f1)), LM (fy)) = x>

S(S(f1, f1), f2) = S (—a 2§ + 2§505%) — htber (252 — 2§ 2%
— 1,(112133224 _ xgaxgum + :L.?legQ _ 1}.(112155224
— _xgum (x§é3 _ xtllslxg:ﬂ)
= —x3" f3

oldugundan NF'(S(f1, f1) | G) =0 du.

a; + aog > az + age olsun. Boylece, LM (S(f1, f1)) = x53x5* dir. LM(f3) = z3°,
LM (S(f1, f1)) = x53x5**’yi boler ve
ecart(S(fi, f1)) = a1 + qog — a3 — au

= Qg1 + Q31 — Qi3 — Qg

< g+ Q31 — Qi3 — Qg

= Q32 + Q2 + Q31 — Qi3 — Oy

= Q32 + Q31 — Q3

= ecart(fs).
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v = ekok(LM(S(f1, f1)), LM(f3)) = x5°x3*
xS xyt? a1, o az, o zg3251? o o as1 .
S(S(f1, fa), f3) = W(‘xllﬂﬂ + 23°25*) — 32,;*?3 (25 — 27*' 23*?)

— _x?lxgml + x§43x342 _ $§3$g42 + m?iﬂzg@

— x?m (1332 _ IB?QIIZM)
= 2 f

oldugundan NF'(S(fi1, fs) | G) =0 dur.

o v = ckok(LM(f1), LM(f5)) = x5 xy*xs®
a3 o1 032 a3 o1 032
S(f1, f5) = %(w?l — 251 gdie) — %(xgmxtfm — 2532g5)

— _x?lxgiﬁ + x§613x$14x332 + xgéd :U?Ql _ 33'?133721437332

= (g + )
=21 f3

Buradan, NF(S(f1, f5) | G) =0dw.

o v = ckok(LM(f1), LM(fs)) = x5 xy* x5?

S — 9”?1312149”52 ai Q13,014 w?”fﬂi‘”w? a1+o21 ,,024—Q14 az 013
(f1, f6) = LT (27t — wgai™) — 2524013 (=9 Ly + 25%5")
_ a1 a2 Q21 .24
= —x7t (23° — 27 ag™)

= -7 fo

Buradan, NF(S(f1, fs) | G) =0 dr.

o v = ekok(LM(f1), LM(f7)) = x5 a5

(o3 «@ o « «@ « «@ «
pl2tes2, 1336414 222t 32x313x414

_ T2 3 [e31 Q13,0014 2 a2+032 (14— Q24
S(flv f7) - —zg 1814 (xl — I3y ) T poetazy arg—ang (_x2 Ly +
2 4
_ ai,a+as2 az+a32 013,014 az+a32 ,,013 ,,Q14 sz, .24 2021
=TTy Tg + Ty T3 Ty — Ty e N

2
— _xtlnxgcz-i-a:sz + wgs xzézz;xlam

_ .24, 2001 a1 a2
=z )" f3 — 2l rg® fy

Buradan, NF(S(f1, fz) | G) =0dw.

o v = ekok(LM(f1),LM(fs)) = x%azxg‘”xff“

e [eY 209 « [e
13 14 21, 1337 14

2a9
_ Ty "x377 13,014 ai z 203 013 ai1+2a21 2024 — Q14
S(f1; fs) = 2 —atamir xafsxjﬁ (—25ay™ + af )__2_$2a32$af3 (233" + ] Ly )
2 "3

3

_ 202,013,014 ay 2o 202 .13 .14 o1+2021 20024
=Ty T3 Ty — Xy Xy T — Ty T3 Ty @ Ty

= o fo(og? + ™)

Buradan, NF(S(f1, fs) | G) =0 dir.
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o v = ekok(LM(f2), LM(f1)) = 27 7"
_ 1?215’324 [e%) Q21,24 93?21124 [e71 Q42,0043
S(for f4) = W(% -zt — %T(% — z3%r5")

(6 « (e « (0% (0% (0% (0% (o %%
— _x22x414 + x121x424 _ x121x424 _"_ x121x242x343

- Q42 Q43 021 «32 014
= Tg (5’73 T1™ — L™ Ty )
— 42

=252 f5

Buradan, NF(S(fs, f1) | G) =0 d.

o v = ekok(LM(fy), LM(f5)) = x{* z5%2a™

wo‘2lzo‘32wo‘14 :Ba211‘a3233a14

I R o 21,024 17 o7y Q43,0021 as2 .14
S(f2af5) — T _%21,021 ($2 — XTIy )_ _ 032 014 (1‘3 T1™ — Ty Ty )
Il IE4 1172 174
_ 2 .
— _x32+a32x2414 a2 4 xtlxmxgcwxzcm 4 $1a21x§é43 _ x?mxgé?)zxgm
_ _ a2tas2, oia—aq 2021 .43
= —X, Ty +x] g

= fr
Buradan, NF(S(fs, f5) | G) =0 dr.

o v = ekok(LM(f2), LM(fe)) = a7 w525 ™

21 x°‘2 xo‘l3 x24

agl g Q13 agg a
I L L R _ 021,024 g\ _ Ty Xy T3 "Xy Q2 0113 014~ 024 01021
S(anfG) - _x(lezgm ( 17Ty +5B2 ) wg%gmﬁm—au ("E2 T3 "Ly Ty )
_ 021,02 ,.013 ,,024 203,013 Q21,02 ,,013 ,,024 a1+2a21 2004 — Q14
=Xy Ty Ly — Xy Ly — Xy Xy Ty Ty X Ty
_ 203 013 ai+2a21 2024 — Q14
= fs
Buradan, NF(S(fs, fs G) =0 dir.
)
_ 21 . 02+Q32 024
o v = ekok(LM(fy), LM(f7)) = x{* x5 xy
Qg1 . 2+a32 24 Q21 ,,2+Q32 (24
S(f f ) — xl x2 374 (_xaglxa24 + xag) o xl 'Z‘Q x4 (_xa2+a32xa14fa24
2, J7 —po21 024 1 4 2 _poetasz aia—az 2 4
1 4 2 4
2021 0043
+ 27" 25*)
_ 021 .q2ta32 02 202 +a32 @21 .a2+ta32 Q24 3a21 .43 20024 — Q14
= 2772y Tyt — x5 — 7 Ty s el R i iy
2 E 3 2 —
_ _xzaz—&-ocaz + x1a21x§43x40124 14
= fo
Buradan, NF(S(fs, fz) | G) =0du.
_ _ 03,02 a14—Q24
o v = ekok(LM(f3), LM(fs)) = 255z}
ag_ag ajg—agy ag ag ojg—agy
_ T3 Ty a3 ,.a31,,032) _ L3 Loy Q2,013 ,,014— 024 .01 F021
S(f?nf6) - $§3 (33'3 T17 Ty ) zgzxgqujufa% (Z’2 .1'3 Ty Ty )
_ 03,02 014 —024 ag+a32 ,,,031 .14 — Q24 alta21 043 a3 02, 014 —024
=23°T5° %y — Zq T17 T, + x; T3™ — T3 Xy Ty
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— xtll31 (_l.géz+a32x4al4*a24 + x%amxgw)
= 27" f
Buradan, NF(S(fs, fs) | G) =0 dur.
0 7 = ckok(LM(f), LM(fy)) = 523
S(fs, fo) = Tom (e — afag®) — St (—adergg 4 gt e
x —Zy “T3
— _xfll31x§062+0432 i xgsxgoe _ xgsxgoe + x?1+2&21xiaz4—0¢14xg43
— x‘fSl (_Z.ga2+0132 + x?azlxguxia%*am)
=27 fo

Buradan, NF(S(fs, fs) | G) =0du.

o 7 = chok(LM(f.), LM (f5)) = a§*a5™
S(fa, f5) = 5 ) e

(6%} Q42 .43

@32
Ty Ty ( Ty Qasgz .14

z _ Q43 021
oo —x;’?’?zjl‘l( r52rgtt + 1)

__ 04,32 a2 .43 Q43,0024 ), Q21 a4 .32
_ 43 a2 21,024
= —x3" (25* — 27> 27*)
_ Q43
= —a5" fo
Buradan, NF(S(fs, f5) | G) =0 dr.
_ _ 013,02 .04
o v = ekok(LM(fy), LM(fs)) = x5 x5
apz g oy a1z, ag ag
_ T3 "Xy Xy o4 Q42,043 Ty "Ly Ty Q013,014 — 024
S(f4’ f6) - 204 (334 — Ty ) T p%2,018 014 -a24 ('CEQ L3 "Ly
4 2 43 4
_ az+auz 03 13,02 ,,04 a1+tagi 2004 13,02 04

az+au2 .03 +x?1+a21x

2004
—Zy T 4

0614)

041+O¢21)

S(fa, f6) polinomunun en yiiksek dereceli tekterimlisini bulalim. Burada, as + auys + a3 <

a1 + Qo1 + 2094 VEya i + i1 + 20004 < Qo + o + vz dilir.

Q9 + g + ag < oy + Qo + 20(24 olsun. Bé}’lCCC, LM(S(f4,f6))
LM(fg) — 3333’ LM(S(f4, fG)) az+oug

— :E2 [ORERD
ecart(S(fu, f6)) = a1 + o1 + 204 — @y — g — Q3

x3%’1 boler ve

< Qp+ Qg+ Qg — Qg — Qg — Q3
Q31 + Qo1 + Qigg — Qo — Q3
Qo + Q31 — Qo — Q3

Q32 + Q31 + Qo — Qo — Q3

a3z + Q31 — Q3
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= ecart(fs).

v = ekok(LM(S(fi, fo)), LM (fs)) = 25> "2 a5

pl2tedr a3 pl2taaz a3

_ Ty 3 agz+taqa Qa3 a1ta21 2024 2 T3 asg as31 ,,032
S(S(f1, fe), f3) = T 02Tz, s (—3 T3" + Ty ") — T (25° — 27" 5>)
2 3
_ oetoaz a3 ortaor, 2a04  a2tou2 03 st .20z
= Ty T3 T Ty Tq T3” + T17 Xy
a1 ,.200 2021 ,.20i24
= o7 (03" — 2" ™)

— x?Sl fZ(xSQ + x?21x224)

oldugundan NF(S(S(f4, f6), f6) | G) =0 dur.

a; + ag + 2094 < ag + ayo + ag olsun. Boylece, LM (S(f4, fs)) = pte g2 dir,
LM (fy) = x{* z3** 1 boler ve
ecart(S(fu, f6)) = o + ayo + a3 — a3 — g — 294

<+ Qyo+ Q3 — Qigg — g — Q13 — Qi1

= Q2 + Qo + 3 + Qg — Qg — Qg — (3 — Qlgg

> g+ ay — Qog — Qg — Qo1

= Qg — Qigg — Q91

= ecart(fs).

v = ekok(LM(S(fu, f6)), LM(fa)) = oz gioe
L1te21 2oy

S(S(f f) f)_ 1 4 ( ai1tagl 2024 otz 043) o TRl i
4,J6)5J2) — x?1+a21xzaz4 Ty Ty Ty T3

1 4 21,024 asg
W(_% z3 + x5°)
1 4

— x(lll-i-azlxiam . 1’32+a4237§3 _ xtlh-i-azlxioém + x(llleQxZM
— _x32+a42x§3 + I?1x§2x4¢124
— —ZL‘?M:L‘;Q f2 _ Igz-ﬁ-wm f3
oldugundan N F'(S(S(fs, f6), f2) | G) = 0dur.
o 7 = ekok(LM(fs), LM(fr)) = 2§75
S(fur fr) = Hmri (1t — afag) — A (—agrrengguen 4 glenggn)
— x32+0632 xzul _ xgoéz $§43 _ x;2+04322x244 +;%a21x§43xia24

_ 202,043 2021 .43 1. 20024
=—T5 "x3” +x] x5y

= —af fofaf? + 2]

oldugundan NF'(S(f4, fz) | G) =0 dur.

o 7 = ckok(LM(f5), LM(fs)) = a5 5725
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xZ“I?zx?“’ 43,001 @32 ,,.0014 x$14x;‘2x513 a1+a21 Q24— @2 213
S(f57f6) = o201 (‘rS T1™ — L™ Ty )_ ay aj3 a14—azq <_I1 Ty +‘T2 T3 )
2 Ty Ty Xz "2y
— _xgésxrllzlxgm + 1‘2141';21}?13 + x?1+0¢21x224 _ IZéMIgzxgls
_ Qs (21,042 a1+o21 024
= —x3°x 7 Ty + xy Ty
— a1 Q21,0042
= —a7' fo — 2715 f3
oldugundan NF(S(fs, fs) | G) = 0dir.
_ __ 014 ,,02+Q32
o v = ekok(LM(fs), LM(f7)) = 4" a5
14, x2+a32 14, o+a3g
Ty Ty Q43,021 032 014 Ty "To _ p02tase o4 —a2g 2021 0043
S(f57f7)_ 7:133141;‘32 <$3 Ly Lo™" Ty ) 7$32+a32x214*a24( ) Ty —|—$1 T3 )
2
— —:L‘SQ.Z‘?“I?QI + xZéMIgz-l-asz _ x2114x§2+a32 + xlazlxguxsxgm
_ Q21 ,,043 a2 21 .04
= —ay¥ oy (y? — 27 )
_ Q21 043
= —a* a5 fo
oldugundan NF(S(fs, f7) | G) =0 dir.
_ _ .13 200,014
o v = ekok(LM(fs), LM(fs)) = 25" x5z}
cy18302 514 a3z, 014 43,021 2d 1830214 2002 011 a1+2a21 2024 —014
S(fss fs) = _ixaif%g_ﬁ (—ag™ayM + a5 el ) — =gl a3 (2™ + Ty )
2 —L2 3
« 200 .« o+ as o « 2009 .« a1+H2a 2c
— 1’3131‘2 21414 _ 1322 421‘33$121 —13313132 2I414 —|—:L‘11 211,4 24
2 2
— _xgz+a42xg3x?21 + .CE?H_ 0421:540624
021 204 Q42 .3 (21 2021 ,.Q24 .42 Q21 .02 ,,.024
= 277wy fo + wy PPy fo + a7 M a3 + 2y fi

oldugundan NF(S(fs, fs) | G) = 0dir.

o v = ckok(LM(fs), LM(fy)) = a3 tes2 g4

(s fo) = i (—ofta )~ o e i)
— —:L‘SQQJZ?“ZL’?m 4 x§a2+a32x4a14 _ x§a2+6¥3221.4al4 + x§43x5{)a21xia24
— _xga2xg43x(1121 + xg43xi{)a21xia24
— _xgz;sxrllm fz(xé“ + x?mxzm)

oldugundan NF(S(fs, fo) | G) = 0dir.

o 7 = ekok(LM(fe), LM(fr)) = s+

S 1) = BT e i) ST

a2t Q14— 2a a
(—ZL‘22 3256414 24 —|—I‘1 211,343)
— _$a32$a1+a21 + xa13xa2+a32x0¢14—a24
- 2 1 3 2 4
_ 2a91/(,,.Q3 Q31,0032
= 27" (25° — 27 2y*?)
_ 2021
=x1 " f3
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oldugundan NF(S(fs, f7) | G) =0 dir.

oy = €k0k(LM(f6), LM(fS)) — xgémxgazxzcm—azzx

Q13 .20 014 — 024 Q13 ,.202 014 — 024
S(f f ) — $3 1'2 ‘T4 (:L,agxalgma14—a24 o xoq—i—agl) o ‘7:3 ‘7:2 :U4 (—$2a2ﬂ7a13
65J8 202 013 014 — a2 2 73 4 1 _ g2z 013 2 3
2 3 4 2 3
+ x?1+2a21xia24*a14)
_ _xSCQ:L.(fl"!‘OéQl 4 x313x3a2x4014—0424 _ x?wxgazxztm—am + $?1+2a21l’ia24
_ a1ta2l Q21,024 s
= -1 (=27 2y + 23?)
_ a1ta2]
=T Jo
oldugundan NF(S(fs, fs) | G) = 0dur.
_ _ 2a2+a32 003 ,,004— 024
o v = ekok(LM(fs), LM(f9)) = x5 L3 Ly
202+a32 0013 014 — Q24 202+a32 0113 . 014 — Q24
S(f f ) — $2 $3 .274 (I’a2l‘a13l‘a14_a24 _ :L,a1+a21) A ‘7:2 $3 $4 (—l‘
65J9 702 018 01— 024 2 "3 4 1 _ 2astas: 2
2 L3 Ty x5

3a21 .43 20004 —Q14
+ 2 x5y )

_ a1+tazi . 2az+ass 2a2+a32 013 014 — Q24 202 +a32 0113 . 014 — 024 321 ,.a3 ,.024
= —x T5 + x5 T3 "Xy — Ty T3 "y + a7 T3y

a21

— 13 .0024 Q21

ag+ai32
Ty x> fr — 2y Ji

)

oldugundan N F'(S(fs, fo) | G) =0 dur.

°y = 6k0k(LM(f7), LM(fB)) - xglsxgazxzszam

13,202 Q14— 024 Q13,202 014 — Q24
X X x x x xr
_ 3 2 4 _ a2tase a14a—a2q 2001 043\ 3 2 4 202,013
S<f7’ f8) - a2+a32 A14—Q24 ( x2 x4 + xl $3 ) 20&2 13 ( :UQ '2:3
a1+2a21 2024 — Q14
+ 7 Ly )
_ $a13$2a2xa14*a24 _ $2a21xa3$a42 _ x0113‘,1;2a2xa14*0124 + $a1+2a21xa24
- 3 2 4 1 3 2 3 2 4 1 4
2 E 2
_ _1'1&211'?537342 + 1.11114- 01211.224
_ a1+agl Q13 ,,Q21 042 Qg o1
=T Jo — g ai g fs + vyl
oldugundan NF'(S(f7, fs) | G) =0 du.
_ _ 202tasz,a14—Q2q
o v = ekok(LM(f7), LM(fo)) = 5 Ty
x2a2+0132x2114*0424 ) x2a2+a32x314*a24 )
__ 72 _ o2tasz, ara—agq @21 043\ _ T2 2t as2
S(f7’ f9) T astasze a1a—ao ( L2 Ly BRI ) 202432 ( L2
Lo Ly —Ty
3a21 .43 2024 —Q14
+xy Tty )
_ 2astaze,a14—Qog Q2 ,.2a21 0143 2a2+as2 .a14—Q24 3a21 .43 .24
=I5 Ty — Ty X X3 — X5 Ty + a7 T3y
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_ 2021 Q43 (.02 Q21 .24
= —ap g (vy? — 27 g )
_ 2021 .43

= —x7 2y fo

oldugundan NF'(S(f7, fo) | G) =0 dur.

o v = ekok(LM(fs), LM (fy)) = 23" **x5*

2c2+a32 0013 2a2+asz2 .13
S(fs, fo) = Ly L3 ) T3 (—g2orton
85 J9 205 013 2a2+as32 2
—Ty "Ly —Ly

321 .43 . 2024 — Q14
T Xy Ty )

22 013 a1 +2a21 2024 — Q14
(23" 25" + 2] Ly ) —

— x3012+0432x§13 _ x?1+2a21xia24*a14x332 _ I§a2+a321’§13 4 x?azlxiaM*angs
_ _xii)aml,iam—am (xgg _ xgé:szxfllzn)
_ _$i13a21xia24—a14f3
oldugundan N F'(S(fs, fo) | G) = 0 dir. Boylece,
G = {fl — x{lll - x§13x4al4, f2 — —:)3(1121%2{24 + ZESQ, f3 — ngs _ x?slxg&,
f4 — l.gzl _ $g42$§43, f5 — —JI%”IZ‘M + mgu;sx(llm’ f6 il xg2x§t13xgl4—a24 _ m?ﬁ-am’
fr = x542+0432$2414—0424 - x?amx?’@:ﬂ’ fs = —$%a$gl3 + x?1+2&21$ia24—a147
fg — I§a2+a32 4 x?azlxgwxiam*am}
I(C) idealinin standart bazidir. O

4.1.11 Onerme. C' egrisinin I(C) tamimlayan idealinin Durum 1(a)’daki gibi oldugunu
varsayalim.

® (X9 > (V91 + (vgy

® (30 + (g < Qi3 + Qo1

® 20v9y > (vig > Qigg

® (o + (13 + Qg — Qiag < 1 + Qo1

® (p + Qigp + Qg — Qg < 2001 + Qg

® 2019 + 13 < g + 20091 + 20094 — 114

® 205 + aizp < 3o + uz + 204 — Qg

kosullar1 altinda teget koninin /(C'), tanimlayan ideali

{xOélB Q14 Q21 .24 Q32 .14 Q13 14— Q24 Qa+a32 014 — 024 2a2 Q13

(0%} (a7} a9 a2+a32
3 Ly T Ty T3, Ly Xy " Ty Lo Ty "Xy y Lo Ly y Lo "T3 }

2
Jx2

kiimesi ile tiretilir.
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Ispat: 4.1.10 Yardimci Onerme’den G = {fi, fo, f3, fu. [5, fo, f1: fs, fo} kiimesi I(C)

idealinin ds tekterimli siralamasina gore standart bazidir. Bu durumda, [2]’deki Onerme 5.5.11

"den
I(O)* =< fl*a f2*7 f3*7 f4*7 f5*a f6*7 f7*7 fS*a fg* >
=< xaw 2‘14 x?21x4a24 ‘rS 71,4 ,$332$4al4 .ngl’glgl’?fl‘lia%, x32+a32x314*024 xgazl,glg’
x3a2+0432 >
0

4.2 Teget Koninin Hilbert Serisi
Bu boliimde, 4.1.7 Onermede iirete¢ kiimesi verilen I(C), i¢in R/I(C). halkasinin
Hilbert serisinin paymm Stillman-Bayer Teoremini kullanarak hesaplayacagiz. Ilk olarak

Stillman-Bayer Teoremini verelim.

4.2.1 Teorem. R = k[zy,...,x,4] polinom halkasi, I C R tekterimli ideali ve bir J tekterimli
ideali, 2" tekterimlisi i¢in [ =< J 2" > olsun. M C R ideali igin p(M), R/M Hilbert

serisinin payini gostersin. Bu durumda,
p(I) = p(J) — 2*¥p(J i< 2t >).

ispat: Bakiniz [29].

4.2.2 Teorem. [(C') idealinin Durum 1(a)’daki gibi oldugunu varsayalim. R/I(C),
halkasinin indirgenmis Hilbert serisi

h(z)

H(R/I(C).,2) = T

dir. Burada,
_ az—1 _; as—1 _; ag+taza—1 _; Loastala as3—1 P a2a—1 agtaz2—1 _;
h(z) = D220 2" Yoty 2° Doide Z = > ih PP A Py <
1 -1 1 1 -1 1
AP RED YU D S EIEE D i S D D D

a32+a21+a24 Zoqg 1 ZZ Z;l:l% 1 Z ZZ 2 Z a2+0¢13 ZOMLS 1 z 2?214(1)—1 Zi 2?23%—1 ZZ-

Ispat: 4.1.7 Onerme’den 1(C), = (x§%x$™, 2 x§?, 15%, x5, 153220 252053, 252752
oldugunu biliyoruz.
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a32 ,.014

Q24 003 .04
y 3™y Ly Lo " Ty

J =< x§13x404147x?21x4 2+as32 >

?xg
JQ =< 1.3131.314’ x?21x4aZ47 xg‘B’ lel’ x32+a32 >
J3 =< 1'3131'214, .1'?3, xZ47 :L.géz+0632 >

Jy =< x5%, a3, 15212 > ve

qo = x52x5", der(qo) = as + a3

_ a3 014 —
q1 = 25%xy™, der(q) = asz + g

a14

CVIS',JU4

)
g = 27 xy?, der(q) = o1 + an
q3 = T3 )

, der(gs) = a1z + oy

olsun. 4.3.1 Teoremden, 0 < ¢ < 3 i¢in,
p(J) = p(Jig1) — 2289 p(Jiyy 1< g >)

olur. J; 1 :< ¢; > lreteglerini olusturalim.

Ji 1< qo >=< 3", M xg®? >

Jy 1< G >=< 1.3413, x?mxzm*am’ me? xgéz >
J3 < o >=< 53, 2, x> >

Jy i< gz >=< 1’343, LZ'ZCM, $32+a32 > .

Jo 1< qp > 4 tiretecli oldugundan ayni iglemi tekrar yapalim.

¢y = a7z der(q)) = agr + oy — aqg ve Ji =< P xfM x5? > olsun. Boylece,
1 = 3 ig¢in,

p(J3) = p(Jy) — 298@)p( ], 1< g3 >)

— (1 _ Zas)(l _ Za4)(1 _ Za2+0132) _ 20113+0414(1 _ 20143)(1 _ Za24)(1 _ Za2+a:«;2) dir.

1 = 21i¢in,
p(J2) = p(Js) — 2422 p( T3 :< ga >)
— (1 _ 2&3)(1 _ Za4)(1 _ Za2+a32) _ ZCM13+C¥14(1 _ Zoé43)(1 _ Za24)(1 _ Zoz2+0t32) _ Za21+az4(1 _

2013)(1 — 2214)(1 — 221282 dir.

1 = 1 1i¢in,
p() = p(Ja) — 2% 0)p(J5 < g1 >)
— (1 _ Zoés)(l _ Z‘M)(l _ Za2+0432) _ Za13+0414(1 _ ZOé43)(1 _ ZOé24)(1 _ Zoéz-i-asz) _ Za21+024(1 _

Zals)(l _ Za14)(1 _ Za2+0432) _ 20432+0114[(1 _ Zals)(l _ Za24)(1 _ ZOQ) _ 20421+0424*0114(1 _
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201)(1 — 202)] dir.

1 = 0 i¢in,

p(Jo) = p(J1) — 2@ p(Jy 1< go >)

— (1 _ 2043)(1 _ Za4)(1 _ Zaz+0432) _ Za13+0414(1 _ za43)(1 _ za24)(1 _ Za2+0132) _ Za21+a24(1 _

Zals)(l _ Za14)(1 _ Za2+a32> _ Za32+0114[(1 _ Zals)(l _ a24)(1 — ) _ Za21+a24—a14(1 _

Zot14>(1 _ ZO@)] _ Zoc2+0413<1 _ Za43)(1 _ Zoc14)(1 _ za32)

= (1 — z)3 Z?Eal i Z?jo_l p Z;}zzaroc:az Loi (1 — 2)3 aiztaig ZO% L zioczzzé—l P
Zia:zara:ﬂ*l ZZ (1 _ 2)3 a1 +as2q Zoas 1 z Zam 1 1, Ziazaraaufl Zz _(1 . Z)3Za32+a14
DD DA SN B LES RS S S st DA (R
So2tals Za43 1 zzazu(x) L Zzaz% L i

Boylece, p(.Jy) = (1 — 2)3h(z) dir. Buradan, H(R/I(C),, z) = @ elde edilir. (|

y 1-z
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5. SONUC

Bu tezde, teget konisi 5 iirete¢ sayisina sahip ve Cohen-Macaulay olan bir tam kesigim olmayan
Gorenstein tekterimli egrinin, teget konisinin minimal serbest ¢oziiliimiinii agik bir sekilde
ifade ettik. Bu minimal serbest ¢oziiliimden teget koninin Betti dizilerinin (1,5,6,2) ve (1,5,5,1)
oldugunu sodyledik. Bu sonucu elde ederken k[zy,xs,...,z4]/1(C), halkasin1 kullandik.
Teget koninin tanimlayan idealinin belli durumlarda 6nceden bildigimiz standart bazlar1 ve
Buchsbaum-Eisenbud teoremini kullanarak, teget koninin minimal serbest ¢oziiliimiinii agikca

elde ettik. Ayrica mininmal serbest ¢oziiliim yardimiyla Hilbert fonksiyonlarini hesapladik.
Teget konisi, Cohen-Macaulay olmayan Gorenstein tekterimli egrilerini de ele aldik. Bu egri

ailelerinin tamimlayan ideallerinin standart bazlarin1 bazi aritmetik kosullar altinda belirledik.

Ayrica, yine bu egri ailelerinin teget konisinin indirgenmis Hilbert serilerini verdik.
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