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OZET

USTEL FONKSIYON ACILIM METODUNUN BAZI LINEER OLMAYAN KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEMLER UZERINE UYGULAMALARI
YUKSEK LiSANS TEZi
EMIN UMIT KOBAK
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI .
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. FIRAT EVIRGEN)
BALIKESIR, TEMMUZ - 2021

Bu tezde matematik ve c¢esitli bilim alanlarinda karsilasilan kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii iistel fonksiyon agilim metodu ile modellenmis ve analitik
hesaplamalar yapilmstir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci bdliimde insan yagsamina yon veren kismi diferansiyel denklemlere yer verilmistir.
Ikinci béliimde diferansiyel denklemin tanim ve 6zellikleri agiklanmustir.

Ucgiincii boliimde dalga denklemleri yapisi ve cesitleri ifade edilmistir.

Dordiincii bolimde kismi diferansiyel denklem modellemelerinin ¢6ziimlerinin elde
edilmesinde kullanilan iistel fonksiyon agilim metodunun literatiir 6zetine ve analizine yer
verilmistir.

Besinci boliimde {iistel fonksiyon agilim metodu gesitli kismi diferansiyel denklemlere
uygulanmasi ve sonuglarinin 2 ve 3 boyutlu grafikler ile yorumlanmustir.

Altinc1 boliimde tezde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Ustel fonksiyon acilim metodu, Kismi diferansiyel
denklemler, yiiriiyen dalga ¢dziimleri.
Bilim Kod / Kodlar1 : 20406 Sayfa Sayisi : 34



ABSTRACT

APPLICATIONS OF THE EXPONENTIAL FUNCTION EXPANSION METHOD
TO SOME NON-LINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
MSC THESIS
EMIN UMIT KOBAK
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC.PROF. DR. FIRAT EVIRGEN )
BALIKESIR, JULY - 2021

In this thesis, the solutions of partial differential equations encountered in the fields of
mathematics and science are modeled by exponential function expansion method and
analytical calculations are made.

This thesis consists of six chapters.

In the first part, partial differential equations that direct human life are given.

In the second part, the definition and properties of the differential equation are explained.
In the third part, the structure and types of wave equations are expressed.

In the fourth part, the literature summary and analysis of the exponential function
expansion method used in obtaining partial differential equation models are given.

In the fifth part, the exponential expansion method is implemented various partial
differential equations and the results are interpreted with 2D and 3D graphics.

In the sixth part, the results obtained in the thesis are summarized.

KEYWORDS: Exponential function expansion method, partial differential equations,
traveling wave solutions.

Science Code / Codes : 20406 Page Number : 34
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1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler, matematik, fizik, biyoloji gibi temel bilimler ile
mithendislik bilimlerinin bir¢cok alaninda kullanilan 6nemli kavramlardan bir tanesidir.
Kismi diferansiyel denklemler teorisinin ilk olusmasi ve gelismesi fizik biliminde yer alan
bazi proseslerin matematik dili ile daha anlasilabilir hale getirilmeye calisilmasiyla
baslamistir. Sonrasinda arastirmacilar kismi diferansiyel denklemler yardimi ile insan
yasamini etkileyen ve degisime ugratan birgok olayr modelleyebilmistir. Karmasik gibi
goziiken problemler diferansiyel denklemler ile olusturulan matematiksel modeller
sayesinde sadelestirilerek daha anlasilir hale getirilip olaylarin kaynagma inilerek

kavramlar arasindaki sebep sonug iliskileri olusturulmustur.

Insan yasamina y&n veren bazi dnemli kismi diferansiyel denklemler asagidaki gibidir:

Oy Py &
V2w=ax'/2/+ayy§+azf=0,l//=w(x,y,2),

Vv? Laplace operatorii olmak iizere 3 boyutlu Laplace denklemi elektrostatik, yer ¢ekimi ve
akigkanlar dinamigi gibi bircok zamandan bagimsiz problemin modellemesinde

kullanilmaktadir.

Benzer sekilde Poisson denklemi;
Viy =f(xy.2),

formunda Laplace denkleminin homojen olmayan halidir ve ¢oziimleri belirli bir elektrik

yiikii veya kiitle yogunlugu dagiliminin neden oldugu potansiyel alanlar1 vermektedir.

Newton’un klasik mekanikteki ikinci yasasinin kuantum mekanigindeki karsiligi olarak

bilinen Schrdodinger’s denklemi;

B _, ., Oy
——Vuyw+V(XYV,2z =t —,
om ¥ YV (Y. 2y =i



formunda tanimlanmaktadir.

Matematiksel finansta 6nemli bir yere sahip olan Black-Scholes denklemi;

oV ov
0S?

v
ot

+£GZSZ
2

opsiyon fiyatlarinin belirlenmesinde kullanilmaktadir.

Ikinci mertebeden lineer kismi diferansiyel formunda olan dalga denklemi de

1 6°
-

2 +V21//=01

su dalgalar1, sismik dalgalar ve ses dalgalar1 gibi mekanik dalgalar ile 151k dalgalarinin

modellemesinde kullanilmaktadir.

Bununla beraber s1g su yiizeylerindeki dalgalarin matematiksel modeli;

o . ¢ ¢
ot dx® ¢

literatirde Korteweg-De Vries (KdV) denklemi olarak bilinen denklem ile

gosterilmektedir[1].

Kismi diferansiyel denklemler kullanilarak yapilan calismalarin bir kismi ele alinan
problemin verilecek baslangi¢c ve siir degerler altinda ¢ézlimlerinin varligr ve tekligi gibi
teorik caligmalar olmakla birlikte, bu tipteki denklemlerin analitik veya niimerik
¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilacak yontemlerin arastirilmasi ve gelistirilmesi de

Oonemli bir aragtirma konusu olarak yer almaktadir.

Literatlirde yer alan ve hala aktif olarak kullanilan bazi metotlar1 sdyle siralayabiliriz;
Genellestirilmis Kudryashov Metodu (GKM) [2-3], Sumudu Doniisiim Metodu (SDM) [4],
Varyasyonel Iterasyon Metodu (VIM) [5], Homotopi Ayristm Metodu [6], Backlund

doniisiim metodu [7,8], G’/G, 1/G agilim metodu [9], Hirota nin bilinear doniisiim metodu



[10], tistel fonksiyon agilim metodu [11-30], deneme (trial) denklem metodu [31], tanh

metodu [32,33] gibi metotlar farkli arastirmacilar tarafindan formiile edilmistir.

Bu tez kapsaminda bazi kismi diferansiyel denklemlerin exp(—Q(&¢)) agilim metodu veya
literatlirde {istel fonksiyon acilim metodu [11-30] olarak bilinen yontem yardimi ile
¢Ozlimleri incelenmistir. Bu amacla ilk olarak 2. Boliimde, tezde kullanilacak temel tanim
ve kavramlar verildikten sonra 3. Boliimde, dalga teorisinin genel tanim ve gesitleri
incelenmis ve daha sonra 4. Bolimde, exp(—Q(¢&)) acilim metodunun teorik alt yapisi
olusturulmustur. Son olarak 5. Bdliimde, bilgisayar ortaminda kodlar1 yazilan exp(—Q(&))
acilim metodunun ¢esitli kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi ve sonuglarin 2 ve 3

boyutlu grafikler ile yorumlanmasi verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1 Adi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

2.1.1 Tamm [34] R veya C kiimesini F ile gosterelim. F™ {izerindeki Euclid normu

olmak lizere

f:DccRx(FM" > F™ ,m>1,n>1 (mneN),

fonksiyonu yardimiyla tanimlanan

f(x, y(x), y'(x), y"(x), y"(x),.... y"(x)) =0,

denklemine adi (bayag1 veya basit) diferansiyel denklem denir.

Buna gore adi diferansiyel denklem bir bagimli degisken, bir bagimsiz degisken ve bagimli

degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevini igceren bir denklemdir.

Asagidaki diferansiyel denklemler birer adi diferansiyel denklemlerdir.

y"+5y"+2y'+y=¢e", (2.2)
2
3X¥+2%:2x+5- (2.2)

2.2  Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bu kisimda kismi diferansiyel denklemler i¢in bazi tanim ve 6zelliklere yer verilmistir.

2.2.1 Tamm [34] f : D < R" — R bir fonksiyon ve (a,,a,,...,a,) € D olsun.

lim f(a,a,,...,a, +h,..,a,)— f(a,a,,...,a,)

h—0 h



limiti mevcutsa bu limite f fonksiyonun X, degiskenine gore (a,,a,,...,a,) noktasindaki

kismi tiirevi denir ve

of (a,a,,...,4a,)
aXk

veya f, (a,a,,...a,)

seklinde gosterilir.

2.2.2 Tamim [34] Birden ¢ok bagimsiz degisken ile en az bir bagimli degiskeni ve bu
bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore kismi tiirevlerini barindiran denklemlere

kismi tiirevli diferansiyel denklem denir.

2.2.3 Tammm [34] R ve C kiimesini F ile gosterelim. F™ {izerindeki norm Euclid

normu olmak iizere

f:Oc(FY x(F" 5. x(F)"xF"xR" > F™ m=>1 n>2, (mneN),
fonksiyonu yardimiyla tanimlanan

f (D*u(x), D*'u(x),..., Du(x), u(x), x) =0

denklemi m tane bagimli degisken ve n tane bagimsiz degisken i¢eren K -nc1 mertebeden

bir kismi diferansiyel denklemdir. Burada u(x) bilinmeyen fonksiyonu

u:Ke R"—>F" u(x) = (U (x), Uy(x),....u, (X)),

seklinde taniml1 bir fonksiyon, X = (X, X,,...,X,) € R" ve k pozitif bir tamsayidur.

Ormnegin; f:Q F¥x F'x Fx RZ>F fonksiyonu yardimiyla bir bagimli degisken

ve iki bagimsiz i¢eren kismi tlirevli denklem genel olarak



f (D?u(x), Du(x), u(x), x, y)=0
veya
FOG Y, Uy Uy, Uy, U, Uy, Uy ) =0

Xx1 '

seklinde gosterilir.

u ve v bagimli degisken ve X ile y bagimsiz degisken olmak iizere

ou ov
V—+U—=X+Y>

oX oy

ou ov
U—+V—=X—-Y>

0 oy

sistemi iki bagimli degiskenin iki bagimsiz degiskene goére kismi tlirevlerini igeren bir

kismi tlirevli denklem 6rnegidir.

2.2.4 Tamm [35] Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin barindirdigi en yiiksek

basamaktan kismi tiirevin basamagina kismi diferansiyel denklemin mertebesi denir.

2.2.5 Tammm [35]. Verilen kismi tiirevli diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan ve
keyfi fonksiyon veya keyfi parametre kapsamayan bir fonksiyona bu kismi tiirevli
diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimii denir. Diger taraftan bir kismi tiirevli diferansiyel
denklemin basamagi kadar (siirekli tiiretilebilir) keyfi fonksiyon kapsayan ve denklemi
0zdes olarak saglayan bir ylizey ailesine bu kismi tiirevli diferansiyel denklemin genel

¢Oziimii denir.

2.2.6 Tanmm [35] Verilen kismi tiirevli diferansiyel denklemdeki bagimli degisken ve
bunlarin denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklemi, bagiml
degisken ile onun tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz
degiskenleri iceren bir fonksiyon oluyorsa bu denkleme lineer kismi diferansiyel denklem

denir. Aksi halde lineer olmayan kismi diferansiyel denklem olarak adlandirilir.

En genel formda bir bagimli degiskene ve iki bagimsiz degiskene sahip birinci ve ikinci
basamaktan lineer kismi tlirevli diferansiyel denklemler sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanabilir:



A(X, y)z, +B(X, y)zy +C(x,¥)z=D(x,y), (2.3)

K(X,¥)Z, +L(X Y)zZ, +M(X,Y)z,, + N(X,¥)z, +P(X ¥)z, +R(X,y)z=0, (2.4)

(2.3) ve (2.4) denklemlerinde x,y bagimsiz; z bagimlh degiskendir.

2.2.7 Tammm [35] Verilen bir kismi tiirevli diferansiyel denklem, denklemde bulunan en
yiikksek mertebeden kismi tiirevlere gore (denklemdeki diisiik basamakli tiirevlerin ve
bagimli degiskenin bulunus seklinden bagimsiz olarak) lineer ise bu denklem yari-lineer

(kuasi-lineer) kismi diferansiyel denklem ad1 verilir.

En genel formda bir bagimli ve iki bagimsiz degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan

yari- lineer kismi diferansiyel denklemler sirasiyla asagidaki gosterilebilir:

A%, Y)z, +B(%Y,2)z, =C(X,Y,2), (2.5)

K(xY,2,2,,2,)2, +L(X%Y,2,2,,2,)2, +M(X,Y,2,2,,2,)Z2,, +N(X,Y,2,2,,2,)=0. (2.6)

X! x? X! x?

Bagimsiz degiskenlerin ikiden fazla olmasi halinde (2.5) ve (2.6)’ya benzer sekilde yari-

lineer denklemler yazabiliriz.

Yukaridaki tanimlar dikkate alindiginda her lineer kismi diferansiyel denklem ayni
zamanda yari-lineer ozelligine sahiptir. Fakat yari lineer bir kismi diferansiyel denklem

lineer olmayabilir.

2.2.8 Tamim [35] Verilen bir kismi tiirevli diferansiyel denklem yari-lineer 6zelliklerine
sahip ve denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz
degiskenleri barindiran fonksiyonlardan olusuyor ise bu denkleme hemen-hemen lineer

kismi diferansiyel denklem denir.



En genel formda bir bagimli ve iki bagimsiz degisken iceren ikinci mertebeden hemen

hemen lineer bir kismi diferansiyel denklem asagidaki formda tanimlanabilir:

P(X ¥)z, +Q(Xx,¥)z,, +R(X, ¥)z,, +S(X,Y,2,2,,2,) =0. (2.7)



3. DALGALAR TEORISi

Dalga kavramina ait en genel tanim dalgalarin ileri ve geri ya da asagi ve yukari
hareketleridir. Bir diger tanim ise enerjinin yer degistirmesidir. Titresimler tekrarl
olabilecegi gibi tekrarli olmayabilirler de. Bir dalganin saliniminin siddetine genlik,
salinimimin tekrarina frekans, dalganin ardisik iki tepe ya da ¢ukur noktasi arasindaki
uzakligina da dalga boyu denir. Ses dalgalari, 151k dalgalari, su dalgalari, manyetik dalgalar
gibi bir¢ok ¢esidi vardir. Dalga denkleminde u(x,t) dalganin genligini ve ¢ ’de dalganin

hizin1 gostermek iizere sekildeki gibidir:

f ve O keyfi fonksiyonlar olmak {izere D’Alembert ¢6ziimii olarak da bilinen ¢6ziim

asagidaki gibidir.
u(x,t) = f(x—ct)+g(x+ct),

Bu farkli f ve g dalgalart goriiniimlerini degistirmeksizin yayilim gosterirler. Bu

fonksiyonlar genellikle problemde verilen u(x,0) ve Ut(X,O) baslangi¢ degerleri
kullanilarak ¢6ziiliir. Dalga denklemi lineer oldugu igin siiper pozisyon prensibine gore bu
iki ¢oziim toplanabilir. g =0 olarak alirsak bu durumda U, +U,=0 denkleminin c=1

hizina sahip ¢6ziimii olan u(x,t) = f(x—t) denkleminde oldugu gibi dalga sadece saga
dogru yayilir. Yiiriiyen dalga (travelling wave), dalganin yayilimi yoniinde hareket eden
dalgadir. Yiirliyen dalga, dalganin u(x,t) = f (x—t) olarak ifade edildigi ve yOniiniin c’nin
pozitif ve negatif degerlerine gore belirlendigi lineer olmayan diferansiyel denklemler ile
ilgili caligmalarda yer alir. Eger ¢oziim kismi tiirevli denklemin sadece iki koordinati
farkina bagli ise ¢oziim seklini tam olarak korur ve bu sebeple soliter dalga olarak
isimlendirilir. Soliter bir dalga, &=-w ’daki asimtotik durumdan ¢&=o0’daki duruma
yiirliyen dalganin gegisini & = x—ct ve € dalganin hiz1 olmak iizere ¢ ’de sinirlandiran

yiirliyen bir dalgadir.



Dalgalar, goriiniimlerine ve hareketlerine gore asagidaki gibi ¢esitleri mevcuttur [36].

Soliter dalgalar ve solitonlar,
Periyodik dalgalar,

Kink dalgalar,

Peakon dalgalar,

Cuspon dalgalar,

V V.V V V VY

Kompakton dalgalar.

3.1 Soliter Dalgalar ve Solitonlar

Soliter dalgalar ilk kez 1834 yilinda John Scott Russel tarafindan Edinburg-Glasgov kanali
boyunca sekil degistirmeksizin yavasca hareket eden su dalgalarinin gézlemlenmesiyle
ortaya ¢ikmistir. Russel daha sonra gozlemledigi bu olay1 tekrar elde edebilmek i¢in 1844
yilinda bir su tanki insa ederek yaptigi deneyler sonucunda soliter dalgalarin hareketleri

icin @ maksimum genlik,h sonlu su derinligi, g yergekimi ivmesi ve ¢ dalga hizi olmak

{izere C* = g (h + a) esitligi ile gostermistir. Sonrasinda bu gozlemler ve ¢alismalar bir¢ok

arastirmactya ilham vermistir.

1895 yilinda, iki Hollandali Diederik Johannes Korteweg ve doktora 6grencisi Gustav de
Vries, lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklem ile soliter dalga varliginda sig su
yiizeyinin yiiksekligini modellemislerdir. Literatiirde bu denklem KdV denklemi olarak
adlandirilmastir [37].

1965 yilinda Norman J. Zabusky ve Martin D. Kruskal bu alanda niimerik caligsmalar
yaparak soliter dalgalarin etkilesimlerini incelediler. Bu etkilesimden dalgalarin seklini ve
genligini koruyarak c¢iktigin1 gordiiler ve bu dalgalara soliton adimi verdiler. Soliter
dalgalarin 6zel bir hali olan solitonlarin genel bir tanim1 olmamakla birlikte lineer olmayan
bir kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii asagidaki 6zellikleri sergiler ise soliton olarak

tanimlanabilir:
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e (oziim kalic1 formda bir dalga olusturmalidir,
e (CoOziim sonsuzda ya istel olarak zayiflayarak sifira gitmeli ya da bir sabite
yaklasmalidir,

e Dalgalar diger dalgalar ile etkilesiminde karakterlerini korumalidir [38].

Yukaridaki tanim dikkate alindiginda solitonlar yiiriiyen dalgalarin 6zel bir halidir. Soliton

dalgalara Ornek olarak KdV denklemi oOrnek verilebilir. Bu tipteki denklemlerin

#(x,t) =sech?(x,t) formunda soliton ¢dziimleri mevcuttur.

Sekil 3.1: ¢(x,t)=sech?(x,t)fonksiyonunun —2<x <2, —5<t<5 igin grafigi.

3.2 Periyodik Dalgalar
Periyodik dalgalar, bir boyutlu uzayda sabit hizla hareket eden periyodik fonksiyonlardir.

%_VZ%zo formundaki klasik bir boyutlu dalga denklemi ¢(X,t)=Acos(kx+wt)
X

veya ¢(x,t)=Asin(kxtwt) periyodik dalga ¢oziimleri tiretirler. Burada W agisal frekans,

k dalga sayisim gostermektedir [35].
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Sekil 3.2: #(x,t)=Asin(kx£wt) fonksiyonunun k =1, w=-1 ve -2<x<2, —-5<t<5
icin grafigi.

3.3 Kink ve Antikink Dalgalar

Bir asimptotik durumdan digerine gecerken azalan veya artan hareketli dalga tiirlerine

denir. Kink ve antikink ¢oziimleri sonsuzda bir sabite yakinsarlar [37]. @, — @, +Mm’sin (¢)

formunda tanmimlanan  Sine-Gordan  denkleminin 2 = olmak  lzere
e 2

#(x,t)=4arctan(e™ ") coziimii 7 nin pozitif kokleri igin kink, negatif kokleri igin
g

antikink ¢6ziimlerini Uretir.

(a) (b)

Sekil 3.3: Sine-Gordon denkleminin sirasiyla ¢(X,t) = 4arctan(e(x_t))

$(x.t)= 4arctan(e" ™) coziimlerinin —10 <t, x <10 icin grafikleri.
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3.4 Peakon Dalgalar

Birinci tiirevi siireksiz olan dalgalara Peakon dalgalar1 ya da solitonlar1 adi verilir.
Dalganin yapist e ™ fonksiyonunun grafigine benzemektedir. Tepe noktasi disinda
puriizsiizdiirler. Bu noktalarda konuma gore tiirevi isaret degistirir ve birinci tiirevde sonlu
bir ziplamaya neden olur. Peakon dalgalarida solitonlar gibi etkilesimlerde sekillerini ve
hizlarimi korurlar [37]. Camassa—Holm sig su dalga denklemi, Degasperis—Procesi

denklemi ve Fornberg-Whitham denkleminin ¢dziimlerinde goriiliir. Ornegin b=2 icin

¢ - +0O+D)p, =bp g, +¢,, formunda verilen Camassa-Holm  denkleminin

¢(X, t) =ce ™M , € genlik ve v dalga hizi olmak iizere peakon ¢oziimlerine sahiptir.

Sekil 3.4: Camassa-Holm denkleminin ¢(x,t)= e " ¢oziimiiniin —10 <t, x <10 igin
grafigi.

3.5 Cuspon Dalgalar

Solitonlarin farkli bir formu olan cusponlar tepelerinde zirveler (cusp) mevcuttur. Peakon
dalgalarindan farkli olarak, zirvedeki tiirevler sadece isaret olarak farklidir ve bu
noktalarda tiirev 1raksaktir. Camassa Holm denkleminin bazi 6zel durumlari cuspon
¢Ozlimlerini vermektedir. Asagida grafikte bir cuspon ¢Oziimiiniin genel sekli ve

karaterizasyonu incelenebilir [37].
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Sekil 3.5: ¢(x,t)= g bt cuspon ¢Oziimiiniin -2 <t,x < 2 i¢in grafigi.

3.6 Kompakton Dalgalar

Kompaktonlar ilk olarak 1993 yilinda Rosenau ve Hyman [39] tarafindan karakterize
edilmistir. Kompaktonlar, karakteristik soliton 6zelliklerini tagiyan ve kompakt destekli
dalgalardir. Burada, X topolojik uzayinda kompakt destekli fonksiyonlar, kapali destegi
X ’in kompakt bir alt kiimesi olan fonksiyonlardir. Kompaktonlari, solitonlardan ayiran

en onemli ozellik tstel kuyruklarinin veya kanatlarinin sonsuzda sifira yaklagmamasidir.

KdV  denkleminin m,n>1 icin  genellestirilmis  versiyonu K (m, n) ,

&+ (¢m)x + (¢n)xxX =0’1n kompakton dalga ¢éziimleri mevcuttur. Oregin K (2, 2) i¢cin

bir kompakton ¢ozimdiir.
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Sekil 3.6: ¢(X,t) = cos’ (X—t) ¢Ozlimiiniin 0 <t,x <1 i¢in grafigi.
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4. USTEL FONKSIYON ACILIM METODU

Ustel fonksiyon agilim metodu literatiirdeki diger ismiyle exp(-Q(&)) agilim metodu
olarak He ve Wu [11] tarafindan 2006 yilinda literatiire kazandirilmistir. Yazarlar bu
caligmalarinda dogrusal olmayan dalga denklemlerinin ¢ézliimlerini rasyonel formda {istel

fonksiyonlarin bir agilimi seklinde karakterize etmislerdir.

2008 yilinda Zhao ve Li [12], ¢alismalarinda He ve Wu [11]’nun {istel agilim metodunu

rasyonel olmayan formda uygulamislardir.

Khan ve Akbar [13], 2013 yilinda iistel fonksiyon ac¢ilim metodunu modifiye edilmis
Benjamin-Bona-Mahony denklemine uygulamiglar ve hiperbolik, trigonometrik ve

rasyonel tam ¢6ziimlerini elde etmislerdir.

Islam ve arkadaglari [14], yine 2013 yilinda Benjamin-Ono denkleminin yiiriiyen dalga

¢oztimlerini istel fonksiyon agilim metodu ile incelenmistir.

2014 yilinda Uddin ve arkadaslar1 [15], (3+1) boyutlu Zakharov-Kuznetsov denklemi ile

Burger denkleminin farkl yiirliyen dalga ¢oziimlerini gdstermislerdir.

Roshid ve Rahman [16], 2014 yilindaki ¢alismalarinda, (1+1) boyutlu klasik Boussinesq

denkleminin periyodik ve soliton ¢oziimlerini irdelemislerdir.

Hafez, Alam ve Akbar [17], iistel fonksiyon a¢ilim metodunu manyetize edilmemis tozlu

bir plazma modelinin yeni soliter ¢oziimlerini gostermislerdir.

Abdelrahman ve arkadaslar1 [18], gii¢c yasasia bagl lineer olmayan terim iceren Burgers
denklemi ile Kerr yasasina bagl lineer olmayan terim igeren Otelenmis lineer olmayan
Schrodinger denkleminin iistel fonksiyon acilim metodu altindaki c¢oziimlerini
incelenmistir. Ayn1 ekip 2015 yilindaki ¢aligsmalarinda [19], yasamin temel yapi tasi olan
DNA’nmn ¢ift zincir modelinin yeni analitik ¢ézlimleri iistel fonksiyon acilim metofu ile

arastirilmastir.
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Roshid ve arkadaslar1 [20] 2014 yilinda, Vakhnenko-Parkes denkleminin soliter dalga

¢Oziimlerini aragtirmiglardir.

Alam ve digerleri [21], matematiksel fizikte 6nemli bir yer tutan (2+1) boyutlu Boussinesq
denkleminin iistel, hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel yeni analitik ¢oziimlerini

literatiire kazandirmiglardir.

Baskonus ve Bulut [22] 2015 yilinda, sismik deniz dalgalarinin matematiksel modeli
olarak bilinen modifiye edilmis Benjamin Bona Mahony denkleminin yiiriiyen dalga

¢Oziimlerini irdelemislerdir.

Mikro yapili katilarda gerinim dalga denklemlerinin soliton ¢6ziimleri Hafez ve Akbar [23]

tarafindan incelenmistir.

Ustel fonksiyon acilim metodunun farkli bir genislemesi KdV ile birlestirilmis
genellestirilmis Hirota-Satsuma denklem sistemine 2015 yilinda Khater [24] tarafindan

literatiire kazandirilmistir.

Son yillarda ise, Ekici ve arkadaglar1 [25], Kerr yasasina bagli lineer olmayan terim i¢eren
cift kirilimli optik liflerin  matematiksel modelinin tekil soliton ¢dziimlerini

arastirmiglardir.
2018 yilinda Biswas ve arkadaslar1 [26], Kerr yasasina bagl lineer olmayan terim igeren
Lakshmanan—Porsezian—Daniel denkleminin karanlik ve tekil optik soliton ¢6ziimlerini

Jacobi eliptik fonksiyon metodu ve iistel fonksiyon metodu altinda irdelenmislerdir.

Yine 2019 yilinda Biswas ve arkadasglar1 [27], anti-kiibik dogrusalsizliga sahip ¢ift kirthimli

optik liflerin soliton ¢dziimlerinin varligi igin kriterler tanimlamiglardir.

Chen, Xin ve Liu [28], 2019 yilinda yeni bir yardimci adi diferansiyel denklem olusturarak

iistel agilim metodunun iyilestirilmis versiyonunu olusturmuslardir.
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Alharbi ve Almatrafi [29], 2020 yilindaki ¢alismalarinda ise varyant Boussinesq sistemine
Chen ve arkadaglarinin [28] yontemini kullanarak tam ve niimerik ¢Ozlimlerini ortaya

atmislardir.

Son olarak 2021 yilinda Mohammed ve arkadaglari [30], Stratonovich duyarliliginda
carpimsal giiriiltii igeren stokhastik Burger denkleminin yeni trigonometrik ve hiperbolik
stokhastik ¢oziimlerini bulmuslardir.

4.1 Ustel Fonksiyon A¢ihm Metodunun Analizi

Bu metodun ¢6ziim basamaklarini agiklayabilmek igin asagidaki gibi tanimlanan en genel
formda bir lineer olmayan diferansiyel denklem alinir;

P(u, ug, Uy, Uy, Ugy) Uyy) Uy, oo ). 4.2)

Verilen denklem i¢in u = (x,y,t) bilinmeyen fonksiyondur. P polinomu u = (x,y,t) ’ye

bagl adi ve kismi diferansiyel denklemler ile lineer olmayan terimler igermektedir.

Adim 1: Degisken ¢ dikkate alarak gergek degisken olarak X,y ve t alinir.

u(x,y,t) =u(&), &E=x+y-ct, 4.2)
du du . du .,
v U(é)'w— u'($), e cu'($), (4.3)

C hareket eden dalganin hizidir. Bu hareketli dalga denklemini denklem (4.1)’de

diizenlersek, bize lineer olmayan diferansiyel denklemini verir;

N(u,u’,u",u™,..)=0, (4.4)

burada u=u(&) ve N, U 'nun polinomlaridir ve U 'nun tiirevleri ve indisleri , ¢ 'ye gore adi

tiirevlerini gostermektedir.
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Adim 2: (4.4)’ iin hareketli dalga ¢oziimlerinin asagidaki formda oldugu kabul edilir:
N -

u(g) = Alexp(-Q(&))1" (4.5)
i=0

Burada A, A, #0, (0<i<N) birer katsayidir. Pozitif tamsay1 N, denklem (4.4) 'te denge

prensibi yapilarak belirlenebilir. u=u(&) asagida verilen diferansiyel denklemi

saglamaktadir:

Q' =exp(—Q) + uexp() + A. (4.6)

Denge prensibi dikkate alindiginda N katsayisi en yiiksek derecedeki tiirev ile en yiiksek
dereceye sahip lineer olmayan terimler esitlenerek asagidaki gibi bulunmaktadir.

Ornegin;

U n ~ U 2
u ~ e(N_M)(_Q),
u' “.e(N—MJrl)(—Q),

u n ~ ...e(NiM +2)(7Q)1

U"~U?

p(N-M+2)(-0)  a(2N-2M)(-0)
N-M+2=2N-2M
N=M+2

olarak elde edilir.

Denklem (4.6)’ya gore verilen ¢6ziim aileleri asagidaki gibidir:
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1. Coziim Ailesi =0, A°—4u>0 oldugunda,

Q(«:)ﬂn(‘—‘“”zﬂ“‘“tanh(M —4u (§+E>)—£),

2
2. Coziim Ailesi z#0, A*—4u<0 oldugunda,

() = In(—“‘ﬂz;““ tanh(—M;“‘ (E+E)) —ix

3. Coziim Ailesi £z =0,1#0 ve A*—4u > 0oldugunda,

A

AT

4. Coziim Ailesi 1 =0, 10 ve A°—4u=0 oldugunda,

22(E+E)+4

Q=I5 0

):

5. Coziim Ailesi 4 =0,1=0 ve A°—4u=0oldugunda,

Q(s) =In(s +E),

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Ay, E, A, 1 ve A #0 birer katsayi olmak iizere N pozitif tamsayisi denklem (4.4)’te

denge prensibini uygulayarak elde edilir.

Adim 3: Denklem (4.2) ve (4.3), denklem (4.1)’de yerine yazilarak sonunda exp(—Q(&))

formunda terimler igeren bir polinom olusturulur. Bu polinomda aym kuvvete sahip

exp(—Q(&)) i terimler sifira esitlenir. Yapilan bu islemler ile A),, A, A, ..E, 4, u

katsayilarini igerisinde barindiran bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel
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sistem ¢oziilerek ilgili katsayilar tespit edilir. Bulunan Ay, A, A,,...,.E, A4, u katsayilar

denklem (4.5)’te yerine yerlestirerek (4.4) denklemi ile dolayli olarak (4.5) kismi

diferansiyel denkleminin analitik ¢oziimleri bulunur.
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5. USTEL FONKSIYON ACILIM METODU UYGULAMALARI

Bu boliimde, (1 + 1) boyutlu lineer olmayan degistirilmis Burgers KdV denklemine ve
birlestirilmis KdV-mKdV denklemine iistel fonksiyon a¢ilim metodu ile baz1 yeni analitik

¢Oziimler elde edilmektedir.

5.1 Degistirilmis Burgers KdV Denkleminin Coziimleri

Birgok fiziksel olay degistirilmis Burgers KdV ile tanimlanabilecegi iyi bilinmektedir.
Bilinen ornekler, sig suda uzun dalgalarin ve plazmada dalgalarin davranisidir. Bu
calismada yliriiyen dalgalar (travelling wave) detayli sekilde incelenmistir. Bu ¢alismada

kullandigimiz degistirilmis Burgers KdV denklemi agagidaki gibi tanimlanir [40]:

u, + pu’u, +qu, —ru, =0, (5.1)

XXX

burada p, q ve r sifirdan farkl birer sabittir.

Denklem (5.1) 'in yiiriyen dalga donisiimi ele alinir ve ¢ sifirdan farkli bir sabit

oldugunda u=u(&) ve &=x-—ct doniisiimleri gerceklestirilir. Lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemi, lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniistiirmek s6z konusu

oldugunda asagidaki doniistimler yapilir:

u 3
a—u=—cu' 6—u=u',—2— ou
ot 1 OX OX ox®

Denklem (5.1) 'e gore u,, u,, u, ve u,, donisiimleri dikkate alinarak asagidaki denklem

elde edilir;

—Cu'+ pulu'+qu"—ru

¢ 'ye gore integral alinip, integral sabiti sifira esitlenir. Denklem (5.1) igin lineer olmayan

diferansiyel denklemi su sekilde elde edilir:
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—3cu+ pu®+3qu'-3u"=0. (5.2)

Denklem (5.2)’nin en yiiksek tiirev ve lineer olmayan terimle diizenledigimizde, denge

prensibi yardimiyla uygunluk icin N terimi elde edilir:

3N=N+2
N =1. (5.3)

Sonra, asagidaki denklemler elde edilir:

u(g) = A + A exp(-Q(<)), (5.4)
u'(5) = A exp(-Q(£)Q, (5.5)
ve

u"(£) = A exp(-&))(X)* + A exp(=CU&))(—exp(-Q)Q'+ exp(Q)C). (5.6)

Burada A = 0. Denklem (5.2)’de denklem (5.4), (5.5) ve (5.6)’y1 yerine yazilarak sonunda
exp(—Q(¢&)) formunda terimler igeren bir polinom olusturulur. Bu polinomda ayni1 kuvvete
sahip exp(—Q(&))’ li terimler sifira esitlenerek polinomun katsayilarini igeren bir cebirsel

denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel sistem ¢oziilerek ilgili katsayilar tespit edilir.
Durum 1: 1. ¢6ziim ailesi (4.7)’ ye gore inceledigimizde;

1#0, A*—4u>0 oldugunda,

_ _ ) . 2q . (30+1/902+16q2y)A1
C:C, = y = ’ =q, =—, — .
u=u pP=p; 9=0; A Rep A, 29 :

2 2
4N +16Q° 297 (5.7)

2q 9c ’
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katsayilar1 elde edilir. Denklem (5.7)’ye gore ¢oziildiigiinde bu katsayilara karsilik verilen

¢Ozum;

V3c(3e-++/9c? +16qzu)(1+T<anh[3c(EE4_qCt X))
2\/5( 9c’ +16q21u + 3cTanh[3C(EE4—th + X))

, (5.8)

ul(xit) =

u(x, 8)

13F

05

Sekil 5.1: Hiperbolik fonksiyon olan denklem (5.8)’ in 4 =8, EE=3; p=1 q=1 c=1
—8 < x<8; -8<t<8; degerleri ile 3 boyutlu uzayda belirttigi ylizey grafigi ve t =8 igin
belirttigi 2 boyutlu egri grafigi.

Durum 2: 3.¢oziim ailesi (4.9)’ a gore inceledigimizde;

1=0,1#0ve A*—4u>0oldugunda,

. _(3C+«/902+16q2,u)Al_
C=Cu=0Pp=p:q q,Al \/ﬁ’p\)_ 4q ;

2 2
/12—\19(3+16q“; P29 (5.9)

2q oc '

katsayilar1 elde edilir. Denklem (5.9)’a gore ¢oziildiigiinde bu katsayilara karsilik verilen

¢Ozlm;
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\/§c(1+ Coth[BC(EE —ct+ x)])

u,(x,t) = (5.10)

2\/cp ’

Sekil 5.2: Hiperbolik fonksiyon olan denklem (5.10)’un EE =3; p=1, q=1, c=1;
—8 < x<8; -8<t<8; degerleri ile 3 boyutlu uzayda belirttigi ylizey grafigi ve t =8igin
belirttigi 2 boyutlu egri grafigi.

5.2 Birlestirilmis KdV-mKdV Denkleminin Coziimleri
Bu ¢alismada kullandigimiz birlestirilmis KdV-mKdV denklemi asagidaki gibi tanimlanir
[40]:

u, + puu, +qu’u, +ru_ =0, (5.11)
burada p,q ve r sifirdan farkli birer sabittir.
Denklem (5.11) 'in yiiriiyen dalga doniistimlerini ele alinir ve ¢ sifirdan farkli bir sabit

oldugunda kismi diferansiyel denklem i¢in u=u(&) ve &=x-ct ylrliyen dalga

dontisimii gergeklestirilir. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi lineer olmayan adi
diferansiyel denkleme doniistirmek s6z konusu oldugunda asagidaki doniistimler

uygulanir;
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3
ou ' 6u_u. o'u

Ky, Y _y
ot OX ox3

Denklem (5.11) 'e goreu,, u, ve u,, doniisiimleri dikkate alinarak asagidaki denklem elde

edilir:
] 1 2,1 m
—Cu'+ puu'+u‘u'+ru™=0.

Yukaridaki denklem ¢ 'ye gore integral alinip ve integral sabiti sifira esitlenir. Denklem

(5.11) i¢in lineer olmayan diferansiyel denklemi su sekilde elde edilir:
—6cu+3pu®+2u®+ru"=0. (5.12)

Denklem (5.12)’nin en yiiksek tiirev ve lineer olmayan terimle diizenlendiginde, denge

prensibi yardimiyla, uygunluk i¢in N terimini elde edilir

3N=N+2,
N =1. (5.13)

Sonra asagidaki denklemler elde edilir;

u(g)=A +Aexp(-Q(s)), (5.14)
u'(&) = A exp(-Q(£)Q", (5.15)
ve

u"(£) = A exp(-A&))(Q)* + A exp(—CU&))(—exp(-Q)Q'+ exp(Q)Q). (5.16)

Burada A #0. Denklem (5.12)’de denklem (5.14), (5.15) ve (5.16) yerine yazildiginda

exp(—Q(&)) formunda terimler iceren bir polinom olusturulur. Bu polinomda ayni kuvvete
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sahip exp(—Q(&)) ’li terimler sifira esitlenerek polinomun katsayilarini igeren bir cebirsel

denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel sistem ¢oziilerek ilgili katsayilar tespit edilir.
Durum 1: 1. Coziim ailesi (4.7)’ ye gore incelendiginde;

1#0, A*—41>0 ve ¢ >1 oldugunda,

6/c/r :3c—3«/5\/F/1.

A=m— g h p
_3c-pA,.  _PA(S6CcHpPA). g 4
SN =R TS (5.17)

Katsayilar1 elde edilir. Denklem (5.17)’ye gore ¢6ziildiigiinde bu katsayilara karsilik verilen

¢Ozlim;

3c(Je - x/FA)(—1+Tanh[\/E(E§JFCt =)y .
u(x,t) = ; :
p(ra+ \/ETanh[\/E(EE _rCt * X)])

Jr

u(x, §)

-5 b

Sekil 5.3: Hiperbolik fonksiyon olan denklem (5.18)’in 41 =15; EE =3; p=1 r=2;
c=1 -8 < x<8; -8<t<8; degerleri ile 3 boyutlu uzayda belirttigi yiizey grafigi ve
t = Oicin belirttigi 2 boyutlu egri grafigi.
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Durum 2: 2. Coziim ailesi (4.8)’ e gore incelendiginde;
1#0, A*—41<0 ve ¢ >1 oldugunda,

C=C,Ir=rp=p;i=1

6ver ., _3c-3evra,

A=- " A 0
_PA(BC+PA). g®.
A= e 0 9T T 6e (5:19)

Katsayilar1 elde edilir. ¢=3; r=-2; aliirsa 2.¢6ziim ailesi ile ¢oziildiiglinde bu

katsayilara karsilik verilen ¢oziim;

9(«/6 — 2i4)(=i + Tanh[ \F (EE 3t +X)])
u, (x,t) = 2V2

, (5.20)
0(=24+ \/ETanh[; \E (EE -3t +X)])

Sekil 5.4: Denklem (5.20)’nin 41 =15; EE=3; p=1 r=2; c=1, -8<x<8; -8<t<8;
degerleri ile 3 boyutlu uzayda belirttigi yiizey grafigi.
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6. SONUC

Ustel fonksiyon agilim metodu yaklasik 15 yildan fazla bir siiredir lineer olmayan kismi
tirevli denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilmaktadir. Bu tezde (1+1) boyutlu lineer olmayan
degistirilmis Burgers KdV denklemi ve birlestirilmis KdV-mKdV denklemi ¢6ziimlerini
elde etmek igin {istel fonksiyon agilim metodu kullanilmistir. Bilgisayar ortaminda kodlari
yazilan lstel acilim metodunun denklemlere uygulanmasi ve sonuglarin 2 ve 3 boyutlu

grafikler ile yorumlanmasina yer verilmistir.

Bu bilgiler 1s18inda, istel fonksiyon agilim metodu degistirilmis Burgers KdV ve
birlestirilmis KdV-mKdV kismi diferansiyel denklemlerinin analitik ¢oziimlerini elde

etmek i¢in giiglii bir arag oldugu goriilmiistiir.
Ayrica elde edilen sonuglar neticesinde iistel fonksiyon agilim metodu, insan yasamina yon

veren dalga denklemlerinin ¢6ziimiindeki uygunlugu ve kalitesi ile yeni analitik sonuglari

literatiire kazandiracaktir.
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