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OZET

FONKSiYONLARIN SIFIRLARI VE SABIT NOKTALARI
YUKSEK LISANS TEZI
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BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. NIHAL OZGUR)
BALIKESIR, TEMMUZ - 2021

Bu calisma metrik uzaylarda (F, ¢)-daralma doniisiimleri icin ¢-sabit noktalarin varligini
ve tekligini iceren giincel ¢alismalarin derlemesidir. Oncelikle daralma doniisiimiiniin
Ozellestirilmesi ve Banach Daralma Prensibinin’nin genellestirilmesi ile elde edilen (F, ¢)-
daralma dontisiimii ile bu doniisiimiin sagladig1 ¢-sabit nokta teoremlerinin arastirildig
makaleler incelenmistir. Bu teorik sonuglar igin orijinal 6rnekler elde edilmistir. Elde edilen
teorik sonuclarin bazi uygulamalari incelenmistir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim olan giris kisminda tezin konusu tanitilmaktadir.

Ikinci béliimde bu tezde kullanilacak temel bilgiler verilmistir.

Uclincii bolim tezin ana boliimiidiir. ¢-sabit nokta, @-Picard operatorii, zayif ¢-Picard
operatori, (F,@)-daralma dontsimi, (F,@)-zayif daralma doniisimii, (F,¢)-grafik
daralma doniistimii, (F, @, 8)-daralma doniisiimii, (F, @, 8)-zayif daralma doniisimi, o-
gecisli (admissible) doniisiim, (F,@,a —)-daralma donlisimi, (F,¢@,a —)-zayif
daralma doniisiimii kavramlart tamitilmistir. (F, ¢, 8)-daralma dontigimii kavrami igin
stireksiz fonksiyonlar ile ¢-sabit nokta sonuglarinin varhigi ¢alisilmis ve bu kavramlar igin
ornekler incelenmistir.

Dordiincu bolimde metrik uzaylarda (¢@-y)-sabit nokta kavrami, M fonksiyon ailesi ile
birlikte M, )-daralma doniisiimii ve M, )-grafik daralma doniisiimii tanitilarak bu tir
daralmalar igin (¢-y)-sabit nokta sonuglari incelenmistir.

Besinci boliimde bu ¢aligsmada verilen sabit nokta teoremlerinden bazilarinin uygulamalari
verilmistir.

Altinc1 bolimde bu tez ¢alismasmmin sonuglari ve tizerine ¢alisilabilecek konular
tartisilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Sabit nokta, ¢-sabit nokta, daralma déniisiimii, ¢-Picard
operator, zayif @-Picard operator.
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ABSTRACT

ZEROS AND FIXED POINTS OF FUNCTIONS
MSC THESIS
RABIA NUR EVSAN GUNAYDI
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. NTHAL OZGUR)
BALIKESIR, JULY - 2021

This study is a review of current studies involving the existence and uniqueness of ¢-fixed
points for (F, ¢)-contraction mappings in metric spaces. First of all, the articles investigating
the (F, ¢)-contraction mapping and the ¢-fixed point theorems provided by this mapping,
obtained by the specialization of the contraction mappings and the generalization of the
Banach Contraction Principle, are examined. Some original examples are provided for the
obtained theoretical results.

This thesis consists of six chapters.

In the introduction part, which is the first chapter, the subject of the thesis is introduced.

In the second chapter, basic information to be used in this thesis is given.

The third chapter is the main part of the thesis. ¢-fixed point, ¢-Picard operator, weak ¢-
Picard operator, (F,)-contraction mapping, (F,)-weak contraction mapping, graphic
(F, @)-contraction mapping, (F,¢,8)-contraction mapping, (F,¢,8)-weak contraction
mapping, a-admissible mapping, (F, ¢, @ —y)-contraction mapping, (F, ¢, a —)-weak
contraction mapping concepts are introduced. For the concept of (F, ¢, 0)-contraction
mapping, the existence of discontinuous functions and ¢-fixed point results have been
studied and examples for these concepts have been examined.

In the fourth chapter, the concept of (¢-y)-fixed point in metric spaces, M, ,,-contraction
mapping and graphic M, 4,)-contraction mapping along with family of functions M are
introduced and (¢-v)-fixed point results for such contractions are examined.

In the fifth chapter, some applications of fixed point theorems presented in this study are
given.

In the sixth chapter, the results presented in this thesis and the future directions of the study
are discussed.

KEYWORDS: Fixed point, -fixed point, contraction mapping, ¢-Picard operator, weak
-Picard operator.
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1. GIRIS

Sabit nokta ¢alismalar1 hem matematikciler hem de uygulamali bilimler iizerine ¢alisanlar
icin ¢cok nemli olmustur. Yani, sadece matematik alaninda degil fizik, biyoloji, bilgisayar
bilimleri, miithendislik gibi bir¢cok alanda da sabit nokta teorisi kullanilir. X bos olmayan bir
kiime olmak Uzere T: X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda T'(x) = x kosulunu saglayan
x € X noktasia T doniisiimiiniin bir sabit noktasi denir. Matematigin farkli dallarinda, farkl
uzaylar Gzerinde sabit noktalarin varligi ve tekligi ile ilgili ¢aligmalar 6nem kazanmuistir.
Ornegin, dogrusal olmayan bir integral denklemin ¢dziimiiniin varhigi ve tekligi bu

calismanin uygulamalar kisminda da goriilebilecegi tizere sabit nokta teorisi ile elde
edilebilir.

Tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremi ilk kez 1922 yilinda Stefan Banach tarafindan
daralma doniistimii kavrami ile ¢alisilmistir. Banach Daralma Prensibi adini alan teorem bir
doniisiimiin sabit noktasmin varligin1 garanti eder. Ustelik bu sabit noktanim tekligini ve nasil
bulunabilecegini gosterir. Bu teoremin ifadesi ise soyledir: (X, d) bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir daralma dontisiimii olmak tizere her x,y € X icin d(T(x),T(y)) < kd(x,y)
olacak sekilde bir k € [0,1) varsa T dontisiimiiniin X ’de bir tek sabit noktasi vardir [1]. Sabit
noktanin bulunmasi ise Picard’in ¢aligmasi yardimiyla saglanmaktadir. X deki herhangi bir
baglangi¢c noktasindan baslayan Picard tekrarlama dizisi T’nin sabit noktasina yakinsar.

Buradan Picard operatdrii kavrami ortaya ¢ikmustir.

Bunlarla beraber Khan, Swaleh ve Sessa uzakligi degistiren fonksiyonlar su sekilde
tanimlamistir: : [0, 0) — [0,00) fonksiyonu ¥(0) = 0 kosulu ile birlikte strekli ve
monoton azalmayan ise bu fonksiyona mesafeyi degistiren fonksiyon denir [2]. Bu
fonksiyonlar yardimi ile, Banach Daralma Prensibi genellestirilerek zayif daralma kosulu
tanimlanmistir. Zayif daralma kosulunu saglayan doniisiimiin sabit noktasinin varligi ve
tekligi ispat edilmistir. Daha sonra bu prensip farkli bir ¢ok bilim insan1 tarafindan g¢alisilip

gelistirilmistir [3-7].

Bu calismada Mohamed Jleli, Bessem Samet ve Calogero Vetro’nun gelistirdigi ¢-Sabit
nokta kavrami incelenmistir. (p-Sabit nokta ¢aligsmalari, belirli bir fonksiyonun sifir kiimesine
ait olan sabit noktalarin varlig: ile ilgili ¢aligmalardir. ¢-sabit noktanin tanimi asagidaki

sekilde verilmektedir.



T:X —» X, d metrigine gore bir operator olmak tizere, Fix(T) ={x € X :T(x) =x },
T operatoriiniin  tiim sabit noktalarmin kiimesi ve Z,={x€X:px) =0}, ¢
fonksiyonunun tiim sifir yerlerinin kiimesi olsun. z € X elemaninin T operatdriiniin bir o-

sabit noktasi olmasi igin gerekli ve yeterli kosul z € Fix(T) N Z, olmasidir.

Bu ¢aligmada ¢-sabit nokta kavraminin tanimi1 verildikten sonra (F, ¢)-daralma doniisiimii,
(F, p)-zayif daralma doniislimii kavramlar1 tanitilarak bu kavramlar ile birlikte sabit

noktanin varlig1 arastirilmistir.

Tez toplam bes ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Sabit nokta

teorisinin gelistirilmesinin kisa bir 6zeti ve bu ¢alismanin amaci anlatilmaktadir.

Calismanin ikinci bdliimiinde, bu ¢alismada kullanilacak temel kavramlar verilmistir ve iki
alt bagliktan olugsmaktadir. Birinci alt baglikta metrik uzay tanimi ile baglanarak temel tanim
ve teoremler verilmis, drnekler incelenmistir. Ikinci alt baslikta fonksiyonlarin sifirlarinin
Onemi tartisilmis ve sifirlarin 6nemini kavramak adma matematigin farkli dallarindan

teoremler verilmis, 6rnekler incelenmistir.

Calismanin {igiincli boliimii, bes alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde ¢-sabit
nokta, ¢-Picard operatorii ve zayif ¢-Picard operatorii kavramlari tanitilmigtir. Bu
kavramlarin tamam orijinal drneklerle desteklenmistir. ikinci alt boliimde (F, ¢)- daralma
dontistimii, (F, @)-zayif daralma doniistimii, (F, ¢)-grafik daralma doniisiimii kavramlari
tanitilmistir. Bu kavramlarla elde edilebilen teoremler verilmis ve ilk teorem orijinal bir
ornek ile desteklenmistir. Uciincii alt boliimde (F, @, 8)-daralma doniistimii ve (F, ¢, 0)-
zayif daralma doniisimii tanitilmig ve yine bu kavramlarla elde edilebilen teoremler
verilmistir. Bu kavramlar incelenen makalelerdeki orneklerle ve en son kendi orijinal
ornegimizle desteklenmistir. Dordlinci alt bolimde (F, @, 8)-daralma doniistimii
kavraminin siireksiz fonksiyonlar ile ¢alisilmasi incelenmistir. Besinci alt bolimde ise
Bessem Samet, Calogero Vetro ve Pasquale Vetro'nun tanimladigl a-gecisli doniistim
incelenerek, (F, @, @ — 1)-daralma doniistimii ve (F, @, a — )- zayif daralma doniistimii
kavramlar1 tanitilmistir. Bu kavramlarla ilgili teoremler ve ¢alisilan makalelerdeki 6rnekler

incelenerek tli¢lincli ana boliim tamamlanmustir.



Calismanin dordiincii boliimiinde (¢-y)-sabit nokta, M, y-daralma doniisimii ve M, -

grafik daralma doniisiimii kavramlari tanitilarak ilgili teoremler ve 6rnekler incelenmistir.

Calismanin besinci boliimiinde bu ¢alismadaki kavramlardan iki tanesinin uygulamasi ele
alinmistir. Bu boliim iki alt boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde dogrusal olmayan bir
diferansiyel denklemin bir tek ¢oziimii oldugu, (F, ¢, 8)-daralma doniisiimii yardimiyla
gosterilmistir. ikinci alt boliimde ise (F, ¢, @ — 1)-daralma doniisiimii yardimiyla adi bir

diferansiyel denklemin ¢6ziminiin varlig: elde edilmistir.



2. ON BILGILER
Bu bdlimde bu tez ¢alismasinda kullanilan temel kavramlar verilmektedir. Bu kavramlarin

bazilar1 orneklerle desteklendi.

2.1 Metrik Uzaylar Uzerinde Baz1 Temel Kavramlar
1906 yilinda Fréchet, bos olmayan bir X kiimesinin her (x, y) eleman ¢iftine negatif olmayan
bir d(x,y) (x ve y arasindaki mesafe) reel (gergel) sayisini atayan bir d fonksiyonu

tanimlayarak mesafenin bigimsel tanimini olusturdu [8].

2.1.1 Tanmim (Metrik Uzay)

X # @ bir kiime olsun. X iizerinde tanimli bir metrik her x, y € X igin;

dq) d(x,y) = 0,

dy;)d(x,y) =0 ©x=y,

d;) d(x,y) = d(y,x) (simetri),

dy) Timx,y,z € X igind(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (iiggen esitsizligi)

ozelliklerini saglayan bir

d:XxX->R

fonksiyonudur. Eger d, X Uzerinde bir metrik ise o zaman (X, d) ¢iftine bir metrik uzay denir
[1,9].

2.1.2 Ornek
X =R (veya X = C) olacak sekilde her x,y € X i¢in; d|;(x,y) = |x —y| ile taniml
d| (mutlak deger) metrigi ile X kiimesi bir metrik uzaydir. Bu metrige X i¢in dogal (alisilmus,

standart) metrik ad1 verilir [9].

2.1.3 Tanim

(X, d) bir metrik uzay, x € X ve {x,} X de bir dizi olsun. Eger verilen her € > 0 sayisina
karsilik n > n, seklindeki her bir n € N igin;

d(x,,x) =|x, —x| <e&

esitsizligi saglanacak sekilde bir n, € N varsa {x,,} dizisine yakinsaktir ve x noktasina da

bu dizinin limitidir denir [10].



2.1.4 Tamim

{x,,} sinirh bir dizi olsun. O halde {x,,} dizisinin Ust limiti;

lim sup {xn} = inf it;g{xn}

seklinde tanimlanir ve Tlll_r){)lo sup {x,} ile gosterilir. Benzer sekilde {x,,} dizisinin alt limiti;
lim inf {x,} : = sup inf{xn}

seklinde tanimlanir ve 711_{130 inf {x,} ile gosterilir [11].

2.1.5 Tanim
(X, d) bir metrik uzay, x € X ve {x,} X de bir dizi olsun. Eger verilen her € > 0 sayisina

karsilik n,m > n, seklindeki her bir n € N igin;
d(xw xm) = |xn 3 xml <é&
esitsizligi saglanacak sekilde bir n, € N varsa {x,,} dizisine bir Cauchy dizisidir denir [10].

2.1.6 Tamim
(X, d) bir metrik uzay ve X uzayindaki her bir Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d) metrik

uzayina tam metrik uzay denir [10].

2.1.7 Tanim

(X,dy) ve (Y,dy) metrik uzaylar, f: X — Y bir fonksiyon ve a € X olsun.

(a) Eger verilen her & > 0 sayisina karsihik dy(x,a) < § oldugunda dy(f(x),f(a)) < ¢
olacak bigimde bir § > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir.

(b) Eger f fonksiyonu X uzaymin her noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna X Uzerinde
sureklidir denir [12].



2.1.8 Teorem
(X,dyx) ve (Y,dy) metrik uzaylar ve A € X olsun. Bir f: A = Y bir fonksiyonu a € A
noktasinda siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A kiimesi iginde a’ya yakinsayan her

bir {x,} dizisi igin, {f (x,)} dizisinin f(a)’ya yakinsamasidir. Yani;

f, a noktasunda siireklidir & lim x, = a = lim f(x,) = f(a)
n—->oo

n—-oo

olur [9].

2.1.9 Tamim

(X,dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0
sayisina karsilik her x, y € X igin;

dy(x,y) <6 = dy(f(x),f(Y)) <g

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f’ye (X Uzerinde) diizgiin sureklidir denir [9].

2.1.10 Tamim
(X, d) bir metrik uzay, f: X — R bir fonksiyon olsun. {x,}, x,, = x, olacak sekilde X de

herhangi bir dizi olsun.

f(xo) = lim inff(x,)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna x, noktasinda alt yar1 siireklidir denir [13].

Alt yar stireklilik kavraminin siireklilik kavramindan zayif oldugu yukarida verilen Teorem

2.1.8 ve Tanim 2.1.10 ile birlikte goriilebilir. Siireklilik sart1 saglandiginda alt yart siireklilik
sartinin saglandig1 da agiktir. Tersi dogru degildir.



2.1.11 Ornek
f:R — R fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin.

-1, x<0

f(x)={ 1, x > 0.

Bu durumda f fonksiyonu 0 noktasinda alt yari siireklidir ancak bu noktada siirekli degildir
[15].

2.1.12 Teorem
(X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir daralma doniisimii ise T, X Uzerinde dizgin

streklidir [9].

2.1.13 Tanim

X bos olmayan bir kiime, T: X — X bir fonksiyon ve x € X olsun.
T(x)=x
esitligi saglaniyorsa x noktasina T’nin bir sabit noktasi denir [10].

2.1.14 Tanim
(X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir fonksiyon ve her x,y € X igin;

d(T(), 7)) < kd(x,y) (2.1)
esitsizligini saglayan bir 0 < k < 1 sayisi varsa T bir daralma dontisiimiidiir [1,16].

Bu tez ¢alismasinin konusu daralma doniisiimiiniin gelistirilmesine dayandigi i¢in daralma

dontisimii kavramu bir 6rnekle incelendi.



2.1.15 Ornek
X=Rved(x,y) = |x—y|ile (X,d) bir metrik uzay olsun. f: R —» R fonksiyonu a > 1

icin;
fG)==+b
seklinde tanimlansin. Bu durumda f bir daralma doniisiimiidiir. Gergekten;

A, f o) = [C+6) - C4b) | = -2 =2 x—yl <kl — 1

k = % secilirse f’nin bir daralma doniisiimii oldugu goriiliir. Simdi f (x) fonksiyonunun bir

tek sabit noktast oldugu gosterilecektir:

fx)=x = §+b=x

ab
a—1

=

=X

olur. Bu sabit noktanin tekligini gostermek igin iki tane sabit nokta oldugunu varsayilsin. Bu

sabit noktalara x; ve x, denirse:

f(x1)=x1$%+b=x1 f(x2)=x2=>%2+b=x2
L o ab _
a—l_x1 a—1_x2

elde edilir. x; = x, oldugu igin f fonksiyonunun bir tek sabit noktas1 vardir [17].

Simdi literatiirde iyi bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi verilecektir. Tanim 2.1.13’de sabit
noktanin matematiksel tanimi verilmisti. Sabit noktalar bu ¢alismanin devaminda verilecek
olan sifir yerleri igin ayrica onem tagimaktadir. Sifirlarin 6nemine sonraki bolimde ayrica
deginilecektir. Bir f fonksiyonunun sabit noktasi, g(x) = f(x) — x ile tanmlanan bir g
fonksiyonunun sifirlarinin bulunmasimni da saglayacaktir. Banach Sabit Nokta Teoremi bir
tam metrik uzayda belli kosullar1 saglayan fonksiyonlarin sabit noktasinin varligini garanti

etmekle birlikte tekligini ve nasil bulunabilecegini de ifade eder.



2.1.16 Teorem (Banach Sabit Nokta Teoremi)
(X, d) bir tam metrik uzay, f: X — X bir fonksiyon, 0 < k < 1ve her x,y € X igin (2.1)

esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir [18].

2.1.17 Tamim

(X, d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. xy € X ven > 1iginx, = T" 1(x)
ile tanmimlanan {x,} dizisine x, baslangi¢ noktasiyla Picard tekrarlama dizisi ad1 verilir. O
halde eger T doniisim tek bir sabit noktaya sahip ve X’deki her Picard tekrarlama dizisi bu
sabit noktaya yakinsiyorsa T bir Picard operatoriidiir. Benzer sekilde, T doniisiimiiniin en az
bir sabit noktast var ve X’deki her Picard tekrarlama dizisi bu sabit noktalardan birine

yakinsiyorsa T bir zayif Picard operatoridiir [14].

2.1.18 Ornek

X = R, d alisilmis metrigi ile (X, d) bir metrik uzay olsun. ve T:X — X donlisimii

x=>1,

2,
T(x) = { 2 x<1,

ile tanimlansin. Bu durumda T bir zayif Picard operatoriidiir ancak Picard operatorii degildir.

2.2 Fonksiyonlarin Sifir Yerleri

Bir fonksiyonun sifirim1 bulmak, daha bilinen bir deyisle kokiinii bulmak matematiksel
olarak ¢ok &nemli bir problemdir. Ozellikle polinom fonksiyonlarinin sifirlar:
matematikgiler arasinda popiiler bir konudur. Babilliler, ikinci derece denklemleri kendi
dillerindeki ¢ivi yazilariyla ve bazi sozel komutlariyla, bugiin bizim kullandigimiz tam
kareye tamamlama yontemine esdeger bir yolla ¢6zmiis ve uygulamalar yapmiglardir [19].
Bir f fonksiyonun sifirlari f(x) = 0 denklemini saglayan x degerleridir. Aslinda bir
fonksiyonun sifirmi bulmak bir denklemi ¢ozmek ile esdegerdir. Bu konuda ikinci derece
denklemler gibi {igiincii derece ve daha fazlasi ile ilgili polinomlarin sifirlar1 baglig1 altinda
bir¢ok ¢aligma bulunmaktadir. Mithendislik, mimarlik, tip gibi hatta giinliik hayattaki tim
alanlarda karsilasilan ¢ogu problemin ¢6zimi bulunurken fonksiyonlarin sifirlarindan
faydalanildigi i¢in bu konu tarihte ¢ok eski bir gegmise sahiptir. Daha 6nceleri sadece pozitif
sifirlar ile ilgilenilirken daha sonrasinda negatif sifirlar ve kompleks sifirlar da dikkat ¢eker

hale gelmistir. Bu bélimde ilk olarak fonksiyonlarin sifirinin en basit sekildeki tanimi



verilip, konuyu desteklemek adina bir 6rnek incelenmistir. Daha sonra fonksiyonlarin
stfirlarim1 bulmak amaciyla matematigin farkli alanlarinda calisilmis iki tane teorem

verilmistir.

2.2.1 Tamim

f(x) = 0 denkleminin ¢6zimiine f fonksiyonunun bir kokii veya sifirt denir [20].

2.2.2 Ornek
Saatte 90 km/sa hizla giden bir ara¢ 630 km olan bir yolu ka¢ saatte gider? Problemini

cozmek icin, 630 = 90x denkleminin ¢6ziminden 7 = x bulunur.

Problemi ¢dzmek igin kullandigimiz bu denklem fonksiyon bigiminde tanimlandiginda kag
saatte varildigini bulabilmek i¢in bu fonksiyonun sifirina ihtiya¢ duyulur.
fiR-=>R; f(x) = 630 — 90x olarak tanimladigimiz fonksiyonun sifir1 istenilen cevabi

Verir.

Bu o6rnek bize aklimiza gelebilecek her durumda matematik kullanildigini ve sifirlarin

hayatimizda diisiinmeden ¢ozlilen sorularin dahi igerisinde oldugunu gostermektedir.

Asagida verilecek olan teorem 6zellikle niimerik analizde yapilan ¢ézlimlerde faydali olan,

belli bir aralikta fonksiyonun sifirmin varligini garanti eden bir teoremdir.

2.2.3 Teorem (Bolzano Teoremi)
f:la,b] € R - R sirekli bir fonksiyon olsun. f(a)f(b) < 0 oldugunu kabul edelim. O
halde f(x) = 0 olacak sekilde en az bir x € (a, b) vardir [21].

2.2.4 Ornek
f:[-5,5] € R > R olacak sekilde f(x) = —x + 4 ile tanimlansin. Yukaridaki teoremin

sartlarinin saglandigini kolayca gorulebilir;

f(=5)f()=9.(-1)=-9<0 ve f fonksiyonu tanim arahiginda slreklidir. O
halde f(x) = 0 olacak sekilde en az bir x € (a, b) vardir.
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f(x)=—x+4=0 >x=4 ve 4€ (-=5,5)olur.

Asagida verilen Cebirin Temel Teoremi, polinom fonksiyonlarinin sifirlar ile ilgili iyi
bilinen bir teoremdir. Bu teorem katsayilar1 kompleks sayilar olan ve sabit olmayan tek
degiskenli biitiin polinomlarin en az bir kompleks sifir yeri oldugunu ifade eder. Bu anlamda,

kompleks degiskenli polinomlarin sifirlarinin varligi igin temel bir teoremdir.

2.2.5 Teorem (Cebirin Temel Teoremi)

Tum sabit olmayan polinomlar icin;

f(2) =az"+ap_1z" 1+ - +ayz + +a,

kompleks katsayili olmak {izere f(z) = 0 denkleminin bir ¢éziimii vardir [22].
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3. ¢-SABIT NOKTA KAVRAMI, (F, 9)-DARALMA DONUSUMU VE
BU DONUSUMUN GENELLESTIRILMESI

3.1 @-Sabit Nokta Kavram

Bu bélimde ¢-Sabit Nokta ile @-Picard operatorii tanimlar1 verilecektir. Konunun temelini
kavrayabilmek adina bu kavramlar ile ilgili baz1 6rnekler incelenecektir.

3.1.1 Tamim

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0, o0) verilen bir fonksiyonve T: X — X, d metrigine gore
bir operator olmak lzere, T’nin tekrarlama operatorleri

T =1, T =T Tl = ToT™ n € N
seklinde gosterilecektir [23].

T operatoriiniin tim sabit noktalarinin kiimesi,

Fix(T) = {x€X :T(x) =x} ile tanmimlanur.

¢ fonksiyonunun tiim sifir yerlerinin kiimesi,

Zo = {x€X:@(x)=0} iletanimlanir.

@-sabit nokta tanimi1 asagida verilmektedir.

3.1.2 Tamim

z € X elemaninin T operatoriiniin bir @-sabit noktast olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

z € Fix(T) N Z, olmasidir [23].

3.1.3 Ornekler
1) X = R, d alisilmis metrigi ile (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

T:X > X, x> T(x) = x>— x bir operatérdir. T nin sabit noktalarin1 bulalim.
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T(x) = x denkleminin ¢dzimdunden:

x3—x =x
x3 —2x =0

x(x2=2) =0

T(x) = x

U

x; =—=V2 ,x, =0, x3 =+v2 ve Fix(T)={-V2, 0,+ 2} elde edilir.
@:X—>[0,0), @p(x)= |x(x -2 )| fonksiyonunu dikkate alalim. Bu fonksiyon igin
Zy= {O, \/f}’dlr. Fix(T)n Z, = {O,+\/§} oldugu agik¢a goriiliir. Dolayisiyla 0 ve

V2 T’nin ¢-sabit noktalaridir.

2) X = C, d alisilmis metrigi ile (X, d) bir metrik uzay olsun.
T:C-> C, x > T(x) = x3 + 2x bir operatordiir. T nin sabit noktalarin1 bulalim.

T(x) = x denkleminin ¢bziminden:

Tx) =x = x3+2x=x
= x3+x =0

= x(x*+1)=0

X, =—i, x, =0, x3 = +i veFix(T)={—i, 0, +i} elde edilir.
@:C—>[0,0), ¢@(x)=|x| fonksiyonunu dikkate alalim. Bu fonksiyon igin
Z, = {0} olur. Fix(T) n Z,, = {0} acikea goriiliir. Dolayistyla 0, T’nin ¢-sabit noktasidr.

Asagida @-sabit nokta kavrami kullanilarak ¢-Picard operatorii kavrami tanimlanacaktir,
3.1.4 Tamim
T operatorunin ¢-Picard operatorii olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar

i. Fix(T) n Z, = {z},

li.Herx € X icinn — oo iken T"(x) — z olmasidir [23].
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3.1.5 Tamim

T operatdriiniin zayif @-Picard operatdrii olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar

I Fix(T) N Zy, # 0,

ii. Her x € X icin { T™(x)} dizisinin yakinsak ve limitinin T nin @-sabit noktasi olmasidir
[23].

3.1.6 Ornek
1) X = R olsun. Bu durumda

T:R->R, x->T(x) = z bir operatordir (a = 2 sabit bir dogal sayidir). T’nin sabit
noktalarini bulalim.

T(x) = x denkleminin ¢dztimunden;

T(x) =x = §=x
= x=ax
= x(a—1)=0

x = 0ve Fix(T) = {0} elde edilir.

@:R - [0,0), @(x) = |x| fonksiyonunu dikkate alalim. Bu fonksiyon i¢in Z,= {0} dir.
Fix(T) n Z, = {0} oldugu agiktir. Dolayistyla 0, T nin ¢-sabit noktasidir.

T(x)=§ = Tz(x)=% = T"(x)=i

aTL
ve her x € R igin;

X
lim T"(x) = lim — =0
n—-oo n—-oco @

elde edilir.
i. Fix(T) n Z, = {0},

ii. lim T™(x) =0 oldugundan T operatori bir ¢-Picard operatdrudur.
n—->oo
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2) X = [0,2] olsun. Bu durumda
T:10,2] - [0,2], x > T(x) = x2_2 bir operatordir. T nin sabit noktalarini bulalim.

T(x) = x denkleminin ¢dziminden;

Tx) =x = — =x
= x?=2x
= x2-2x =0
= x(x—2) =0
x; =0,x, =2veFix(T) ={0,2} elde edilir.

@:[0,2] - [0,), ¢(x) = x(x — 2) fonksiyonunu dikkate alalim. Bu fonksiyon i¢in
Zo= {0,2}dir. Fix(T) n Z, ={0,2} oldugu aciktir. Dolayisiyla {0,2}, T nin ¢-sabit

noktalaridir.
x? x* x8 x@M
— 2 — 3 A n -
T(x) = 3 = T4%(x) >3 = T3(x) 57 = T™(x) 2@ D
ve her x € [0, 2] icin iki durum s6z konusudur;
1.Durum
x € [0, 2) olsun.
@
. nrs s _
Jim T"(x) = lim —mr—5 =0
elde edilir.
2.Durum
x = 2 olsun.
@ 2(2™) 22" -
i 1 _ o s _ _
Am 7700 = lim e = M0 9emn = 10 e = Im 27 5m = jim2 =2

2
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elde edilir.

I. Fix(T) N Z, # @ oldugu agiktir.

ii. Her x € X icin { T™(x)} dizisinin yakinsak ve limitinin 7’nin ¢-sabit noktasi olmasidir
sarti gbz Oniine alindiginda ise yukaridaki iki duruma gore, bu limitin T’nin ¢-sabit
noktalarindan birine yakinsadigi goriilmektedir. Bu durumda T bir zayif ¢-Picard

operatorudur.
Simdi bu tez ¢aligmasinda siklikla kullanilacak bir fonksiyon ailesinin tanimi verilecektir.

3.1.7 Tanim

Asagidaki kosullar1 saglayan F:[0,00)® — [0,0) fonksiyonlarmin kiimesi F ile
gosterilecektir [23]:

F1) Tim a, b, ¢ € [0, ) i¢cin max{a, b} < F(a, b, c) dir.

F2) F(0, 0, 0) = 0’dur.

F3) F sureklidir.

3.1.8 Ornekler

I. F(a,b,c) = a + b + c[23].

ii. F(a,b,c) = max{a,b} + c[23].
iii. F(a,b,c) = a + a®> + b + c[23].

3.2 (F, ¢)-Daralma Déniisiimii
Bu bolumde (F, ¢)- daralma doniisiimii kavrami, (F, ¢)-zayif daralma doniistimii kavrami,
(F, p)-grafik daralma doniisimii kavrami tanitilacaktir. Bu kavramlari kullanarak

operatorlerin ¢esitli siniflart i¢in @-sabit noktalarin varlig ve tekligi calisilacaktir.

3.2.1 Tamm

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,00) verilen bir fonksiyon ve F € Folsun. T: X - X
operatdriniin d metrigine gore bir (F, ¢)-daralma doniistimii olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul bir k € (0,1) sabiti ve her (x,y) € X?icin:

F (AT, T3),0(T()),0(T)) < k.F(d(x,y),0(x),0() (3.1)

esitsizliginin saglanmasidir [23].
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3.2.2 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0, ) verilen bir fonksiyon ve F € F olsun.
Asagidaki kosullarin gegerli oldugunu varsayalim:

H1) ¢ alt yar siirekli bir fonksiyondur.

H2) T: X — X operatorli d metrigine gore bir (F, ¢) daralma dontisimiidir.

Bu durumda asagidaki ifadeler gerceklenir:

I. Fix(T) € Z,,

Ii. T bir -Picard operatdriddir,

lii. Her x € X ve hern € N igin

n

k
—F (d0@,20,0(T@),0)

d(T"(x),z) <
esitsizligi {z} = Fix(T) N Z,= Fix(T) iken saglanir [23].
Ispat

¢ € X noktasmin T’nin bir sabit noktasi oldugunu varsayalim.

X =y = ¢ alarak (3.1) uygulanirsa

FO,9(8),¢(8) = k.F(0,¢(5) ¢($)

elde edilir ve dolayisiyla k € (0,1) oldugundan

F(0,9(),0() =0 (3.2)

bulunur. Diger yandan (F1) kullanilarak

P(§) < F(0,9(5), 9($) (3.3)

elde edilir. Buradan (3.2) ve (3.3) kullanilarak ¢(§) = 0 bulunur.
Buise £ € Z,, ve dolaysiyla Fix(T) € Z, oldugunu gosterir. Boylece (i) kosulunun ispati

tamamlanmuis olur.
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x € X herhangi bir noktave n € N olmak iizere (3.1) kullanilarak

F(d(T™(0,T"(0)), o(T™(0)), (T" (1)) ) <
k.F (d(T"(x), T”‘l(x)), (p(Tn(x)), (p(Tn_l(x)))

elde edilir. Buradan,

F (d(T"@), T"(@®), o(T"(®)), (T (x)))
< k.F (d(Tn—l(x),Tn—Z(x)),cp(Tn—l(x)),<p(Tn—2(x)))

dir. Bu esitsizligi (3.4) te yerine yazarak

F (d(T"+1 (x), T™(x)), o(T™*1(x)), go(T"(x))) <

K2.F (d(T"1(0), T 2(0), (T (1)), 9 (T7"2(x)))

elde edilir. Bu sekilde n. adimda,

F(d(T™(0,T"(0), (T (), 9(T"(x)) ) <

k™. F (d(T(x),x),q)(T(x)),cp(x)) , neN u{0}
elde edilir. (F1) sart1 uygulanarak

max{d(T™(x), T*(x)), (T™*1(x))}

<F (a(T™(0, 7)), @(T™ (), 9 (T"(x)) )

elde edilir. (3.5) ve (3.6) g6z 6nlinde bulundurularak
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max{d(T™*(x), T"(x)), (T™*1(x))}

<k F (d(T(0),2),(T(X), 0)) neN U {0} (3.7)
oldugu gortiliir.

Buradan basit bir yorum ile d(T™(x), T"(x)) veya @(T™"(x)) sayilarindan hangisi

maximum olursa olsun esitsizligin sag tarafindan iki sayinin da kii¢iik kalacag: asikardir. O

halde (3.7)’den;

d(TnH(x); T"(x)) < k™ F (d (T(x),x), (P(T(X))’ (p(X)) (38)

olur. Bu esitsizlikten k € (0,1) oldugundan { T™(x)} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu

gorilur. (X, d) bir tam metrik uzay oldugundan

lim d(T"(x),2) = 0 (3.9)

olacak sekilde bir z € X noktasi vardir. Simdi bu z noktasinin T’nin bir ¢-sabit noktasi

oldugu gosterilmelidir. (3.7)’den

lim (T™**(x)) = 0 (3.10)

oldugu goriiliir. Buradan (3.9) ve (3.10) ile @’nin alt yari siirekli bir fonksiyon oldugu géz

Oniine alinarak

e(z)=0 (3.11)

olur. (3.1) kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilabilir:

F (d(T”+1(x), T(2)), o(T™*(x)), @(T(Z)))

<k.F (d(T"(x),z), (p(T"(x)), (p(z)) , n € N U {0}.

Yukaridaki esitsizlikte n — oo iken (3.9), (3.10), (3.11), (F2) ve (F3) kullanilarak
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Lim F (d(T™1(0), T(2), (T"*1()), 9(T(2)))

<k lim F (d(T”(x),Z),<p(T"(x)),<p(z)) : neN u{0}
(Fs) sart1 kullanilarak

F (1111_{210 d(T"“(x),T(z)),gi_r)glo (p(T"“(x)),Tlli_lr){)l0 (p(T(Z)))

<k.F (lim d(T"(x), 2), lim @(T"(x)), lim (p(z)) , neN u{0}
n—oo n—-oo n-—-oo
(3.9), (3.10), (3.11) kullanilarak

F (d(z,T(z)), 0,(T(2))) < k.F(0,0,0)

elde edilir. Bu esitsizlikte ise (F2) kosulu kullanilarak

F (d(z, T(2),0,¢(T(2))) <0

oldugunu goriiriiz. (F1) kosulunu kullandigimizda

d(z,T(z))=0 (3.12)
olur. Buradan (3.11) ve (3.12) goz 6niine alindiginda z noktasi T ’nin bir ¢-sabit noktas1 olur.

Simdi z' € X noktasi T nin bagka bir ¢-sabit noktasi olsun. x = z ve y = z’ alarak (3.1)

esitsizligine uygulayalim:
F(d(T(2),T(z"), 9(T(2)),¢(T(z")) < k.F(d(z2"),p(2),9(2"))
F(d(z,z"),9(2),9(z") < k.F(d(z,2"),0,0)

F(d(z,z"),0,0) < k.F(d(z2"),0,0)
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olur. Buradan d(z,z") = 0’dir. O halde z = z’ oldugundan ¢-sabit noktanin tekligi ispat

edilmis olur. Bu durumda Fix(T) N Z, = {z} olur ve (ii)’nin ispat1 tamamlanur.

Son olarak (3.7) kullanilarak

max{d( T"(x), T"*™(x)), (T"(x))}

< kmLF (AT 00, T (0), (T 00), (T2 (), mme N U {0},

bulunur. Uggen esitsizligi kullanilarak,

k™ (1-k™)

d( T, T (%)) < ———

F(d(T(@),0,0(T(®) ¢@),  nmeN U0}

olur. Bu esitsizlikte m — oo iken ve (3.9) kullanilarak

d(T™(x),2) < 7= F (d(T(),),0(T(®)), 9(x)) , neN u{0}
elde edilir ve boylece (iii)’nin ispati tamamlanr.

3.2.3 Ornek
X =[0,00) olsun ve d:X x X - R fonksiyonu her x,y € X i¢in d(x,y) = |x —y| ile
tanimlansin. O halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatOrinii asagidaki sekilde

tanimlayalim;

T(x) = 2

@:X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin ¢ (x) = x ve F: [0, )3 — [0, o) fonksiyonunu
F(a,b,c) = a+ b + ¢ ile tanimlayalim.
Burada F € F ve ¢’nin alt yar siirekli oldugu agikga goriiliir. T’nin bir (F, ¢)-daralma

doniisiimii oldugunu gosterecegiz.
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x,y € Xvek € (0,1) olsun.

Far@ )0, 0(10)) = F (5-2].3.)

B3

1
=Z(|x—y| +x+y)
1
= Z(d(x,y) + o)+ o))

1
= 7F(dCey), (), 0())

< kF(d(x, ), 9(x), p(»))

k =i ile birlikte T operatori bir (F, ¢)-daralma doniisiimiidiir. Bu durumda Teorem

3.2.2°nin tim kosullar1 saglanmistir. Kosullar saglandiginda ifadelerin gerceklendigini

inceleyelim.

T(x) = x = §=x
=> x=4x

= 3x=0

x; = 0 ve Fix(T) = {0}dir. Aym zamanda ¢(x) = x fonksiyonu igin Z,= {0} dur.
Fix(T) € Z, elde edilir. Boylece (i) kosulunun saglandig: goriiliir.

x x x
T(x) =7 T2(x) =z > T"(x) = Yo

X
N 1 _
g, 7700 = i g = 0
1. Fix(T) n Z,, = {0}
2. lim T™"(x) =0 oldugundan T operatorii bir ¢-Picard operatérudir. Boylece (ii)
n—->oo

kosulunun saglandigi goriiliir.
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lii. Timx € X ve hern € N i¢in

kn
d(1"(x),2) < 7= F (AT 6,0, 0(T(0)), ()

esitsizligi {z} = Fix(T) N Z,= Fix(T) iken saglanir ifadesi gerceklendi;

{0} = Fix(T) N Z,=Fix(T) oldugunu yukaridaki ifadelerde gozlemlemistik.

A" (0,2) = d (5.,0) = | =] = =

ve
1kn F(AT@,0,0(T@),0w) = —F (|7 -4.3.%) = 1"_” (G- +5+%)
le
= 1= k.2x
elde ederiz.

Problemin ¢6zumunde k=i secerek T’nin bir (F,¢)-daralma donisimii oldugu

gosterilmisti. Bu durumda k =% icin yukaridaki esitsizligin saglandigini iki durumda

inceleyelim.

1.Durum

x = 0 olsun. Oyleyse esitsizligin saglandig1 agiktir.

2.Durum

x # 0 olsun.

olur. Esitsizligin saglandig1 agiktir. Buradan,

23



n

1-k

d(T"(x),2) < —F (AT (), ), 9(T(0), 9 ()

X k"

4mn —1—-k

.2X

bulunur. Bu durumda (iii) kosulu da saglandi.

Simdi Tanim 3.2.1’i biraz daha 6zel hale getirerek zayif daralma doniisiimii elde edilecek ve

devaminda bu tanim ile Teorem 3.2.2°ye benzer bir teorem zayif ¢-Picard operatorii

yardimiyla elde edilecektir.

3.2.4 Tanmim

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,0) verilen bir fonksiyon ve F € Folsun. T: X — X

operatorinin d metrigine gore bir (F, ¢)-zayif daralma déniisiimii olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul her (x,y) € X?, bir k € (0,1) sabiti ve bir L > 0 sayis1 icin;

F(d(T(), 7)) o(T(), o(T))) < k.F(dx, 1), 0(x), 0 () +
L (F (40 T@), 00 0(r@) - F (0.0, <p(T<x>)))>
esitsizliginin saglanmasidir [23].

Bu siniftaki operatorler i¢in agsagidaki sonug elde edilir.

3.2.5 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0, ) verilen bir fonksiyon ve F € F olsun.

Asagidaki kosullarin gegerli oldugunu varsayalim:

H1) o alt yar siirekli bir fonksiyondur.

H2) T: X — X operatorii d metrigine gore bir (F, ¢)-zayif daralma dontisimadir.

Bu durumda asagidaki ifadeler gerceklenir:
I. Fix(T) € Z,,
ii. T bir zay1f @-Picard operatorudur.

iii. Her x € X igin eger n — oo iken T™(x) — z ise
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kn
d(T™(x0),2) < == F (d(x,T(x)), (x), o(T(®) ) neN
esitsizligi saglanir [23].
Ispat1 Teorem (3.2.2) ispat1 ile benzerdir.

Calismaya (F, ¢)-grafik daralma doniisiimii kavrami ve bu kavram yardimi ile uygulanacak
bir teorem ile devam edilecektir.

3.2.6 Tamim

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,0) verilen bir fonksiyon ve F € F olsun. T: X - X
operatorinin d metrigine gore bir (F, ¢)-grafik daralma doniisiimii olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul bir k € (0,1) sabiti, her x € X i¢in

F(d(T2(0), 7)), 0(T?@), (T(®))) < k.F (AT (@), %), 0(T()), 0(x))  (3.14)
esitsizliginin saglanmasidir [23].

3.2.7 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0, o) verilen bir fonksiyon ve F € F olsun.
Asagidaki kosullarin gegerli oldugunu varsayalim:

H1) o alt yar siirekli bir fonksiyondur.

H2) T: X — X operatorli d metrigine gore bir (F, ¢)-grafik daralma donistimadur.
Hs) T streklidir.

Bu durumda asagidaki ifadeler gerceklenir:

I Fix(T) € Z,

ii. T bir zayif @-Picard operatorudur.

iii. Her x € X igin eger n — oo iken T™(x) — z ise

d(T™(x),2) < %F (d(T(x),x),cp(T(x)),(p(x)) , n €N

esitsizligi saglanir [23].
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Ispat1 Teorem (3.2.2) ispati ile benzerdir.

3.3 (F, @, 8)-Daralma Doniisiimii

Bu bolimde metrik uzaylarda (F, @, 8)-daralma doniisimii ve (F, @, 8)- zayif daralma
dontlisiimii tanitilarak, bu tiir daralmalar i¢in ¢-sabit nokta sonuglar1 incelenecektir. Bu
sonuglar Jleli ve arkadaslarin ¢@-sabit nokta sonuglarini genisletir ve genellestirir [24].
Sonuglarin hipotezlerinin gegerliligi i¢in 6rnekler verilecek ve bu oOrneklerde ¢-sabit

noktaya yaklagmak igin sayisal degerler incelenecektir.

[lk olarak siklikla kullanilacak farkli bir fonksiyon ailesinin tanimi verilecektir.

3.3.1 Tanim

Asagidaki kosullar1 saglayan 0: [0, ) — [0, ) fonksiyonlarin kiimesini ] ile gosterecegiz
[23].

j1) 6 azalmayan bir fonksiyondur.

Yani t1 < tz iken 0(t1) < 6(t2) 'dir.

j2) O siirekli bir fonksiyondur.

Jj3) Her t € (0,0) igin rlll_r)go 0™ (t) = 0’dur.

ja) Her t > 0 icin Y5, 0™(t) < oo ’dur.

3.3.2 Yardimeci Teorem

Hert > Oicin;eger 8 € Jise 6(t) < t’dir [24].

Ispat
Tersinebirt > 0i¢in8(t) = t oldugunu varsayalim. Bu durumda (j1)’den 8™(t) > t olur.

n — oo i¢in limit alarak

lim t < lim 67(t) (3.15)
n—->oo

n—-oo

elde edilir. (3.15)’de (j3) dikkate alinirsa, t < 0 olur. Bu sonu¢ t > 0 kabulii ile gelisir.

Boylece ispat tamamlanir.
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3.3.3 Uyan
(1) ve (3.3.2) Yardimc1 Teorem’den 6(0) = 0 elde edilir [24].

Gercekten, her n € N olmak tzere t, = % alirsak 3.3.2 Yardimci Teorem’den
1
0<0(ty) < -
ve n — oo icin limit alarak,
lim 0 < lim (t,) < lim =
n—-oo n—-oo n-oon
elde edilir. (j2) kullanilarak

0<6(limt,) <0

n—-oo

ve
0<6(0)<0
oldugu goriiliir. Buradan 6(0) = 0 elde edilir.

3.3.4 Ornek

0: [0, ) — [0, ) fonksiyonu k € [0, 1) olmak lizere asagidaki sekilde tanimlansin:

0, 0<t<1],

() = { kint, t>1.

0 fonksiyonu J sinifinda bulunur [24].
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3.3.5 Tamim
(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,0) verilen bir fonksiyon, F € F ve 6 € ] olsun.
T:X — X operatorinun d metrigine gore bir (F, ¢, 8)-daralma doniisiimii olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul her x,y € X igin

F(d(T), T(), o(T(), (T))) < 6 (F(dx3),0(),0())) (3.16)

esitsizliginin saglanmasidir [24].

Simdi (F, ¢, 8)-daralma doniisiimii igin ¢p-sabit nokta sonuglarinin varlig: ispatlanacaktir.

3.3.6 Teorem

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,00) verilen bir fonksiyon, F € F ve 6 € ] olsun.
Asagidaki kosullarin gegerli oldugunu varsayalim:

H1) o alt yari siirekli bir fonksiyondur.

H2) T: X — X operatorli d metrigine gore bir (F, ¢, 8)-daralma doniistiimadur.

Bu durumda asagidaki ifadeler gerceklenir:

I. Fix(T) € Z,,

ii. T bir ¢-Picard operatorudar [24].
Ispat

¢ € X noktasmin T nin bir sabit noktasi oldugunu varsayalim.

X =y = ¢ alarak (3.16) uygulanirsa

FO,0©,0) < 0(F(0,0(9),0(D))

elde edilir ve Yardimci Teorem (3.3.2)’den

8 (F(0,0(£),0(9)) < F(0,0(8), ¢(£))

ve
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F0,9(5), () =0 (3.17)

bulunur. Diger yandan (1) kullanilarak

() < F(0,9(8), 9(£)) (3.18)

elde edilir. Buradan (3.17) ve (3.18) kullanilarak ¢ (§) = 0 bulunur.
Buise & € Z, ve dolayisiyla Fix(T) € Z, oldugunu gosterir. Boylece (i) kosulu ispatlanmus

olur.

x € X herhangi bir noktave n € N olmak iizere (3.16) kullanilarak

F(d(T™ (), 7)), (T (1)), 0(T"(x)) ) <
0 (F (a(r" (), T2 @), 0(T" (), <p(Tn—1(x)))) (3.19)

elde edilir. Buradan

F(d(r(0), T (), o(T"(®)), ¢ (T"*(x)))
<6 <F (d(Tn‘l(x),T”‘Z(x)),(p(T”‘l(x)),go(T”"z(x))))

olur. Bu esitsizligi (3.19) te yerine yazarak

F(d(T™(0,T"(0), (T (1)), o (T7(x)) ) <
PE (F (a(1"1 00, T2(@)), 0(T" (), <p(Tn-2(x))))

elde edilir. Bu sekilde her n € N i¢in n. adimda,
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F (d(Tn+1(x), (%)), (T™1(x)), <p(T”(x))) <
on (F (AT @), ), o(TM), (p(x))) , (3.20)

elde edilir. (F1) sart1 uygulanarak

max{d(T™"*1(x), T"(x)), (T"**(x))} < F (d(T"“(x), T"(x)), @(T™ 1 (x)), (p(T"(x)))

< on (F (d(T(x),x),(p(T(X)),(p(X))) meN  (3.21)

bulunur. Simdi {T™(x)}’in bir Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. m > n olacak sekilde
m,n € N olsun. Uggen esitsizligi kullanilarak

d(T" (), T™(x)) < d(T™(x), T™1(x)) + d(T™1(x), T2 (%)) + - + d(T™ 1 (x), T™(x))

— gn (F (@), ), o(T®), CP(X)))

+ 9n+1( (d(T(X) x), (p(T(X)) @(x) )+
+ gm—l( (d(T(x) %), (T(X)), (%) )
(

-1

= > 0t (F (4@, 0, 0(160), 0)) - Z E(F (2@ 0.0(r@) e®))  G22)

i

3

Il
ey

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten ve (j,)’ten,
lim d(T™(x), T™(x)) =0
m,n—co

elde edilir. Bu da {T™(x)}’in bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X, d) tam metrik uzay

oldugundan,

lim d(T"(x),2) = 0 (3.23)

olacak sekilde bir z € X vardir. Simdi z’ nin T i¢in bir ¢-sabit nokta oldugu gosterilecektir.
(3.21)’den
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o(T™1(x)) < 67 (F (d(T(x),x),(p(T(x)),(p(x))) | neN
elde edilir. Yukandaki esitsizlikte n — oo alarak ve (j)’ten

lim o(T™1(x)) =0 (3.24)
elde edilir. Hipotezin (H, ) kosulundan ve (3.23) ile (3.24) goz oniine alinarak

p(2) < 1igi£f<p(rn+1(x)) =0 (3.25)
elde edilir. (3.16)"dan

F(d(T™1(x), T(2)), p(T™*1 (), 9(T(2))) < 6 (F(d(T™(x),2), 9(T"(x)), ¢(2)))

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo alarak, (3.23), (3.24), (3.25) ve F fonksiyonunun

stirekli olmasi ile (J2) sart1 kullanilarak,

F(d(zT(2),0,0(T(2)) < 8(F(0,0,0)) =0

bulunur. Bu da (F1) sartindan

d(z,T(z))=0 (3.26)
oldugunu gosterir. (3.25) ve (3.26) dikkate alindiginda z, T nin ¢-sabit noktasidir.

Simdi z’ € X noktas1 T’nin bagka bir ¢-sabit noktasi olsun. x = z ve y = z' alarak
(3.16) esitsizligine uygulayalim:
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F(d(T(2),T(z"), 9(T(2)), ¢(T(z"))) < H(F(d(z.Z’),QO(Z),w(Z’)))

F(d(z 2"),¢(2),¢(z")) < 0(F(d(z2"),0,0))
F(d(z2'),0,0) < 8(F(d(z2),0,0))

elde edilir. Yardimci Teorem 3.3.2°den d(z,z") = 0’dir. O halde z = z' oldugundan ¢-
sabit noktanin tekligi ispat edilmis olur. Bu durumda Fix(T) N Z, = {z} olur ve (ii)’nin
ispat1 tamamlanur.

Simdi 3.3.6 Teorem ile ilgili birkag 6rnek verilecektir.

3.3.7 Ornek
X =1[0,3] olsun ve d:X XX —» R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) = |x —y| ile
tanimlansin. (X, d)’nin bir tam metrik uzay oldugu bilinen bir durumdur.T:X — X

operatorii k € [0,1) igin asagidaki sekilde tanimlansin:

0, 0<x<25
@) = {kln (), 25<x<

@:X - [0,00) fonksiyonu her x € X icin ¢(x) = x ile tanimlansin. F: [0, 00)* — [0, o)
fonksiyonunu F(a,b,c) = a+ b + ¢ ve 0:[0,0) — [0, ) fonksiyonu

0, 0<t<1
0(t) = {klnt, £>1,

seklinde tanimlansin. Burada F € FF, 6 € ] ve @’nin alt yar siirekli oldugunu gérmek
kolaydir. T nin bir (F, ¢, 8)-daralma doniisiimii oldugu gosterilecektir. x,y € X olsun. Ispat

Uc durumda incelenecektir.
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1. Durum
x,y € [0, 2.5) olsun. (3.16) esitsizliginin saglandig1 agik¢a goriiliir. Gergekten,

F(d(T(), T3)), o(T()), ¢(T())) = F(d(0,0),¢(0), (0))
= F(0,0,0)
=0

bulunur. 8(t) fonksiyonu tanim1 geregi 0 < 6(t) oldugu i¢in (3.16) esitsizligi saglanir.

2. Durum
x,y € [2.5, 3] olsun. Genelligi bozmaksizin x > y oldugu kabul edilsin.

F(d(TGO), T3)),0(T®)), ¢(T())) = d(T(), T»)) + @(T(x)) + ¢(T())

= |kln’2—‘ 4 kln§| + kin (’2-‘) + kin (g)
X 2xy
= kln(f;if)
2
— kin (;)
— 2kin (;)

< 2kl (3)
= n >
< kin(5)

= kin (F(d(x, ¥, 9 (), q)(y)))

—9 (F(d(x, ¥), (%), w(y)))

oldugundan (3.16) esitsizligi saglanir.
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3. Durum

x,y € [0,2.5) x [2.5, 3]U[2.5, 3] X [0, 2.5) olsun. Genelligi bozmaksizin x € [2.5,3] ,
y € [0, 2.5) oldugu varsayilsin.

F(d(TG), T3)), 0(T®)), ¢(T())) = d(Tx), T()) + o(T(x)) + o(T ()
= [ltnZ — o] + kin (3) + 0
= kin (;)
= 2kin (3)

< 2kl (3)
< n >
< kin(2.5)

= kin(d(x,y) + o(x) + ()

= kin (F(d(x,), (), ()))

2

=0 (F(d(x ), 9x), 9())

oldugundan (3.16) esitsizligi saglanir.
Bu, 3.3.6 Teorem’in tiim kosullarinin saglandigint ve dolayisiyla T’nin X’te bir ¢-sabit

noktaya sahip oldugunu gosterir [24]. Bu durumda T’nin bir tek -sabit noktas1 vardir ve
0’dur.

3.3.8 Ornek
X =1[0,1] olsun ve d:X x X — R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) = |x —y| ile

tanimlansi. O halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatoriin k € [0,1) icin

asagidaki sekilde tanimlansin:

kx?
Tx) ==~

34



Tablo 3.1: k = 0.25 i¢in Picard operatoriiniin tekrarlamalari

k =0,25 Xo = 0,2 Xo = 0,4 Xy =0,6 xy = 0,8
X1 0,00500 0,02000 0,04500 0,08000
Xy 0,00000 0,00005 0,00025 0,00080
X3 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
X4 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

Tablo 3.2: k = 0.5 igin Picard operatdriiniin tekrarlamalari

k=0,5 xy = 0,2 X = 0,4 Xo = 0,6 X = 0,8
X1 0,01000 0,04000 0,09000 0,16000
Xy 0,00002 0,00040 0,00202 0,00640
X3 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
Xy 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

@:X — [0,00) fonksiyonu her x € X igin ¢ (x) = x ile tanimlansim. F: [0, 0)> — [0, o)
fonksiyonu F(a,b,c) = a+ b + ¢ olsun ve 0: [0, ) — [0, ) fonksiyonu her t € [0, o)

icin 6(t) = kt ile tamimlansin.

Burada F € F, 6 € ] ve ¢’nin alt yar1 siirekli oldugu agik¢a goriiliir. T nin bir (F, ¢, 0)-

daralma dontisiimii oldugu gosterilecektir.

x,y € X olsun.
F(d(TG), 7)), 0(T®)), 9(T())) = d(T(x), TG)) + ¢(T(x)) + ¢(T())
e

k k
=lx? =y +5 (2 + %)

k k
=21+ =N +5G*+y?)
_  [letne-nl | x* | y?

- k[ 2 + 2 + 2]
<k(x—yl+x+y)

=k[d(x,y) + ¢(x) + (1]

=k (F(d(x, y), (x), <p(y)))
—0 (F(d(x, Y), <p(x).<0(y)))
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elde edilir. Bu, 3.3.6 Teorem’in tiim kosullarinin saglandigini ve dolayisiyla T nin X ’te bir
(p-sabit noktaya sahip oldugunu gosterir. Gergekten, T nin bir tek ¢p-sabit noktas1 vardir ve
0’dir [24].

3.3.9 Ornek

X =[0,1] olsun ve d: X x X — R fonksiyonu her x,y € X i¢ind(x,y) = |x — y| ile
tanimlansin. O halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatori k € [0,1) igin
asagidaki sekilde tanimlansin;

T()—1 +1
X=X T5

Tablo 3.3: Picard operatoriiniin tekrarlamalari

X =0 xo=0,2 xo =0,8 xo =09 Xg =
0,5 0,6 0,9 0,95 1
0,75 0,8 0,95 0,975 1

0,875 0,9 0,975 0,9875 1

0,9375 0,95 0,9875 0,99375 1

@: X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin ¢(x) = 1 — x ile tanimlansin.
F:[0,00)3 — [0, o) fonksiyonu F(a,b,c) = a+ b+ c ve 0:[0,00) — [0, o) fonksiyonu
her t € [0, o) igin

t
Q(t) = E

ile tanimlansin.

Burada F € F, 8 € ] ve ¢’nin alt yar1 siirekli oldugu agikga goriiliir. T nin bir (F, ¢, 8)-
daralma doniisiimii oldugunu gosterecegiz.
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x,y € X olsun.
F(d(T(),T0), 9(T()), 9(T®))) = d(T(), TM)) + ¢(T() + p(T())
=[G+ Gredlea-Gredra-Gred
=G+ D -G +DI+1-x+1-y)
< lx-yl+@-0+1-)]
= (d(xy) + (@) + 9(»))
= L(F(d(ey), 0G0, 0))
= 0 (F(d0ey), 900, 0)))

elde edilir. Bu, 3.3.6 Teorem’in tiim kosullarinin saglandigini ve dolayisiyla T’nin X te bir
(p-sabit noktaya sahip oldugunu gdsterir. Bu durumda T ’nin bir tek ¢-sabit noktas1 vardir
ve 1°dir.

Simdi Tanim 3.3.5’de verilen daralma doniistimii biraz daha gelistirilecektir.

3.3.10 Tanim
(X,d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,0) verilen bir fonksiyon, F € F ve 6 € ] olsun.
T: X — X operatdriiniin d metrigine gore bir (F, ¢, 8)-zayif daralma dontisiimii olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul her x,y € X, bir L > 0 sayis1 ve
N(x,y): = min{d(x, T(x)), d(y, T(y)), d(y,T(x))} icin

F(a(T), T3)),0(T(0)),0(T))) < 6 (F(d(x,y), (), 0()) +
LIF (NG ), 000, 0(T())) = F (0,00, 0(T()))] (3.27)

esitsizliginin saglanmasidir [24].
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3.3.11 Teorem

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,0) verilen bir fonksiyon, F € Fve 6 € ] olsun.
Asagidaki kosullarin gecerli oldugunu varsayalim:

H1) o alt yar siirekli bir fonksiyondur.

H2) T: X — X operatorli d metrigine gore bir (F, ¢, 0)-zayif daralma dontisimuiddir.
Bu durumda asagidaki ifadeler gergeklenir:

I. Fix(T) € Z,,

ii. T bir zayif @-Picard operatérudur [24].

Ispat
& € X noktasinin T’nin bir sabit noktas1 oldugu varsayilsin.

x = y = & alarak (3.27) uygulanirsa

F(0,0(®),0(®) < 6(F(0,0(),0(®)) + L[F(0,0®), 0(®) - F(0,0(®), 9(®)]
6 (F(0,0(®),0®))

elde edilir. 3.3.2 Yardimci Teorem’den

F(0,9(®,9®)=0 (3.28)
ve (F1)’den,
@(®) < F(0,0(8),9(®) (3.29)

bulunur. (3.28) ve (3.29) kullanilarak ¢ (8) = 0 elde edilir. O halde Fix(T) € Z,, ‘dir.

(i) kosulunun ispati tamamlanir.

x € X herhangi bir nokta olmak Uzere (3.27) kullanilarak n € N olmak (izere,
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F(d(T™1(), T(®), (T (1)), ¢(T"(1))) <
2 (F (d(T"(x), T 1(x)), o(T™(x)), (p(Tn_l(x)))) +
L [F (0, o(T"()), (p(T"“(x))) —F (0, o(T"()), <p(Tn+1(x)))]

=0 (F (d(T"(x),T"—l(x)), o(T"(x)), <p(T”‘1(x))))

elde edilir. Bu adimlar tekrarlanarak n. adimda

F (™ @, T700), o(T™1(0), (1" () < 07 (F (4T 00, 2, 0(T (), 0())

bulunur.

Ispatin kalan kism1 Teorem 3.2.2 ile benzer sekilde devam eder.

3.3.12 Uyan

Her t € [0,) icin k € [0,1) olmak Uzere 6(t): = kt aldigimizda Teorem 3.3.6 ve 3.3.11
sirastyla Teorem 3.2.2 ve 3.2.5%e indirgenir [24].

3.4 Sureksiz Fonksiyonlar ile (F, ¢, 8)-Daralma Doniisiimii

Bu bélimde bu caligmada verilen (F, @, 6)-daralma doniistimleri i¢in sureksiz fonksiyonlar
ile (-sabit nokta sonuglarinin varlig: verilecektir. Oncelikle yeni bir fonksiyon ailesinin
tanimu verilecektir.

3.4.1 Tamim

Asagidaki kosullari saglayan F: [0, 00)3 — [0, 00) fonksiyonlarin kiimesi F, ile
gosterilecektir [25].

Ful) Her a, b, ¢ € [0, ) icin max{a, b} < F(a, b, c)
Fu2) F(0,0,0) =0

Fu3) x, = x, y, > yven — oo iken

lim sup F(xn, yn, 0) < F(x,y,0)

esitsizligi saglanir.
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Simdi (F, ¢, 8)-daralma doniistiimii kavraminin bu fonksiyon ailesi yardimiyla uygulandigi
teorem verilecektir.

3.4.2 Teorem

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,0) verilen bir fonksiyon ve F € F,, olsun.
Asagidaki kosullarin gecerli oldugunu varsayalim [25]:

H1) ¢ alt yar siirekli bir fonksiyondur.

H2) T: X — X operatorii d metrigine gore bir (F, ¢, 6)-daralma doniisimidr.
Bu durumda asagidaki ifadeler gerceklenir:

i. Fix(T) € Z,,

ii. T bir ¢-Picard operatoridar.

Ispat

Teorem 3.3.6’nin ispat mantig1 ile aynidir. Bu nedenle herhangi bir x € X icin {T™(x)}
Cauchy dizisidir, lim d(T™(x),z) = lim <p(T"(x)) = 0 ve birz € X igin ¢ (z) = 0’dur.
n—oo n—-oo

d(T™ (), T(2)) < max{d(T™* (), T(2)), ¢(T"*" (x))}

< F(d(T™(x), T(2)), (T (x)), 0(T(2)) )
<6 (F (d(T”(x).Z), o(T"(x), <p(Z))>
<F (AT, 2),9(T"®), 0(2))

= F(d(T"(x),z), <p(T”(x)), O)

oldugundan,

Al_r){)lo sup d(T™1(x),T(2)) < 7111—r>§o supF (d(T™(x),2), p(T™(x)),0)
< F(0,0,0)
=0

lim d(T™(x),T(2)) = lim d(T™(x),z) =0

40



elde edilir. Yani, z = T(z) ve z T’nin bir tek sabit noktasidir.

Simdi 3.4.2 Teorem’i agiklamak i¢in bazi 6rnekler verecegiz. Siireksiz F fonksiyonlar ile
birlikte ¢ fonksiyonunu degistirmeden kosullarimiz1 saglayacak farkli T (x) operatorlerini
inceleyecegiz.

3.4.3 Ornek
X =1[0,1] olsun ve d:X x X - R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) =[x —y| ile
tanimlansin. O halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatorii k € [0,1) ven € N

sabit bir dogal say1 olmak iizere asagidaki sekilde tanimlansin;

kx™

T(X) — T

@:X — [0,00) fonksiyonu her x € X igin ¢ (x) = x ile tanimlansin. F: [0, 0)* — [0, o)
fonksiyonu F(a,b,c) = a+ b + [c] seklinde tanimlanmis olsun. Burada [c] tam deger
fonksiyonudur. 6: [0, ) — [0, ) fonksiyonu her t € [0,) ve k € [0,1) i¢in O(t) = kt

ile tanimlansin.

Burada F € Fy, 6 € ], @’nin alt yar siirekli ve F’nin siireksiz bir fonksiyon oldugu agikga

gorildr. T’nin bir (F, ¢, 8)-daralma doniisiimii oldugu gosterilecektir.

x,y € X olsun.
F(a(T), T3)), o(T(@), ¢(T())) = d(TC), T() + 9(T(®)) + [(T())]
_ |kx” B ky™  kx" ‘o
n n n
<k (Ix A1 L i A O ﬁ)
n n

<k(lx—y|+x+0)
<k(x—yl+x+[yD

=k (F(d(x,y), (), 0(»)))
=0 (F(d(x,), (), 9())
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elde edilir. Bu, 3.4.2 Teorem’in tiim kosullarinin saglandigini ve dolayisiyla T’nin X’te bir
(p-sabit noktaya sahip oldugunu gosterir [25]. Dikkat edilirse T nin ¢-sabit noktasi 0’dir.

Ayrica T doniisiimiiniin birden fazla sabit noktasi olabilir ancak -sabit noktasi bir tanedir.

3.4.4 Ornek
X =1[0,1] olsun ve d:X x X —» R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) = |x —y| ile
tanimlansin. T: X — X operatorii k € [0,1) ve n € N sabit bir dogal say1 olmak tizere

asagidaki sekilde tamimlansin:

kx™
@:X - [0,00) fonksiyonu her x € X icin ¢(x) = x ve F: [0, )% — [0, o) fonksiyonu
F(a,b,c) = max{a, b} + [c] ve 0: [0, ) — [0, o) fonksiyonu her
t € [0,00), k € [0,1) icin O(t) = kt olsun.

Burada F € Fy;, 6 € ], ¢’nin alt yar siirekli ve F’nin siireksiz bir fonksiyon oldugu agik¢a

gorildr. T’nin bir (F, ¢, 8)-daralma doniisiimii oldugu gosterilecektir.

x,y € X olsun.

F(a(T), T3)), o(T()), ¢(T())) = max{d(Tx), T1)), o(T))} + [@(T))]
B kx™  ky™ kx™
—max{| n  nl n }+0

< k(max{|lx — y|,x} + [y]
= k(max{d(x,y),x} + [y]D

=k (F(d(x,y), (), 0(»)))
=0 (F(d(x,),0(x), ()

elde edilir. Bu, 3.4.2 Teorem’in tiim kosullarinin saglandigini ve dolayisiyla T’nin X te bir
(p-sabit noktaya sahip oldugunu gosterir [25].
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3.4.5 Ornek
X =1[0,1] ve d:X xX —» R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) = |x —y| olsun. O
halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatori k € [0,1) i¢in asagidaki sekilde

tanimlansin:
T(x) = ksinx.

@:X — [0,00) fonksiyonu her x € X igin ¢(x) = x olmak Uizere, F: [0,00)% — [0, o)
fonksiyonu F(a, b,c) = a + b + [c] ve 6: [0, ) — [0, o) fonksiyonu her t € [0,), k €
[0,1) igin B(t) = kt olsun.

Burada F € Fy, 6 € ], ¢’nin alt yar siirekli ve F’nin siireksiz bir fonksiyon oldugu agik¢a

gorilur. T nin bir (F, ¢, 6)-daralma doniistimii oldugu gosterilecektir.

x,y € X olsun.

F(d(T.TG)),0(T0)),9(TB))) = AT, TM)) + 9(T@) + [0(T))]
= |ksinx — ksiny| + k sinx + [k sin y]
<klx—y|l+kx+0
=k(lx=yl+x+[yD
=k(d(x,y) +x+[y])

—k (F(d(x, y),<p(x).<p(y)))
—9 (F(d(x, ¥), @ (x), <P(Y)))

elde edilir. Bu, 3.4.2 Teorem’in tim kosullarinin saglandigini1 ve dolayisiyla T’nin X te bir

(p-sabit noktaya sahip oldugunu gosterir [25].

3.4.6 Ornek

X =1[0,3]ved: X x X — R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) = |x — y| olsun. O
halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatorli k € [0,1) i¢in asagidaki sekilde
tanimlansin:
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@:X — [0,00) fonksiyonu her x € X igin ¢(x) = x, F: [0,00)3 — [0, o) fonksiyonu
F(a,b,c) =a+ b+ [c] ve 0:[0,00) — [0, o) fonksiyonu her t € [0, ), k € [0,1) i¢in

(0, 0<t<1
0(t) = {klnt, £>1.

seklinde tanimlansin.

Burada F € Fy;, 8 € ], ¢’nin alt yari siirekli ve F’nin siireksiz bir fonksiyon oldugu agikca

gorilur. T’nin bir (F, ¢, 8)-daralma doniistimii oldugunu gostermek icin bu drnek iki
durumda incelenecektir.

1. Durum

X,y € [2.5, 3] olsun. Genelligi bozmaksizin x = y oldugunu kabul edelim.
F(d(TG), T3), o(T()), 0(T))) = d(T(), TD)) + o(T@®) + [@(T())]
= |kin% = kinZ| + kin (3) + |kin ()]
x y X y
< |klnE - klnz| + kin (5) + kin (E)
< 2kl 5
< 2kin )

< kin(2.25)
=kin(d(x,y) + x + [y])

= kin (F(d(x,), 9 (), o))
=0 (F(d(xy),0(),0())

oldugundan (3.16) esitsizligi saglanir.

2. Durum

x € [2.5,3] ve y € [0,2.25] olsun.
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F(d(TGO), 7)), o(T®)), ¢(T())) = d(Tx), T3)) + ¢(T(®)) + [0 (T())]

= |kln§— o| + kin (g) +[0]

< 2k (3>
= n 2

< kin(2.25)
= kin(d(x,y) + x + [y])

= kin (F(d(x,), 0(x), 0 ()
=6 (F(d(x,y),900,0))

oldugundan (3.16) esitsizligi saglanir. Diger durumlar agiktir. Bu, 3.4.2 Teorem’in tim
kosullariin saglandigini ve dolayisiyla T°nin X te bir ¢p-sabit noktaya sahip oldugunu
gosterir [25].

Simdi (F, ¢, 8)-zayif daralma doniisiimii kavraminin F,, fonksiyon ailesi yardimiyla
uygulandig1 teorem verilecektir.

3.4.7 Teorem
(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,00) verilen bir fonksiyon F € F), ve 6 € J olsun.

Asagidaki kosullarin gegerli oldugunu varsayalim:

H1) ¢ alt yar siirekli bir fonksiyondur.

Hz) T: X — X operatdrii d metrigine gore bir (F, ¢, 6)-zayif daralma dontisimuidir.
Bu durumda asagidaki ifadeler gerceklenir:

I. Fix(T) € Z,,

ii. T bir zayif @-Picard operatérudur [25].
Ispat1 3.3.11 Teorem’in ispat mantig ile aynidir.

3.4.8 Uyan

Tim t € [0, 0) igin k € [0,1) olmak Uizere 6(t): = kt se¢ildiginde 3.4.2 Teorem ve 3.4.7
Teorem sirasiyla 3.2.2 Teorem ve 3.2.5 Teorem’e indirgenir [25].
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3.5 (F, @, a — Y)- Daralma Doniisiimii

Bu boliimde metrik uzaylarda a- gegisli dontisiim, y-fonksiyon ailesi, (F, @, ¢ — )-
daralma doniistimii ve (F, @, @ — Y)- zayif daralma doniistimii tanitilarak, bu tiir
daralmalar igin ¢-sabit nokta sonuglari incelenecektir. Sonuglarin hipotezlerinin gegerliligi
icin ornekler verilecektir.

Simdi, : [0, 0) — [0, ) olmak Uzere tim t > 0 icin Y-, Y™ (t) < o kosulunu saglayan

azalmayan 1 fonksiyonlarin kiimesini W ile gosterelim. Burada y™, y’nin n. tekraridir [26].

Literattirde bu tur fonksiyonlar (c)-karsilastirma fonksiyonlar1 veya Bianchini—Grandolfi

Gauge fonksiyonlari olarak bilinir [26].

3.5.1 Uyan

Dikkat edilirse her t € (0, o) igin Y7, Y™ (t) < oo olmasi lim Y™ (t) = 0 esitligini
n—oo

gerektirir.

Simdi verilecek yardimci teorem literatiirde iyi bilinmektedir ve her Bianchini—Grandolfi
Gauge fonksiyonu icin gecerlidir.

3.5.2 Yardimci Teorem

Hert > 0iciny € ¥Wise y(0) = 0ve yY(t) <t ‘dir [26].

Samet ve arkadaslar a- gegisli doniistimii ve (@ — 1)-daralma donilisimini asagidaki
sekilde tanimlamustir.

3.5.3 Tanim

X+0QveT:X - X,a:X X X - [0, ) olmak lizere; x,y € X olsun. Eger a(x,y) > 1
oldugunda a(T(x), T(y)) = 1 esitsizligi saglaniyorsa T bir a- gegisli doniisiimdiir [27].

3.5.4 Tanim

(X, d) bir metrik uzay olsun. T: X — X operat0riiniin d metrigine gore (a — 1)-daralma
doniisiimii olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul her x,y € X icinye Wve  a:X X
X — [0, ) olacak sekilde iki fonksiyon vardir 6yle ki
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a(x,y)d(T(), T)) < Y(d(x,y))
esitsizligi saglanir [26, 27].

35,5 Tammm

(X, d) bir metrik uzay, F € Fy, ve T: X — X olsun. T’nin bir (F, ¢, @ — 1)-daralma
doniistimii olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, her x, y € X icin

(e, Y)F (AT, T3)), o(T()), o(TD))) < ¥ (F(d(x, ), 0(), 0 )

esitsizligi saglanacak sekilde a: X X X - [0,00) ,¢: X - [0,00) vey EWY
fonksiyonlarimin bulunabilmesidir [26].

3.5.6 Uyan

Tanim 3.5.5’te uygun o, F ve y temel fonksiyonlari segerek (F, ¢, @ — 1) - daralmasinin
literatiirde var olan ¢esitli tiirdeki daralmalar1 birlestirdigi gorulebilir.

a) Tima,b,c € [0,00) i¢in F(a,b,c) = a+ b+ c ve her x € X icin ¢ (x) = 0 segerek
a — P-daralmasi elde edilir [27].

b) Tim x,y € X icin a(x,y) =1, F€Fvehert >0, k € [0,1) icin ¥(t) = kt secerek
(F, ¢)-daralmasi elde edilir [23].

c)Timx,y € XicinF € F,a(x,y) =1,T(x) =yvehert =0, k € [0,1) icin

Y(t) = kt secerek (F, ¢)- grafik daralmasi elde edilir [23].

d) Timx,y € X i¢cin F € F, a(x,y) = 1 secerek (F, ¢,p)-daralmasi elde edilir [24].

e) Tumx,y € X icin F € Fy, a(x,y) = 1 segerek (F, ¢, )-daralmasi elde edilir [25].

3.5.7 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0, 00) verilen bir alt yar1 siirekli fonksiyon, ye ¥ ,
FEFy,a: XXX — [0,0)veT:X - X bir (F, ¢, — 1p)-daralma doniisiimii olsun.

Asagidaki kosullarin gecerli oldugunu varsayalim:
1) T bir a- gegisli donistimdiir.

ii) a(xo, T(x)) = 1 olmak Uzere x, € X vardur.
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i) T streklidir veya

iii)" TUm n’ler i¢in eger {x,} X de bir dizi ise a(x,, Xp+1) = 1 ve x € X icin lim x,, = x
n—->oo

ise a(x,,x) =1’ dir.

Bu durumda T’nin bir ¢-sabit noktas1 vardir [26].

ispat

(ii) kosulu géz oniine alindiginda a(xo, T(x,)) = 1 olmak (izere x, € X vardir. X*de bir
{x,} dizisini her n € N U {0} icin x,,;; = T(x,,) kural1 ile tanimlayalim. T a- gegisli bir
doniisiim oldugu i¢in

a(xy, x,) = a(xO,T(xo)) > 1 oldugunda a(T(xO),T(xl)) =a(x;,x,) =1
olur. Tiimevarimla her n € N i¢in
a(x,, xpe1) =1 (3.30)

elde edilir. (3.30) ve T’nin bir (F, ¢, @ — Y)-daralma doniisiimii olmasin1 kullanarak her
n € Nigin

F(d(xn'xn+1)r ¢(xn): ¢(xn+1)) < a(xn_l,xn)F(d(xn,xnﬂ), QD(Xn), (p(xn+1))

<9 (F(dCtn-r, %), 9 (1), ()

elde edilir. Timevarimla n € N igin

F(d(xn, Xn+1), @ (Xn), Qo(xn+1)) <y" (F(d(xo' x1), ¢ (xo), (P(x1)))

elde edilir. Bu son esitsizligi (F,) ile birlikte dikkate alarak,

max{d (X, xns1), @ (t)} < P (F(d (o, x1), 9 (x0), (1)) (331)

48



esitsizligi elde edilir. (3.31)’den

d (e, Xn 1) < " (F(dCxo, 1), 9 (o), 0 (1)) ) (3.32)

esitsizligi elde edilir. Simdi {x,,} nin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. Bunun icin
m > n olmak lGzere m,n € N alinirsa, (3.32) ve liggen esitsizliginden

d(xn' xm) < d(xnrxn+1) + d(xn+1rxn+2) + et d(xm—lﬁ xm)

<y (F(d(xo, x1), (xo), (p(xl))) + il (F(d(xo' x1), 9 (xo), <P(x1))) +
eyl (F(d(xo, x1), ¢ (x0), (p(xl)))

=Yty (F(d(xw x1), (Xo), <P(x1))) -
n=dpd (F(dxo, %), @ (%), 0(x))) (3.33)

elde edilir. Uyar1 3.5.1 ve (3.33)’ten lim d(x,, x,,) = 0 elde edilir. Buradan {x,} X’te
n,m—oo

bir Cauchy dizisidir.

(X, d) bir tam metrik uzay oldugundan,

lim d(x,,x*) =0 (3.34)
n—-oo

olacak sekilde bir x* € X vardir. Simdi ¢ (x*) = 0 oldugu gosterilecektir. (3.31)’i
kullanarak

9Cn) < Y™ (F(dCxo,x1), 9 (x0), 9 (1)) )
elde edilir. Uyar1 3.5.1°i kullanarak, n — oo iken,

lim ¢(x,) =0 (3.35)
n—-oo

elde edilir. ¢ alt yar1 siirekli oldugundan (3.34) ve (3.35)’i kullanarak,
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0= @) =< liminf ¢(x,) =0

olur. Buradan

p(x*)=0 (3.36)
olur. Simdi (iii) kosulunun saglandigini ve T nin siirekli bir doniisiim oldugunu varsayarak
lim d(T(x,), T(x")) = lim d(xp11, T(x*)) =0

bulunur. Limitin tekliginden T'(x*) = x* elde edilir. Bu nedenle x* T’nin bir ¢-sabit
noktasidir.

Alternatif olarak (iii)’ kosulunun saglandig1 varsayilsin. Her n € N icin (3.30) ve (3.34)’ten
a(xy, x*) = 1 elde edilir. T bir (F, ¢, @ — ¥)-daralma doniisiimii oldugu i¢in (F;) ve
Yardimer Teorem 3.5.2°yi kullanarak
d(xn+11 T(X*)) < max{d(xn+1, T(X*))' (P(xn+1)}

< F(d(xnr0, T@)), 9Gnan), (T (x)))

< @t 2)F (X1, T)), 0 Ctnen), (T (7))

< (F(dCta, 2, 9 (), 9(x)))

< F(d(xn, x7), @ (xn), @ (x"))
= F(d(xn'x*)' go(xn)' 0)

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafina lim sup uygulayarak, (F,) ve (F3)’ten,
n—-oo

lim sup d(xn+1,T(x*)) < lim sup F(d(x,, x*), (x,),0)
n—-oo n—-oo

< F(0,0,0) =0
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elde edilir. Ki bu da (3.34) g6z 6niine alindiginda,

d(x*,T(x*))=0 (3.37)

esitligini verir. Bu nedenle (3.36) ve (3.37)’den x*’in T’nin bir ¢-sabit noktas1 oldugu
sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.5.8 Uyan

Uyari 3.5.6 goz 6niine alindiginda ((a) ve (¢) siklari) [27]’de Teorem 2.1 ve 2.2 ile Teorem
3.2.2’nin (ii) sikk1 Teorem 3.5.7’den ¢ikarilabilir [26].

Bu sonuglari desteklemek i¢in ii¢ tane agiklayic1 6rnek verilecektir. Teorem 3.5.7°nin bu
orneklerde kullanilabilecegi ancak Jleli [23], Kumrod [24] ve Asadi [25] sonuglarinin
uygulanamayacagi gosterilecektir.

[lk olarak bu teorem T déniisiimiiniin siirekli oldugu 3.5.9 nolu 6rnekle desteklenecektir.

3.5.9 Ornek

X =[0,00) olsun ve d: X X X — R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) = |x — y| ile
tanimlansin. O halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatorl asagidaki sekilde
tanimlansin:

2x — -, x>1,
T(x) =
@) X, 0<x<1.
2(x+1)

@:X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin ¢ (x) = x ve F: [0, 00)3 — [0, 00) fonksiyonu
her a,b,c € [ 0,) icin F(a,b,c) =a+b+c ve a:X X X - [0,0) olmak lzere

_ 1, x,y € [011]
a(x,y) = {(), diger durumlarda

seklinde tanimlansin.
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Burada F € Fy, F strekli, ¢’nin alt yari siirekli ve T nin siirekli bir doniisiim oldugu
acikega goriiliir.

x,y € X olmak lzere a(x,y) = 1 olsun. Buda x,y € [0,1], T ve a tanimindan,

T(x) = e[01], T(y) = €[01] ve a(T(x),T(y) =1

2(x+1) 2(y+ 1)

elde edilir. Buradan T bir o- gegisli doniisimdiir. Ayrical € X ve «a(1,T(1)) = 0{(1&) =
1 olur.

Son olarak T’nin bir (F, ¢, @ — 1)-daralma doniisiimii oldugu gosterilecektir.

X,y € X olsun. Eger x,y € [0,1] ise 0 halde (a(x,y) = 1):

a(x,y) (d(T(x) T(y)) +o(T(x)) + <.0(T(y))) — | o

2(x+1) 2(y+1) 2(x+1) 2(y+1)

<1I |+x+y
ST YITs Ty

1
= (A ) + 0@ + o)

elde edilir. Diger durumlar agiktir (yani a(x,y) = 0). Dolayisiyla her t > 0 igin Y (t) = %
ile birlikte T bir (F, ¢, @ — 1)-daralma doniisimiidur. Bu da Teorem 3.5.7’nin tim

kosullarinin saglandigini gosterir. Yani T ’nin bir ¢-sabit noktast vardir ve x = 0’dir [26].
Gercekten; Fix(T) = {—% 0, i} ,Z, = {0} Ve Fix(T) N Z, = {0} oldugu kolayca
gorular.

3.5.10 Ornek

X =[0,00) olsun ve d: X X X — R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) = |x — y| ile
tanimlansin. O halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatOrl asagidaki sekilde
tanimlansin:

_ 8 x>1,
T(x) = 3

ar R

) 0<x<1
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@:X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin ¢ (x) = x ve F: [0, 00)3— [0, o) fonksiyonu
her a,b,c € [ 0,) icin F(a,b,c) =a+ b +c ve a:X X X — [0,) olmak Ulzere;

J— 1; ‘x’y E [0'1]
a(x,y) = {0, diger durumlarda

seklinde tanimlansin.

Burada F € Fy, F surekli, ¢’nin alt yar siirekli ve T’nin x = 1’de strekli olmayan bir
dontigiim oldugu agik¢a goriiliir.

x,y € X olmak lizere a(x,y) = 1 olsun. Buda x,y € [0,1], T ve a tanimindan;
T(x)=>€[01], To)=2€[01] ve a(T(x),T()=1

elde edilir. Buradan T bir o- gegisli doniistimdiir. Ayrical € X ve a(1,T(1)) =1olur. T
stirekli bir dontisiim olmadig igin (iii) kosulu yerine (iii)" kosulunun saglanmasi gerekir.
X’de tim n’ler i¢in x € X ve lim x,, = x olacak sekilde a(x,, x,+1) = 1 sartin1 saglayan

n—-oo

bir {x,,} dizisi olsun.
Son olarak T’nin bir (F, ¢, @ — )-daralma doniisiimii oldugu gosterilecektir.

X,y € X olsun. Eger x,y € [0,1] ise o0 halde (a(x,y) = 1);
a(x,y) (AT, TG) + o(T®)) + (T)) = [F -2+ +2

<1I |+x+y
=TIt YTy

1
=7 (d@xy) + o) + o)

1
<3(dGy) + o) +90))
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elde edilir. Diger durumlar agiktir (yani a(x, y) = 0). Dolayisiyla her t > 0 i¢in Y (t) = é

ile birlikte T bir (F, ¢, @ — )-daralma dontisimidur. Bu da Teorem 3.5.7°nin tim
kosullarinin saglandigini gosterir. Yani T 'nin bir ¢-sabit noktasi vardir ve x = 0°dir [26].

§} , Zy, = {0} ve Fix(T) nZ, = {0} oldugu kolayca

Gercekten; Fix(T) = {0, -

gorulebilir.

Jleli ve arkadaslar1 [23], Kumrod ve arkadaslar1 [24] ile Asadi [25] sonuglarinin daha dnce
tanimlanan F icin Ornek 3.5.10 baglaminda uygulanamadigi gdzlemlenebilir. Aslinda

herhangi bir we W i¢in (Yardimci Teorem 3.5.2°ye gore);

2

d(T(1),T(2)) + o(T(1) + ¢(T(2)) = ?" > 4

d(1,2) + (1) + ¢(2) > P(d(1,2) + ¢(1) + ¢(2))
ifadesi elde edilir [26].

3.5.11 Ornek

X =[1,00) ved: X x X - R fonksiyonu her x,y € X i¢in d(x,y) = |x — y| olsun. O
halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X operatOri asagidaki sekilde tanimlansin:

3x— 5 x> 2,

TOO:{"ZLZ, 1<x<2.

@: X — [0,00) fonksiyonu her x € X igin

x—2, x> 2,
"’(x)_{o, 1<x<2

ve F: [0, )3 — [0, o) fonksiyonu her a, b, ¢ € [ 0, ) igin
F(a,b,c) = max{a, b} + [c], burada [c] tam deger fonksiyonudur ve a:X X X — [0, o)
olmak lzere
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— 1; x’y E [1'2]
a(x,y) = {0, diger durumlarda

seklinde tanimlansin.

Burada F € Fy, F streksiz, ¢’nin alt yari siirekli ve T’nin x = 2’de siirekli olmayan bir
doniisiim oldugu acgike¢a goriiliir.

x,y € X olmak lizere a(x,y) = 1 olsun. Buda x,y € [1,2], T ve a tanimindan;

y+2

T()=“2€[12], T()=2"€[12] ve a(T(),T») =121

elde edilir. Buradan T bir a- gegisli doniistimdiir. Ayrica 2 € X ve a(2,T(2)) =1olur. T

stirekli bir dontistim olmadigi igin (iii) kosulu yerine (iii)’ kosulunun saglanmasi gerekir.

X’de tim n’ler i¢in x € X ve lim x,, = x olacak sekilde a(x,, x,,1) = 1 sartin1 saglayan
n—-oo

bir {x,,} dizisi olsun. Tim n ve x € [1,2] icin a’nin tanimindan x,, € [1,2] elde edilir. Bu
nedenle tim n’ler i¢in a(x,, x) = 1’dir.

Son olarak T’nin bir (F, ¢, @ — )-daralma doniisiimii oldugu gosterilecektir.

X,y € X olsun. Eger x,y € [1,2] ise 0 halde (a(x,y) = 1)

a(x, y)(max{d(T(x), T(y)),q)(T(x))} + [(p(T(y))]) = max{

x+2 y+2
2

2 |'0}+0

<

N | =

(max{d(x,y), p(x)} + [¢(T())]

elde edilir. Diger durumlar agiktir (yani a(x,y) = 0). Dolayisiyla her t = 0 igin Y (t) = %

ile birlikte T bir (F, ¢, « — 1)-daralma donistimiadur. Bu da Teorem 3.5.7°nin tim
kosullarinin saglandigini gosterir. Yani T nin bir ¢p-sabit noktas1 vardir ve x = 2’dir [26].

Gergekten; Fix(T) = {2, g} . Zy, =1{0,2} ve Fix(T) n Z, = {2} oldugu kolayca goriilir.

Jleli ve arkadaslari [23], Kumrod ve arkadaslar1 [24] ile Asadi [25] sonuglarinin daha 6nce
tanimlanan F icin Ornek 3.5.11 baglaminda uygulanamadigi gézlemlenebilir. Aslinda
herhangi bir y € W i¢in (Yardimci Teorem 3.5.2’ye gore)

55



max{d(T(1),T(3)),o(T(W)} + [¢(T(3))] =2 > 3

max{d(1,3), (D} + [¢(3)] > Y (max{d(1,3),p(1)} + [¢(3)]
ifadesi elde edilir [26].
Asagidaki teorem @-sabit noktanin tekligini saglar.

3.5.12 Teorem

Teorem 3.5.7°nin hipotezlerine ek olarak asagidaki kosulun saglandigini varsayalim:
iv) Her x,y € X icin a(x,z) > 1 ve a(y, z) = 1 olacak sekilde bir z € X vardur.

Bu durumda T’nin ¢-sabit noktas: tektir [26].

Ispat

Teorem 3.5.7’ye gore T’nin bir @-sabit noktasi vardir. x; ve x; noktalarinin T nin iki ¢-
sabit noktas1 oldugu varsayilsin. Buradan,

T(x1) =x1,T(xz) =x; ve ¢(x7) = ¢(xz) = 0olur.
(iv) sartindan
a(xj,z) =21 ve a(x;,z) =1 (3.38)

esitsizliklerini saglayan bir z € X vardir. T nin o- gegisli olmas1 ve (3.38)’i kullanarak, her
n € N igin

a(x;, T"(z)) =1 ve a(x3,T"(2)) =1 (3.39)

elde edilir. (F, ¢, @ — 1)-daralma dontisiimii tanimi ve (3.39)’u kullanilarak

F(d(xi T (),0,0(T"()) = F (2 (TG (")) o (TD), 0 (T((T" () )

< a(x, T @)F (d (TG, T(@™ ), 0 (TaD). o (1))
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)

elde edilir. Buradan tiimevarim ile her n € N igin,

F (d(x;,T"(z)), 0, <p(Tn(Z))) <ym" (F(d(xi‘.z), 0, <p(Z)))

oldugunu gosterir. (F;) kosulu ile birlikte her n € N i¢in
max{d(xi“, T"(z)), 0} <y (F(d(x{,z), 0, <p(z))) veya

d(xi, T"(2)) < ¥ (F(d(x1,2),0,9(2))

oldugu gorulur. Esitsizlige limit uygulayarak n — oo iken lim d(x{,T™(z)) = 0 elde
n—-oo
edilir.

Benzer sekilde, lim d(x3, T™(z)) = 0 oldugu gérilir. Bu nedenle T nin ¢-sabit noktast
n—oco

tektir. Boylece ispat tamamlanur.

3.5.13 Uyan

Uyari 3.5.6 goz oniine alindiginda ((a), (b), (c) ve (d)) bir kag ilgili sonug olan ([27] nolu
kaynak Teorem 2.3), Teorem 3.2.2 (ii) sikki, Teorem 3.3.6 (ii) sikki ve Teorem 3.4.7 (ii)
sikk1, Teorem 3.5.12’den ¢ikarilabilir [26].

Bu calismanin devaminda Tanim 3.5.5’deki daralma kosulunun genellestirilmesi ve bir
diger sonucun ispat1 verilecektir.

3.5.14 Tanmm

(X, d) bir metrik uzay, F € Fy, ve T: X = X olsun. T’nin bir (F, ¢, « — )- zayif daralma
doniisiimii olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her x, y € X ve bir L > 0 sayist1 igin
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(e, y)F (d(TC, T)), @(T()), 0(T()) < 9 (F(d(x,y), 0 (x), (1)) +
LIF (M@ 3),00),0(T®)) = FO, (), ¢(T(0) |

esitsizsigi saglanacak sekilde a: X X X — [0,0), ¢: X — [0,00) vey € ¥ ve
M(x,y) = min{d(x, T(x)), d(y, T(y)), d(y, T(x))} fonksiyonlariin var olmasidir [26].

3.5.15 Uyan

Tanim 3.5.14’te uygun a, F ve y temel fonksiyonlari segilerek (F, @, @ — 1)- zayif daralma
doniistimiiniin literatiirde var olan ¢esitli tiirdeki daralmalar1 birlestirdigi gozlemlenebilir
[26].

a)Her x,y € X t = 0 ve herhangi k € [0,1) igin F € F, ¥ (t) = kt olmak lizere

a(x,y) = 1 secerek Tanim 3.2.1°deki (F, ¢)-daralmasi elde edilir [23].

b) Her x,y € X ve F € Folmak Uzere a(x,y) = 1 secerek Tanim 3.3.10°daki (F, ¢, )-
zayif daralmasi elde edilir [24].

c) Her x,y € X veF € F,, olmak Uzere a(x,y) =1 secerek [25]’teki (F,¢q,)- zayif

daralmasi elde edilir.

3.5.16 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0, 00) verilen bir alt yar siirekli fonksiyon, ye ¥ ,
FEFy, a: XXX - [0,00)veT:X — X bir (F, ¢, — y)-zayif daralma doniigiimii olsun.

Asagidaki kosullarin gegerli oldugunu varsayalim:
i) T bir a- gecisli doniistimdiir.

ii) @(xo, T(xo)) = 1 olmak Uizere x, € X vardur.
iii) T sureklidir veya

i)’ Tim n’ler i¢in eger {x,} X de bir dizi ise a(x,, X,+1) = 1 vex € X icin lim x,, = x
n—->oo

ise a(x,,x) = 1 dir.

Bu durumda T ’nin bir ¢-sabit noktas1 vardir [26].

Ispat

(i1) kosulu g6z 6niine alindiginda a(xo, T(xo)) > 1 olmak Uzere x, € X vardir. X de bir
{x,} dizisini her n € N icin x,,,,; = T(x,,) kural1 ile tamimlansin. T o- gegisli bir doniisiim
oldugu icin
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a(x,x1) = a(xg,T(x)) = 1 oldugunda a(T (x0), T(x1)) = a(xy, x3) = 1
olur. Tiimevarimla her n € N i¢in
a(xp, Xnye1) =1 (3.40)

elde edilir. (3.40) ve T’nin bir (F, ¢, @ — )-daralma doniisiimii olmasi1 kullanilarak her
n € Nigin

F(d(xnr xn+1)r (P(xn)' (p(xn+1)) < a(xn—l’ xn)F(d(xnf xn+1)r (p(xn): (p(xn+1))
< (F(dGtn-1, %), 9 (i), () ) +
L[F (d(tn, xn), 9(x), 9(x)) — F(0, 0(x), 9 (x)) ]

= (F(dGtn-1, %), @G-, 9 ()

elde edilir. Timevarimla n € N icin

F(d(xru Xn+1), @(xn), ¢(Xn+1)) <y" (F(d(xo, x1), @ (xo), (P(X1)))
elde edilir. Ispatin kalan1 Teorem 3.5.7 ile ayni sekilde devam etmektedir.

3.5.17 Uyan
Uyari 3.5.15 g6z 6niine alindiginda ((a), (b), (¢) siklar1) Teorem 3.2.5’in (ii) sikki1 Teorem
3.3.11’in (ii) sikk1 ve Teorem 3.4.7’nin (ii) sikki, Teorem 3.5.16’dan ¢ikarilabilir [26].
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4. (9-y)-SABIT NOKTALAR iLE M, - DARALMA DONUSUMU

Bu bolumde metrik uzaylarda (¢-y)-sabit nokta kavrami M fonksiyon ailesi ile birlikte
M ¢,y)-daralma doniisiimii ve M, -grafik daralma doniisiimii tanitilarak bu tr

daralmalar icgin (¢-y)-sabit nokta sonuglar1 incelenecektir. Sonuglarin hipotezlerinin
gecerliligi i¢in ornekler verilecektir.

Simdi (¢-y)-sabit noktalar kavrami tanitilsin.

T: X — X operatoriiniin tiim sabit noktalarinin kiimesi Fix(T) = {x € X : T(x) = x},
@:X = [0,00) ve P: X — [0,00) fonksiyonlarmin tiim sifir yerlerinin kiimeleri

Z, ={x€X:0(x)=0}veZy, = {x €X:Y(x) =0} olmak tzere Z, ), = Z, N Zy,
olsun. Eger x € Fix(T) N Z,, ise x € X T’nin bir (@-y)-sabit noktasidir [28].

Daralma dontisiimiinii tanimlayabilmek i¢in asagidaki fonksiyon ailesi gereklidir.

4.1 Tanim

Asagidaki kosullari saglayan M: (0, ) X [0, ) X [0,00) — R fonksiyonlarin kiimesi M
ile gOsterilecektir [28]:

M,) {timn € N icin a,;: a,, > 0},

{timn € Nicin b,: b,, = 0} ve

{timn € N i¢in ¢,: ¢, = 0} dizileri igin lir{}O a, = lir{}O b, = 1i_r)£10 ¢y, = 0 olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul Tlll_r)glo M(ay, by, cp) = —T; olma51d111r_.) i
M) 711_{{)10 a, = 711_{210 b, = Tllggo ¢, = 0 olmak Uzere:

{timn € Nicina,: a, > 0},

{timn € Nicin b,: b,, = 0} ve

{timn € N icin c,: c, = 0} dizileri i¢cin k € (0,1) olmak lizere

lim akM( a,, by, ¢,) = 0dir.
n—-oo
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4.2 Ornek

i =1,2i¢inM; : (0,00) X [0,00) X [0,00) = R fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.
i) TUma > 0veb,c = 0igin

M;(a,b,c) =In(a+ b + ¢),

i) Tma >0veb,c = 0igin

M,(a,b,c) =a+b+c+In(a+b +c).
Bu durumda i = 1,2 i¢cin M; € M oldugu goriilebilir [28].

Asagidaki tanimda M, ,)-daralma doniisiimii kavrami ve hemen ardindan bu kavram ile
elde edilen (@-y)-sabit noktanin varligi i¢in bir teorem verilecektir.

4.3 Tanim

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,0) ve: X — [0, ) verilen fonksiyonlar olsun.
Egerbir M € M ve 7 > 0 sabiti her x,y € X icin d(T(x),T(y)) > 0 iken

7+ M (d(T@), T()), ¢(T()), W(T())) < M(d(x,y), (), () (4.2)

esitsizligi saglanacak gekilde varsa T: X — X doniigimiine M, y-daralma dontigimii
denir [28].

4.4 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0,0)vey: X — [0,0c0) doniisiimleri alt yar1
surekli olmak Gzere T:X — X surekli bir M, ,)-daralma doniisiimii olsun.

O halde T’nin bir (¢-y)-sabit noktas1 vardir [28].
Ispat

Xo € X olsun. Her n € N igin x,, # x,,_; Ve x,, = T(x,—1) olacak sekilde bir {x,,} dizisi
olusturulabilir.

(4.1)den,
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7+ M(dCry, %), 0 06), Y(02)) = 7+ M (d(T (), T(x1)), (T (x0)), (T (1))

< M(d (x0, 1), @ (x0), ll)(x1)) (4.2)

elde edilir. Yine (4.1)’den

7+ M(dCe2, %), p(62), ¥(x3)) = 7+ M (d(T(x1), T(x2)), (T (1)), (T (x2)))

< M(d(xl,xz),(p(xl),l/)(xz)) (4.3)

elde edilir. (4.2) ve (4.3)’ten

M(d(xz'x3)' (P(xz)»l/)(x3)) < M(d(xo'xﬂ' (P(xo)'l/’(xﬂ) — 21

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her n € N icin asagidaki esitsizlik elde edilir:

M(d(xn, Xn+1), @ (Xn), l/)(xn+1)) < M(d(xo' x1), 9(Xo), l,b(xl)) —nt. (4.4)

(4.4)'te n — oo iken

Jim M(d (Gt Xn 1), 9 On), Y Gnsa)) = =00

elde edilir. Boylece (M1) kosuluna gore,

lim d (it Xn41) = lim @) = M (i) = 0

elde edilir. Her n € N igin d,, = d(x, Xn41), ©n = @(x,) Ve Y, = Y (x,41) Olsun.
k € (0,1) olmak Uzere (M2)’den

lim dflM( dp, @n,Pn) =0
n—-oo
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olur. (4.4)’ten her n € N igin

drlgM(dn' P lpn) - dﬁM(dO' Do, lpo) < _dZTlT <0 (4-5)

elde edilir. n —» oo iken (4.5)’ten

lim ndX =0 (4.6)

n—-oo

elde edilir. Bu, n > n, icin ndX < 1 olacak sekilde n; € N sayismin var oldugunu
gOsterir. Buradan

4.7)

elde edilir. {x,,}’in bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek igin, m > n > n, ile birlikte
m,n € N oldugu diisiintilstin. Uggen esitsizligi ve (4.7) kullanilarak

d(xn' xm) < d(xn: xn+1) + d(xn+1:xn+2) + ot d(xm—lrxm)

elde edilir.

=1
Z i1/k

i=1

serisi yakinsak bir seridir. Buradan, lim d(x,, x,,) = 0 olur. Bu da {x,,} dizisinin bir
m,n—oo
Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X, d) bir tam metrik uzay oldugu i¢in n — oo iken
X, = x" olmak Uzere x* € X vardir. Boylece x,, = x* ve lim ¢(x,) = lim Y (x,) = 0ile
n—oo n—-oo

birlikte ¢, y alt yar1 siirekli fonksiyonlardir. Buradan ¢ (x*) = y(x*) = 0 elde edilir.
T’nin siirekliliginden x,, .4 = T (x,,) = T(x") elde edilir. BOylece x* = T'(x™) ve

@(x*) = P(x*) = 0 olur. Dolayisiyla x* T nin bir (¢-y)-sabit noktasidir. Boylece ispat
tamamlanir.
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4.5 Sonug

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0,0)vey: X — [0, o) fonksiyonlar: alt yar1
strekli, tim x,y € X ve 0 < k < 1 i¢in; T:X — X surekli bir doniisiim olmak {izere

d(T(), TW) +¢(T()) +¥(TM) < k(d(x,y) + 9(x) + (1))
esitsizligi saglansin. O halde T ’nin bir (¢-y)-sabit noktasi vardir [28].

Sonug 4.5, Teorem 4.4’te her a > 0 ve b,c = 0 i¢in M(a, b, c) = M;(a, b, ¢) fonksiyonu
dikkate almarak elde edilebilir.

4.6 Ornek

X =[0,00) olsun ve d: X X X — R fonksiyonu her x,y € X icin d(x,y) = |x — y| ile

tanimlansin. O halde (X, d) bir tam metrik uzaydir. T: X — X fonksiyonu T(x) = > (xx+1)

ile tanimlansin. Her x € X icin ¢: X — [0, 00) fonksiyonu ¢(x) = xve ¥: X — [0, )
fonksiyonu ¥ (x) = ;—C seklinde tanimlansin. Boylece asagidaki esitsizlik ispatlanabilir:

d(T(x), T») + o(T(x) + Y(TG))

= |2(x):- 1) B Z(y)il- 1)| + Z(x):- 1) + ; (2(y}il- 1))

1 Xy
<gl-yl+5+7

1
=5 (d@y) + () + ().

Buradan, Sonug 4.5 (veya Teorem 4.4)’ten T nin (x, g)-sabit noktaya, yani (¢-y)-sabit

noktaya sahip oldugu sonucuna varilabilir [28]. Gercekten; Fix(T) = {— %, 0},
Z ) = {0} ve Fix(T) N Z, ) = {0} oldugu kolayca goriilebilir.

Asagida 3 ailesi tanitilacaktir. Bu aileyi kullanarak yeni bir (@-y)-sabit nokta teoremi elde
edilecektir.
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4.7 Tanim

Asagidaki kosullari saglayan Z: (0,0) X [0, 00) X [0, 00)—(0, o) fonksiyonlarin kiimesi 3
ile gosterilecektir [28]:
i) Her a > 0 ve b, ¢ = 0 icin max{a, b} < Z(a, b, ¢)’dir.
i) {a,}, {b,}, {c,,} reel say1 dizileri olmak iizere lim a, = a, lim b, = lim ¢, =0
n—-oo

n—-oo n—-oo

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 6zel olarak Z(a, 0,0) = a i¢in lim Z(a,, b,,c,) = a
n—->oo

olmasidir.

4.8 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0,00)vey: X — [0,o0) fonksiyonlar: alt yar1
stirekli ve her x, y € X icin d(T (x), T (y)) > 0 oldugunda

Z(a(T@), T3), o(T@), W(T))) < k (2(dCxy), 9, p()))

esitsizligi saglanacak sekilde T: X — X siirekli bir doniisiim olsun. Burada 0 < k < 1 ve
Z € 3’dir. Bu durumda T’nin bir (@-y)-sabit noktas1 vardir [28].

Ispat

Teorem 4.4’te Z € 3, hera > 0ve b,c = 0i¢in M(a,b,c) = ln(Z(a, b, c)) segilerek bu
teoremin ispati elde edilir.

4.9 Acik Problem

F € F olacak sekilde Teorem 3.2.2 T’nin (@-y)-Sabit noktalarinin varligi i¢in
genigletilebilir mi [28] ?

Asagidaki teorem, Teorem 4.4’ten her x € X icin ¢ (x) = Y (x) alinarak elde edilir.
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410 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, T: X — X siirekli bir doniisiim, M € M ve bir 7 > 0 sabiti ile
d(T(x),T(y)) > 0 kosulunu saglayan her x,y € X igin

7+ M(d(TC), TM), (T()), o(T)) < M(d(x, ), 9(1), 0(»)) (4.8)

esitsizligi saglansin ve ¢: X — [ 0, 00) alt yar siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
T’nin bir -sabit noktas1 vardir [28].

Asagidaki sonug, Teorem 4.8’de her x € X icin ¢ (x) = ¥ (x) alinarak elde edilir.

411 Sonug

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0, o) fonksiyonu alt yari siirekli olsun. T: X — X
surekli bir dontisiim olsun ve d(T(x), T(y)) > 0 kosulunu saglayan her x,y € X icin

Z(d(TC), T3), @(T()), o(T()) < k (2(dx, 1), (), 0(1)))

esitsizligi saglansin. Burada 0 < k < 1 ve Z € 3’dir. Bu durumda T ’nin bir @-sabit
noktasi vardir [28].

Simdi M, 4)-grafik daralma déniistimleri incelenecektir. Asagidaki tanimda grafik
daralma doniistimii kavrami verilecektir.

412 Tanim

(X, d) bir metrik uzay olsun. T: X — X doniisiimiiniin bir grafik daralma doniigiimii olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul her x € X icin a € [0,1) olmak (izere

d(T(x),T?(x)) < a.d(x,T(x)) (4.9)

esitsizliginin saglanmasidir [28].

66



413 Teorem

(X, d) bir metrik uzay, ¢: X — [0,0) ve: X — [0, ) alt yari siirekli fonksiyonlar
olsun. T: X — X bir stirekli M, y- grafik daralma déniisiimii, yani d(T (x), T?(x)) > 0
kosulunu saglayan her x € X icin

T+ M (d(T(x),Tz(x)),<p(T(x)),1/}(T2(x))) <M (d(x, T(x)), (p(x),lp(T(x))) (4.10)

esitsizligi saglanacak sekilde bir M € M ve t > 0 sabiti varsa T nin bir (@-y)-sabit
noktas1 vardir [28].

Ispat

Xo € X olsun. Her n € N icin x,, = T™(x,) Ve x,, # x,_ olacak sekilde bir {x,,} dizisi
olusturulabilir. (4.10)’dan

T+ M (d(T(xo); Tz(xo)): QD(T(XO))» w(Tz(xo)))
< M (d(x0, T(x0)), 9 (x0), ¥(T(x0))) (4.11)

elde edilir. Ve yine (4.10)’dan

T+ M (d(Tz(xO),T3(x0)), (P(Tz(xo)),lli(T3(xo)))
< M (d(T ), T?(x0)), (T (x)), (T2 (x0))) (4.12)

elde edilir. (4.11) ve (4.12)’den,

M (d(T2(x0), T3 (x0)), @ (T2 (x0)), (T (x0)) )
< M (d(x0, T(x0)), 9 (x0), $(T(x0))) — 22

elde edilir. Bu sekilde devam ederek her n € N igin x,, = T™(x,) gercegini kullanarak
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M(d(xn' xn+1)' (p(xn)' l/)(xn+1)) < M(d(xO'xl)' (P(xo)' 1/"(xl)) —nr (413)

esitsizligine ulasilir. Ispatin kalan1 Teorem 4.4’{in ispatina benzerdir. Bdylece T nin bir
(p-y)-sabit noktaya sahip oldugu sonucuna varilir.

Bir sonraki teorem her x € X i¢in yukaridaki teoremde ¢ (x) = 1 (x) alinarak elde edilir.

4,14 Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — [0, o) alt yar1 siirekli bir fonksiyon olsun. T: X —» X
strekli dontisiimd icin, d(T(x),TZ(x)) > 0 kosulunu saglayan her x € X igin

7+ M (d(T(0), T2(0)), o(T()), (T?(1))) < M(d(x,T()), 0(x), 0(T(x)))  (4.14)

esitsizligi saglanacak sekilde M € M ve t > 0 sabiti varsa bu durumda T ’nin bir @-sabit
noktasi vardir [28].
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5. UYGULAMALAR

Bu ¢alismada bahsedilen sabit nokta kavramlarinin 6nemine ikinci boliimde deginilmisti.
Simdi bu kavramlarin uygulanabilecegi iki durum bu boliimde kisaca verilecektir.

5.1 Dogrusal Olmayan Integral Denklemler i¢in Bir Uygulama

@:[a,b] » Rve K:[a,b] X [a,b] X R — R verilen iki fonksiyon, a € R ile
x € C([a, b], R) olmak tizere asagidaki dogrusal olmayan integral denklemi [24]’de
dikkate alinmistir.

x(t) = ¢(t) +j K(t,s,x(s))ds (5.1)

a

5.1.1 Teorem

(5.1)’deki dogrusal olmayan integral denklemi goz oniine alinsin. Asagidaki kosullarin
saglandigi varsayilsin:

i) K strekli bir fonksiyondur.

i) Tumx,y € C([a, b],R) ve t,s € [a, b] icin

6(|x(s) = y(s)D

|K(t,5,x(s)) — K(t,5,5(s)| < h—a

esitsizligini saglayan bir 6 € J vardir. Bu durumda (5.1) dogrusal olmayan integral
denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir [25].

Ispat
X = C([a, b], R) olsun. Her x € X i¢in T: X — X doniistimdi;

T(x(t)) = @(t) + ftK(t, s,x(s))ds

ile tanimlansin.

Her x,y € X icin d metrigini d(x,y) = max;e[qp1|x(s) — y(s)] ile tanimlayalim.
Buradan X bir tam metrik uzaydir. Simdi F ve ¢ fonksiyonlar1 da tanimlansin. Her
a,b,c € [0,0) icin F(a, b,c) = max{a, b} + [c] ve her x € X i¢in ¢ (x) = 0 olsun.
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X,y € X vet € [a,b] alalim. Buradan

IT(x(®) -T(y(®)| = f;K(t, s,x(s))ds — f;K(t, s,y(s))ds|

< ft|K(t, s,x(s)) — K(t, s,y(s))| ds

ftB(IX(S) — YD

<
b—a

1 t
< mLH(d(x,y))ds

<0(d(x,y))

bulunur. Yani tim x,y € X icin

d(T(x),T(y)) < H(d(x, y))
max{d(T(x),T(y)), o(T(x))} < 6(max{d(x,y), p(x)})
max{d(T(x),T»)),o(T(x))} + [p(T())] < 8(max{d(x,y), p(x)} + [p(M)])

esitsizlikleri elde edilir. Bu da F € F,, iken T’nin Tanim 3.3.5’deki daralma kosullarini
sagladigini gosterir. O halde T’nin X de bir tek @-sabit noktasi vardir. Bu da (5.1) integral
denkleminin bir tek ¢oziimiiniin varligin1 garantiler.

5.2 Dogrusal Olmayan Adi Diferansiyel Denklemlere Bir Uygulama

Bu bolimde f:[0,1] x R — R sirekli bir fonksiyon olmak tizere

d%x

—-—=f(t,x(®)), t€[01], (5.2)

dt?

x(0)=x(1)=0

ikinci dereceden adi diferansiyel denkleminin sinir deger probleminin varlig
arastirtlacaktir [26].
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X = C[0,1], [0,1]’de tanimlanan tiim siirekli fonksiyonlar uzay1 olsun. Her x,y € X i¢in
X’de d: X X X = R metrigi;

d(x,y) = llx = ylle = maxepo171x(t) — y(t)]

seklinde tanimlansin. (X, d)’nin bir tam metrik uzaydir [29]. (5.2) diferansiyel denklemi ile
ilgili Green fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir [26]:

t(l—s), 0<t<s<l1,
s(1—t), 0<s<t<1.

G(s,t) = {

T:X - X ve &: R X R — R verilen iki fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki kosullarin

saglandigini varsayalim [26]:
i) Her t € [0,1] ve &é(a, b) = 0 6zelligindeki a, b € R igin

|f(t,a) — f(t,b)| < max, perla — b| *dir.

i) Her t € [0,1] icin & (xo(t),T(xO(t))) > 0 olacak sekilde x, € X vardir.

iii) Her x,y € X ve t € [0,1] igin eger E(x(t),y(t)) >0iseé (T(x(t)),T(y(t))) > 0’dur.

iv) {x,}, X de tim n’ler i¢in & (x,, X,41) = 0 Ve x,, = x € X olacak sekilde bir dizi ise her

nicin &(x,, x) = 0°dir.
5.2.1 Teorem

(i)-(iv) kosullarinin saglandigini varsayarsak (5.2) denkleminin €2[0,1]’de bir ¢dziimii
vardir [26].
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Ispat

x € X i¢in (5.2) denkleminin bir ¢6ziimii olabilmesinin gerekli ve yeterli kosulu her x € X

icin
1
x(t) =.f G(t,s)f(s,x(s))ds

integral denkleminin bir ¢oziimii olmasidir. Her x € X i¢in T: X — X doniisimii

T(x()) = @) + j G(t,5)f (s,x(s))ds
0

seklinde tanimlansin. Her ¢ € [0,1] igin x,y € X oldugunda &(x(t),y(t)) = 0 olsun. (i)

kosulunu kullanarak,

1 1
|T(x(t)) — T(y(t))l = f G(t, s)f(s,x(s))ds —f G(t, s)f(s,y(s))ds
0 0

1
gf 6(t9)|f(s,x(s)) = f(s,¥())|ds
0

1
< j G(t, s)maxsefo ) |x(s) — y(s)ds
0

1
< <SuPte[o,1] f G(t,s)ds ) Alx = ylles
0
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2
elde edilir. Her t € [0,1] icin fol G(t,s)ds = — % + % oldugundan

1 1
SuptE[O,l] fo G(t! S)dS = g olur ve

1
176 = Tl < 5l = ¥l

elde edilir. Simdi her a, b, ¢ € [0, ) icin F: [0, 0)> — [0, ©) fonksiyonu
F(a,b,c) =a+ b+ cveherx € Xicin ¢: X - [0, o) fonksiyonu ¢(x) = 0 ile verilsin.
Bu iki fonksiyonu goz 6ntine alarak

IT@) = Tl + 9 (T()) + 9(T(3)) < = (llx = ¥lloo + 9(x) + (7)) veya

1
F(d(TG). 7)), 0(T()), (T3))) < 5 (F(d ), 0 (), o))
elde edilir. Sonra a: X x X — [0, o) fonksiyonu

alx,y) = {1' (x@),y®) =0, tefo1],

0, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. O halde tim x,y € X icin p(u) = %u olmak lzere

(e, y)F (d(T(), 1)), (T(), 0(TD)) < ¥ (F(dGx ), 0 (), (1))

esitsizligi elde edilir. Buradan T bir (F, ¢, @ — 1)-daralma doniistimidiir. (iii) kosulu
kullanilarak T’nin bir a- gegisli doniistim oldugunu gérmek kolaydir. (ii) kosulu da

a(xo, T(xo)) > 1iken x, € X sayisinin var oldugunu gosterir. Bunlarla birlikte (iv) kosulu
Teorem 3.5.7’nin tiim sartlarinin saglandigini, yani T’nin X de (5.2) denkleminin bir
¢cOzlmu olan -sabit noktaya sahip oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanr.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada -sabit nokta kavrami ile (F, ¢)-daralma doniisiimii kavraminin iligkisi, bu
daralma doniigiimiiniin genellestirilmesi ve gelistirilmesi ile ilgili literatlr derlemesi verildi.
Daha sonra ¢-sabit nokta kavrami da gelistirilerek, (¢p-y)-sabit nokta kavrami ile ilgili
sonuglar incelendi. (¢-y)-sabit nokta kavraminin M, y-daralma déniisiimii ile iliskisi ve

dontistimiin gelistirilmesi ile ilgili caligmalar ele alind.

Literatirde sabit noktalar ve daralma prensibi kavramlari gok genis bir yer olusturmaktadir.
Analiz, uygulamali matematik, topoloji gibi alanlarda calisilabilmektedir. Ayni1 zamanda
farkli uzaylar iizerinde bir ¢ok caligma vardir ve yine farkli uzaylar (6rnegin S-metrik
uzaylar, b-metrik uzaylar vb.) iizerinde ¢alismalara devam edilebilir. Buradan hareketle bu
calisma genisletilerek sunlar yapilabilir:

Oncelikle ¢alismamizda incelenen bir makalede yer alan Acik Problem 4.9 dikkate
alindiginda, bu agik problemin ¢oziilmesi ile ilgili daha genel fonksiyonlarla (¢-y)-sabit
nokta kavrami ¢alisilabilir.

Ayrica besinci boliimde inceledigimiz uygulamalar dikkate alindiginda, bu tez ¢alismasinda
sunulan teorik sonuclarin farkl alanlardaki uygulamalari ¢alisilabilir.
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