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ÖZET 
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MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI 

(TEZ DANIġMANI:PROF.DR.ÖZDEN KORUOĞLU) 

BALIKESĠR, AĞUSTOS - 2021 

 

Stern-Brocot sayı dizisi pay ve paydası tam sayılardan oluĢan ve tamamı indirgenmiĢ 

kesirlerden oluĢan, pozitif rasyonel sayıları temsil etmek için kullanılan bir yöntemdir. Bu 

tezde Stern-Brocot sayı dizisi ile sürekli kesirler, modüler grup ve GeniĢletilmiĢ Stern-

Brocot sayı dizisi arasındaki iliĢkiler çalıĢılmıĢtır.          

Bu tez toplam yedi bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde çalıĢma tanıtılmıĢ, konunun 

tarihsel süreci ve yapılan çalıĢmalardan kısaca bahsedilmiĢtir 

Ġkinci bölümde diğer bölümlerde kullanılacak olan tanımlar, teoremler, örnekler ve 

yöntemler verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde Stern-Brocot sayı dizisi tanıtılmıĢ, konuyla ilgili teorem ve örnekler 

verilmiĢtir. Ayrıca dizinin farklı formatlarda gösterimi ifade edilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde Stern-Brocot sayı dizisi ile sürekli kesirler arasındaki iliĢki verilmiĢtir 

ve örnekler sunulmuĢtur. 

BeĢinci bölümde özgün bir kısım olarak Stern-Brocot sayı dizisindeki her elemanın 

modüler grupta blok formlar yardımıyla ifade edilebildiği gösterilmiĢtir. Stern-Brocot sayı 

dizisi ile modüler grup arasındaki yakın iliĢki verilmiĢtir. 

Altıncı bölümde Stern-Brocot sayı dizisine negatif rasyonel sayıların eklenmesiyle elde 

edilen GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisi verilmiĢtir ve daha sonra yeni oluĢturulan dizi 

ile modüler grup arasındaki iliĢki özgün bir Ģekilde sunulmuĢtur. 

Yedinci bölümde tezden elde edilen sonuçlar verilmiĢ ve kısaca özetlenmiĢtir. Ayrıca 

ileride yapılacak çalıĢmalar için açık problemler verilmiĢtir. 
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ABSTRACT 

 STERN-BROCOT SEQUENCE AND MODULAR GROUP 

MSC THESIS 

HALĠD MESTANOĞLU 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

(SUPERVISOR:PROF.DR.ÖZDEN KORUOĞLU) 

 

BALIKESĠR, AUGUST - 2021 

 

 

The Stern-Brocot sequence of numbers is a method used to represent positive rational 

numbers whose numerator and denominator are integers and all are reduced fractions. In 

this thesis, the relationships between Stern-Brocot and continuous fractions, modular group 

and expanded Stern-Brocot number sequence are studied. 

This thesis consists of seven chapters in total. In the first part, the study is introduced, the 

historical process of the subject and the studies carried out are briefly mentioned. 

In the second chapter, definitions, theorems, examples and methods that will be used in 

other chapters are given. 

In the third chapter, Stern-Brocot number sequence is introduced, related theorems and 

examples are given. In addition, the display of the series in different formats is  expressed. 

In the fourth chapter, the relationship between Stern-Brocot number sequence and 

continuous fractions is given and examples are presented. 

In the fifth chapter, it has been shown as a unique part that each element in the Stern-

Brocot number sequence can be expressed in the modular group with the help of block 

forms. The close relationship between the Stern-Brocot number sequence and the modular 

group is given. 

In the sixth chapter, the Expanded Stern-Brocot number sequence obtained by adding 

negative rational numbers to the Stern-Brocot number sequence is given and then, the 

relationship between the newly created series and the modular group is presented in a 

unique way. 

In the seventh chapter, the results obtained from the thesis are given and briefly  

summarized. Also, open problems are given for future studies. 

KEYWORDS: Stern-Brocot sequence, continuous fractions, modular group, Extended 

Stern-Brocot sequence 
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1. GĠRĠġ 

 

Moritz Abraham Stern (1807–1894)  Frankurt doğumlu Alman matematikçidir. Carl 

Friedrich Gauss'un doktora öğrencisi olan Stern 1858'de Göttingen Üniversitesi'nde 

Ordinaryüs Profesör oldu. Ayrıca aynı yıl yayınlanan [1] "Ueber eine zahlentheoretische 

Funktion" isimli eserinde kendi adını verdiği Stern-Brocot sayı dizisi ile bilinir.  

Achille Brocot (1817–1878) Fransız saatçi ve amatör matematikçidir. Saatlerin çarkları 

arasındaki matematiksel iliĢkiler ve sarkaçların periyotları ile ilgili araĢtırmalar yaparken 

amatör olarak matematikle uğraĢtı. ''Brocot süspansiyonu'' gibi saatler ile ilgili birçok 

yeniliğin yanı sıra 1861 yılında Moritz Abraham Stern'den bağımsız olarak bulduğu ve 

kendi ismini verdiği Stern-Brocot sayı dizisi ile [2] "Calcul des rouages par approximation, 

nouvelle methode" isimli çalıĢmasında adını tarihe yazdırdı. 

λ sabit bir pozitif sayı olmak üzere ,  

𝑇 𝑧 = −
1

𝑧
  ve 𝑈 𝑧 = 𝑧 + λ 

kesirli doğrusal dönüĢümleri ile üretilen gruplara Hecke grupları denir [3] ve 𝐻(λ) ile 

gösterilir.  

𝐻2,𝑞  Hecke gruplarında, 𝑞 = 3 değerine karĢılık gelen 𝐻2,3 Hecke grubu kaynaklarda 

modüler grup olarak isimlendirilir ve 𝑃𝑆𝐿(2, ℤ) ile gösterilir. 

Modüler grubun sunuĢu, 

𝐻2,3 =  T, S T2 = S3 = I  

Ģeklindedir. 

Sürekli kesirlerde; 𝑎0 , 𝑎1 , … , 𝑎𝑛  reel sayılar, 𝑎1, 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  pozitif olmak üzere; 

𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2+⋯+
1

𝑎𝑛−1+
1
𝑎𝑛

 

ifadesine sonlu sürekli kesir denir.Knott [4] numaralı çalıĢmasında sonlu sürekli kesirlere 

karĢılık gelen 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  Stern-Brocot sayı dizisi kelimelerini vermiĢtir. 

Fıne [5] modüler grupta blok kavramını açıklamıĢ ve bu sayede modüler grup elemanlarını 

𝑇𝑆 ve 𝑇𝑆2 blokları sayesinde farklı bir türde ifade etmiĢtir. Buna göre modüler gruptaki 

her kelime 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=0,1,2; 𝑗=0,1) 

Ģeklinde ifade edilebilir. Blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir.  
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Biz de tezimizde 𝑇𝑆 ve 𝑇𝑆2 blokları sayesinde yazılabilen 𝑊(𝑇, 𝑆) modüler grup 

kelimeleri ile 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  Ģeklinde yazılabilen Stern-Brocot sayı dizisi 

kelimeleri arasındaki bağıntıyı inceledik ve  

𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

eĢitliğini teorem olarak ifade edip, ispatıyla birlikte verdik. 

Tezin ilk bölümünü çalıĢmanın tanıtıldığı, tezin geliĢiminin ve bölümlerinin açıklandığı 

giriĢ kısmıdır. 

Ġkinci bölümde tezin diğer kısımlarında kullanılacak olan bazı tanımlar, teoremler, 

yöntemler ve örnekler ele alınmıĢtır. 

Üçüncü bölümde, Stern-Brocot sayı dizisi ile ilgili temel tanımlar, teoremler ve örnekler 

verdik. Bu kısımda dizinin rasyonel, matris ve 𝑆𝐵 =  𝐿𝑅  blokları ile gösterimi ifade 

edildi, ayrıca Stern-Brocot sayı dizisinin herhangi bir satırındaki elemanları bulmaya 

yarayan ve herhangi bir terimin 𝑆𝐵 =  𝐿𝑅  blok gösteriminde karĢılığını hesaplayan 

program tanıtıldı. 

Dördüncü bölümde sürekli kesirler ile Stern-Brocot sayı dizisi arasındaki iliĢki incelendi. 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛   Ģeklindeki basit sürekli kesir açılımına karĢılık gelen 𝑆𝐵 =  𝐿𝑅  blok 

kelimeler ifade edildi ve teorem olarak verildi. 

BeĢinci bölümde, modüler grupta her elemanın blok formlar yardımıyla yazılmasından 

yola çıkarak, 𝑊 𝑇, 𝑆  blok kelimeleri ile Stern-Brocot sayı dizisinde yer alan 𝑆𝐵𝑛  

formatındaki kelimeler arasındaki iliĢkiler incelenmiĢtir. Bu iliĢki genelleĢtirilerek bu 

kısımda özgün teoremler ve sonuçlar verilmiĢtir. 

Altıncı bölümde, Negatif Stern-Brocot sayı dizisi tanımı verilmiĢ ve GeniĢletilmiĢ Stern-

Brocot sayı dizisinin oluĢumu açıklanmıĢtır. Daha sonra GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı 

dizisinin modüler grupla olan yakından iliĢkisi incelenmiĢtir ve  𝑊 𝑇, 𝑆  blok kelimeleri 

ile Negatif Stern-Brocot sayı dizisinde yer alan −𝑆𝐵𝑛  blok kelimeleri arasındaki iliĢki 

ifade edilmiĢtir. Buna göre; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

eĢitliği sağlanır. Ayrıca; 

Negatif Stern-Brocot sayı dizisinde 𝑛 ≥ 2 ve −𝑆𝐵𝑛 = 𝑥 negatif rasyonel sayısı için, 

−∞ < 𝑥 < −1 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  
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−1 < 𝑥 < 0 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  

ile temsil edilir ve burada blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir. 

ÇalıĢmamız neticesinde ortaya çıkan sonuçlar neticesinde bu kısımda bazı özgün teorem ve 

sonuçlar verilmiĢtir. 

Son olarak yedinci bölümde ise tezde yapılan çalıĢmalar özetlenmiĢ, elde edilen teorem ve 

sonuçlar verilerek gelecekte yapılabilecek çalıĢmalarla ilgili olarak açık uçlu problemler ve 

önerilerden bahsedilmiĢtir. 
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2.  ÖN BĠLGĠLER 

 

Bu bölümde tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan teoremler, kavramlar ve yöntemler 

verilmiĢtir. 

 

2.1  Möbiüs DönüĢümleri 

ÇalıĢtığımız Stern-Brocot sayı dizisinin elemanları birer möbiüs dönüĢümüdür. Ayrıntılı 

bilgi için [10] numaralı kaynak incelenebilir. Bu alt bölümde bu dönüĢümleri tanıyalım ve 

bu dönüĢümler ile 2𝑥2 lik matrisler arasındaki iliĢkileri verelim. 

 

2.1.1 Tanım  

𝑉(𝑧)=  
𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
 (𝑎,𝑏,𝑐,𝑑∈C, 𝑎𝑑−𝑏𝑐≠0) Ģeklindeki dönüĢümlere möbiüs dönüĢümleri (kesirli 

doğrusal dönüĢüm) denir. 

 

2.1.2 Tanım  

Stern-Brocot sayı dizisinde ilk terimler 
𝑎

𝑏
 ve 

𝑐

𝑑
 olmak üzere medyanı olan 

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
 kesirini 

  
𝑎 𝑐 
𝑏 𝑑 

  Ģeklinde 2 × 2 lik matris olarak yazalım. 

𝑎 + 𝑐

𝑏 + 𝑑
=   

𝑎 𝑐 
𝑏 𝑑 

  

Ģeklinde tanımlansın. 

Bu dönüĢüm özel olarak Stern-Brocot sayı dizisinin matris dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm  bir 

kesirli doğrusal dönüĢümdür. Ġlerleyen bölümlerde matris formu olarak bu dönüĢüm 

kullanılacaktır. 

 

2.2 Sürekli Kesirler 

Sürekli kesirler ile ilgili bazı tanım ve teoremler bu kısımda incelenmiĢtir. Öte yandan [5] 

numaralı kaynakta Fıne basit sürekli kesirleri ve blokları kullanarak modüler grup ve 

geniĢletilmiĢ modüler gruptaki elemanların arasındaki iliĢkileri incelemiĢtir. 

 

2.2.1 Tanım  

[8] 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛  reel sayılar, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛pozitif olmak üzere; 
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𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2+⋯+
1

𝑎𝑛−1+
1
𝑎𝑛

 

ifadesine sonlu sürekli kesir denir. 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  reel sayılarına kısmi bölümler ya da kısmi 

paydalar adı verilir. Eğer 𝑎0 , 𝑎1 , … , 𝑎𝑛  reel sayılarının hepsi tamsayı ise sürekli kesre sonlu 

basit sürekli kesir denir. Yukarıdaki gösterim daha sade olarak  𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛   

Ģeklinde,basit sürekli kesir ise  𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  𝑠 Ģeklinde gösterilir. 

Her rasyonel sayı, sonlu basit sürekli kesir Ģeklinde gösterilebileceği gibi, her sonlu basit 

sürekli kesir de bir rasyonel sayıyı temsil eder. Bu durum aĢağıdaki teoremler ile ifade 

edilecektir. 

 

2.2.2 Teorem 

[8] Her sonlu basit sürekli kesir bir rasyonel sayı temsil eder. 

Ġspat 

 Tümevarım yöntemiyle ispatı yapalım,   𝑎0; 𝑎1, 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  𝑠 basit sürekli kesrini göz önüne 

alalım. 𝑛 = 1 için  

 𝑎0; 𝑎1 𝑠 = 𝑎0 +
1

𝑎1
=

𝑎0𝑎1 + 1

𝑎1
 

olup bu ifade rasyonel olduğundan iddia doğrudur. 

Pozitif 𝑘 tamsayısı için  𝑎0; 𝑎1, … , 𝑎𝑘 𝑠  basit sürekli kesri rasyonel olsun. Burada 

𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑘  tamsayılar olup 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑘  pozitiftir. ġimdi 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑘+1 tamsayılar ve 

𝑎1, … , 𝑎𝑘+1 pozitif olsun. Açık olarak; 

 𝑎0; 𝑎1 , … , 𝑎𝑘+1 𝑠 = 𝑎0 +
1

 𝑎1; 𝑎2 , … , 𝑎𝑘 , 𝑎𝑘+1 𝑠
 

olacağından tümevarım hipotezinden  𝑎1; 𝑎2 , … , 𝑎𝑘 , 𝑎𝑘+1 𝑠  rasyoneldir, dolayısıyla 𝑠 ≠ 0 

olmak üzere 
𝑟

𝑠
 Ģeklinde bir rasyonel sayıya eĢittir. Yani, 

 𝑎0; 𝑎1 , … , 𝑎𝑘 , 𝑎𝑘+1 𝑠 = 𝑎0 +
1
𝑟

𝑠

=
𝑎0𝑟 + 𝑠

𝑟
 

olur ki bu da bir rasyonel sayıdır.□ 



6 

ġimdi de Euclid algoritması yardımıyla her rasyonel sayının sonlu basit sürekli kesir 

Ģeklinde ifade edilebileceğini görelim. 

 

2.2.3 Teorem 

[8] Her rasyonel sayı, sonlu basit sürekli kesir Ģeklinde ifade edilebilir. 

Ġspat  

 𝑎, 𝑏 tamsayı 𝑏 > 0 olmaküzere 𝑥 =
𝑎

𝑏
 olsun. 𝑟0 = 𝑎, 𝑟1 = 𝑏 alarak Euclid algoritmasını 

uygularsak; 

𝑟0 = 𝑟1𝑞1 + 𝑟2, 0 < 𝑟2 < 𝑟1 

𝑟1 = 𝑟2𝑞2 + 𝑟3, 0 < 𝑟3 < 𝑟2 

𝑟2 = 𝑟3𝑞3 + 𝑟4, 0 < 𝑟4 < 𝑟3 

⋮ 

𝑟𝑛−3 = 𝑟𝑛−2𝑞𝑛−2 + 𝑟𝑛−1, 0 < 𝑟𝑛−1 < 𝑟𝑛−2 

𝑟𝑛−2 = 𝑟𝑛−1𝑞𝑛−1 + 𝑟𝑛 , 0 < 𝑟𝑛 < 𝑟𝑛−1 

𝑟𝑛−1 = 𝑟𝑛𝑞𝑛  

olur. Bu eĢitliklerde 𝑞2 , 𝑞3 , … , 𝑞𝑛  ifadesi pozitif tamsayılardır. Bunlar kesir Ģeklinde 

yazılırsa; 

𝑎

𝑏
=

𝑟0

𝑟1
= 𝑞1 +

𝑟2

𝑟1
= 𝑞1 +

1
𝑟1

𝑟2

 

𝑟1

𝑟2
= 𝑞2 +

𝑟3

𝑟2
= 𝑞2 +

1
𝑟2

𝑟3

 

𝑟2

𝑟3
= 𝑞3 +

𝑟4

𝑟3
= 𝑞3 +

1
𝑟3

𝑟4

 

⋮ 

𝑟𝑛−3

𝑟𝑛−2
= 𝑞𝑛−2 +

𝑟𝑛−1

𝑟𝑛−2
= 𝑞𝑛−2 +

1
𝑟𝑛−2

𝑟𝑛−1
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𝑟𝑛−2

𝑟𝑛−1
= 𝑞𝑛−1 +

𝑟𝑛
𝑟𝑛−1

= 𝑞𝑛−1 +
1

𝑟𝑛−1

𝑟𝑛

 

𝑟𝑛−1

𝑟𝑛
= 𝑞𝑛  

elde edilir.  
𝑟𝑖

𝑟𝑗
 lerin değerleri sırasıyla yerlerine yazılırsa; 

𝑎

𝑏
= 𝑞1 +

1

𝑞2 +
1

𝑞3 +⋯+𝑞𝑛−1+
1

𝑞𝑛

 

olur, o halde 

𝑎

𝑏
=  𝑞1; 𝑞2, … , 𝑞𝑛  𝑠 

dir. Bu da gösterir ki her rasyonel sayı sonlu basit sürekli kesir Ģeklinde yazılabilir.□ 

Rasyonel sayıların bu sürekli kesir Ģeklinde yazılıĢı tek türlü değildir.  

𝑎𝑛 =  𝑎𝑛−1 +
1

1
 

EĢitliği dikkate alınırsa, 𝑎𝑛 > 1 olan sürekli kesri,   

 𝑎0; 𝑎1 , … , 𝑎𝑛−1 , 𝑎𝑛  =  𝑎0; 𝑎1, … , 𝑎𝑛−1 , 𝑎𝑛 − 1,1  

olarak yazılabilir. 

 

2.3 Hecke Grupları 

Bu çalıĢmada incelenen bölümlerden bir tanesi olan modüler grup, özel bir Hecke grubu 

olduğundan, Hecke gruplarını kısaca tanıyalım. Hecke grupları, Erich Hecke’nin 1936 

yılında yaptığı [3] “Über die Bestimmung Dirichleter Reichen durch ihre 

Funktionalgleichungen” isimli çalıĢması ile literatürdeki yerini almıĢtır. 

 

2.3.1 Tanım 

[3] λ sabit bir pozitif reel sayı olmak üzere ,  

𝑇(𝑧) = −
1

𝑧
 ve 𝑈(𝑧) = 𝑧+λ 

kesirli doğrusal dönüĢümleri ile üretilen gruplara Hecke grupları denir ve 𝐻(λ) ile 

gösterilir.  
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Tanımlanan 𝑇(𝑧) ve 𝑈(𝑧) dönüĢümleri yardımıyla 𝑆=𝑇.𝑈 alınırsa 

𝑆(𝑧) = − 
1

𝑧+λ
 

elde edilir. 

Hecke grubunun sunuĢu, 

𝐻2,𝑞 =  T, S T2 = Sq = I  

Ģeklindedir. [3,10] numaralı kaynaklarda Hecke grupları ile ilgili bilgilere ulaĢılabilir. 

 

2.4 Modüler Grup Ve GeniĢletilmiĢ Modüler Grup 

𝐻2,𝑞 Hecke gruplarında, 𝑞=3 değerine karĢılık gelen 𝐻2,3 Hecke grubu literatürde daha çok 

modüler grup olarak isimlendirilir ve 𝑃𝑆𝐿(2,ℤ) ile gösterilir. Modüler grup, katsayılarının 

tamsayı olması sebebiyle sayılar teorisinde büyük öneme sahiptir. 

 

2.4.1 Tanım  

𝑃𝑆𝐿(2,ℝ) grubunun       

𝛤=𝑃𝑆𝐿 2,ℤ = 𝑉(𝑧)| 𝑉(𝑧)=  
𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
 ; 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑∈ℤ, 𝑎𝑑−𝑏𝑐=1} 

alt grubuna modüler grup ismi verilir.  

Bu grup, Ģu Ģekilde 2𝑥2 lik tam sayı katsayılı matrislerle de temsil edilebilir. 

𝐴= 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

  , 𝑑𝑒𝑡𝐴=1 

𝐴 ve –𝐴 aynı dönüĢümü temsil ettiğinden söz konusu matris negatifi ile eĢ alınır. Böylece 

matris ve dönüĢüm arasında bir ayrım yapılmayacaktır. Ayrıca, 

 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

  𝑣𝑒  
𝑘𝑎 𝑘𝑏
𝑘𝑐 𝑘𝑑

  , 𝑘≠0 

matrisleri yine aynı dönüĢümü temsil ettiğinden, matris hesaplamalarında uygun olduğu yerde 

bu matrisler birbirinin yerine yazılabilir. 

Modüler grubun sunuĢu, 

𝛤 =  T, S T2 = S3 = I  

Ģeklindedir. 

 

2.4.2 Tanım  

Modüler gruba 𝑅 𝑧 =
1

𝑧 
 antiotomorfizmasının eklenmesiyle ortaya çıkan yeni gruba 

geniĢletilmiĢ modüler grup denir. GeniĢletilmiĢ modüler grup 𝛤  sembolü ile gösterilir. 
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Modüler grup ve GeniĢletilmiĢ modüler grubun elemanları blok formlar halinde yazılabilir. 

Bu Ģekilde gösterim Modüler grup ve GeniĢletilmiĢ modüler grubun elemanlarını 

gruplandırmamızı sağlar ve gösterimde büyük kolaylık sunar.  

 

2.4.3 Tanım   

[5] Modüler ve geniĢletilmiĢ modüler grupta,  

𝑇𝑆 𝑧 = 𝑧 + 1 ve 𝑇𝑆2 𝑧 =
𝑧

𝑧+1
 

dönüĢümlerine bloklar denir. 

Modüler grup ve geniĢletilmiĢ modüler gruptaki herhangi bir indirgenmiĢ kelimenin bu 

bloklar ile ifadesine o kelimenin indirgenmiĢ blok formu denir ve 𝐵𝑅𝐹 ile gösterilir. 

 

2.4.4 Teorem  

[5] 𝑚 ve 𝑛 pozitif tamsayılar olmak üzere;  

(𝑇𝑆)𝑚  𝑧 = 𝑧 + 𝑚 ve (𝑇𝑆2)𝑛 𝑧  = 
𝑧

𝑛𝑧 +1
 dir. 

Modüler gruptaki bir indirgenmiĢ 𝑊(𝑇,𝑆) kelimesi blok formda yazılabilir.Modüler 

gruptaki herhangi bir kelime blokları kullanarak 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=0,1,2; 𝑗=0,1) 

Ģeklinde ifade edilebilir. Blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘sıfır olabilir. 

Bu gösterim, modüler grup için genel bir gösterimdir.  

 

2.4.5 Örnek  

Modüler grupta  

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑇𝑆𝑇𝑆2𝑇𝑆2𝑇𝑆𝑇𝑆2 

kelimesi için bu kelimenin blok formu  

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆) 𝑇𝑆2 2(𝑇𝑆)(𝑇𝑆2) 

biçimindedir. 

 

2.5 Parabolik Nokta 

Modüler grup ve GeniĢletilmiĢ modüler grubun parabolik noktalarını Koruoğlu [7] 

numaralı kaynakta basit sürekli kesirler ve blok formda yazılan kelimeler yardımıyla 

hesapla yöntemini vermiĢtir. 
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Tanım 2.2.1 ve Tanım 2.4.3' de verilen basit sürekli kesir ve blok form tanımlarından 

yararlanarak modüler grubun parabolik noktalarını hesaplamaya yarayan teoremleri 

verelim. 

 

2.5.1 Tanım  

Bir grubun herhangi bir elemanı altında sonsuzun görüntüsüne o elemana ait parabolik 

nokta denir. 

 

2.5.2 Teorem  

[7] Modüler grupta 𝑇𝑆 ile baĢlayıp 𝑇𝑆 ile biten bir  

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 (𝑇𝑆)𝑚𝑘+1𝑇𝑗  

kelimesi için  

𝑊∗ 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 (𝑇𝑆)𝑚𝑘+1  

kelimesinin parabolik noktası 

 𝑚0; 𝑛0,𝑚1 , 𝑛1, … , 𝑚𝑘 , 𝑛𝑘   

Ģeklindedir. 

 

2.5.3 Teorem  

[7] Modüler grupta 𝑇𝑆2 ile baĢlayıp 𝑇𝑆2 ile biten bir  

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆2)𝑚0 (𝑇𝑆)𝑛0 … (𝑇𝑆2)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 (𝑇𝑆2)𝑚𝑘+1𝑇𝑗  

kelimesi için  

𝑊∗ 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆2)𝑚0(𝑇𝑆)𝑛0 … (𝑇𝑆2)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 (𝑇𝑆2)𝑚𝑘+1  

kelimesinin parabolik noktası 

1

 𝑚0 ;𝑛0,𝑚1 ,𝑛1 ,…,𝑚𝑘 ,𝑛𝑘 ,𝑚𝑘+1 
  

Ģeklindedir. 

 

2.5.4 Teorem  

[7] Modüler grupta 𝑇𝑆2 ile baĢlayıp 𝑇𝑆 ile biten bir  

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆2)𝑚0 (𝑇𝑆)𝑛0 … (𝑇𝑆2)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  

kelimesi için  

𝑊∗ 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆2)𝑚0(𝑇𝑆)𝑛0 … (𝑇𝑆2)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  
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kelimesinin parabolik noktası 

1

 𝑚0 ;𝑛0,𝑚1 ,𝑛1 ,…,𝑚𝑘  
  

Ģeklindedir. 

 

2.5.5 Teorem  

[7] Modüler grupta 𝑇𝑆 ile baĢlayıp 𝑇𝑆2 ile biten bir 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  

kelimesi için parabolik noktalar 

𝑖 = 0, 𝑗 = 0 ise  𝑚0; 𝑛0,𝑚1 , 𝑛1, … , 𝑚𝑘 , 𝑛𝑘  

𝑖 = 0, 𝑗 = 1 ise  𝑚0; 𝑛0,𝑚1 , 𝑛1, … , 𝑚𝑘  

𝑖 = 1, 𝑗 = 0 ise −
1

 𝑚0 ;𝑛0 ,𝑚1 ,𝑛1,…,𝑚𝑘 ,𝑛𝑘  +1
 

𝑖 = 1, 𝑗 = 1 ise −
1

 𝑚0 ;𝑛0 ,𝑚1 ,𝑛1,…,𝑚𝑘  +1
 

𝑖 = 2, 𝑗 = 0 ise −1 −
1

 𝑚0 ;𝑛0 ,𝑚1 ,𝑛1,…,𝑚𝑘 ,𝑛𝑘  
 

𝑖 = 2, 𝑗 = 1 ise −1 −
1

 𝑚0 ;𝑛0 ,𝑚1 ,𝑛1,…,𝑚𝑘  
 

Ģeklindedir. 

 

2.5.6 Örnek  

Modüler grupta 𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑇𝑆𝑇𝑆2𝑇𝑆𝑇𝑆2 kelimesi için bu kelimenin blok formu 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆)(𝑇𝑆2)(𝑇𝑆)(𝑇𝑆2) biçimindedir. Bu kelime için Teorem 2.5.5 

uygulanırsa, kelimenin parabolik noktası: 

𝑖 = 1, 𝑗 = 0 olduğundan dolayı 

−
1

 1; 1,1,1 + 1
= −

3

8
 

olarak bulunur. 

Konuyla ilgili teoremlerin ispatı ve daha detaylı bilgi için [7] numaralı kaynak 

incelenebilir. 
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3. STERN-BROCOT SAYI DĠZĠSĠ 

 

Stern-Brocot sayı dizisi Moritz Abraham Stern'in 1858 tarihli [1] "Ueber eine 

zahlentheoretische Funktion" isimli çalıĢması ile Achill Brocot'un 1861 tarihli [2] "Calcul 

des rouages par approximation, nouvelle methode" isimli çalıĢmasıyla literatürde yerini 

almıĢtır. 

Bu eserlerde yer alan açıklamalara göre Stern-Brocot sayı dizisinin tanımı Ģu Ģekilde 

verilmiĢtir. 

 

3.1 Tanım  

Stern-Brocot ağacı, ilk elemanı 
0

1
, son elemanı 

1

0
 olan bir sayı dizisidir. Sayılar teorisinde, 

negatif olmayan rasyonel sayıları listelemek için kullanılan bir metodtur. 

Stern-Brocot ağacı oluĢturulurken ilk sıraya 
0

1
 ve 

1

0
 yazılır. Ġkinci sıraya birinci sıradaki 

elemanlar aynen yazılır ve 
0

1
 ve 

1

0
 kesirleri arasına bunların medyanı olan 

1

1
 eklenir.  

Stern-Brocot ağacının n-inci sıradaki elemanları bulunurken  𝑛 − 1 -inci sıradaki 

elemanlar aynen yazılır, (𝑛 − 1)-inci sıradaki her    
𝑎

𝑏
 ve 

𝑐

𝑑
 ardıĢık kesirlerinin arasına 𝑛-

inci sırada 
𝑎

𝑏
 ve 

𝑐

𝑑
 kesirlerinin medyanı olan 

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
 kesiri eklenir. 

Stern-Brocot ağacında elemanları bulmak için yapılan iĢlemleri Ģu Ģekilde gösterebiliriz. 

                                             

ġekil 3.1: Stern-Brcot sayı dizisinin ilk adımı 

 

ġekil 3.2: Stern-Brocot sayı dizisinin ikinci adımı 
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Burada yapılan iĢlemi 
𝑎

𝑏
 ve 

𝑐

𝑑
 kesirleri için kartezyen koordinat sistemi üzerinde gösterelim. 

Payları 𝑦 ekseninden ve paydaları 𝑥 ekseninden aldığımızda ortaya çıkan grafik Ģu Ģekilde 

olur. 

 

ġekil 3.3: Stern-Brocot sayı ağacındaki bir terimin koordinat sistemi üzerinde gösterimi 

Yapılan bu iĢlemler neticesinde ortaya çıkan Stern-Brocot ağacının görünümü Ģu Ģekilde 

olur. 

 

 

ġekil 3.4: Stern-Brocot sayı ağacının ilk birkaç dalı 
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3.2 Örnek  

Stern-Brocot sayı dizisinin ilk birkaç satırındaki elemanları Ģu Ģekilde gösterebiliriz. 

𝑆𝐵0 =  
0

1
,
1

0
  

𝑆𝐵1 =  
1

1
  

𝑆𝐵2 =  
1

2
,
2

1
  

𝑆𝐵3 =  
1

3
,
2

3
,
3

2
,
3

1
  

𝑆𝐵4 =  
1

4
,
2

5
,
3

5
,
3

4
,
4

3
,
5

3
,
5

2
,
4

1
  

𝑆𝐵5 =  
1

5
,
2

7
,
3

8
,
3

7
,
4

7
,
5

8
,
5

7
,
4

5
,
5

4
,
7

5
,
8

5
,
7

4
,
7

3
,
8

3
,
7

2
,
5

1
  

 

3.3 Tanım   

𝑝

𝑞
 Stern-Brocot sayı sizisinin elemanları olmak üzere, dizinin her bir terimi kartezyen 

koordinat sistemi üzerinde iĢaretlenip aynı satırlardaki elemanlar kendi arasında ardıĢık ve 

doğrusal olarak birbirlerine bağlandığında ortaya Ģu Ģekilde bir grafik çıkar. 

 

ġekil 3.5: Stern-Brocot sayı dizisinin koordinat düzleminde temsili 

Konuyla ilgili detaylı bilgi için [1,2,25,26] numaralı kaynaklar incelenebilir.   
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ġimdi Stern-Brocot sayı dizisi ile ilgili bazı ilginç özellikleri ispatını vermeden teorem 

olarak verelim. 

3.4 Teorem  
𝑝1

𝑞1
 ve 

𝑝2

𝑞2
 Stern-Brocot sayı dizisinde komĢu iki eleman olsun. Bu durumda her zaman Ģu 

eĢitlik elde edilir. 

𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1 =  ±1 

 

3.5 Teorem  

𝑛 Stern-Brocot sayı dizisinin satır numarası, 𝑟 =
𝑝

𝑞
 , 𝑆 𝑟 =

1

𝑝𝑞
 olmak üzere ağacın 

herhangi bir satırındaki S(r)'lerin toplamı 1'e eĢit olur. 

𝑆𝐵𝑛  için  𝑆 𝑟 = 1𝑟  

 

3.6 Örnek  

𝑆𝐵4 için 𝑆(𝑟) değerlerini hesaplayalım. 

𝑆𝐵4 =  
1

4
,
2

5
,
3

5
,
3

4
,
4

3
,
5

3
,
5

2
,
4

1
  

𝑆 𝑟 =
1

4
,

1

10
,

1

15
,

1

12
,

1

12
,

1

15
,

1

10
,
1

4
 

 𝑆 𝑟 =
1

4
+

1

10
+

1

15
+

1

12
+

1

12
+

1

15
+

1

10
+

1

4𝑟
= 1 

 

3.7 Teorem  

𝑛 Stern-Brocot sayı dizisinin satır numarası, 𝑟 =
𝑝

𝑞
  , 𝑀 𝑟 = 𝑝 + 𝑞 

olmak üzere ağacın herhangi bir satırındaki 𝑀(𝑟)'lerin toplamı 2 ∙ 3𝑛−1 'e eĢit olur. 

𝑆𝐵𝑛  için  𝑀 𝑟 = 2 ∙ 3𝑛−1
𝑟  

 

3.8 Örnek  

𝑆𝐵3 için 𝑀(𝑟) değerlerini hesaplayalım. 

𝑆𝐵3 =  
1

3
,
2

3
,
3

2
,
3

1
  

𝑀 𝑟 = 1 + 3 , 2 + 3 , 3 + 2 , 3 + 1 

 𝑀 𝑟 = 4 + 5 + 5 + 4 = 18 = 2 ∙ 32

𝑟
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3.9 Uyarı   

Stern-Brocot sayı dizisinin her elemanı ağaç grafiği üzerinde 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) 

imgelerinin uygun bir kombinasyonu Ģeklinde yazılabilir. 

Böylece Stern-Brocot sayı dizisinin elemanlarının negatif olmayan rasyonel sayılardan 

oluĢmasından dolayı, pozitif rasyonel sayıları bu yeni gösterim ile ifade etme imkanı 

bulmuĢ oluruz. 

Stern-Brocot sayı dizisindeki her elemanı ağaç üzerinde 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) Ģeklinde 

imgeleyerek aĢağıdaki Ģekilde gösterebiliriz. 

 

ġekil 3.6: Stern-Brocot sayı ağacı 

Bu durumda 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) imgeleri ile elde edilen yeni Stern-Brocot ağacının formatı 

Ģu Ģekilde gösterilebilir. 

 

ġekil 3.7: Stern-Brocot 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ) gösterimi 

ġimdi pozitif rasyonel sayıların 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) Ģeklinde ifade edilmesine birkaç örnek 

verelim.  

 

3.10 Örnek  

 
4

7
 kesrini Stern-Brocot ağacı üzerinde görelim. 



17 

 

ġekil 3.8: kesrin 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ)  formatında Stern-Brocot ağacı üzerinde gösterilmesi 

3.11 Tanım  

Stern-Brocot sayı dizisindeki her eleman 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatında imgelendiğinde 

𝑆𝐵𝑛  , Stern-Brocot sayı dizisinin 𝑛-inci satırı olmak üzere 

𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

ifadesine Stern-Brocot sayı dizisinin blok formu denir ve 𝑆𝐵𝐵𝐹 ile gösterilir. 

Burada Stern-Brocot sayı dizisindeki terimlerin kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  

sıfır olabilir, ayrıca ifadede yer alan 𝑛 sayısı kuvvetler toplamının 1 fazlasına eĢittir. 

𝑛 = 𝑚0 + 𝑛0 + ⋯ + 𝑚𝑘 + 𝑛𝑘 + 1 

 

3.12 Tanım 

Stern-Brocot dizisinde ilk terimler 
𝑎

𝑏
 ve 

𝑐

𝑑
 olmak üzere medyanı olan 

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
 kesirini   

𝑎 𝑐 
𝑏 𝑑 

  

Ģeklinde 2𝑥2 lik matris olarak yazalım.  

 

ġekil 3.9: Stern-Brocot sayı ağacının matris formu 
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Burada ∗ iĢlemi Stern-Brocot sayı dizisinin matris formunda geçerli bir iĢlem olmak üzere, 

𝐿 ve 𝑅 iĢlemleri; 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

ve 𝑘 ∊ ℤ+ için 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

Ģeklinde iĢleme Stern-Brocot çarpımı denir. 

 

3.13 Sonuç  

Bir önceki tanımda dikkat edilirse Stern-Brocot sayı dizisinin matris formunda 

gösteriminde her elemanın determinantı 1 dir.  

Yukarıda 2𝑥2 tipinde matrislerden oluĢanStern-Brocot ağacını gösterdik. Bu ağacın sol ve 

sağ dalları arasında bir bağıntı olup olmadığını inceleyelim.  

Buradan sol ve sağ matrisleri Ģu Ģekilde genelleyebiliriz. 

 

𝐿  
1 0
1 1

  ve 𝑅  
1 1
0 1

  

 

Bu Ģekilde Stern-Brocot ağacına eĢdeğer olan matris ağacını Ģu Ģekilde özetleyebilir ve 

genelleyebiliriz.  

 

 

ġekil 3.10: Stern-Brocot matris ağacının 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ) formatında genel gösterimi 

Bu yöntem 𝐴 = 𝐼 birim matristen baĢlayarak devam eder ve Stern-Brocot ağacının 

görünümünü önemli ölçüde basitleĢtirir. 

Burada baĢlangıçta  𝐴 = 𝐼 birim matrisi kabul ettik. Daha sonra alt dallarda birim matris ile 

çarpmak sonucu değiĢtirmeyeceği için, bundan böyle ağacın dallarını sadece 
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  𝐿 =  
1 0
1 1

  ve 𝑅 =  
1 1
0 1

  

Ģeklinde ifade edeceğiz. 

 

3.14 Not: 

Stern-Brocot sayı dizisinde 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ) yöntemi rasyonel formda gösterim ile matris 

formdaki gösterim için aynıdır. 

 

3.15 Örnek 

𝑅𝐿2𝑅 kelimesinin matris formunda karĢılığını ifade edelim ve ağaç üzerinde gösterelim. 

 

ġekil 3.11: Matris ağacı üzerinde 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ) gösterimi 

 

3.16 Örnek  

 
4

7
 kesrini 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ) formatında yazalım ve yapılan iĢlemi Ģekil üzerinde görelim 

4

7
= 𝐿𝐿𝑅𝐿 = 𝐿2𝑅𝐿  

 

 

3.17 Örnek  

13

18
 ve 

17

5 
 kesirlerini 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ) formatında ifade edip karĢılık gelen 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ) 

kombinasyonlarını yazalım. 

13

18
= 𝐿𝑅𝑅𝐿𝑅𝐿 = 𝐿𝑅2𝐿𝑅𝐿 , 

17

5 
= 𝑅𝑅𝑅𝐿𝐿𝑅 = 𝑅3𝐿2𝑅 

Konu hakkında daha detaylı bilgi için [1,2,11,12,13,25,26] numaralı kaynaklar 

incelenebilir. 
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3.18 Not 

Kesirleri 𝐿(sol) ve 𝑅(sağ) formatında yazmak için Stern-Brocot ağacı hesaplayıcı 

uygulaması kullanılabilir.  

Bu programda Stern-Brocot sayı dizisinin herhangi bir elemanının kelime formu 

yazıldığında karĢılık gelen kesir veya herhangi bir elemanın rasyonel formu yazıldığında 

karĢılık gelen blok kelime gösterimi bulunabilir.Bu yöntem özellikle ağacın alt dallarındaki 

kesirlerin yerini bulmada büyük kolaylık sağlar. 

Ayrıca Stern-Brocot ağacındaki herhangi bir satırda yer alan tüm elemanları bulmamıza 

olanak  tanır. ''Stern-Brocot ağacı hesaplayıcı'' uygulamasına aĢağıdaki adresten 

ulaĢılabilir. 

'' https://www.thinkcalculator.com/numbers/stern-brocot.php'' 

 

3.19 Örnek 

Stern-Brocot ağacı hesaplayıcı uygulaması yardımıyla 
9

16
 kesrinin karĢılığını bulalım. 

 

ġekil 3.12: [9] Stern-Brocot ağacı hesaplama programı 
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4. STERN-BROCOT SAYI DĠZĠSĠ VE SÜREKLĠ KESĠRLER 

 

Sürekli kesirler ile ilgili 1963 yılında Khovanskii, [18] numaralı çalıĢmasında kesirlerin 

sürekli kesir açılımlarına yer vermiĢtir. Rockett 1992  yılında [17] numaralı eserinde 

sürekli kesirlerden bahsetmiĢtir. Ayrıca 2018 yılına geldiğimizde Wall, [16] numaralı 

kitabında sürekli kesirler ile ilgili detaylı bilgiler vermiĢtir. Konuyla ilgili daha detaylı bilgi 

edinmek için bu kaynaklar incelenebilir. 

Bölüm 2'de her rasyonel sayının bir sürekli kesir açılımı olduğunu ifade etmiĢtik. 

Henndger [15] numaralı 1997 yılında yayınlanan Lineer Algebra and its Applications 

isimli çalıĢmasında bir kesrin basit sürekli kesir açılımına karĢılık gelen matris 

dönüĢümünü ifade ve ispat etmiĢtir. Buna göre  her basit sürekli kesir açılımının bir matris 

dönüĢümü vardır. 

Stern-Brocot sayı dizisindeki rasyonel sayılardan oluĢan bütün terimlerin sürekli kesir 

Ģeklinde açılımları vardır. Bu yüzden bu kısımda sürekli kesirler ile ilgili bazı tanım ve 

teoremler verilmiĢtir. 

Stern-Brocot sayı dizisinin her elemanı bir rasyonel sayı olduğu için, dizinin terimlerinin 

sürekli kesir açılımları vardır. Dolayısıyla matris açılımı da vardır. Ayrıca Knott [4] 

numaralı çalıĢmasında 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  formunda yazılabilen Stern-Brocot 

kelimelerine karĢılık gelen basit sürekli kesir açılımını vermiĢtir. 

 

4.1 Teorem 

[4] Bir rasyonel sayının sonlu sürekli kesir gösterimi  𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛   olmak üzere her 

rasyonel sayı Stern-Brocot sayı dizisindeki blok formda  𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) gösterimi ile 

temsil edilebilir. Her bir basit sürekli kesir açılımına karĢılık gelen 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) 

formatı; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1 , 𝑛 çift ise 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1 , 𝑛 tek ise 

Ģeklinde olur. 

Ġspat 

Ġspatı tümevarım yöntemiyle yapalım. 

𝑛 = 0 için: 

 𝑎0 = 𝑎0 

ve 
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𝑅𝑎0−1 = 𝑎0 

olduğundan dolayı 𝑛 = 0 için doğru olduğu görülür. 

𝑛 çift ise; 

𝑛 + 1 için: 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1 

ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim ve 𝑛 + 2 için doğru olduğunu gösterelim 

Basit sürekli kesir açılımı; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2+⋯+
...

𝑎𝑛−1+
1
𝑎𝑛

 

olmak üzere, 

𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2+⋯+
...
1
𝑎𝑛

= 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2+⋯+
...

(𝑎𝑛−1)+
1
1

 

yazabiliriz. Bundan dolayı; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  =  𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 − 1,1  

elde edilir. 

[𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛           
𝑛+1

] = [𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 − 1,1               
𝑛+2

] 

olduğundan dolayı; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1 

ve 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 − 1,1 = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1𝐿1−1 

yazabiliriz. Buradan: 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 − 1,1 = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1𝐿1−1 

= 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1𝐿0 

= 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1𝐼 

= 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1 

elde edilir. Kabul gereği; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝑅𝑎𝑛−1 

ifadesi doğru olduğundan 𝑛 + 2 değeri için doğru olduğu gösterilmiĢ olur. 

Benzer Ģekilde; 

𝑛 tek ise; 

𝑛 + 1 için: 
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 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1 

ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim ve 𝑛 + 2 için doğru olduğunu gösterelim. 

Basit sürekli kesir açılımı; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2+⋯+
...

𝑎𝑛−1+
1
𝑎𝑛

 

olmak üzere, 

𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2+⋯+
...
1
𝑎𝑛

= 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2+⋯+
...

(𝑎𝑛−1)+
1
1

 

yazabiliriz. Bundan dolayı; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  =  𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 − 1,1  

elde edilir. 

[𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛           
𝑛+1

] = [𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 − 1,1               
𝑛+2

] 

olduğundan dolayı; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1 

ve 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 − 1,1 = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1𝑅1−1 

yazabiliriz. Buradan: 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 − 1,1 = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1𝑅1−1 

= 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1𝑅0 

= 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1𝐼 

= 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1 

elde edilir. Kabul gereği; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = 𝑅𝑎0𝐿𝑎1𝑅𝑎2 …𝐿𝑎𝑛−1 

ifadesi doğru olduğundan 𝑛 + 2 değeri için doğru olduğu gösterilmiĢ olur. 

Konuyla ilgili detaylı bilgi için [11,12,14,15,16,17,18,19,24] numaralı kaynaklar 

incelenebilir. 

ġimdi bu teoremle ilgili birkaç örnek verelim ve konuyu pekiĢtirelim. 

 

4.2 Örnek 

7

3
 kesrinin sürekli kesir açılımını inceleyelim ve 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatında karşılığını 

bulalım 
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7

3
= 2 +

1

3
 

= [2; 3] 

Teorem 4.1 'den dolayı; 

 2; 3 = 𝑅2𝐿2 

elde edilir.  

Ayrıca Stern-Brocot sayı ağacı üzerinde incelendiğinde de 
7

3
= 𝑅2𝐿2 olduğu görülür. 

 

4.3 Örnek  

47

21
 kesrinin sürekli kesir açılımını inceleyelim ve 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatında karşılığını 

bulalım. 

47

21
= 2 +

5

21
 

= 2 +
1
21

5

 

= 2 +
1

4 +
1

5

 

= [2; 4,5] 

benzer Ģekilde Teorem 4.1 'den dolayı; 

 2; 4,5 = 𝑅2𝐿4𝑅4 

sonucu elde edilir.  

Burada ortaya çıkan sonuç Stern-Brocot sayı ağacı üzerinde de incelendiğinde yine 

47

21
= 𝑅2𝐿4𝑅4 olduğu görülür. 

 

4.4 Örnek 

18

63
 kesrinin sürekli kesir açılımını inceleyelim ve 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatında karşılığını 

bulalım. 

18

63
= 0 +

18

63
 

= 0 +
1
63

18

 

0 +
1

3 +
9

18
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0 +
1

3 +
1

2

 

 

= [0; 3,2] 

benzer Ģekilde Teorem 4.1 'den dolayı; 

 0; 3,2 = 𝑅0𝐿3𝑅1 = 𝐿3𝑅1 

sonucu elde edilir.  

Burada ortaya çıkan sonuç Stern-Brocot sayı ağacı üzerinde de incelendiğinde yine 

18

63
= 𝑅0𝐿3𝑅1 olduğu görülür.  

 

4.5 Örnek 

13

9
 kesrinin sürekli kesir açılımını inceleyelim ve 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatında karşılığını 

bulalım. 

13

9
= 1 +

4

9
 

= 1 +
1

2 +
1

4

 

= [1; 2,4] 

benzer Ģekilde Teorem 4.1 'den dolayı; 

 1; 2,4 = 𝑅1𝐿2𝑅3 

sonucu elde edilir.  

Burada elde edilen sonuç Stern-Brocot sayı ağacı üzerinde de incelendiğinde yine 
13

9
=

𝑅1𝐿2𝑅3 olduğu görülür. 

 

4.6 Örnek 

19

26
 kesrinin sürekli kesir açılımını inceleyelim ve 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatında karşılığını 

bulalım. 

19

26
= 0 +

19

26
 

= 0 +
1
26

19

= 0 +
1

1 +
7

19
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= 0 +
1

1 +
1

19

7

= 0 +
1

1 +
1

2+
5

7

 

= 0 +
1

1 +
1

2+
1
7
5

= 0 +
1

1 +
1

2+
1

1+
2
5

 

= 0 +
1

1 +
1

2+
1

1+
1
5
2

= 0 +
1

1 +
1

2+
1

1+
1

2+
1
2

 

= [0; 1,2,1,2,2] 

benzer Ģekilde Teorem 4.1 'den dolayı; 

 0; 1,2,1,2,2 = 𝑅0𝐿1𝑅2𝐿1𝑅2𝐿1 = 𝐿1𝑅2𝐿1𝑅2𝐿1 

sonucu elde edilir.  

Burada elde ettiğimiz sonuç Stern-Brocot sayı ağacı üzerinde de incelendiğinde yine 

19

26
= 𝐿1𝑅2𝐿1𝑅2𝐿1 olduğu görülür. 

 

4.7 Örnek 

25

61
 kesrinin sürekli kesir açılımını inceleyelim ve 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatındaki Stern-

Brocot kelimesi karşılığını bulalım 

25

61
= 0 +

25

61
 

= 0 +
1
61

25

= 0 +
1

2 +
11

25

 

= 0 +
1

2 +
1

25

11

= 0 +
1

2 +
1

2+
3

11

 

= 0 +
1

2 +
1

2+
1

11
3

= 0 +
1

2 +
1

2+
1

3+
2
3

 

= 0 +
1

2 +
1

2+
1

3+
1
3
2

= 0 +
1

2 +
1

2+
1

3+
1

1+
1
2

 

= [0; 2,2,3,1,2] 

Teorem 4.1 'den dolayı; 

 0; 2,2,3,1,2 = 𝑅0𝐿2𝑅2𝐿3𝑅1𝐿1 = 𝐿2𝑅2𝐿3𝑅1𝐿1 
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sonucu elde edilir.  

Burada ortaya çıkan sonuç Stern-Brocot sayı ağacı üzerinde de incelendiğinde yine 

25

16
= 𝐿2𝑅2𝐿3𝑅1𝐿1 olduğu görülür. 

Koruoğlu *7+ numaralı kaynakta sürekli kesirler yardımıyla modüler grupta blok formda 

yazılabilen 𝑊 𝑇, 𝑆  kelimelerinin parabolik noktalarını hesaplamaya yönelik teoremler 

vermiĢtir. 

Biz ise bu bölümde sürekli kesirler ile Stern-Brocot dizisinin 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

Ģeklindeki blok kelimeleri arasındaki iliĢkiyi inceledik. 

Sürekli kesirler ile modüler gruptaki blok formda yazılabilen kelimeler arasındaki iliĢki [7] 

ve sürekli kesirlerin Stern-Brocot dizisinin 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  blok kelimeleri 

arasındaki iliĢki [4] bizleri modüler grubun blok kelimeleri ile Stern-Brocot sayı dizisinin 

blok kelimeleri arasında bir eĢitlik olup olmayacağı konusunda düĢünmeye sevk etti. 

Bunun üzerine yaptığımız çalıĢmalar neticesinde orijinal sonuçlar elde ettik ve literatüre 

yeni teoremler kazandırdık. 

Sonraki bölümde modüler grubun blok formda yazılabilen kelimeleri ile Stern-Brocot sayı 

dizisinin blok formda yazılan kelimeleri arasındaki yakından iliĢki incelenmiĢtir, Konuyla 

ilgili özgün teorem ve örnekleri verilmiĢtir. 
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5. STERN-BROCOT SAYI DĠZĠSĠ VE MODÜLER GRUP 

 

Stern-Brocot sayı dizisi literatüre girdiği yüz yılı aĢkın süre boyunca dikkatleri üzerine 

çeken bir konu olmuĢtur. Ġkinci bölümde Stern-Brocot sayı dizisinin bir möbiüs dönüĢümü 

(kesirli doğrusal dönüĢüm) olduğunu ifade etmiĢtik. Ayrıca [5] modüler grup ve 

geniĢletilmiĢ modüler grubun her elemanının blok formlar yardımıyla ifade edilebildiğini 

belirtmiĢtik.  

Bu konuyla alakalı daha detaylı bilgi için [5,11,12] numaralı kaynaklar incelenebilir. 

Bu bölümde ise Stern-Brocot sayı dizisinin elemanları ile modüler gruptaki blok formlar 

arasında yer alan bağıntıyı özgün sonuçlarımız ile açıklayacağız. Bu bölümün tamamı 

özgün bir çalıĢmadır. ġimdi blok dönüĢümler ile Stern-Brocot sayı dizisinin blok formda 

yazılan kelime Ģeklindeki elemanları arasındaki iliĢkiyi verelim. 

 

5.1 Tanım  

Stern-Brocot sayı dizisinde  
1

1
 kesrine karĢılık  

1 0
0 1

  birim matrisini yazalım ve her 

adımda son matristeki sütunlardan birini diğerine (sola giderken sağdaki sütunun soldaki 

sütuna ve sağa giderken soldaki sütunun sağdaki sütuna eklenmesi Ģeklinde) ekleyelim. Bu 

Ģekilde elde edilen matrislere Stern-Brocot sayı dizisinin matris formu denir. 

 

ġekil 5.1: Stern-Brocot sayı ağacının matris formu 

Hatırlayacak olursak blok formu ''modüler grupta herhangi bir indirgenmiş kelimenin 

bloklar ile ifadesine o kelimenin indirgenmiş blok formu denir ve 𝐵𝑅𝐹 ile gösterilir.'' 

şeklinde ifade etmiştik. 



29 

Modüler gruptaki bir indirgenmiĢ 𝑊(𝑇,𝑆) kelimesi blok formda yazılabilir.Modüler 

gruptaki herhangi bir kelime blokları kullanarak 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=0,1,2; 𝑗=0,1) 

Ģeklinde ifade edilebilir. Blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir.  

Burada (𝑇𝑆) ve (𝑇𝑆2) blokları ile bu blokların bazı kuvvetlerinin matris formlarını 

inceleyerek genel bir sonuca varmaya çalışalım. 

𝑇 =  
0 −1
1    0

  , 𝑆 =  
0 −1
1 1

  ve 𝑆2 =  
−1 −1
1 0

  

olmak üzere; 

𝑇𝑆 =  
1 1
0 1

 = 𝑅 

𝑇𝑆2 =  
1 0
1 1

 = 𝐿 

olduğu görülür.  

Burada dikkatimizi çeken Stern-Brocot ağacında 𝐿 =  
1 0
1 1

  ile ifade ettiğimiz matrisin 

modüler grupta 𝑇𝑆2 =
𝑧

𝑧+1
 bloğunun matris formatına eĢit olması ve 𝑅 =  

1 1
0 1

  ile ifade 

ettiğimiz matrisin modüler grupta 𝑇𝑆 = 𝑧 + 1 bloğunun matris formatına eĢit olmasıdır. 

Genelleme yapabilmek için (𝑇𝑆) ve (𝑇𝑆2) blok formlarının bazı kuvvetlerine ve 

birbirleriyle çarpımlarına bakalım. 

(𝑇𝑆)2 =  
1 1
0 1

  
1 1
0 1

 =  
1 2
0 1

 = 𝑅2 

 𝑇𝑆  𝑇𝑆2 =  
1 1
0 1

  
1 0
1 1

 =  
2 1
1 1

 = 𝑅𝐿 

 𝑇𝑆2  𝑇𝑆 =  
1 0
1 1

  
1 1
0 1

 =  
1 1
1 2

 = 𝐿𝑅 

 𝑇𝑆2 2 =  
1 0
1 1

  
1 0
1 1

 =  
1 0
2 1

 = 𝐿2 

Bu sonuçları incelediğimizde Stern-Brocot sayı ağacında 3.satırda yer alan elemanları elde 

ettiğimizi görürüz. Bu Ģekilde yapmıĢ olduğumuz iĢlemlere devam edecek olursak modüler 

grup blok kelimeleri ile Stern-Brocot blok kelimeleri arasındaki iliĢkiyi görmemiz 

mümkün olur. 

(𝑇𝑆)3 =  
1 1
0 1

  
1 1
0 1

  
1 1
0 1

 =  
1 3
0 1

 = 𝑅3 

(𝑇𝑆)2 𝑇𝑆2 =  
1 2
0 1

  
1 0
1 1

 =  
3 2
1 1

 = 𝑅2𝐿 

 𝑇𝑆  𝑇𝑆2  𝑇𝑆 =  
1 1
0 1

  
1 0
1 1

  
1 1
0 1

 =  
2 3
1 2

 = 𝑅𝐿𝑅 
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 𝑇𝑆  𝑇𝑆2 2 =  
1 1
0 1

  
1 0
2 1

 =  
3 1
2 1

 = 𝑅𝐿2 

 𝑇𝑆2 (𝑇𝑆)2 =  
1 0
1 1

  
1 2
0 1

 =  
1 2
1 3

 = 𝐿𝑅2 

 𝑇𝑆2  𝑇𝑆  𝑇𝑆2 =  
1 0
1 1

  
1 1
0 1

  
1 0
1 1

 =  
2 1
3 2

 = 𝐿𝑅𝐿 

 𝑇𝑆2 2 𝑇𝑆 =  
1 0
2 1

  
1 1
0 1

 =  
1 1
2 3

 = 𝐿2𝑅 

 𝑇𝑆2 3 =  
1 0
1 1

  
1 0
1 1

  
1 0
1 1

 =  
1 0
3 1

 = 𝐿3 

Yukarıda yer alan iĢlemleri incelediğimizde ise Stern-Brocot sayı ağacında 4.satırda yer 

alan elemanları elde etiğimizi görürüz. 

Bu iĢlemlere devam ettiğimizde modüler grubun blok formdaki kelimeleri ile Stern-Brocot 

sayı dizisinin blok formdaki kelimeleri arasında yakından bir iliĢki olduğunu görürüz. 

 

5.2 Sonuç 

Stern-Brocot sayı ağacında her terim 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) nin uygun bir çarpımı Ģeklinde 

yazılabildiği için 𝐿 =  𝑇𝑆2 ve 𝑅 =  𝑇𝑆 yazarak terimleri bloklar yardımıyla ifade 

edebiliriz. 

Ayrıca (𝑇𝑆)𝑚  𝑧 = 𝑧 + 𝑚 ve (𝑇𝑆2)𝑛 𝑧 =
𝑧

𝑛𝑧+1
 olduğundan dolayı Stern-Brocot sayı 

dizisinin her elemanı modüler grupta bir kelimeye karĢılık gelir. 

Hatırlayacak olursak Teorem 2.4.4'e göre modüler gruptaki bir indirgenmiĢ 𝑊(𝑇,𝑆) 

kelimesi blok formda Ģu Ģekilde yazılabilir. 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=0,1,2; 𝑗=0,1) 

Blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir.  

Burada özel bir durum olarak (𝑖=0; 𝑗=0) aldığımızda her kelime Stern-Brocot sayı dizisinin 

bir terimine karĢılık gelir. Öyleyse blok formdaki her bir modüler grup elemanı blok 

formdaki Stern-Brocot kelimeleri ile ifade edilebilir. 

ġimdi sözel olarak ifade ettiğimiz bu özgün sonucun teoremini ve ardından ispatını 

verelim. 

5.3 Teorem 

Stern-Brocot sayı dizisinde, 

𝑥 ∊ 𝑆𝐵𝑛  rasyonel sayısı için, 
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𝑛 = 1 için: 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑇2 = 𝑆3 = 𝑆𝐵1 = 𝐼 

𝑛 ≥ 2 için: 

0 < 𝑥 < ∞ olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

Ģeklindedir. Yani 𝑊 𝑇, 𝑆  modüler grup kelimesi ile 𝑆𝐵𝐵𝐹 Stern-Brocot kelimesinin 

matris formları birbirine eĢittir. 

Burada blokların kuvvetleri ve Stern-Brocot dizisindeki terimlerin kuvvetleri pozitif 

tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir. 

Ġspat 

Tümevarım yöntemiyle ispat yapalım. 

𝑥 ∊ 𝑆𝐵𝑛  rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇2 = 𝑆3 = 𝑆𝐵1 = 𝐼 =  
1 0
0 1

  

olduğu açıkça görülür. 

𝑛 ≥ 2 için: 

0 < 𝑥 < ∞ olduğu durumda; 

𝑚0 = 1 için: 

 𝑇𝑆 =  
1 1
0 1

  

ve 

𝑅 =  
1 1
0 1

  

olduğundan dolayı 

 𝑇𝑆 = 𝑅 =  
1 1
0 1

  

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 için: 
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(𝑇𝑆)𝑘 = 𝑅𝑘  

doğru olsun. 

𝑚0 = 𝑘 + 1 için: 

(𝑇𝑆)𝑘+1 = 𝑅𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.3.3'e göre 

(𝑇𝑆)𝑘 =  
1 𝑘
0 1

  

ve Tanım 3.12'ye göre; 

𝐼 =  
1 0
0 1

   

ve  

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

 

olmak üzere 

𝑅𝑘 = 𝐼 ∗ 𝑅𝑘  

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝑅𝑘  

=  
1 𝑘 ∙ 1 + 0
0 𝑘 ∙ 0 + 1

 =  
1 𝑘
0 1

  

olur. 

Ayrıca 

 𝑇𝑆 𝑘+1 =  𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆  

=  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

 =  
1 𝑘 + 1
0 1

  

ve 
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𝑅𝑘+1 = 𝐼 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
1 𝑘 ∙ 1 + 0
0 𝑘 ∙ 0 + 1

 ∗ 𝑅 =  
1 𝑘
0 1

 ∗ 𝑅 

=  
1 1 + 𝑘
0 0 + 1

 =  
1 𝑘 + 1
0 1

  

olduğundan dolayı 

(𝑇𝑆)𝑘+1 = 𝑅𝑘+1 

olduğu görülür. (I) 

Benzer Ģekilde; 

𝑛0 = 1 için: 

(𝑇𝑆2) =  
1 0
1 1

  

ve 

𝐿 =  
1 0
1 1

  

olduğundan dolayı 

(𝑇𝑆2) = 𝐿 =  
1 0
1 1

  

ifadesi doğrudur. 

𝑛0 = 𝑘 için: 

(𝑇𝑆2)𝑘 = 𝐿𝑘  

doğru olsun. 

𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝐿𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑛0 = 𝑘 için: 
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Teorem 2.3.3'e göre 

(𝑇𝑆2)𝑘 =  
1 0
𝑘 1

  

ve Tanım 3.12'ye göre; 

𝐼 =  
1 0
0 1

   

ve  

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

olmak üzere 

𝐿𝑘 = 𝐼 ∗ 𝐿𝑘  

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝐿𝑘  

=  
𝑘 ∙ 0 + 1 0
𝑘 ∙ 1 + 0 1

 =  
1 0
𝑘 1

  

olur. 

Ayrıca 

(𝑇𝑆2)𝑘+1 = (𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 

=  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

 =  
1 0

𝑘 + 1 1
  

ve 

𝐿𝑘+1 = 𝐼 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
𝑘 ∙ 0 + 1 0
𝑘 ∙ 1 + 0 1

 ∗ 𝐿 =  
1 0
𝑘 1

 ∗ 𝐿 

 
1 + 0 0
𝑘 + 1 1

 =  
1 0

𝑘 + 1 1
  

olduğundan dolayı 

(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝐿𝑘+1 
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olduğu görülür. (II) 

Daha sonra blokların çarpımını inceleyecek olursak; 

𝑚0 = 1 ve 𝑛0 = 1 için: 

 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2) =  
1 1
0 1

  
1 0
1 1

 =  
2 1
1 1

  

ve 

𝑅 ∗ 𝐿 = 𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

 
1 1 + 0
0 0 + 1

 ∗ 𝐿 =  
1 1
0 1

 ∗ 𝐿 

=  
1 + 1 1
1 + 0 1

 =  
2 1
1 1

  

olduğundan dolayı 

 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2) = 𝑅 ∗ 𝐿 =  
2 1
1 1

  

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

(𝑇𝑆)𝑘(𝑇𝑆2)𝑘 = 𝑅𝑘𝐿𝑘  

doğru olsun. 

𝑚0 = 𝑘 + 1 ve 𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

(𝑇𝑆)𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.3.3'e göre 

(𝑇𝑆)𝑘(𝑇𝑆2)𝑘 =  
1 𝑘
0 1

  
1 0
𝑘 1

 =  1 + 𝑘2 𝑘
𝑘 1

  

ve Tanım 3.12'ye göre; 
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𝐼 =  
1 0
0 1

  

ve 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

 

olmak üzere 

𝑅𝑘𝐿𝑘 = 𝐼 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘  

=  
1 0
1 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘  

=  
1 𝑘 ∙ 1 + 0
0 𝑘 ∙ 0 + 1

 ∗ 𝐿𝑘 =  
1 𝑘
0 1

 ∗ 𝐿𝑘  

=  
𝑘 ∙ 𝑘 + 1 𝑘
𝑘 ∙ 1 + 0 1

 =  1 + 𝑘2 𝑘
𝑘 1

  

olur. 

Ayrıca 

 𝑇𝑆 𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 =  𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 

=  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  
1 𝑘 + 1
0 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  𝑘
2 + 𝑘 + 1 𝑘 + 1

𝑘 1
  

1 0
1 1

  

=  𝑘
2 + 2𝑘 + 2 𝑘 + 1
𝑘 + 1 1

  

ve 

𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1 = 𝐼 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 
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=  
1 𝑘 ∙ 1 + 0
0 𝑘 ∙ 0 + 1

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  
1 𝑘
0 1

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
1 1 + 𝑘
0 0 + 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  
1 𝑘 + 1
0 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
𝑘 𝑘 + 1 + 1 𝑘 + 1

𝑘 ∙ 1 + 0 1
 ∗ 𝐿 =  𝑘

2 + 𝑘 + 1 𝑘 + 1
𝑘 1

 ∗ 𝐿 

=  𝑘
2 + 𝑘 + 1 + 𝑘 + 1 𝑘 + 1

𝑘 + 1 1
 =  𝑘

2 + 2𝑘 + 2 𝑘 + 1
𝑘 + 1 1

  

olduğundan dolayı 

(𝑇𝑆)𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1 

olduğu görülür. (III) 

Benzer Ģekilde; 

𝑚0 = 1 ve 𝑛0 = 1 için: 

(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆 =  
1 0
1 1

  
1 1
0 1

 =  
1 1
1 2

  

ve 

𝐿 ∗ 𝑅 = 𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
1 + 0 0
0 + 1 1

 ∗ 𝑅 =  
1 0
1 1

 ∗ 𝑅 

=  
1 1 + 0
1 1 + 1

 =  
1 1
1 2

  

olduğundan dolayı 

(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆 = 𝐿 ∗ 𝑅 =  
1 1
1 2

  

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

(𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆)𝑘 = 𝐿𝑘𝑅𝑘  

doğru olsun. 
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𝑚0 = 𝑘 + 1 ve 𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

(𝑇𝑆2)𝑘+1(𝑇𝑆)𝑘+1 = 𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.3.3'e göre 

(𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆)𝑘 =  
1 0
𝑘 1

  
1 𝑘
0 1

 =  
1 𝑘
𝑘 𝑘2 + 1

  

ve Tanım 3.12'ye göre; 

𝐼 =  
1 0
0 1

  

ve 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

𝐿𝑘𝑅𝑘 = 𝐼 ∗ 𝐿𝑘𝑅𝑘  

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝐿𝑘𝑅𝑘  

=  
𝑘 ∙ 0 + 1 0
𝑘 ∙ 1 + 0 1

 ∗ 𝑅𝑘 =  
1 0
𝑘 1

 ∗ 𝑅𝑘  

=  
1 𝑘 ∙ 1 + 0
𝑘 𝑘 ∙ 𝑘 + 1

 =  
1 𝑘
𝑘 𝑘2 + 1

  

olur. 

Ayrıca 

(𝑇𝑆2)𝑘+1 𝑇𝑆 𝑘+1 = (𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆  

=  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  

=  
1 0

𝑘 + 1 1
  

1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1
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=  
1 𝑘

𝑘 + 1 𝑘2 + 𝑘 + 1
  

1 1
0 1

  

=  
1 𝑘 + 1

𝑘 + 1 𝑘2 + 2𝑘 + 2
  

ve 

𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1 = 𝐼 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
1 0
0 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
𝑘 ∙ 0 + 1 0
𝑘 ∙ 1 + 0 1

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  
1 0
𝑘 1

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
1 + 0 0
𝑘 + 1 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  
1 0

𝑘 + 1 1
 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
1 𝑘 ∙ 1 + 0

𝑘 + 1 𝑘 𝑘 + 1 + 1
 ∗ 𝑅 =  

1 𝑘
𝑘 + 1 𝑘2 + 𝑘 + 1

 ∗ 𝑅 

=  
1 𝑘 + 1

𝑘 + 1 𝑘2 + 𝑘 + 1 + 𝑘 + 1
 =  

1 𝑘 + 1
𝑘 + 1 𝑘2 + 2𝑘 + 2

  

olduğundan dolayı 

(𝑇𝑆2)𝑘+1(𝑇𝑆)𝑘+1 = 𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1 

olduğu görülür. (IV) 

Sonuç olarak;  

(I), (II), (III) ve (IV) den dolayı 

𝑥 ∊ 𝑆𝐵𝑛  rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇2 = 𝑆3 = 𝑆𝐵1 = 𝐼 =  
1 0
0 1

  

𝑛 ≥ 2 için: 

0 < 𝑥 < ∞ olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

elde edilir. Ġspat biter. Burada 𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için ispatı gösterdik. Farklı 𝑚0 = 𝑡 ve 

𝑛0 = 𝑧 değerleri için eĢitliğin olduğu benzer Ģekilde görülebilir. 
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5.4 Sonuç 

Stern-Brocot sayı dizisi terimleri ile modüler grup blok form kelimeleri arasında Ģöyle bir 

iliĢki vardır. 

𝑥 ∊ 𝑆𝐵𝑛  rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇2 = 𝑆3 = 𝑆𝐵1 = 𝐼 =  
1 0
0 1

  

𝑛 ≥ 2 için: 

0 < 𝑥 < ∞ olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir.  

 

5.5 Teorem  

Teorem 5.3 de  

𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

ifadesinde yer alan 𝑛 sayısı Stern-Brocot sayı ağacında n. satırı temsil eder ve bu ifade 

kuvvetler toplamının 1 fazlasına eĢittir. 

𝑛 = 𝑚0 + 𝑛0 + ⋯ + 𝑚𝑘 + 𝑛𝑘 + 1 

Ġspat 

𝑛 = 1 için 𝐼 olduğu ve sonraki 𝐿(𝑠𝑜𝑙) veya 𝑅(𝑠𝑎ğ) her adım için bir satır ilerleme olduğu 

Stern-Brocot sayı ağacı üzerinde açıkça görülür. 

 

5.6 Uyarı 

Stern-Brocot sayı dizisinin kelime formu olan; 

𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

ifadesindeki 𝑆𝐵𝑛  için yazım tek türlü değildir. 

𝑛 = 𝑚0 + 𝑛0 + ⋯ + 𝑚𝑘 + 𝑛𝑘 + 1 
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ifadesine göre toplamı 𝑛 + 1 olan farklı kuvvetler söz konusu olabilir. Bu durumda  

𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

eĢitliğindeki kuvvetler toplamı 𝑛 + 1 olan farklı  𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝐵𝑛  kelimeleri yazılabilir. Bu 

durum bizlere Stern-Brocot sayı ağacında aynı satır içerisinde yer alan farklı kelimelerin 

olabileceğini gösterir. 

ġimdi blok formlar yardımıyla terimlerini elde ettiğimiz yeni Stern-Brocot  ağacının 

tanımını verelim.  

 

5.7 Tanım  

𝑛 harfi Stern-Brocot sayı dizisindeki satır numarasını belirtsin. 𝐿 = 𝑇𝑆2 ve 𝑅 = 𝑇𝑆 olmak 

üzere dizinin elemanları yerine modüler gruptaki blok formların yazılmasıyla elde edilen 

ağaca yeni Stern-Brocot ağacı denir. Bu ağacın görüntüsü aşağıdaki gibidir: 

 

ġekil 5.2: Stern-Brocot ağacının blok formlar ile gösterimi 

ġimdi Stern-Brocot ağacındaki elemanlara karĢılık gelen modüler gruptaki blok form ile 

yazılabilen kelimelere birkaç örnek verelim. 

 

5.8 Örnek 

Stern-Brocot ağacından 
4

7
 kesrini inceleyelim. 
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4

7
= 𝐿𝑅𝐿𝐿 : 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatında gösterimi 

4

7
=  

3 1
5 2

  : karĢılık gelen matris gösterimi 

4

7
=  

3 1
5 2

 =  𝑊 𝑇, 𝑆 =  𝑇𝑆2  𝑇𝑆  𝑇𝑆2 2 : karĢılık gelen blok formdaki kelime 

 
3 1
5 2

 =  𝑇𝑆2𝑇𝑆𝑇𝑆2𝑇𝑆2 : karĢılık gelen modüler grup elemanı 

Sonuç olarak; 

4

7
=  

3 1
5 2

 = 𝑊 𝑇, 𝑆 =  𝑇𝑆2  𝑇𝑆  𝑇𝑆2 2 = 𝑆𝐵5 = 𝐿𝑅𝐿2 

 

5.9 Örnek  

 
3

5
 rasyonel sayısına karĢılık gelen blok formu ve kelimeyi bulalım. 

3

5
= 𝐿𝑅𝐿 = 𝑊 𝑇, 𝑆 =  𝑇𝑆2  𝑇𝑆  𝑇𝑆2 = 𝑇𝑆2𝑇𝑆𝑇𝑆2 

 

5.10 Örnek  

 
9

7
 rasyonel sayısına karĢılık gelen blok formu ve kelimeyi bulalım. 

9

7
= 𝑅𝐿3𝑅 = 𝑊 𝑇, 𝑆 =  𝑇𝑆  𝑇𝑆2 3 𝑇𝑆 = 𝑇𝑆𝑇𝑆2𝑇𝑆2𝑇𝑆2𝑇𝑆 

Bu bölümde Stern-Brocot sayı dizisi ile modüler grupta blok formlar yardımıyla 

yazılabilen kelimeler arasındaki bağıntıyı inceledik. Burada dikkatimizi çeken nokta, 

modüler grupta blok formda yazılan kelimelerin genel gösterimi 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=0,1,2; 𝑗=0,1) 

olmasına karĢın bu kelimelerden Stern-Brocot sayı dizisi içerisinde yer alanların sadece 

(𝑖=0; 𝑗=0) olduğu özel durumlar olmasıdır.  

Bu durum ise bizleri yeni bir araĢtırma konusuna sevk etti ve GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot 

sayı dizisi konusu karĢımıza çıktı. Bu yeni sayı dizisi içerisinde modüler gruptaki 𝑊 𝑇, 𝑆  

için (𝑖≠0; 𝑗≠0) olduğu durumları inceledik ve özgün sonuçlar elde ettik. Bulduğumuz 

sonuçlar bizleri GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisine yönlendirdi.  
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6. GENĠġLETĠLMĠġ STERN-BROCOT SAYI DĠZĠSĠ         

  

Daha önceki bölümlerde Stern-Brocot sayı dizisi yardımıyla bütün pozitif rasyonel sayıları 

elde edebileceğimizi göstermiĢtik. Zamanla Stern-Brocot sayı dizisi içerisinde baĢka sayı 

kümeleri olup olmadığı araĢtırılmaya baĢlandı. 2011 yılında Demmer [24] Stern-Brocot-

Brüche, Graphen und die Modulgruppe'' isimli çalıĢmasında GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot 

dizisinin bir grafiğini gösterdi. 2018 yılına gelindiğinde ise Morales [23] ''Fenomenolog´ıa 

did´actica del ´arbol de Stern-Brocot'' isimli çalıĢmasında negatif rasyonel sayıları Stern-

Brocot sayı dizisine dahil ederek GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisini ifade etti.  

Her geçen gün zenginleĢen literatüre ileride irrasyonel sayılar ile ilgili çalıĢmalar yapılarak 

bu küme daha da geniĢletilebilir ancak biz burada rasyonel sayılar kümesi ile yetineceğiz.  

Bir önceki bölümde, Stern-Brocot sayı ağacındaki herhangi bir elemanın modüler grupta 

bir blok forma karĢılık geldiğini gösterdik. Bu noktada dikkatimizi çeken, Stern-Brocot 

sayı ağacındaki her elemanın, modüler grupta bir blok forma karĢılık gelmesine rağmen, 

modüler gruptaki her blok formun Stern-Brocot sayı ağacında bir karĢılığı olmamasıdır. Bu 

durum bizleri GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisini incelemeye ve modüler gruptaki 

diğer elemanların, bu küme içerisinde yer alıp almadığını araĢtırmaya yöneltti.  

Bu bölümdeki teorem, ispat ve örneklerin tamamı özgün bir çalıĢmanın sonucunda elde 

edilen orijinal ürünlerdir. 

ġimdi Negatif Stern-Brocot sayı dizisi ve GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisi hakkında 

bilgi verelim ardından bu dizilerin modüler grup ile olan yakından iliĢkisini teorem, ispat 

ve örnekler ile gösterelim. 

Bu bölümde, Stern-Brocot sayı dizisinin baĢlangıç değerlerinden bir tanesini negatif alarak, 

negatif rasyonel sayılar kümesinin elemanlarından oluĢan Negatif Stern-Brocot sayı 

dizisini elde edeceğiz ve daha sonra Stern-Brocot sayı dizisi ile Negatif Stern-Brocot sayı 

dizisinin elemanlarından oluĢan GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisinin tanımını 

vereceğiz.   

 

6.1 Tanım  

Ġlk elemanı 
−1

0
, son elemanı 

0

1
 olan ve içerisinde bütün negatif rasyonel sayıları bulunduran 

diziye Negatif Stern-Brocot sayı dizisi denir. Literatürde, pozitif  olmayan rasyonel sayıları 
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listelemek için kullanılan bir yöntemdir. Negatif Stern-Brocot sayı dizisi, Stern-Brocot sayı 

dizisinin 𝑦 − eksenine göre yansıtılmasıyla elde edilir. 

Negatif Stern-Brocot sayı dizisinin ağaç formu oluĢturulurken, Stern-Brocot sayı dizisinin 

ağacına benzer iĢlemler tekrar edilir. ilk sıraya 
−1

0
 ve 

0

1
 yazılır. Ġkinci sıraya, birinci sıradaki 

elemanlar aynen yazılır, daha sonra 
−1

0
 ve 

0

1
 kesirleri arasına bunların medyanı olan 

−1

1
 

eklenir.  

Negatif Stern-Brocot sayı dizisinin ağacının 𝑛-inci satırındaki elemanlar bulunurken 

 𝑛 − 1 -inci sıradaki elemanlar aynen yazılır, (𝑛 − 1)-inci sıradaki her    
𝑎

𝑏
 ve 

𝑐

𝑑
 ardıĢık 

kesirlerinin arasına n-inci sırada 
𝑎

𝑏
 ve 

𝑐

𝑑
 kesirlerinin medyanı olan 

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
 kesiri eklenir. 

 

6.2 Uyarı 

−𝑆𝐵 Negatif Stern-Brocot sayı dizisi ve 𝑛 bir doğal sayı olmak üzere  Negatif Stern-

Brocot sayı dizisinin 𝑛-inci satırı −𝑆𝐵𝑛  ile temsil edilir. 

ġimdi Negatif Stern-Brocot sayı dizisinin ilk birkaç satırına ait elemanları örnek olarak 

verelim. 

 

6.3 Örnek  

Negatif Stern-Brocot sayı dizisinin ilk 5 satırına ait olan elemanları bulalım. 

−𝑆𝐵0 =  
−1

0
,
0

1
  

−𝑆𝐵1 =  
−1

1
  

−𝑆𝐵2 =  
−2

1
,
−1

2
  

−𝑆𝐵3 =  
−3

1
,
−3

2
,
−2

3
,
−1

3
  

−𝑆𝐵4 =  
−4

1
,
−5

2
,
−5

3
,
−4

3
,
−3

4
,
−3

5
,
−2

5
,
−1

4
  

−𝑆𝐵5 =  
−5

1
,
−7

2
,
−8

3
,
−7

3
,
−7

4
,
−8

5
,
−7

5
,
−5

4
,
−4

5
,
−5

7
,
−5

8
,
−4

7
,
−3

7
,
−3

8
,
−2

7
,
−1

5
  

 

Negatif Stern-Brocot sayı dizisinin terimleri, Stern-Brocot sayı dizisinin ağaç formuna 

benzer Ģekilde ağaç grafiği üzerinde gösterilebilir. Buna göre Negatif Stern-Brocot sayı 
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dizisinin elemanları ağaç formu üzerine yerleĢtirilip gösterildiğinde aĢağıdaki Ģekil elde 

edilir. 

 

ġekil 6.1: Negatif Stern-Brocot Sayı Ağacı 

6.4 Tanım 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

  negatif birim matris ve   
𝑎 𝑐 
𝑏 𝑑 

  Ģeklinde 2𝑥2 lik matris Negatif Stern-

Brocot sayı dizisinin herhangi bir terimine karĢılık gelsin. Ayrıca ∗ iĢlemi Negatif Stern-

Brocot sayı dizisinin matris formunda geçerli bir iĢlem olmak üzere; 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

ve 𝑘 ∊ ℤ+ olmak üzere 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

Ģeklinde iĢleme Stern-Brocot çarpımı denir. 
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6.5 Tanım   

Negatif Stern-Brocot Sayı dizisi ile Stern-Brocot sayı dizisinin birleĢiminden elde edilen 

yeni diziye GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisi denir. GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı 

dizisi baĢlangıç değerleri  
−1

0
,

0

1
,

1

0
  olan ve bu aralıklarda yer alan rasyonel sayılardan 

oluĢur. Burada dizinin elemanları olan rasyonel sayıların pay ve paydası tamsayılardan 

oluĢmaktadır.  

 

6.6 Uyarı  

𝐺𝑆𝐵 GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisi ve 𝑛 bir doğal sayı olmak üzere 𝐺𝑆𝐵𝑛  

GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisinin  𝑛-inci satırındaki elemanları temsil eder. 

GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisine ait ilk birkaç satırı ve bu satırlarda yer alan dizinin 

elemanlarını örnekte görelim. 

 

6.7 Örnek 

GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisindeki 4. satıra kadar olan elemanları bulalım. 

𝐺𝑆𝐵0 =  
−1

0
,
0

1
,
1

0
  

𝐺𝑆𝐵1 =  
−1

1
,
1

1
  

𝐺𝑆𝐵2 =  
−2

1
,
−1

2
,
1

2
,
2

1
  

𝐺𝑆𝐵3 =  
−3

1
,
−3

2
,
−2

3
,
−1

3
,
1

3
,
2

3
,
3

2
,
3

1
  

𝐺𝑆𝐵4 =  
−4

1
,
−5

2
,
−5

3
,
−4

3
,
−3

4
,
−3

5
,
−2

5
,
−1

4
,
1

4
,
2

5
,
3

5
,
3

4
,
4

3
,
5

3
,
5

2
,
4

1
  

 

GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisindeki elemanları, Stern-Brocot sayı dizisi ve Negatif 

Stern-Brocot sayı dizisinde olduğu gibi ağaç formunda gösterebiliriz. Bu iĢlemi yaparken 

sıfırdan aĢağıya doğru bir yansıma ekseni çizdiğimizi ve Stern-Brocot sayı ağacını bu  

eksene göre yansıttığımızı düĢünebiliriz. Burada yansıma sonrası oluĢan görüntü dizinin 

negatif kanadını temsil eder. Yansıma eksenine göre, karĢılıklı elemanların konumları 

aynıdır ancak aralarındaki tek fark, yansıyan elemanların görüntülerinin negatif olmasıdır. 

 GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisi içerisinde indirgenmiĢ bütün rasyonel sayıları içeren 

bir sayı dizisidir. Bu dizinin elemanlarını Stern-Brocot sayı dizisi ve Negatif Stern-Brocot 

sayı dizisinde olduğu gibi ağaç formu üzerinde temsil edebiliriz.  
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GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı ağacının sağ kanadı Stern-Brocot ağacı ve sol kanadı 

Negatif Stern-Brocot sayı ağacı olmak üzere ortaya yeni bir sayı ağacı çıkar. GeniĢletilmiĢ 

Stern-Brocot sayı dizisinin ağacı Ģu Ģekilde oluĢur. 

 

ġekil 6.2: GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı ağacı 

 

ġekil 6.3: [23] Morales'e göre GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı ağacı 

Stern-Brocot sayı ağacının dallarını incelediğimizde bazı irrasyonel sayılara yakınsadığını 

görüyoruz. Hatta 𝑒 , π gibi özel sayıların da bu dalların arasında gizlenmiĢ olduğu 

dikkatimizi çekiyor ancak bu çalıĢmada rasyonel kısım ile ilgilendiğimiz için Stern-Brocot 

sayı ağacının irrasyonel sayılar ile olan iliĢkisine yer vermeyi uygun görmedik. 

Dammer [24] ise eserinde GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot ağacını  
0

1
,

1

0
  eksenine göre 

yansımasını alarak Ģu Ģekilde göstermiĢtir. 
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ġekil 6.4: [24] Dammer'e göre GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı ağacı  

Bir önceki bölümde  

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=0,1,2; 𝑗=0,1) 

Ģeklinde blok formda yazılan kelimelerin sadece (𝑖=0; 𝑗=0) değerleri için Stern-Brocot 

ağacında yer aldığını görmüĢtük. Burada (𝑖≠0; 𝑗≠0) olduğu durumlarda sonuç negatif 

çıkıyordu bu ise bizi GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot sayı dizisi üzerinde çalıĢmaya yöneltti. 

ġimdi (𝑖≠0; 𝑗≠0) değerleri için bazı 𝑊 𝑇, 𝑆  değerlerini hesaplayalım ve sonuçlara göre 

GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot ağacı üzerinde yer alıp almadığına bakalım. 

𝑇 =  
0 −1
1    0

  , 𝑆 =  
0 −1
1 1

  , 𝑆2 =  
−1 −1
1 0

  , 

𝑇𝑆 =  
1 1
0 1

 = 𝑅 , 𝑇𝑆2 =  
1 0
1 1

 = 𝐿 

olmak üzere; 

𝑆 𝑇𝑆 =  
0 −1
1 1

  
1 1
0 1

 =  
0 −1
1 2

 =
−1

3
 

𝑆2 𝑇𝑆 =  
−1 −1
1 0

  
1 1
0 1

 =  
−1 −2
1 1

 =
−3

2
 

 𝑇𝑆 𝑇 =  
1 1
0 1

  
0 −1
1 0

 =  
1 −1
1 0

 =
0

1
 

𝑆 𝑇𝑆 𝑇 =  
0 −1
1 2

  
0 −1
1 0

 =  
−1 0
2 −1

 =
−1

1
 

𝑆2 𝑇𝑆 𝑇 =  
−1 −2
1 1

  
0 −1
1 0

 =  
−2 1
1 −1

 =
−1

0
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𝑆 𝑇𝑆2 =  
0 −1
1 1

  
1 0
1 1

 =  
−1 −1
2 1

 =
−2

3
 

𝑆2 𝑇𝑆2 =  
−1 −1
1 0

  
1 0
1 1

 =  
−2 −1
1 0

 =
−3

1
 

 𝑇𝑆2 𝑇 =  
1 0
1 1

  
0 −1
1 0

 =  
0 −1
1 −1

 =
−1

0
 

𝑆 𝑇𝑆2 𝑇 =  
−1 −1
2 1

  
0 −1
1 0

 =  
−1 1
1 −2

 =
0

−1
 

𝑆2 𝑇𝑆2 𝑇 =  
−2 −1
1 0

  
0 −1
1 0

 =  
−1 2
1 −1

 =
1

−1
 

 

𝑆 𝑇𝑆2 2 =  
−1 −1
2 1

  
1 0
1 1

 =  
−2 −1
3 1

 =
−3

4
 

𝑆2 𝑇𝑆2 2 =  
−2 −1
1 0

  
1 0
1 1

 =  
−3 −1
1 0

 =
−4

1
 

 𝑇𝑆2 2𝑇 =  
1 0
1 1

  
0 −1
1 −1

 =  
0 −1
1 −2

 =
−1

−1
 

𝑆 𝑇𝑆2 2𝑇 =  
−1 −1
2 1

  
0 −1
1 −1

 =  
−1 2
1 −3

 =
1

−2
 

𝑆2 𝑇𝑆2 2𝑇 =  
−2 −1
1 0

  
0 −1
1 −1

 =  
−1 3
0 −1

 =
2

−1
 

 

𝑆 𝑇𝑆 2 =  
0 −1
1 1

  
1 2
0 1

 =  
0 −1
1 3

 =
−1

4
 

𝑆2 𝑇𝑆 2 =  
−1 −1
1 0

  
1 2
0 1

 =  
−1 −3
1 2

 =
−4

3
 

 𝑇𝑆 2𝑇 =  
1 2
0 1

  
0 −1
1 0

 =  
2 −1
1 0

 =
1

1
 

𝑆 𝑇𝑆 2𝑇 =  
0 −1
1 3

  
0 −1
1 0

 =  
−1 0
3 −1

 =
−1

2
 

𝑆2 𝑇𝑆 2𝑇 =  
−1 −3
1 2

  
0 −1
1 0

 =  
−3 1
2 −1

 =
−2

1
 

. 

. 

. 

ġimdi yaptığımız iĢlemlerden elde ettiğimiz sonuçlarla blok formdaki hangi kelimenin, 

Negatif Stern-Brocot ağacında hangi terime karĢılık geldiğini gösterelim. 
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ġekil 6.5: Negatif Stern-Brocot ağacının modüler grup kelimeleri ile temsili 
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Burada 
−1

1
 den aĢağıya doğru dikey bir eksen indiğini düĢünecek olursak, Negatif Stern-

Brocot ağacının sol tarafında kalan dallar; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=2; 𝑗=0) 

Negatif Stern-Brocot ağacının sağ tarafında kalan dallar; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=1; 𝑗=0) 

ile temsil edilebilir. Burada blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır ayrıca 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır 

olabilir.  

Ġkinci bölümde verdiğimiz Teorem 2.4.4'e göre modüler gruptaki bir indirgenmiĢ 𝑊(𝑇,𝑆) 

kelimesinin blok formda yazılabildiğini biliyoruz. 

Burada özel bir durum olarak (𝑖=1,2; 𝑗=0) ve 𝑛 ≥ 2 aldığımızda her kelime, Negatif Stern-

Brocot sayı dizisinin bir terimine karĢılık gelir. Öyleyse blok formdaki her bir modüler 

grup elemanı Ģu gösterim ile temsil edilebilir. 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

Burada, blokların kuvvetleri ve Negatif Stern-Brocot dizisindeki terimlerin kuvvetleri 

pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir. 

Yukarıdaki gösterimde  

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

ifadesinde yer alan 𝑛 sayısı Stern-Brocot sayı ağacında n. satırı temsil eder ve bu ifade 

kuvvetler toplamının 1 fazlasına eĢittir. 

𝑛 = 𝑚0 + 𝑛0 + ⋯ + 𝑚𝑘 + 𝑛𝑘 + 1 , 𝑛 ≥ 2 

 

6.8 Uyarı  

Negatif Stern-Brocot sayı dizisinin kelime formu olan; 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

ifadesindeki −𝑆𝐵𝑛  için yazım tek türlü değildir. 

𝑛 = 𝑚0 + 𝑛0 + ⋯ + 𝑚𝑘 + 𝑛𝑘 + 1 
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ifadesine göre toplamı 𝑛 + 1 olan farklı kuvvetler söz konusu olabilir. Bu durumda  

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

eĢitliğindeki kuvvetler toplamı 𝑛 + 1 olan farklı  𝑊 𝑇, 𝑆 = −𝑆𝐵𝑛  kelimeleri yazılabilir. 

Bu durum, bizlere Negatif Stern-Brocot ağacında aynı satır içerisinde yer alan farklı bir 

kelimenin yer alabileceğini gösterir. 

 

6.9 Teorem 

Negatif Stern-Brocot sayı dizisinde; 

𝑥 ∊ −𝑆𝐵𝑛  negatif rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑇 = −𝑆𝐵1 = −𝐼 

𝑛 ≥ 2 için: 

−∞ < 𝑥 < −1 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

−1 < 𝑥 < 0 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

Ģeklindedir. Yani 𝑊 𝑇, 𝑆  modüler grup kelimesi ile 𝑆𝐵𝐵𝐹 Stern-Brocot kelimesinin 

matris formları birbirine eĢittir. 

Ġspat 

Tümevarım yöntemiyle ispatı yapalım. 

𝑥 ∊ −𝑆𝐵𝑛  negatif rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇 = −𝑆𝐵1 = −𝐼 =  
0 −1
1 0

  

olduğu açıktır. 

𝑛 ≥ 2  için: 

−∞ < 𝑥 < −1 olduğu durumda; 

𝑚0 = 1 için: 
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𝑆2 =  
−1 −1
1 0

  ve  𝑇𝑆 =  
1 1
0 1

  

için 

𝑆2 𝑇𝑆 =  
−1 −1
1 0

  
1 1
0 1

 =  
−1 −2
1 1

  

ve 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

 , 𝐿 =  
1 0
1 1

  ve 𝑅 =  
1 1
0 1

  

için 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
−1 + 0 −1
0 + 1 0

 ∗ 𝑅 =  
−1 −1
1 0

 ∗ 𝑅 

=  
−1  −1 + (−1)
1 1 + 0

 =  
−1 −2
1 1

  

olduğundan dolayı 

𝑆2 𝑇𝑆 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅) 

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 için: 

𝑆2(𝑇𝑆)𝑘 = 𝐿𝑅𝑘  

doğru olsun. 

𝑚0 = 𝑘 + 1 için: 

𝑆2(𝑇𝑆)𝑘+1 = 𝐿𝑅𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.4.4'e göre 

𝑆2 =  
−1 −1
1 0

  ve (𝑇𝑆)𝑘 =  
1 𝑘
0 1
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için 

𝑆2(𝑇𝑆)𝑘 =  
−1 −1
1 0

  
1 𝑘
0 1

 =  
−1 −𝑘 − 1
1 𝑘

  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

   

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑘 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝑅𝑘 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝑅𝑘  

=  
−1 𝑘 ∙  −1 + (−1)
1 𝑘 ∙ 1 + 0

 =  
−1 −𝑘 − 1
1 𝑘

  

olur. 

Ayrıca 

𝑆2 𝑇𝑆 𝑘+1 = 𝑆2 𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆  

=  
−1 −1
1 0

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  

=  
−1 −𝑘 − 1
1 𝑘

  
1 1
0 1

  

=  
−1 −𝑘 − 2
1 𝑘 + 1

  

ve 
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−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑘+1 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
−1 𝑘 ∙  −1 +  −1 

1 𝑘 ∙ 1 + 0
 ∗ 𝑅 =  

−1 −𝑘 − 1
1 𝑘

 ∗ 𝑅 

=  
−1 −𝑘 − 1 + (−1)
1 𝑘 + 1

 =  
−1 −𝑘 − 2
1 𝑘 + 1

  

olduğundan dolayı 

𝑆2(𝑇𝑆)𝑘+1 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑘+1) 

olduğu görülür. (I) 

Benzer Ģekilde; 

𝑛0 = 1 için: 

𝑆2 =  
−1 −1
1 0

   ve (𝑇𝑆2) =  
1 0
1 1

  

için 

𝑆2(𝑇𝑆2) =  
−1 −1
1 0

  
1 0
1 1

 =  
−2 −1
1 0

  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

   

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿 
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=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿 

=  
0 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝐿 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝐿 

=  
−1 + (−1) −1

1 + 0 0
 =  

−2 −1
1 0

  

olduğundan dolayı 

𝑆2(𝑇𝑆2)=( −𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿) 

ifadesi doğrudur. 

𝑛0 = 𝑘 için: 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘 = 𝐿𝐿𝑘  

doğru olsun. 

𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝐿𝐿𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑛0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.4.4'e göre 

𝑆2 =  
−1 −1
1 0

  ve (𝑇𝑆2)𝑘 =  
1 0
𝑘 1

  

için 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘 =  
−1 −1
1 0

  
1 0
𝑘 1

 =  
−𝑘 − 1 −1

1 0
  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

   

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
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𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿𝑘 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 + (−1) −1

1 + 0 0
 ∗ 𝐿𝑘 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝐿𝑘  

=  
𝑘 ∙  −1 + (−1) −1

𝑘 ∙ 0 + 1 0
 =  

−𝑘 − 1 −1
1 0

  

olur. 

Ayrıca 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 

=  
−1 −1
1 0

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  
−1 − 𝑘 −1

1 0
  

1 0
1 1

  

=  
−𝑘 − 2 −1

1 0
  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿𝑘+1 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
−1 + 0 −1
0 + 1 0

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  
−1 −1
1 0

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
𝑘 ∙  −1 +  −1 −1

𝑘 ∙ 0 + 1 0
 ∗ 𝐿 =  

−𝑘 − 1 −1
1 0

 ∗ 𝐿 

=  
−𝑘 − 1 + (−1) −1

1 + 0 0
 =  

−𝑘 − 2 −1
1 0

  

olduğundan dolayı 
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𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘+1 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿𝑘+1) 

olduğu görülür. (II) 

Daha sonra blokların çarpımını inceleyecek olursak; 

𝑚0 = 1 ve 𝑛0 = 1 için: 

𝑆2 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2) 

=  
−1 −1
1 0

  
1 1
0 1

  
1 0
1 1

  

=  
−1 −2
1 1

  
1 0
1 1

  

=  
−3 −2
2 1

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝐿 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

=  
0 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

=  
−1  −1 +  −1 
1 1 + 0

 ∗ 𝐿 =  
−1 −2
1 1

 ∗ 𝐿 

=  
 −1 + (−2) −2

1 + 1 1
 =  

−3 −2
2 1

  

olduğundan dolayı 

𝑆2 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2) = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿) 

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

𝑆2(𝑇𝑆)𝑘(𝑇𝑆2)𝑘 = 𝐿𝑅𝑘𝐿𝑘  

doğru olsun. 

𝑚0 = 𝑘 + 1 ve 𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

𝑆2(𝑇𝑆)𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝐿𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1 
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olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.4.4'e göre 

𝑆2 𝑇𝑆 𝑘(𝑇𝑆2)𝑘  

=  
−1 −1
1 0

  
1 𝑘
0 1

  
1 0
𝑘 1

  

=  
−1 −𝑘 − 1
1 𝑘

  
1 0
𝑘 1

  

=  −𝑘2 − 𝑘 − 1 −𝑘 − 1
𝑘2 + 1 𝑘

  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

   

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑘𝐿𝑘 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘  

=  
−1 𝑘 ∙  −1 +  −1 

1 𝑘 ∙ 1 + 0
 ∗ 𝐿𝑘 =  

−1 −𝑘 − 1
1 𝑘

 ∗ 𝐿𝑘  

=  
𝑘 ∙  −𝑘 − 1 + (−1) −𝑘 − 1

𝑘 ∙ 𝑘 + 1 𝑘
 =  −𝑘2 − 𝑘 − 1 −𝑘 − 1

𝑘2 + 1 𝑘
  

olur. 
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Ayrıca 

𝑆2 𝑇𝑆 𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝑆2 𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 

 
−1 −1
1 0

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  
−1 −𝑘 − 1
1 𝑘

  
1 1
0 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  
−1 −𝑘 − 2
1 𝑘 + 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  −𝑘2 − 2𝑘 − 1 −𝑘 − 2
𝑘2 + 𝑘 + 1 𝑘 + 1

  
1 0
1 1

  

=  −𝑘2 − 3𝑘 − 3 −𝑘 − 2
𝑘2 + 2𝑘 + 2 𝑘 + 1

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
0 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
−1 𝑘 ∙  −1 +  −1 

1 𝑘 ∙ 1 + 0
 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  

−1 −𝑘 − 1
1 𝑘

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
−1 −𝑘 − 1 +  −1 

1 𝑘 + 1
 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  

−1 −𝑘 − 2
1 𝑘 + 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
𝑘 ∙  −𝑘 − 2 − 1 −𝑘 − 2
𝑘 ∙  𝑘 + 1 + 1 𝑘 + 1

 ∗ 𝐿 =  −𝑘2 − 2𝑘 − 1 −𝑘 − 2
𝑘2 + 𝑘 + 1 𝑘 + 1

 ∗ 𝐿 

=  
 −𝑘2 − 2𝑘 − 1 + (−𝑘 − 2) −𝑘 − 2

 𝑘2 + 𝑘 + 1 + (𝑘 + 1) 𝑘 + 1
 =  −𝑘2 − 3𝑘 − 3 −𝑘 − 2

𝑘2 + 2𝑘 + 2 𝑘 + 1
  

olduğundan dolayı 

𝑆2(𝑇𝑆)𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1) 

olduğu görülür. (III) 

Benzer Ģekilde; 

𝑚0 = 1 ve 𝑛0 = 1 için: 
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𝑆2(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆  

=  
−1 −1
1 0

  
1 0
1 1

  
1 1
0 1

  

=  
−2 −1
1 0

  
1 1
0 1

  

=  
−2 −3
1 1

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿𝑅 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
0 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
−1 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝑅 =  

−2 −1
1 0

 ∗ 𝑅 

=  
−2 −1 + (−2)
1 0 + 1

 =  
−2 −3
1 1

  

olduğundan dolayı 

𝑆2(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿𝑅) 

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆)𝑘 = 𝐿𝐿𝑘𝑅𝑘  

doğru olsun. 

𝑚0 = 𝑘 + 1 ve 𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘+1(𝑇𝑆)𝑘+1 = 𝐿𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.4.4'e göre 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘 𝑇𝑆 𝑘  
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=  
−1 −1
1 0

  
1 0
𝑘 1

  
1 𝑘
0 1

  

 
−𝑘 − 1 −1

1 0
  

1 𝑘
0 1

  

=  −𝑘 − 1 −𝑘2 − 𝑘 − 1
1 𝑘

  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

   

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿𝑘𝑅𝑘 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 +  −1 1

1 + 0 0
 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝑅𝑘 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝑅𝑘  

=  
𝑘 ∙ 1 +  −1 1
𝑘 ∙ 0 + 1 0

 ∗ 𝑅𝑘 =  
−𝑘 − 1 −1

1 0
 ∗ 𝑅𝑘  

=  
𝑘 − 1 𝑘 ∙  𝑘 − 1 + 1

1 𝑘 ∙ 1 + 0
 =  −𝑘 − 1 −𝑘2 − 𝑘 − 1

1 𝑘
  

olur. 

Ayrıca 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘+1 𝑇𝑆 𝑘+1 = 𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆  

=  
−1 −1
1 0

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  

=  
−𝑘 − 1 −1

1 0
  

1 0
1 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1
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=  
−𝑘 − 2 −1

1 0
  

1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  

=  −𝑘 − 2 −𝑘2 − 2𝑘 − 1
1 𝑘

  
1 1
0 1

  

=  −𝑘 − 2 −𝑘2 − 3𝑘 − 3
1 𝑘 + 1

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1 = −𝐼 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  

−1 −1
1 0

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
𝑘 ∙  −1 +  −1 −1

𝑘 ∙ 0 + 1 0
 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  

−𝑘 − 1 −1
1 0

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
−𝑘 − 1 +  −1 −1

1 + 0 0
 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  

−𝑘 − 2 −1
1 0

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
−𝑘 − 2 𝑘 ∙  −𝑘 − 2 +  −1 

1 𝑘 ∙ 1 + 0
 ∗ 𝑅 =  −𝑘 − 2 −𝑘2 − 2𝑘 − 1

1 𝑘
 ∗ 𝑅 

=  
−𝑘 − 2  −𝑘2 − 2𝑘 − 1 + (−𝑘 − 2)

1 𝑘 + 1
 =  −𝑘 − 2 −𝑘2 − 3𝑘 − 3

1 𝑘 + 1
  

olduğundan dolayı 

𝑆2(𝑇𝑆2)𝑘+1(𝑇𝑆)𝑘+1 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1) 

olduğu görülür. (IV) 

−1 < 𝑥 < 0 olduğu durumda; 

𝑚0 = 1 için: 

𝑆 =  
0 −1
1 1

  ve  𝑇𝑆 =  
1 1
0 1

  

için 

𝑆 𝑇𝑆 =  
0 −1
1 1

  
1 1
0 1

 =  
0 −1
1 2

  

ve 
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−𝐼 =  
0 −1
1 0

 , 𝐿 =  
1 0
1 1

  ve 𝑅 =  
1 1
0 1

  

için 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅 

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝑅 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝑅 

=  
0  −1 + 0
1 1 + 1

 =  
0 −1
1 2

  

olduğundan dolayı 

𝑆 𝑇𝑆 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅) 

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 için: 

𝑆(𝑇𝑆)𝑘 = 𝑅𝑅𝑘  

doğru olsun. 

𝑚0 = 𝑘 + 1 için: 

𝑆(𝑇𝑆)𝑘+1 = 𝑅𝑅𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.4.4'e göre 

𝑆 =  
0 −1
1 1

  ve (𝑇𝑆)𝑘 =  
1 𝑘
0 1

  

için 

𝑆(𝑇𝑆)𝑘 =  
0 −1
1 1

  
1 𝑘
0 1

 =  
0 −1
1 𝑘 + 1

  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0
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𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝑅𝑘 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 𝑘 ∙ 0 + (−1)
1 𝑘 ∙ 1 + 1

 =  
0 −1
1 𝑘 + 1

  

olur. 

Ayrıca 

𝑆 𝑇𝑆 𝑘+1 = 𝑆 𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆  

=  
0 −1
1 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  

=  
0 −1
1 𝑘 + 1

  
1 1
0 1

  

=  
0 −1
1 𝑘 + 2

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑘+1 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 𝑘 ∙ 0 +  −1 

1 𝑘 ∙ 1 + 1
 ∗ 𝑅 =  

0 −1
1 𝑘 + 1

 ∗ 𝑅 
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=  
0 −1 + 0
1 𝑘 + 1 + 1

 =  
0 −1
1 𝑘 + 2

  

olduğundan dolayı 

𝑆(𝑇𝑆)𝑘+1 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑘+1) 

olduğu görülür. (V) 

Benzer Ģekilde; 

𝑛0 = 1 için: 

𝑆 =  
0 −1
1 1

   ve (𝑇𝑆2) =  
1 0
1 1

  

için 

𝑆(𝑇𝑆2) =  
0 −1
1 1

  
1 0
1 1

 =  
−1 −1
2 1

  

ve 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

 , 𝐿 =  
1 0
1 1

  ve 𝑅 =  
1 1
0 1

  

için 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝐿 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝐿 

=  
0 + (−1) −1

1 + 1 1
 =  

−1 −1
2 1

  

olduğundan dolayı 

𝑆(𝑇𝑆2)=( −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿) 

ifadesi doğrudur. 

𝑛0 = 𝑘 için: 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘 = 𝑅𝐿𝑘  

doğru olsun. 
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𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝑅𝐿𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑛0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.4.4'e göre 

𝑆 =  
0 −1
1 1

  ve (𝑇𝑆2)𝑘 =  
1 0
𝑘 1

  

için 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘 =  
0 −1
1 1

  
1 0
𝑘 1

 =  
−𝑘 −1

𝑘 + 1 1
  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

   

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿𝑘 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝐿𝑘 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝐿𝑘  

=  
𝑘 ∙  −1 + 0 −1
𝑘 ∙ 1 + 1 1

 =  
−𝑘 −1

𝑘 + 1 1
  

olur. 

Ayrıca 
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𝑆(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝑆(𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 

=  
0 −1
1 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  
−𝑘 −1

𝑘 + 1 1
  

1 0
1 1

  

=  
−𝑘 − 1 −1
𝑘 + 2 1

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿𝑘+1 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
𝑘 ∙  −1 + 0 −1
𝑘 ∙ 1 + 1 1

 ∗ 𝐿 =  
−𝑘 −1

𝑘 + 1 1
 ∗ 𝐿 

=  
−𝑘 + (−1) −1
𝑘 + 1 + 1 1

 =  
−𝑘 − 1 −1
𝑘 + 2 1

  

olduğundan dolayı 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘+1 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿𝑘+1) 

olduğu görülür. (VI) 

Daha sonra blokların çarpımını inceleyecek olursak; 

𝑚0 = 1 ve 𝑛0 = 1 için: 

𝑆 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2) 

=  
0 −1
1 1

  
1 1
0 1

  
1 0
1 1

  

=  
0 −1
1 2

  
1 0
1 1

  

=  
−1 −1
3 2

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝐿 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 
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=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 

=  
0 −1 + 0
1 1 + 1

 ∗ 𝐿 =  
0 −1
1 2

 ∗ 𝐿 

=  
0 + (−1) −1

1 + 2 2
 =  

−1 −1
3 2

  

olduğundan dolayı 

𝑆 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2) = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿) 

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

𝑆(𝑇𝑆)𝑘(𝑇𝑆2)𝑘 = 𝑅𝑅𝑘𝐿𝑘  

doğru olsun. 

𝑚0 = 𝑘 + 1 ve 𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

𝑆(𝑇𝑆)𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝑅𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.4.4'e göre 

𝑆 𝑇𝑆 𝑘(𝑇𝑆2)𝑘  

=  
0 −1
1 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 0
𝑘 1

  

=  
0 −1
1 𝑘 + 1

  
1 0
𝑘 1

  

=  
−𝑘 −1

𝑘2 + 𝑘 + 1 𝑘 + 1
  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0
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𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑘𝐿𝑘 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝐿𝑘  

=  
0 𝑘 ∙ 0 +  −1 

1 𝑘 ∙ 1 + 1
 ∗ 𝐿𝑘 =  

0 −1
1 𝑘 + 1

 ∗ 𝐿𝑘  

=  
𝑘 ∙  −1 + 0 −1

𝑘 ∙  𝑘 + 1 + 1 𝑘 + 1
 =  

−𝑘 −1
𝑘2 + 𝑘 + 1 𝑘 + 1

  

olur. 

Ayrıca 

𝑆 𝑇𝑆 𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 = 𝑆 𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆 (𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 

 
0 −1
1 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  
0 −1
1 𝑘 + 1

  
1 1
0 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  
0 −1
1 𝑘 + 2

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  

=  
−𝑘 −1

𝑘2 + 2𝑘 + 1 𝑘 + 2
  

1 0
1 1

  

=  
−𝑘 − 1 −1

𝑘2 + 3𝑘 + 3 𝑘 + 2
  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 
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=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
0 𝑘 ∙ 0 +  −1 

1 𝑘 ∙ 1 + 1
 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  

0 −1
1 𝑘 + 1

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
0 −1 + 0
1 𝑘 + 1 + 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 =  
0 −1
1 𝑘 + 2

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 

=  
𝑘 ∙  −1 + 0 −1

𝑘 ∙  𝑘 + 2 + 1 𝑘 + 2
 ∗ 𝐿 =  

−𝑘 −1
𝑘2 + 2𝑘 + 1 𝑘 + 2

 ∗ 𝐿 

=  
−𝑘 + (−1) −1

 𝑘2 + 2𝑘 + 1 + (𝑘 + 2) 𝑘 + 2
 =  

−𝑘 − 1 −1
𝑘2 + 3𝑘 + 3 𝑘 + 2

  

olduğundan dolayı 

𝑆(𝑇𝑆)𝑘+1(𝑇𝑆2)𝑘+1 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑘+1𝐿𝑘+1) 

olduğu görülür. (VII) 

Benzer Ģekilde; 

𝑚0 = 1 ve 𝑛0 = 1 için: 

𝑆(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆  

=  
0 −1
1 1

  
1 0
1 1

  
1 1
0 1

  

=  
−1 −1
2 1

  
1 1
0 1

  

=  
−1 −2
2 3

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿𝑅 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅 

=  
0 +  −1 −1

1 + 1 1
 ∗ 𝑅 =  

−1 −1
2 1

 ∗ 𝑅 
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=  
−1 −1 + (−1)
2 1 + 2

 =  
−1 −2
2 3

  

olduğundan dolayı 

𝑆(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿𝑅) 

ifadesi doğrudur. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆)𝑘 = 𝑅𝐿𝑘𝑅𝑘  

doğru olsun. 

𝑚0 = 𝑘 + 1 ve 𝑛0 = 𝑘 + 1 için: 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘+1(𝑇𝑆)𝑘+1 = 𝑅𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1 

olduğunu gösterelim. 

𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için: 

Teorem 2.4.4'e göre 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘 𝑇𝑆 𝑘  

=  
0 −1
1 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 𝑘
0 1

  

 
−𝑘 −1

𝑘 + 1 1
  

1 𝑘
0 1

  

=  −𝑘 −𝑘2 − 1
𝑘 + 1 𝑘2 + 𝑘 + 1

  

ve Tanım 6.4'e göre; 

−𝐼 =  
0 −1
1 0

   

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿 =  
𝑎 + 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + 2𝑐

𝑏 + 2𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅 =  
𝑎 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑏 + 𝑑

 =
2𝑎 + 𝑐

2𝑏 + 𝑑
 

 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝐿𝑘 =  
𝑎 + 𝑘 ∙ 𝑐 𝑐
𝑏 + 𝑘 ∙ 𝑑 𝑑

 =
𝑎 + (𝑘 + 1)𝑐

𝑏 + (𝑘 + 1)𝑑
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𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 ∗ 𝑅𝑘 =  
𝑎 𝑘 ∙ 𝑎 + 𝑐
𝑏 𝑘 ∙ 𝑏 + 𝑑

 =
(𝑘 + 1)𝑎 + 𝑐

(𝑘 + 1)𝑏 + 𝑑
 

olmak üzere 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿𝑘𝑅𝑘 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝑅𝑘  

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝑅𝑘 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝑅𝑘  

=  
𝑘 ∙ (−1) + 0 −1
𝑘 ∙ 1 + 1 1

 ∗ 𝑅𝑘 =  
−𝑘 −1

𝑘 + 1 1
 ∗ 𝑅𝑘  

=  
−𝑘 𝑘 ∙  −𝑘 + (−1)

𝑘 + 1 𝑘 ∙ (𝑘 + 1) + 1
 =  −𝑘 −𝑘2 − 1

𝑘 + 1 𝑘2 + 𝑘 + 1
  

olur. 

Ayrıca 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘+1 𝑇𝑆 𝑘+1 = 𝑆(𝑇𝑆2)𝑘(𝑇𝑆2) 𝑇𝑆 𝑘 𝑇𝑆  

=  
0 −1
1 1

  
1 0
𝑘 1

  
1 0
1 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  

=  
−𝑘 −1

𝑘 + 1 1
  

1 0
1 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  

=  
−𝑘 − 1 −1
𝑘 + 2 1

  
1 𝑘
0 1

  
1 1
0 1

  

=  −𝑘 − 1 −𝑘2 − 𝑘 − 1
𝑘 + 2 𝑘2 + 2𝑘 + 1

  
1 1
0 1

  

=  −𝑘 − 1 −𝑘2 − 2𝑘 − 2
𝑘 + 2 𝑘2 + 3𝑘 + 3

  

ve 

−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1 = −𝐼 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 −1
1 0

 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
0 −1 + 0
1 0 + 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  
0 −1
1 1

 ∗ 𝐿𝑘 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 
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=  
𝑘 ∙  −1 + 0 −1
𝑘 ∙ 1 + 1 1

 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  
−𝑘 −1

𝑘 + 1 1
 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
−𝑘 +  −1 −1
𝑘 + 1 + 1 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 =  
−𝑘 − 1 −1
𝑘 + 2 1

 ∗ 𝑅𝑘 ∗ 𝑅 

=  
−𝑘 − 1 𝑘 ∙  −𝑘 − 1 +  −1 

𝑘 + 2 𝑘 ∙ (𝑘 + 2) + 1
 ∗ 𝑅 =  −𝑘 − 1 −𝑘2 − 𝑘 − 1

𝑘 + 2 𝑘2 + 2𝑘 + 1
 ∗ 𝑅 

=  
−𝑘 − 1  −𝑘2 − 𝑘 − 1 + (−𝑘 − 1)

𝑘 + 2 (𝑘2 + 2𝑘 + 1) + (𝑘 + 2)
 =  −𝑘 − 1 −𝑘2 − 2𝑘 − 2

𝑘 + 2 𝑘2 + 3𝑘 + 3
  

olduğundan dolayı 

𝑆(𝑇𝑆2)𝑘+1(𝑇𝑆)𝑘+1 = (−𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝐿𝑘+1𝑅𝑘+1) 

olduğu görülür. (VIII) 

Sonuç olarak;  

(I), (II), (III), (IV), (V), (VI), (VII) ve (VIII) den dolayı 

𝑥 ∊ −𝑆𝐵𝑛  negatif rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇 = −𝑆𝐵1 = −𝐼 =  
0 −1
1 0

  

𝑛 ≥ 2 için: 

−∞ < 𝑥 < −1 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

−1 < 𝑥 < 0 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

sonucu elde edilir ve burada blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır 

olabilir. □ Burada 𝑚0 = 𝑘 ve 𝑛0 = 𝑘 için ispatı gösterdik. Farklı 𝑚0 = 𝑡 ve 𝑛0 = 𝑧 

değerleri için eĢitliğin olduğu benzer Ģekilde görülebilir. 

BeĢinci ve altıncı bölümlerde elde ettiğimiz sonuçları genelleyecek ve özetleyecek olursak 

Ģunu diyebiliriz ki Stern-Brocot sayı dizisinde ve Negatif Stern-Brocot sayı dizisinde yer 

alan her elemana karĢılık modüler grupta blok formda yazılan bir 𝑊 𝑇, 𝑆  kelimesi vardır. 

ġimdi beĢinci ve altıncı bölümlerde elde ettiğimiz tüm özgün sonuçları toplu olarak 

verelim. 
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6.10 Sonuç 

Pozitif ve Negatif Stern-Brocot sayı dizilerine göre: 

 𝑥 ∊ 𝑆𝐵𝑛  rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇2 = 𝑆3 = 𝑆𝐵1 = 𝐼 =  
1 0
0 1

  

𝑛 ≥ 2 için: 

0 < 𝑥 < ∞ olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

𝑥 ∊ −𝑆𝐵𝑛  negatif rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇 = −𝑆𝐵1 = −𝐼 =  
0 −1
1 0

  

𝑛 ≥ 2 için: 

−∞ < 𝑥 < −1 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

−1 < 𝑥 < 0 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

burada blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir.  

Elde ettiğimiz sonuçları tablo üzerinde verelim. 

𝑖 = 3 𝑗 = 2 𝑚0, 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 = 0 𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑇2 = 𝑆3 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝐼 

𝑖 = 0 𝑗 = 0 𝑚0 , 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 ∊ ℤ+ 
𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  

= 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

𝑖 = 0 𝑗 = 1 𝑚0, 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 = 0 𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑇 = −𝑆𝐵𝑛 = −𝐼 

𝑖 = 1 𝑗 = 0 𝑚0 , 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 ∊ ℤ+ 
𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  

= −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

𝑖 = 2 𝑗 = 0 𝑚0 , 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 ∊ ℤ+ 
𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

Tablo 6.1: Modüler grup kelimeleri ile Stern-Brocot kelimeleri arasındaki iliĢki 



76 

6.11 Örnek 

−𝑆𝐵𝑛 =
−9

4
 kesri için karĢılık gelen Stern-Brocot kelimesini ve blok formda yazılan 

modüler grup kelimesini bulalım. 

−𝑆𝐵𝑛 =
−9

4
 kesrine karĢılık gelen Stern-Brocot kelimesi sürekli kesir dönüĢümü ile, matris 

dönüĢümü ile veya Stern-Brocot ağacındaki kollar takip edilerek bulunabilir. Bu 

yöntemlerden herhangi bir tanesine göre karĢılığını bulduğumuzda; 

−𝑆𝐵𝑛 =
−9

4
= 𝐿𝐿𝑅𝑅𝑅 = 𝐿2𝑅3 

ġimdi modüler grup kelimesine bakalım; 

Teorem 6.9'a göre −∞ <
−9

4
< −1 olduğundan dolayı 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆2)2(𝑇𝑆)3 

olduğu görülür. Sonuç olarak: 

−𝑆𝐵𝑛 =
−9

4
= 𝐿2𝑅3 = 𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆2)2(𝑇𝑆)3 

elde edilir. 

 

6.12 Örnek  

−𝑆𝐵𝑛 =
−7

11
 kesri için karĢılık gelen Negatif Stern-Brocot sayı dizisinin kelimesini ve blok 

formda yazılan modüler grup kelimesini bulalım. 

−𝑆𝐵𝑛 =
−7

11
 kesrine karĢılık gelen Stern-Brocot kelimesi benzer Ģekilde sürekli kesir 

dönüĢümü ile, matris dönüĢümü ile veya Stern-Brocot ağacındaki kollar takip edilerek 

bulunabilir. Bu yöntemlerden herhangi bir tanesine göre karĢılığını bulduğumuzda; 

−𝑆𝐵𝑛 =
−7

11
= 𝑅𝐿𝑅𝐿𝐿 = 𝑅𝐿𝑅𝐿2 

ġimdi modüler grup kelimesine bakalım; 

Teorem 6.9'a göre −1 <
−7

11
< 0 olduğundan dolayı 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆 𝑇𝑆  𝑇𝑆2 (𝑇𝑆)(𝑇𝑆2)2 

olduğu görülür. Sonuç olarak: 

−𝑆𝐵𝑛 =
−7

11
= 𝑅𝐿𝑅𝐿2 = 𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆 𝑇𝑆  𝑇𝑆2 (𝑇𝑆)(𝑇𝑆2)2 

elde edilir. 
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7. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

 

Bu çalıĢmamızda Stern-Brocot sayı dizisi hakkında bilgi verdik ve bu dizinin tarihsel 

süreci, baĢka diziler ile olan bağlantıları hakkında açıklamalarda bulunduk.  

Üçüncü bölümde Stern-Brocot sayı dizisi hakkında genel bilgiler verilip dizinin 

elemanlarının rasyonel gösterimi, matris formu, kartezyen koordinat sistemi üzerinde 

temsili gösterimi ile ilgili bilgi verdik. Buna göre; 

baĢlangıç değeri  
0

1
,

1

0
  olan dizinin oluĢturulması: 

 

kartezyen koordinat sistemi üzerinde gösterimi: 
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dizinin terimlerinin 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatında gösterimi: 

 

dizinin matris formu: 

 

Ģeklinde gösterilir. 

Dördüncü bölümde, sürekli kesirler ile Stern-Brocot sayı dizisi arasındaki yakın iliĢkiyi 

verdik. Buna göre; 

Sürekli sonlu basit kesir gösterimi  𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛   ve 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) Stern-Brocot 

ağacındaki adımları temsil etmek üzere, her sürekli sonlu basit kesir Stern-Brocot sayı 

dizisindeki 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) gösterimi ile temsil edilebilir. Her bir sürekli kesir açılımına 

karĢılık gelen 𝐿(𝑠𝑜𝑙) ve 𝑅(𝑠𝑎ğ) formatı; 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = R𝑎0 L𝑎1 R𝑎2 … R𝑎𝑛−1 , 𝑛 çift ise 

 𝑎0; 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  = R𝑎0 L𝑎1 R𝑎2 … L𝑎𝑛−1 , 𝑛 tek ise 

Ģeklinde olur. Böylelikle 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  formatındaki her bir Stern-Brocot 

kelimesinin bir sürekli kesir karĢılığı olduğunu ifade etmiĢ olduk. 
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BeĢinci bölümde, tamamı özgün olan sonuçlar elde ettik. Buna göre Stern-Brocot sayı 

dizisi terimleri ile blok formda yazılan modüler grup kelimeleri arasındaki iliĢki Ģu Ģekilde 

olur: 

𝑥 ∊ 𝑆𝐵𝑛  rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇2 = 𝑆3 = 𝑆𝐵1 = 𝐼 =  
1 0
0 1

  

𝑛 ≥ 2 için: 

0 < 𝑥 < ∞ olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

burada blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir. 

Altıncı bölüme geldiğimizde literatüre kazandırdığımız tamamı özgün bir baĢka kısım olan 

Negatif Stern-Brocot sayı dizisi ile modüler grupta blok formda yer alan kelimeleri 

inceledik ve beĢinci bölümde pozitif kısım için bulduğumuz sonuçları geniĢlettik. Elde 

ettiğimiz sonuçlara göre; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘𝑇𝑗  (𝑖=0,1,2; 𝑗=0,1) 

modüler grup kelimesine karĢılık Negatif Stern-Brocot sayı dizisinde 

𝑥 ∊ −𝑆𝐵𝑛  negatif rasyonel sayısı için, 

𝑛 = 1 için: 

𝑇 = −𝑆𝐵1 = −𝐼 =  
0 −1
1 0

  

𝑛 ≥ 2 için: 

−∞ < 𝑥 < −1 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

−1 < 𝑥 < 0 olduğu durumda; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

ile temsil edilir ve burada blokların kuvvetleri pozitif tamsayılardır, 𝑚0 ve 𝑛𝑘  sıfır olabilir. 

eĢitliğinin olduğunu özgün bir teorem olarak ifade ettik ve ispatını yine özgün olarak 

verdik.  
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Ayrıca; 

𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆𝑖(𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘 = −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

eĢitliğin var olduğunu ve −𝑆𝐵𝑛  terimleri için modüler grupta blok formda bir kelime 

karĢılığı olduğunu belirttik. 

BeĢinci ve altıncı bölümde yer alan teoremlerimiz ile GeniĢletilmiĢ Stern-Brocot Sayı 

dizisinin her elemanına karĢılık blok formda yazılan bir modüler grup kelimesi olduğunu 

ifade ve ispat ettik. Elde ettiğimiz tüm sonuçları tablo üzerinde özet olarak gösterdik. 

𝑖 = 3 𝑗 = 2 𝑚0, 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 = 0 𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑇2 = 𝑆3 = 𝑆𝐵𝑛 = 𝐼 

𝑖 = 0 𝑗 = 0 𝑚0 , 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 ∊ ℤ+ 
𝑊 𝑇, 𝑆 = (𝑇𝑆)𝑚0(𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  

= 𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

𝑖 = 0 𝑗 = 1 𝑚0, 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 = 0 𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑇 = −𝑆𝐵𝑛 = −𝐼 

𝑖 = 1 𝑗 = 0 𝑚0 , 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 ∊ ℤ+ 
𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  

= −𝑆𝐵𝑛 = 𝑅𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

𝑖 = 2 𝑗 = 0 𝑚0 , 𝑛0 …𝑚𝑘 , 𝑛𝑘 ∊ ℤ+ 
𝑊 𝑇, 𝑆 = 𝑆2(𝑇𝑆)𝑚0 (𝑇𝑆2)𝑛0 … (𝑇𝑆)𝑚𝑘 (𝑇𝑆2)𝑛𝑘  

−𝑆𝐵𝑛 = 𝐿𝑅𝑚0𝐿𝑛0 …𝑅𝑚𝑘𝐿𝑛𝑘  

 

Son olarak konuyla ilgili açık uçlu problemlerden ve yapılabilecek çalıĢmalardan 

bahsedelim. 

Bu çalıĢmamızda dördüncü bölümde, sonlu basit sürekli kesirler ile Stern-Brocot sayı 

dizisinin terimleri arasındaki iliĢkiyi inceledik. Bu kısım geniĢletilip sonsuz sürekli kesir 

açılımları ile irrasyonel sayıların Stern-Brocot sayı dizisi ile olan iliĢkileri incelenebilir, bu 

konuda yeni sonuçlar elde edilebilir. 

Ayrıca basit sürekli kesirler yardımıyla modüler grubun blok formda yazılan kelimelerinin 

parabolik noktalarını, basit sürekli kesirler ile Stern-Brocot blok kelimeleri arasındaki 

iliĢkiyi ve Stern-Brocot blok kelimeleri ile modüler grubun blok formda yazılan kelimeleri 

arasındaki iliĢkiyi inceledik. Elde edilen bu sonuçlar arasında geçiĢ yapılabilir, Stern-

Brocot kelimeleri ile parabolik nokta hesaplama yöntemi bulunabilir ve yeni sonuçlar elde 

edilebilir. 

Burada modüler grup üzerine yaptığımız çalıĢmalar modüler grubun alt grupları olan, 

komütatör alt grup ve kuvvet alt grupları üzerine taĢınabilir, bu grupların elemanları da 
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Stern-Brocot sayı ağacı üzerinde gösterilebilir ve yeni Stern-Brocot sayı ağaçları elde 

edilebilir. 

Ayrıca, çalıĢmamız GeniĢletilmiĢ modüler grup üzerine taĢınabilir ve modüler grup 

bulduğumuz sonuçlar GeniĢletilmiĢ modüler grup üzerine uyarlanıp yeni çözümler elde 

edilebilir ve GeniĢletilmiĢ modüler grup Stern-Brocot sayı ağacına uyarlanarak yeni bir 

ağaç diyagramı oluĢturulabilir. 

Modüler grup, Hecke gruplarının özel bir alt grubu olduğu için, buradaki sonuçlar 

yardımıyla Hecke grupları, GeniĢletilmiĢ Hecke grupları ve GeniĢletilmiĢ Genel Hecke 

grupları üzerinde çalıĢmalar yapılabilir ve yeni sonuçlar elde edilebilir.  

Burada, Stern-Brocot sayı dizisi ile sürekli kesirler arasındaki iliĢkiyi ifade ettik. 𝑒 , π gibi 

bazı özel irrasyonel sayılar Stern-Brocot ağacı üzerinde gösterilebilir ve sonsuz sürekli 

kesirler ile iliĢkisi bulunabilir. 

Biz bu çalıĢmamızda, Stern-Brocot sayı dizisini ve negatif rasyonel sayıların eklenmesiyle 

elde edilen geniĢletilmiĢ stern-brocot sayı dizisini inceledik ve özgün sonuçlar elde ettik. 

Bu sayı dizisine irrasyonel sayılar eklenebilir ve Reel Stern-Brocot sayı dizisi ismiyle yeni 

bir sayı dizisi oluĢturulabilir hatta karmaĢık sayıların da dahil olmasıyla daha genel bir 

formda Kompleks (KarmaĢık) Stern-Brocot sayı dizisi elde edilebilir.
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