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OZET
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Stern-Brocot say1 dizisi pay ve paydasi tam sayilardan olusan ve tamami indirgenmis
kesirlerden olusan, pozitif rasyonel sayilar1 temsil etmek i¢in kullanilan bir yontemdir. Bu
tezde Stern-Brocot sayi dizisi ile siirekli kesirler, modiiler grup ve Genisletilmis Stern-
Brocot say1 dizisi arasindaki iliskiler ¢caligilmistir.

Bu tez toplam yedi bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢aligma tanitilmig, konunun
tarihsel siireci ve yapilan ¢aligmalardan kisaca bahsedilmistir

Ikinci boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan tanimlar, teoremler, drnekler ve
yontemler verilmistir.

Ugiincii boliimde Stern-Brocot sayr dizisi tamtilmis, konuyla ilgili teorem ve &rnekler
verilmistir. Ayrica dizinin farkli formatlarda gosterimi ifade edilmistir.

Dordiincii boliimde Stern-Brocot sayi dizisi ile siirekli kesirler arasindaki iliski verilmistir
ve Oornekler sunulmustur.

Besinci boliimde 6zgiin bir kisim olarak Stern-Brocot sayir dizisindeki her elemanin
modiiler grupta blok formlar yardimiyla ifade edilebildigi gdsterilmistir. Stern-Brocot say1
dizisi ile modiiler grup arasindaki yakin iligki verilmistir.

Altinc1 boliimde Stern-Brocot sayi dizisine negatif rasyonel sayilarin eklenmesiyle elde
edilen Genisletilmis Stern-Brocot sayi1 dizisi verilmistir ve daha sonra yeni olusturulan dizi
ile modiiler grup arasindaki iliski 6zgiin bir sekilde sunulmustur.

Yedinci bolimde tezden elde edilen sonuglar verilmis ve kisaca Ozetlenmistir. Ayrica
ileride yapilacak ¢alismalar i¢in a¢ik problemler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Stern-Brocot dizisi, siirekli kesirler, modiiler grup,
Genisletilmis Stern-Brocot dizisi
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ABSTRACT

STERN-BROCOT SEQUENCE AND MODULAR GROUP
MSC THESIS
HALID MESTANOGLU
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR:PROF.DR.OZDEN KORUOGLU)

BALIKESIR, AUGUST - 2021

The Stern-Brocot sequence of numbers is a method used to represent positive rational
numbers whose numerator and denominator are integers and all are reduced fractions. In
this thesis, the relationships between Stern-Brocot and continuous fractions, modular group
and expanded Stern-Brocot number sequence are studied.

This thesis consists of seven chapters in total. In the first part, the study is introduced, the
historical process of the subject and the studies carried out are briefly mentioned.

In the second chapter, definitions, theorems, examples and methods that will be used in
other chapters are given.

In the third chapter, Stern-Brocot number sequence is introduced, related theorems and
examples are given. In addition, the display of the series in different formats is expressed.
In the fourth chapter, the relationship between Stern-Brocot number sequence and
continuous fractions is given and examples are presented.

In the fifth chapter, it has been shown as a unique part that each element in the Stern-
Brocot number sequence can be expressed in the modular group with the help of block
forms. The close relationship between the Stern-Brocot number sequence and the modular
group is given.

In the sixth chapter, the Expanded Stern-Brocot number sequence obtained by adding
negative rational numbers to the Stern-Brocot number sequence is given and then, the
relationship between the newly created series and the modular group is presented in a
unique way.

In the seventh chapter, the results obtained from the thesis are given and briefly
summarized. Also, open problems are given for future studies.

KEYWORDS: Stern-Brocot sequence, continuous fractions, modular group, Extended
Stern-Brocot sequence

Science Code / Codes : 20401 Page Number : 84
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1. GIRIS

Moritz Abraham Stern (1807-1894) Frankurt dogumlu Alman matematikg¢idir. Carl
Friedrich Gauss'un doktora ogrencisi olan Stern 1858'de Goéttingen Universitesi'nde
Ordinaryiis Profesor oldu. Ayrica ayni yil yaymlanan [1] "Ueber eine zahlentheoretische
Funktion™ isimli eserinde kendi adin1 verdigi Stern-Brocot sayi dizisi ile bilinir.

Achille Brocot (1817-1878) Fransiz saat¢i ve amator matematikgidir. Saatlerin garklari
arasindaki matematiksel iliskiler ve sarkaglarin periyotlar ile ilgili arastirmalar yaparken
amatOor olarak matematikle ugrasti. "Brocot siispansiyonu" gibi saatler ile ilgili bir¢ok
yeniligin yani sira 1861 yilinda Moritz Abraham Stern'den bagimsiz olarak buldugu ve
kendi ismini verdigi Stern-Brocot say1 dizisi ile [2] "Calcul des rouages par approximation,
nouvelle methode" isimli ¢alismasinda adini tarihe yazdirdi.

A sabit bir pozitif say1 olmak iizere ,

T(z) =~ velU(z) =z+L

kesirli dogrusal doniisiimleri ile iretilen gruplara Hecke gruplart denir [3] ve H(RA) ile
gosterilir.

H,, Hecke gruplarinda, q = 3 degerine karsilik gelen H,; Hecke grubu kaynaklarda
modiiler grup olarak isimlendirilir ve PSL(2,7Z) ile gosterilir.

Modiiler grubun sunusu,

Hy3 =(T,S|T? =S3 =1)

seklindedir.

Stirekli kesirlerde; ag, a4, ..., a, reel sayilar, aq, a,, ..., a,, pozitif olmak iizere;

agp + 1

aq + P

an_1+a

ifadesine sonlu siirekli kesir denir.Knott [4] numarali ¢alismasinda sonlu siirekli kesirlere
karsilik gelen SB, = R™oL"0 ... R™k ™k Stern-Brocot say1 dizisi kelimelerini vermistir.
Fine [5] modiiler grupta blok kavramini agiklamis ve bu sayede modiiler grup elemanlarini
TS ve TS? bloklar1 sayesinde farkli bir tiirde ifade etmistir. Buna gére modiiler gruptaki
her kelime

W(T,S) = S{(TS)™0(TS2)m0 ... (TS)™ (TS2)™ T/ (i=0,1,2; j=0,1)

seklinde ifade edilebilir. Bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n; sifir olabilir.



Biz de tezimizde TS ve TS? bloklar1 sayesinde yazilabilen W(T,S) modiiler grup
kelimeleri ile SB, = R™oL™ . R™k[™k gseklinde yazilabilen Stern-Brocot sayi dizisi
kelimeleri arasindaki bagintiy1 inceledik ve

W(T,S) = (TS)™0(TS2)™ ...(TS)™ (TS = SB, = R™0L"0 . R™k [

esitligini teorem olarak ifade edip, ispatiyla birlikte verdik.

Tezin ilk boliimiini ¢aligmanin tanitildigi, tezin gelisiminin ve bdliimlerinin agiklandigi
girig kismudir.

Ikinci bolimde tezin diger kisimlarimda kullanilacak olan bazi tanimlar, teoremler,
yontemler ve 6rnekler ele alinmistir.

Ugiincii boliimde, Stern-Brocot say1 dizisi ile ilgili temel tanimlar, teoremler ve drnekler
verdik. Bu kisimda dizinin rasyonel, matris ve SB = {LR} bloklar1 ile gosterimi ifade
edildi, ayrica Stern-Brocot say1 dizisinin herhangi bir satirindaki elemanlar1 bulmaya
yarayan ve herhangi bir terimin SB = {LR} blok gosteriminde karsiligmi hesaplayan
program tanitildi.

Dordiincii boliimde siirekli kesirler ile Stern-Brocot say1 dizisi arasindaki iligki incelendi.
lay; a1, ay, ..., a,] seklindeki basit siirekli kesir a¢ilimmna karsilik gelen SB = {LR} blok
kelimeler ifade edildi ve teorem olarak verildi.

Besinci boliimde, modiiler grupta her elemanin blok formlar yardimiyla yazilmasindan
yola ¢ikarak, W(T,S) blok kelimeleri ile Stern-Brocot say1 dizisinde yer alan SB,
formatindaki kelimeler arasindaki iliskiler incelenmistir. Bu iliski genellestirilerek bu

kisimda 6zgiin teoremler ve sonuglar verilmistir.

Altic1 boliimde, Negatif Stern-Brocot say1 dizisi tanimi verilmis ve Genisletilmis Stern-
Brocot say1 dizisinin olusumu agiklanmistir. Daha sonra Genisgletilmis Stern-Brocot say1
dizisinin modiiler grupla olan yakindan iliskisi incelenmistir ve W (T, S) blok kelimeleri
ile Negatif Stern-Brocot say1 dizisinde yer alan —SB, blok kelimeleri arasindaki iliski

ifade edilmistir. Buna gore;
W(T,S) = SYTS)™(TS?)"0 ... (TS)™k (TS?)" = —SB,, = R™0L™ ., R™k [
esitligi saglanir. Ayrica;

Negatif Stern-Brocot say1 dizisinde n > 2 ve —SB,, = x negatif rasyonel sayisi igin,
—oo < x < —1 oldugu durumda;

W(T,S) = S2(TS)™0(TS2)"0 ... (TS)™k(TS%)



—1 < x < 0 oldugu durumda;

W(T,S) = S(TS)™0(TS?)M0 ... (TS)™k(TS?)M«

ile temsil edilir ve burada bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n; sifir olabilir.
Calismamiz neticesinde Ortaya ¢ikan sonuglar neticesinde bu kisimda bazi 6zgiin teorem ve

sonuglar verilmistir.

Son olarak yedinci boliimde ise tezde yapilan calismalar 6zetlenmis, elde edilen teorem ve
sonuglar verilerek gelecekte yapilabilecek ¢aligmalarla ilgili olarak agik uglu problemler ve

onerilerden bahsedilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin diger bolimlerinde kullanilacak olan teoremler, kavramlar ve yontemler

verilmistir.

2.1 Mobiiis Doniisiimleri
Calistigimiz Stern-Brocot say1 dizisinin elemanlar1 birer mobilis doniistimiidiir. Ayrintili
bilgi i¢in [10] numarali kaynak incelenebilir. Bu alt boliimde bu doniistimleri taniyalim ve

bu doniisiimler ile 2x2 lik matrisler arasindaki iliskileri verelim.

2.1.1 Tamim

az+b
cz+d

V(z)= (a,b,c,deC, ad—bc#0) seklindeki doniisiimlere mobiiis doniisiimleri (kesirli

dogrusal doniisiim) denir.

2.1.2 Tanim

e . . . + - e .
Stern-Brocot say1 dizisinde ilk terimler % ve 3 olmak iizere medyani olan ﬁ kesirini

( Z ccl ) seklinde 2 X 2 lik matris olarak yazalim.

a5 @)

seklinde tanimlansin.

Bu doniisiim 6zel olarak Stern-Brocot say1 dizisinin matris doniistimiidiir. Bu doniisiim bir
kesirli dogrusal doniisiimdiir. Ilerleyen bdliimlerde matris formu olarak bu doniisiim

kullanilacaktir.

2.2 Siirekli Kesirler
Siirekli kesirler ile ilgili bazi tanim ve teoremler bu kisimda incelenmistir. Ote yandan [5]
numarali kaynakta Fine basit siirekli kesirleri ve bloklar1 kullanarak modiiler grup ve

genisletilmis modiiler gruptaki elemanlarin arasindaki iliskileri incelemistir.

2.2.1 Tanim

[8] ag, @y, ..., @, reel sayilar, aq, a,, ..., a, pozitif olmak tizere;



an_1+a

ifadesine sonlu siirekli kesir denir. aq, ay, ..., a, reel sayilarina kismi boliimler ya da kismi
paydalar ad1 verilir. Eger ag, a4, ..., a,, reel sayilariin hepsi tamsayi ise siirekli kesre sonlu
basit siirekli kesir denir. Yukaridaki gosterim daha sade olarak [ay;aq,ay, ..., a,]

seklinde,basit siirekli kesir ise [ay; aq, ay, ..., a, | seklinde gosterilir.

Her rasyonel say1, sonlu basit siirekli kesir seklinde gosterilebilecegi gibi, her sonlu basit
stirekli kesir de bir rasyonel sayiy1 temsil eder. Bu durum asagidaki teoremler ile ifade

edilecektir.

2.2.2 Teorem

[8] Her sonlu basit siirekli kesir bir rasyonel say1 temsil eder.

Ispat

Tiimevarim yontemiyle ispat1 yapalim, [ay; aq,a,, ..., a, | basit siirekli kesrini goz oniine
alalim. n = 1 i¢in

1 a0a1+1
Ao, a =qy+—=—""-—
[0 1]5 0 a a

olup bu ifade rasyonel oldugundan iddia dogrudur.

Pozitif k tamsayis1 i¢in [ag; aq, ..., a;]; basit siirekli kesri rasyonel olsun. Burada
ag, a4, ---, a; tamsayilar olup aq,ay, ..., a, pozitiftir. Simdi ay, aq, ..., a4 tamsayilar ve

ai, ..., Ay 41 POzitif olsun. Agik olarak;

1

ag; Ay, ey Ay Al

[ag; ay, s Qp1ls = ap + [

olacagindan tiimevarim hipotezinden [ay; ay, ..., ay, ay4+1]s rasyoneldir, dolayisiyla s # 0

olmak tizere E seklinde bir rasyonel say1iya esittir. Yani,
1

[a(); ai, ..., g, ak+1]s =aqy+ T —
S

olur ki bu da bir rasyonel sayidir.o



Simdi de Euclid algoritmasi yardimiyla her rasyonel sayinin sonlu basit siirekli kesir

seklinde ifade edilebilecegini gorelim.

2.2.3 Teorem
[8] Her rasyonel say1, sonlu basit siirekli kesir seklinde ifade edilebilir.
Ispat

a,b tamsay1 b > 0 olmakiizere x =% olsun. ry = a, r; = b alarak Euclid algoritmasini

uygularsak;
o = 11q1 +T2,0 <T2 <T'1
n =nq; +T3,0 <T3 <T'2

) =T3Q3+T4,O <T4_ <T'3

Th—3 = Th—2qn-2 + Th-1, 0< Th-1 < Th—2
Th—2 = Th-19n-1 + rn'O < Ta < Th-1

Th—1 = Th{qn

olur. Bu esitliklerde q5,qas, ..., q, ifadesi pozitif tamsayilardir. Bunlar kesir seklinde

yazilirsa;
a 1 7 1
TEEO T =0t
b 1
1 n —
2
L& T3
TEQ T =0t
2 2 =
T3
) s 1
TERT =3t
r3 r3 =
T4
Th—3 Tn—1 1
=(qp—2t =(qn—2 T Th—2
Th—2 Th—2 I
-1



Th—2 7, 1

=(qn-1 + =(qn-1 + Th—1
Th-1 Th-1 i_
n
Th-1 =q
T, "

elde edilir. = lerin degerleri sirasiyla yerlerine yazilirsa;
-
)

a 4 1

=0 1

b .t
L D

olur, o halde

a

E = [ql; qz - qn]s

dir. Bu da gosterir ki her rasyonel say1 sonlu basit siirekli kesir seklinde yazilabilir.o

Rasyonel sayilarin bu siirekli kesir seklinde yazilis1 tek tiirlii degildir.

a, = (a,_1) + 1

Esitligi dikkate alinirsa, a,, > 1 olan siirekli kesri,
lag; ay, ..., apn_1,a,] = [ag; ay, ., 1, ay — 1,1]

olarak yazilabilir.

2.3 Hecke Gruplan

Bu ¢alismada incelenen bolimlerden bir tanesi olan modiiler grup, 6zel bir Hecke grubu
oldugundan, Hecke gruplarmi kisaca taniyalim. Hecke gruplari, Erich Hecke’nin 1936
yilinda yaptign [3] “Uber die Bestimmung Dirichleter Reichen durch ihre

Funktionalgleichungen” isimli caligsmasi ile literatiirdeki yerini almistir.

2.3.1 Tanim

[3] A sabit bir pozitif reel say1 olmak iizere ,
T(z) = - ve U(z) = z+1
kesirli dogrusal doniistimleri ile iiretilen gruplara Hecke gruplari denir ve H(A) ile

gosterilir.



Tanimlanan T(z) ve U(z) doniisiimleri yardimiyla S=T.U alinirsa
-1

S(Z) Tz

elde edilir.

Hecke grubunun sunusu,

Hy, = (T,S|T2 = S9 = 1)

seklindedir. [3,10] numarali kaynaklarda Hecke gruplari ile ilgili bilgilere ulasilabilir.

2.4 Modiiler Grup Ve Genisletilmis Modiiler Grup
H,,q Hecke gruplarinda, g=3 degerine karsilik gelen H, 3 Hecke grubu literatiirde daha ¢ok
modiiler grup olarak isimlendirilir ve PSL(2,Z) ile gosterilir. Modiiler grup, katsayilarinin

tamsay1 olmas1 sebebiyle sayilar teorisinde biiylik 6neme sahiptir.

2.4.1 Tanim
PSL(2,R) grubunun

az+b

I'=PSL(2,Z)={V(2)| V(z)= —a a,b,c,d€Z, ad—bc=1}
alt grubuna modiiler grup ismi verilir.

Bu grup, su sekilde 2x2 lik tam say1 katsayili matrislerle de temsil edilebilir.

a=(% 1), deta=1

A ve -A ayni donilisiimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile es alinir. Boylece
matris ve doniislim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica,

(¢ vee ta

matrisleri yine ayni doniisiimii temsil ettiginden, matris hesaplamalarinda uygun oldugu yerde

),k;éO

bu matrisler birbirinin yerine yazilabilir.
Modiiler grubun sunusu,

r =(T,S|T? =83 =1)

seklindedir.

2.4.2 Tanim
Modiiler gruba R(z) =§_ antiotomorfizmasinin eklenmesiyle ortaya ¢ikan yeni gruba

genisletilmis modiiler grup denir. Genisletilmis modiiler grup I sembolii ile gosterilir.



Modiiler grup ve Genisletilmis modiiler grubun elemanlar1 blok formlar halinde yazilabilir.
Bu sekilde gosterim Modiiler grup ve Genisletilmis modiiler grubun elemanlarini

gruplandirmamizi saglar ve gosterimde biiylik kolaylik sunar.

2.4.3 Tanim
[5] Modiiler ve genisletilmis modiiler grupta,

TS(z) =z+ 1veTS?*(2) =—

doniisiimlerine bloklar denir.
Modiiler grup ve genisletilmis modiiler gruptaki herhangi bir indirgenmis kelimenin bu

bloklar ile ifadesine o kelimenin indirgenmis blok formu denir ve BRF ile gosterilir.

2.4.4 Teorem

[5] m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere;

(TSY™(z) =z+mve (TS*)"(2) = nzZT dir.

Modiiler gruptaki bir indirgenmis W(T,S) kelimesi blok formda yazilabilir.Modiiler

gruptaki herhangi bir kelime bloklar1 kullanarak
W(T,S) = S{TS)™o(TS?)™0 ... (TS)™ (TS*)* T/ (i=0,1,2; j=0,1)

seklinde ifade edilebilir. Bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n;sifir olabilir.

Bu gosterim, modiiler grup i¢in genel bir gésterimdir.

2.4.5 Ornek

Modiiler grupta

W(T,S) = STSTS?>TS?TSTS?
kelimesi i¢in bu kelimenin blok formu
W(T,S) = S(TS)(TS?)?(TS)(TS?)

bi¢imindedir.

2.5 Parabolik Nokta
Modiiler grup ve Genisletilmis modiiler grubun parabolik noktalarini Koruoglu [7]
numarali kaynakta basit stirekli kesirler ve blok formda yazilan kelimeler yardimiyla

hesapla yontemini vermistir.



Tanim 2.2.1 ve Tanim 2.4.3' de verilen basit siirekli kesir ve blok form tanimlarindan
yararlanarak modiiler grubun parabolik noktalarini hesaplamaya yarayan teoremleri

verelim.

2.5.1 Tanim
Bir grubun herhangi bir elemani altinda sonsuzun goriintiisiine o elemana ait parabolik

nokta denir.

2.5.2 Teorem

[7] Modiiler grupta TS ile baslayip TS ile biten bir

W(T,S) = SYTS)™o(TS?)™0 ... (TS)™k (TS?)"k (TS)™k+1TJ
kelimesi i¢gin

W*(T,S) = (TS)™o(TS?)"0 ... (TS)™k (TS?) (TS)™k+1
kelimesinin parabolik noktasi

[mg; ng, My, Ny, oo, My, My

seklindedir.

2.5.3 Teorem

[7] Modiiler grupta TS? ile baslayip TS? ile biten bir

W(T,S) = S{(TS2)mo(TS)™ ... (TSZ)™k (TS2)nk (TS2)mi+1Ti
kelimesi i¢in

W*(T,S) = (TS2)mo(TS)"0 ... (TS2)™ (TS2)me (TS2)mis1

kelimesinin parabolik noktasi

1

[mosmomyng,...mpngmyyq]

seklindedir.

2.5.4 Teorem

[7] Modiiler grupta TS? ile baslayip TS ile biten bir
W(T,S) = SYTS?)™(TS)"0 ... (TS?)™k(TS?)"kTJ
kelimesi igin

W*(T,S) = (TS?)™o(TS)™0 ... (TS?)™k (TS?)"

10



kelimesinin parabolik noktasi

1

[mo;nomq,ny,..my]

seklindedir.

2.5.5 Teorem

[7] Modiiler grupta TS ile baslayip TS? ile biten bir
W(T,S) = SYTS)™o(TS?)™ ... (TS)™k (TS*)" T/
kelimesi i¢in parabolik noktalar

i =0,j =0ise [my; ng, my,ny, ..., My, Ny

i = O,] =1ise [mojno,ml,nl, ...,mk]

1
[mo;ngmyng,...mpng]+1

i=1,j=0ise —

1
[mo;ngmq,nyg,..mpl+1

i=1j=1ise—

1

[monomqnyg,...myngl

i=2j=0ise—1—

1

[mosnomyng,...my]

i=2,j=1ise -1 —

seklindedir.

2.5.6 Ornek

Modiiler grupta W(T,S) = STSTS?TSTS? kelimesi i¢cin bu kelimenin blok formu
W(T,S) = S(TS)(TS?)(TS)(TS?) bicimindedir. Bu kelime i¢in Teorem 2.5.5

uygulanirsa, kelimenin parabolik noktast:
i = 1,j = 0 oldugundan dolay1

1 3

[1;1,1,1] +1 8
olarak bulunur.

Konuyla ilgili teoremlerin ispat1 ve daha detayli bilgi icin [7] numarali kaynak

incelenebilir.
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3. STERN-BROCOT SAYI DiZiSi

Stern-Brocot sayt dizisi Moritz Abraham Stern'in 1858 tarihli [1] "Ueber eine
zahlentheoretische Funktion" isimli ¢aligmasi ile Achill Brocot'un 1861 tarihli [2] "Calcul

des rouages par approximation, nouvelle methode" isimli ¢alismasiyla literatiirde yerini
almistr.

Bu eserlerde yer alan agiklamalara gore Stern-Brocot sayi dizisinin tanimi su sekilde

verilmistir.

3.1 Tanim
Stern-Brocot agaci, ilk elemant %, son elemani % olan bir say1 dizisidir. Sayilar teorisinde,
negatif olmayan rasyonel sayilar1 listelemek i¢in kullanilan bir metodtur.

Stern-Brocot agact olusturulurken ilk siraya % ve % yazilir. Ikinci siraya birinci siradaki

0. 1, .. . 1 .
elemanlar aynen yazilir ve TVes kesirleri arasina bunlarin medyani olan i eklenir.
Stern-Brocot agacmm n-inci siradaki elemanlar1 bulunurken (n — 1)-inci siradaki

elemanlar aynen yazilir, (n — 1)-inci siradaki her % ve % ardisik kesirlerinin arasma n-
. . a c . . . a+c . . .
inci sirada o ve - kesirlerinin medyani olan rd kesiri eklenir.

Stern-Brocot agacinda elemanlar1 bulmak i¢in yapilan islemleri su sekilde gosterebiliriz.

c o)

el b

/

1

b+l

Sekil 3.1: Stern-Brcot say1 dizisinin ilk adimi1

o

£ a
‘ b
/

(L~

b+l
VAR
a—+2e 2n+tc

b42d 2b+d

Sekil 3.2: Stern-Brocot say1 dizisinin ikinci adimi1

12



Burada yapilan islemi % ve % kesirleri i¢in kartezyen koordinat sistemi iizerinde gdsterelim.

Paylar1 y ekseninden ve paydalar1 x ekseninden aldigimizda ortaya ¢ikan grafik su sekilde

olur.

Sekil 3.3: Stern-Brocot say1 agacindaki bir terimin koordinat sistemi tizerinde gosterimi

Yapilan bu islemler neticesinde ortaya ¢ikan Stern-Brocot agacmin goriiniimii su sekilde

olur.

=

Sekil 3.4: Stern-Brocot say1 agacinimn ilk birkag dali
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3.2 Ornek

Stern-Brocot sayi1 dizisinin ilk birkag satirindaki elemanlar1 su sekilde gosterebiliriz.

01
SBo 2{1'6}
SB !
=4
12
5Bz ={E'I}
1233
SBs = 5'5'5'1}

B _1233455457877875}
>715'7°'8°7'7’8°7’5°4’5’5°4’3°3°2’1
3.3 Tanim

S Stern-Brocot say1 sizisinin elemanlar1 olmak iizere, dizinin her bir terimi kartezyen

koordinat sistemi iizerinde isaretlenip ayni satirlardaki elemanlar kendi arasinda ardisik ve

dogrusal olarak birbirlerine baglandiginda ortaya su sekilde bir grafik ¢ikar.

1 2 3 4 5 6 7T 8 O 1011 12 13

Sekil 3.5: Stern-Brocot say1 dizisinin koordinat diizleminde temsili

Konuyla ilgili detayl bilgi igin [1,2,25,26] numarali kaynaklar incelenebilir.
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Simdi Stern-Brocot say1 dizisi ile ilgili baz1 ilging 6zellikleri ispatin1 vermeden teorem
olarak verelim.
3.4 Teorem

5—1 ve Z—Z Stern-Brocot say1 dizisinde komsu iki eleman olsun. Bu durumda her zaman su
1 2

esitlik elde edilir.
P19z —p2q1 = %1

3.5 Teorem

. 1 .. -
n Stern-Brocot say1 dizisinin satir numarasi, 7 =L S(r) = — olmak iizere agacin
q rq

herhangi bir satirindaki S(r)'lerin toplami 1'e esit olur.

SB, i¢in ). S(r) =1

3.6 Ornek

SB, i¢in S(r) degerlerini hesaplayalim.
12334554

st~ | }

4’5'5'4'3’3'2’°1

ZS()—1+1+1+1+1+1+1 L
VT 0 s 12 12 s T 10T T

3.7 Teorem

n Stern-Brocot say1 dizisinin satir numaras, ¥ =% , M(r) = p + q

q H
olmak iizere agacin herhangi bir satirindaki M (r)'lerin toplami1 2 - 3"~ 'e esit olur.

SB, i¢in Y, M(r) = 2-3"1

3.8 Ornek
SBj3 i¢in M(r) degerlerini hesaplayalim.

g _{1 23 3}
3713’32’11
M(r)=1+3,2+3,3+2,3+1

ZM(1")=4+5+5+4=18=2-32
.
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3.9 Uyan

Stern-Brocot say1 dizisinin her elemani agac¢ grafigi iizerinde L(sol) ve R(sag)
imgelerinin uygun bir kombinasyonu seklinde yazilabilir.

Boylece Stern-Brocot sayi dizisinin elemanlarinin negatif olmayan rasyonel sayilardan
olusmasindan dolayi, pozitif rasyonel sayilari bu yeni gosterim ile ifade etme imkani
bulmus oluruz.

Stern-Brocot sayr dizisindeki her elemani aga¢ iizerinde L(sol) ve R(sag) seklinde

imgeleyerek asagidaki sekilde gosterebiliriz.

!
15,
~—2
/ 2 / I \
1 \z 3 3
/‘5\\/ /3\< /2\ / : X
1 2 3 3 4 5 5 1
1 5 ) 4 3 3 2 l‘
Y iR Al il 4 v iR y il e
1 2 3 3 4 5 5 4 5 4 8 7 4 8 X7 5
5 1 8 1 1 8 1 5 i 5 5 4 3 3 2 I
S\ sf\m of\m of\w of\w 9f\m 9f\n of\n of\n of\n of\n 3[\n of\n of\n 3[An of\=
1 233435545787 787356 9010113129 9213111011298
6 9 1110111312 9 9 1213111011 9 6 H 7 8 7T 7 8 7 H 4 5 H 4 3 3 2 1

Sekil 3.6: Stern-Brocot say1 agaci

Bu durumda L(sol) ve R(sag) imgeleri ile elde edilen yeni Stern-Brocot agacinin formati
su sekilde gosterilebilir.

LL LR RL RR

LLL LLRE LRL LRR RLL RLR RRL RRR

Sekil 3.7: Stern-Brocot L(sol) ve R(sag) gosterimi

Simdi pozitif rasyonel sayilarin L(sol) ve R(sag) seklinde ifade edilmesine birkag 6rnek
verelim.

3.10 Ornek

4 . S T
= kesrini Stern-Brocot agaci lizerinde gorelim.
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o;—
o
13
V[
WIN
A4
14
-‘|lv
’
—lw

» R - » -
“1 S 2 5 3 “1 3 |
% L/ '\ v, \ LN 4 ¥ \ VANV 4 \
5 pa 3 = 5 2 i C 5 = 3 C = 5 1

Sekil 3.8: kesrin L(sol) ve R(sag) formatinda Stern-Brocot agaci tizerinde gosterilmesi
3.11 Tamim

Stern-Brocot say1 dizisindeki her eleman L(sol) ve R(sag) formatinda imgelendiginde

SB, , Stern-Brocot say1 dizisinin n-inci satir1 olmak tizere
SB, = R™oL™ . R™k[™k

ifadesine Stern-Brocot say1 dizisinin blok formu denir ve SBBF ile gosterilir.
Burada Stern-Brocot say1 dizisindeki terimlerin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n,

sifir olabilir, ayrica ifadede yer alan n sayis1 kuvvetler toplaminin 1 fazlasina esittir.

n=my+ny+--+m+n,+1

3.12 Tamim
e . . . a c . a+c e . a C
Stern-Brocot dizisinde ilk terimler Ve - olmak tizere medyani olan P kesirini ( bod )

seklinde 2x2 lik matris olarak yazalim.

Sekil 3.9: Stern-Brocot say1 agacinin matris formu
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Burada * iglemi Stern-Brocot say1 dizisinin matris formunda gegerli bir iglem olmak iizere,

L ve R iglemleri,

(a C)*Lz(a+c c) a+ 2c

b d b+d d) " b+2d
2a +
G k=0 v =27a

ve k € Z" igin

. + e+ 1)
(b 2)*”:(211]5-2 2)=Z+(k+1)ccl

. (k+Da+
b =0 ¢ hid=Grrra

seklinde isleme Stern-Brocot ¢arpimi denir.

3.13 Sonug¢

Bir oOnceki tanimda dikkat edilirse Stern-Brocot sayr dizisinin matris formunda
gosteriminde her elemanin determinanti 1 dir.

Yukarida 2x2 tipinde matrislerden olusanStern-Brocot agacini gosterdik. Bu agacin sol ve
sag dallar1 arasinda bir bagint1 olup olmadigini inceleyelim.

Buradan sol ve sag matrisleri su sekilde genelleyebiliriz.

L(i (1))veR((1) 1)

Bu sekilde Stern-Brocot agacina esdeger olan matris agacmi su sekilde Ozetleyebilir ve

genelleyebiliriz.

/ ) \
1 0 1 1
(G DA (o 1)a
Sekil 3.10: Stern-Brocot matris agacinin L(sol) ve R(sag) formatinda genel gosterimi

Bu yontem A =1 birim matristen baslayarak devam eder ve Stern-Brocot agacmnin
gbriinlimiinii 6nemli 6l¢iide basitlestirir.
Burada baslangigta A = I birim matrisi kabul ettik. Daha sonra alt dallarda birim matris ile

carpmak sonucu degistirmeyecegi i¢in, bundan boyle agacin dallarin1 sadece
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L=(1 (l))veRz((l) 1)

seklinde ifade edecegiz.

3.14 Not:
Stern-Brocot sayi1 dizisinde L(sol) ve R(sag) yontemi rasyonel formda gosterim ile matris

formdaki gosterim i¢in aynidir.

3.15 Ornek
RL?R kelimesinin matris formunda karsihigini ifade edelim ve agac {izerinde gosterelim.

10
([]ljl

o

Sekil 3.11: Matris agaci tizerinde L(sol) ve R(sag) gdsterimi

3.16 Ornek

; kesrini L(sol) ve R(sag) formatinda yazalim ve yapilan islemi sekil iizerinde gérelim

§ — LLRL = I2RL

3.17 Ornek
% ve 15—7 kesirlerini L(sol) ve R(sag) formatinda ifade edip karsilik gelen L(sol) ve R(sag)

kombinasyonlarini yazalim.

% — LRRLRL = LR2LRL 1—7 — RRRLLR = R3L2R

Konu hakkinda daha detayli bilgi i¢in [1,2,11,12,13,25,26] numarali kaynaklar

incelenebilir.



3.18 Not

Kesirleri L(sol) ve R(sag) formatinda yazmak igin Stern-Brocot agaci hesaplayici
uygulamasi kullanilabilir.

Bu programda Stern-Brocot sayi dizisinin herhangi bir elemanmin kelime formu
yazildiginda karsilik gelen kesir veya herhangi bir elemanin rasyonel formu yazildiginda
karsilik gelen blok kelime gosterimi bulunabilir.Bu yontem 6zellikle agacin alt dallarindaki
kesirlerin yerini bulmada biiyiik kolaylik saglar.

Ayrica Stern-Brocot agacindaki herhangi bir satirda yer alan tiim elemanlar1 bulmamiza
olanak  tanir. "Stern-Brocot agaci hesaplayic1" uygulamasina asagidaki adresten
ulasilabilir.

" https://www.thinkcalculator.com/numbers/stern-brocot.php”

3.19 Ornek

Stern-Brocot agaci hesaplayict uygulamasi yardimiyla % kesrinin karsiligini bulalim.

Stern-Brocot Agaci Hesaplayici
Kesir: LR Yolu:

916 LRLLLR

Bl

kesirler v yukaridan seviyeye

Sekil 3.12: [9] Stern-Brocot agaci hesaplama programi
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4. STERN-BROCOT SAYI DiZiSi VE SUREKLI KESIRLER

Siirekli kesirler ile ilgili 1963 yilinda Khovanskii, [18] numaral ¢alismasinda kesirlerin
stirekli kesir agilimlarma yer vermistir. Rockett 1992 yilinda [17] numarali eserinde
stirekli kesirlerden bahsetmistir. Ayrica 2018 yilina geldigimizde Wall, [16] numarali
kitabinda siirekli kesirler ile ilgili detayl bilgiler vermistir. Konuyla ilgili daha detayli bilgi
edinmek i¢in bu kaynaklar incelenebilir.

Boliim 2'de her rasyonel sayinmn bir siirekli kesir agilimi oldugunu ifade etmistik.
Henndger [15] numarali 1997 yilinda yaymlanan Lineer Algebra and its Applications
isimli c¢aligmasinda bir kesrin basit siirekli kesir ac¢ilimmna karsilik gelen matris
dontisiimiinii ifade ve ispat etmistir. Buna gore her basit siirekli kesir agiliminin bir matris
doniisiimii vardir.

Stern-Brocot say1 dizisindeki rasyonel sayilardan olusan biitiin terimlerin siirekli kesir
seklinde acilimlar1 vardir. Bu ylizden bu kisimda stirekli kesirler ile ilgili baz1 tanim ve
teoremler verilmistir.

Stern-Brocot say1 dizisinin her elemani bir rasyonel say1 oldugu i¢in, dizinin terimlerinin
stirekli kesir agilimlar1 vardir. Dolayisiyla matris agilimi da vardir. Ayrica Knott [4]
numarali ¢alismasinda SB, = R™0L™0 . R™k[L™ formunda yazilabilen Stern-Brocot

kelimelerine karsilik gelen basit stirekli kesir agilimini vermistir.

4.1 Teorem

[4] Bir rasyonel saymin sonlu siirekli kesir gosterimi [ay; a;, ay, ..., a, ] olmak iizere her
rasyonel say1 Stern-Brocot say1 dizisindeki blok formda L(sol) ve R(sag) gosterimi ile
temsil edilebilir. Her bir basit siirekli kesir agilimmna karsilik gelen L(sol) ve R(sag)
formati;

[ag; aq,ay, ..., a,] = R*L*R%  R4%~1 nift ise

[ag; aq,ay, ..., a,] = ROLR% L[~ ntek ise

seklinde olur.

Ispat

Ispat1 tiimevarim yontemiyle yapalim.

n = 0 i¢in:

[ao] = ao

ve
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R%-1 = q,
oldugundan dolay1 n = 0 i¢in dogru oldugu goriiliir.

n ¢ift ise;

n + 1 igin:

lag; aq,ay, ..., a,] = R*L*R%  R~1

ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim ve n + 2 i¢in dogru oldugunu gosterelim

Basit stirekli kesir a¢ilimi,

1
lag; a1, ay, ..., a,] = ag + T
al + B
az+e+———g
an_1+a
olmak iizere,
1 1
ay+————=ap + T
a, + : aq + :
az++—— ag++———g
T (an_1)+1

an

yazabiliriz. Bundan dolayz,
lag; a1, ay, ..., a,] = [ay; a,ay, ..., a, — 1,1]
elde edilir.

[ag; aq,ay, ..., a,] = [ag; 1,0y, ..., a, — 1,1]

n+1 n+2
oldugundan dolayz;
lag; aq,ay, ..., a,] = ROL*R%  Ron~1

Ve

lag; aq,ay,...,a, —1,1] = R4 [L*R%2  Ro~1[1-1
yazabiliriz. Buradan:

lag; aq,ay,...,a, —1,1] = R4 [L*R%2  Ro~1[1-1
= R%[%1R%  Ron~10

= R%[%1R%  Ro~1]

= R%[%R% Rl

elde edilir. Kabul geregi;

[ag; aq,ay, ..., a,] = R*L*R%  Ro~1

ifadesi dogru oldugundan n + 2 degeri i¢in dogru oldugu gosterilmis olur.
Benzer sekilde;

n tek ise;

n+ 1 igin:
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[ao; ag,ay, ..., an] = R*[*1R% La"_l
ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim ve n + 2 i¢in dogru oldugunu gdsterelim.

Basit stirekli kesir a¢ilimy,

1
lag; a1, ay, ..., a,] = ag + T
al + B
ag+t———g
an_1+a
olmak tizere,
1 1
a+———=ag+ -
ag+et— ag+t———g
@ (an—1)+T
n

yazabiliriz. Bundan dolayz;
lag; a1, ay, ..., a,] = [ay; a,ay, ..., a, — 1,1]
elde edilir.

[ag; aq,ay, ..., a,] = [ag; 1,0y, ...,a, — 1,1]
n+1 n+2

oldugundan dolayr;

[ag; aq,ay, ..., a,] = ROL R [4n~1

ve

lag; aq,ay, ..., a, —1,1] = R [%R%2  [éa~1R1-1

yazabiliriz. Buradan:

lag; aq,ay, ..., a, —1,1] = R [%R%2  [é~1R1-1

= R%[%1R%  [4n~1RO

= R%[L%1R%  [%n~1]

= R%[%1R%  [4n~1

elde edilir. Kabul geregi,

[ag; aq,ay, ..., a,] = ROL R [4n~1

ifadesi dogru oldugundan n + 2 degeri i¢in dogru oldugu gosterilmis olur.
Konuyla ilgili detayli bilgi i¢cin [11,12,14,15,16,17,18,19,24] numarali kaynaklar
incelenebilir.

Simdi bu teoremle ilgili birka¢ 6rnek verelim ve konuyu pekistirelim.

4.2 Ornek
g kesrinin siirekli kesir a¢ilimini inceleyelim ve L(sol) ve R(sag) formatinda karsihgini

bulalim
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7_,, 1
3 3

= [2;3]

Teorem 4.1 'den dolayz;
[2;3] = R?L?

elde edilir.

Ayrica Stern-Brocot say1 agaci tizerinde incelendiginde de g = R?L? oldugu goriiliir.

4.3 Ornek
% kesrinin siirekli kesir acilimimi inceleyelim ve L(sol) ve R(sag) formatinda karsihgini

bulalim.

= [2;4,5]

benzer sekilde Teorem 4.1 'den dolayz;

[2;4,5] = R2L*R*

sonucu elde edilir.

Burada ortaya ¢ikan sonu¢ Stern-Brocot sayi agaci iizerinde de incelendiginde yine
% = R?L*R* oldugu goriiliir.

4.4 Ornek

g kesrinin siirekli kesir acilimini inceleyelim ve L(sol) ve R(sag) formatinda karsiligini

bulalim.
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= [0;3,2]

benzer sekilde Teorem 4.1 'den dolay1;
[0;3,2] = R°L3R! = I3R!

sonucu elde edilir.

Burada ortaya ¢ikan sonu¢ Stern-Brocot sayi agaci iizerinde de incelendiginde yine

g = R°L3R! oldugu goriiliir.
4.5 Ornek

% kesrinin siirekli kesir agilimini inceleyelim ve L(sol) ve R(sag) formatinda karsiligini

bulalim.
13 B 4

14—
9 +9

=1+

2+

= [1;2,4]

benzer sekilde Teorem 4.1 'den dolayz;
[1;2,4] = R'L?R3

sonucu elde edilir.

. S : s .13
Burada elde edilen sonu¢ Stern-Brocot say1 agaci tizerinde de incelendiginde yine 5=

A1/L2R3 oldugu goriiliir.

4.6 Ornek

% kesrinin siirekli kesir agilimini inceleyelim ve L(sol) ve R(sag) formatinda karsiligini

bulalim.

19_0+19

26 26

0+1 0+ 1
26 7
E 1+45
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=0+ =0+ T
1+ 1+—
7 2+
1
=0+ — =0+ T
1+;7f 1+2+%
5 I+g
1 1
=0+—F=0+—""7F—
1+—1—2+1_r 1+2+1 T
+§' +;%
=[0;1,2,1,2,2]

benzer sekilde Teorem 4.1 'den dolayz,
[0;1,2,1,2,2] = ROLIR2LIR? L} = [*RZLIR2L}
sonucu elde edilir.

Burada elde ettigimiz sonug¢ Stern-Brocot sayi agaci iizerinde de incelendiginde yine

19 _

= = L'R*L'R?L! oldugu gbriliir.

4.7 Ornek

% kesrinin siirekli kesir a¢ilimini inceleyelim ve L(sol) ve R(sag) formatindaki Stern-

Brocot kelimesi karsiligini bulalim

25_0+25
61 61
—0+1 0+
= 1 11
% 2+
1
=0+ =0+ T
24+ = 2+ —~=
[Ty CAETY
1 1
=0+ — =0+ T
2+ — 24+ —
2+—1—1— 2+j'
3 3+3
1 1
=0+ —=0+ T
2+—1— 2+—1—
3+-3- 3+—1'
2 43
=[0;2,2,3,1,2]

Teorem 4.1 'den dolayi;
[0;2,2,3,1,2] = ROL?R?L3R'L! = L?R? L3RI}
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sonucu elde edilir.

Burada ortaya ¢ikan sonug¢ Stern-Brocot sayi agaci iizerinde de incelendiginde yine
= = 2R?LPR'L} oldugu goriilir.

Koruoglu [7] numarali kaynakta siirekli kesirler yardimiyla modiler grupta blok formda
yazilabilen W(T,S) kelimelerinin parabolik noktalarini hesaplamaya yonelik teoremler
vermistir.

Biz ise bu bolimde siirekli kesirler ile Stern-Brocot dizisinin SB, = R™0L™0 ... R™k L™k
seklindeki blok kelimeleri arasindaki iliskiyi inceledik.

Siirekli kesirler ile modiiler gruptaki blok formda yazilabilen kelimeler arasindaki iliski [7]
ve siirekli kesirlerin Stern-Brocot dizisinin SB, = R™oL™0 ...R™kL™ blok kelimeleri
arasindaki iligki [4] bizler1 modiiler grubun blok kelimeleri ile Stern-Brocot say1 dizisinin
blok kelimeleri arasinda bir esitlik olup olmayacagi konusunda diisiinmeye sevk etti.
Bunun {izerine yaptigimiz ¢alismalar neticesinde orijinal sonuglar elde ettik ve literatiire
yeni teoremler kazandirdik.

Sonraki béliimde modiiler grubun blok formda yazilabilen kelimeleri ile Stern-Brocot say1
dizisinin blok formda yazilan kelimeleri arasindaki yakindan iliski incelenmistir, Konuyla

ilgili 6zgiin teorem ve Ornekleri verilmistir.
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5. STERN-BROCOT SAYI DiZiSi VE MODULER GRUP

Stern-Brocot say1 dizisi literatlire girdigi yiiz yili agkin siire boyunca dikkatleri iizerine
¢eken bir konu olmustur. Ikinci boliimde Stern-Brocot say1 dizisinin bir mobiiis doniisiimii
(kesirli dogrusal doniisiim) oldugunu ifade etmistik. Ayrica [5] modiler grup ve
genisletilmis modiiler grubun her elemaninin blok formlar yardimiyla ifade edilebildigini
belirtmistik.

Bu konuyla alakali daha detayl bilgi i¢in [5,11,12] numaral kaynaklar incelenebilir.

Bu boliimde ise Stern-Brocot say1 dizisinin elemanlar1 ile modiiler gruptaki blok formlar
arasinda yer alan bagintiyr 6zgiin sonuclarimiz ile agiklayacagiz. Bu bdliimiin tamami
Ozgiin bir ¢alismadir. Simdi blok doniisiimler ile Stern-Brocot sayr dizisinin blok formda

yazilan kelime seklindeki elemanlar1 arasindaki iliskiyi verelim.

5.1 Tanim

Stern-Brocot say1 dizisinde % kesrine karsilik ((1) (1)) birim matrisini yazalim ve her

adimda son matristeki siitunlardan birini digerine (sola giderken sagdaki siitunun soldaki
stituna ve saga giderken soldaki siitunun sagdaki siituna eklenmesi seklinde) ekleyelim. Bu

sekilde elde edilen matrislere Stern-Brocot say1 dizisinin matris formu denir.

1 0
01

Sekil 5.1: Stern-Brocot say1 agacinin matris formu

Hatirlayacak olursak blok formu "modiiler grupta herhangi bir indirgenmis kelimenin
bloklar ile ifadesine o kelimenin indirgenmis blok formu denir ve BRF ile gosterilir."

seklinde ifade etmistik.
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Modiiler gruptaki bir indirgenmis W(T,S) kelimesi blok formda yazilabilir.Modiiler
gruptaki herhangi bir kelime bloklar1 kullanarak

W(T,S) = S{TS)™o(TS?)™0 ... (TS)™ (TS*)* T/ (i=0,1,2; j=0,1)

seklinde ifade edilebilir. Bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n; sifir olabilir.
Burada (TS) ve (TS?) bloklari ile bu bloklarin bazi kuvvetlerinin matris formlarini
inceleyerek genel bir sonuca varmaya calisalim.

r=(1 o)s=0Q Pest=(G )

olmak fiizere;

TS=((1) 1)=R

=3 9

oldugu goriiliir.

1 0) ile ifade ettigimiz matrisin

Burada dikkatimizi ¢eken Stern-Brocot agacinda L = ( 11

modiiler grupta TS? = ZZ: blogunun matris formatina esit olmasi ve R = (1 1) ile ifade

0 1

ettigimiz matrisin modiiler grupta TS = z + 1 blogunun matris formatina esit olmasidir.
Genelleme yapabilmek igin (TS) ve (TS?) blok formlarinin bazi kuvvetlerine ve

birbirleriyle carpimlarina bakalim.

2=, ) V=0 D=*

(TS)(TS?) = (1 1) (1 0) _ (2 1) — RL

0 1/7\1 1 1 1
asoan=( 9@ D=0 P=in
asr=( 90 D= 9-r

Bu sonuglar1 inceledigimizde Stern-Brocot say1 agacinda 3.satirda yer alan elemanlar: elde
ettigimizi goriiriiz. Bu sekilde yapmis oldugumuz islemlere devam edecek olursak modiiler
grup blok kelimeleri ile Stern-Brocot blok kelimeleri arasindaki iliskiyi gormemiz

mumkiin olur.

2=, )G D6 =0 1)=F
roras=(3 (0 =G D-r
(TS)(TSZ)(TS)=<(1) 1)(1 (1))((1) 1)=(i g)zRLR
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asirsir=(3 DG =G D=n
g

(TS2)(TS)? = (1 (1’) ((1) i) - g) = LR?

asaasas=( O DE 9=C -

asa9=(y O =0 D=

asy = )G DG D=6 D=7

Yukarida yer alan islemleri inceledigimizde ise Stern-Brocot say1 agacinda 4.satirda yer
alan elemanlar1 elde etigimizi goriiriiz.
Bu islemlere devam ettigimizde modiiler grubun blok formdaki kelimeleri ile Stern-Brocot

say1 dizisinin blok formdaki kelimeleri arasinda yakindan bir iliski oldugunu goriiriiz.

5.2 Sonuc¢

Stern-Brocot say1 agacinda her terim L(sol) ve R(sag) nin uygun bir ¢arpimi seklinde
yazilabildigi icin L = TS? ve R = TS yazarak terimleri bloklar yardimiyla ifade
edebiliriz.

Ayrica (TS)™(z) =z+m ve (TS»)"(z) = nZZT oldugundan dolay1 Stern-Brocot say1
dizisinin her eleman1 modiiler grupta bir kelimeye karsilik gelir.

Hatirlayacak olursak Teorem 2.4.4'e gbére modiiler gruptaki bir indirgenmis W(T,S)
kelimesi blok formda su sekilde yazilabilir.

W(T,S) = SYTS)™o(TS?)™0 ... (TS)™  (TS*)*T/ (i=0,1,2; j=0,1)

Bloklarm kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n,, sifir olabilir.

Burada 6zel bir durum olarak (i=0; j=0) aldigimizda her kelime Stern-Brocot say1 dizisinin
bir terimine karsilik gelir. Oyleyse blok formdaki her bir modiiler grup elemani blok

formdaki Stern-Brocot kelimeleri ile ifade edilebilir.

Simdi sozel olarak ifade ettigimiz bu 6zgiin sonucun teoremini ve ardindan ispatini

verelim.
5.3 Teorem
Stern-Brocot say1 dizisinde,

x € SB,, rasyonel sayis1 i¢in,
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n = 1 igin:
W(T,S)=T*=S3=5SB, =1

n = 2 igin:
0 < x < o0 oldugu durumda;
W(T,S) = (TS)™o(TS*)™ ... (TS)™k(TS?)"* = SB, = R™0L"0 _ R™k[

seklindedir. Yani W(T,S) modiiler grup kelimesi ile SBBF Stern-Brocot kelimesinin

matris formlar1 birbirine esittir.

Burada bloklarin kuvvetleri ve Stern-Brocot dizisindeki terimlerin kuvvetleri pozitif

tamsayilardir, my ve n; sifir olabilir.
Ispat

Tlimevarim yontemiyle ispat yapalim.
x € SB,, rasyonel sayisi i¢in,

n = 1i¢in:

1?2 =53 =58 =1=(; 7)

oldugu agikca goriiliir.

n = 2 icin:

0 < x < o oldugu durumda;

mg = 1 igin:
=0 )

ve

R=(p o)
oldugundan dolay:
T)=r=(; 1)

ifadesi dogrudur.

my = k i¢in:
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(TS)* = Rk

dogru olsun.

my =k + 1 igin:
(TS)k*1 = Rk+1
oldugunu gosterelim.
my = k igin:

Teorem 2.3.3'e gore

N

ve Tanim 3.12'ye gore;

-G 9

ve
b @ =G cbrd

olmak tuzere

Rk =1 % R¥

:((])‘ 2)*Rk

(0 x0rD=(0 7
olur.

Ayrica

(TS)e*t = (TSH(TS)

= D6 V=6 "1’

ve

_(k+Da+c
(k+1b+d

)
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Rk+1=I*Rk*R

:((1) (1))*Rk*R

0 k-0+1

(1 1+k\_(1 k+1
(o 0+ 1) B (o 1 )

oldugundan dolay1

(TS)k+1 — Rk+1

oldugu goriilir. (1)

Benzer sekilde;

ny = 1 i¢in:

s9=(; )

ve

=i )

oldugundan dolay1

(TS?) = L = (1 (1’)

ifadesi dogrudur.

ng = k icin:

(TS?)k = LK

dogru olsun.

ny =k + 1 i¢in:
(TS2)k+1 = [k+1
oldugunu gosterelim.

ng = k igin:

(: k-1+0)*R=((1) 1;

)i
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Teorem 2.3.3'e gore

s =( )

ve Tanim 3.12'ye gore;

-G 9

ve

. +(k+1)
(s 2)*”:(211]5-2 2)=Z+(k+1)ccl

olmak tizere

Lk =T xLk

:((1) (1))*Lk
(130 DG 1)
olur.

Ayrica

(TSZ)k+1 — (Tsz)k (Tsz)

=G DG D=l D)

ve

Lk+1:I*Lk*L

- e
(053 e D
(llcig (;):(kil (1))
oldugundan dolay1

(TSZ)k+1 = [k+1
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oldugu goriiliir. (1)
Daha sonra bloklarm ¢arpimini inceleyecek olursak;

my = 1veny, =1 igin:

asiash=(, )G D=0 )

ve

RxL=I%xR=xL

=((1) (1))*R*L

(0 oxD)t=(0 1)+t

(170 =6 1)
oldugundan dolay1

(TS)(TS?) = R+ 1 = (f 1)

ifadesi dogrudur.

my = k ve nyg = k igin:
(TS)(TS?)* = RkL*

dogru olsun.
my=k+1veny=k+1ic¢in:
(TS)+1(TSHk+1 = Re+1[je+1
oldugunu gosterelim.

my = k ve nyg = k igin:

Teorem 2.3.3'e gore

(1 + k2 k)

arasyt =0 M =k

ve Tanim 3.12'ye gore;
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(a C)*Lk=(a+k-c C)_a+(k+1)c

b d b+k-d d/ b+ (k+1d
a c v _(a k-a+cy_ ((k+Da+c
(b d)*R _(b k-b+d)_(k+1)b+d

olmak tizere

RLK = % R* « [k

:(1 (1))*Rk*[,k

- TG e

=Ge1ao D03 D)

olur.
Ayrica

(TSHLTSHkHL = (TSHF(TS)(TS?)*(TS?)

=6 V6 DG DG Y

o 190G DG )

(
(k2+k4—1 k+1)(1 0)
(

Uy

k 1 1 1

k?+2k +2 k+1>
k+1 1

ve

Rk+1Lk+1:I*Rk*R*Lk*L

:((])‘ (1)>*Rk*R*Lk*L
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OGN  RY
(3 b1 = Y
=(k(11§.+11j;1 k-{l)*L=(k2+kk+1 k41-1)*L

=(k2+k+1+k+1 k+1>=<k2+2k+2 k+1)
k+1 1 k+1 1

oldugundan dolay1

(TS)k+1 (T5'2)k+1 — Rk+1Lk+1
oldugu goriilir. (I11)

Benzer sekilde;

my =1veny, =1 icin:

ashan = )6 D=0 2)

ve

L+«xR=IxL=x*R

:((])‘ 2)*L*R

418 el Den
=(1 170)=G 2
oldugundan dolay1

(TS?)(TS) = L+ R = (1 ;)

ifadesi dogrudur.
my = k ve ng = k i¢in:
(TSH*K(TS)* = L¥Rk

dogru olsun.
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my=k+1veny=k+1i¢in:
(TSZ)k+1(TS)k+1 — Lk+1Rk+1
oldugunu gosterelim.

my = k ve ng = k igin:

Teorem 2.3.3'e gore

sy st = D6 D=0 1)

ve Tanim 3.12'ye gore;

-G 9

ve

(a C)*Lkz(a'l'k'c C)_a+(k+1)c

b d b+k-d d) b+ (k+ 1)d
a c v _(a k-a+cy (k+Da+c
(b a) R =(; k-b+d)_(k+1)b+d

olmak tuzere
L¥Rk =T % LkR*

SR

(030 Dol Do

1k

:(1 k-1+0)_(k k2+1)

k k-k+1

olur.
Ayrica

(TSHFH(TS)F+ = (TS (TS*)(TS)*(TS)

=G VG D6 DG D)

~(e+1 D6 DG 1)
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(lerl k2+I;c+1)((1) D

(k }- 1 k2 -IIC--2|_k1+ 2)

ve

Lk+1Rk+1=I*Lk*L*Rk*R

=( )*Lk*L*Rk «R
N N
=( io O)*Rk*R=(ki1 (1))*Rk>kR
k
(k 1 k(k+11JS?r1> Rz(kil k2+kk+1)*R

=(k}r1 k2+klrr11+k+1)=(k}r1 k2$;k1+2)
oldugundan dolay1

(TS2Y+1L(TS)keH! = [k+1Rk+

oldugu goriiliir. (IV)

Sonug olarak;

(0, (1), (1) ve (IV) den dolay1

x € SB,, rasyonel sayisi i¢in,

n =1 i¢in:

T2=S3=531=I=((1) ‘1))

n = 2 igin:
0 < x < o0 oldugu durumda;
W(T,S) = (TS)™o(TS?)™ ... (TS)™ (TS?)"* = SB, = R™OL™0 ., R™k "

elde edilir. Ispat biter. Burada my = k ve ny = k icin ispat1 gdsterdik. Farkli my =t ve

ny = z degerleri i¢in esitligin oldugu benzer sekilde goriilebilir.
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5.4 Sonug¢

Stern-Brocot sayi dizisi terimleri ile modiiler grup blok form kelimeleri arasinda soyle bir
iligki vardir.

x € SB, rasyonel sayisi i¢in,

n = 1 igin:

T2=53=531=1=((1) (1’)

n = 2 icin:
0 < x < o oldugu durumda;
W(T,S) = (TS)™o(TS*)™ ... (TS)™k(TS?)"* = SB, = R™OL"0 _ R™k[

bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n; sifir olabilir.

5.5 Teorem
Teorem 5.3 de
SB, = R™oL™ _ R™k[™k

ifadesinde yer alan n sayis1 Stern-Brocot say1 agacinda n. satir1 temsil eder ve bu ifade

kuvvetler toplammin 1 fazlasina esittir.
n=myg+ny+--+m+n,+1
Ispat

n = 1 i¢in I oldugu ve sonraki L(sol) veya R(sag) her adim i¢in bir satir ilerleme oldugu

Stern-Brocot say1 agaci lizerinde agik¢a goriiliir.

5.6 Uyan

Stern-Brocot say1 dizisinin kelime formu olan;
SB, = R™oL™0  R™k[™k

ifadesindeki SB, i¢in yazim tek tiirli degildir.

n=my+ny+--+m+n,+1
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ifadesine gore toplami n + 1 olan farkli kuvvetler s6z konusu olabilir. Bu durumda
W(T,S) = (TS)™o(TS?)"0 ... (TS)™k(TS?)" = SB, = R™0L™0  R™k[

esitligindeki kuvvetler toplami n + 1 olan farkli W (T, S) = SB,, kelimeleri yazilabilir. Bu
durum bizlere Stern-Brocot say1 agacinda ayni satir igerisinde yer alan farkli kelimelerin

olabilecegini gosterir.

Simdi blok formlar yardimiyla terimlerini elde ettigimiz yeni Stern-Brocot agacinin

tanimini verelim.

5.7 Tanim

n harfi Stern-Brocot sayi dizisindeki satir numarasini belirtsin. L = TS? ve R = TS olmak
Uzere dizinin elemanlari yerine moddler gruptaki blok formlarin yazilmasiyla elde edilen

agaca yeni Stern-Brocot agaci denir. Bu agacin gorintlisi asagidaki gibidir:
I

(TS%)? (TS2)(TS) (TS)(TS?) (TS)?
(TSP (TSYTS)  (TSY(TS) (TSY)  (TSU(TS)? (TS)(TS%)?  (TS) (TS(TS) (TS)HTSY) (TSP
v v
(Tsﬂjn—l (Tsjn—l

Sekil 5.2: Stern-Brocot agacinin blok formlar ile gdsterimi

Simdi Stern-Brocot agacindaki elemanlara karsilik gelen modiiler gruptaki blok form ile

yazilabilen kelimelere birka¢ 6rnek verelim.

5.8 Ornek

o 4 e .
Stern-Brocot agacindan - kesrini inceleyelim.
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% = LRLL : L(sol) ve R(sag) formatinda gosterimi

4 (3 ;) : karsilik gelen matris gosterimi

4

(g %) = W(T,S) = (TS?)(TS)(TS?)? : karsilik gelen blok formdaki kelime

(2 ;) = TS?TSTS?TS? : karsilik gelen modiiler grup elemani

Sonug olarak;

; - (g %) = W(T,S) = (TS?)(TS)(TS?)? = SBs = LRI?

5.9 Ornek

rasyonel sayisina karsilik gelen blok formu ve kelimeyi bulalim.

Ul W ;nw

= LRL = W(T,S) = (TS*)(TS)(TS?) = TS*TSTS?

5.10 Ornek

rasyonel sayisina karsilik gelen blok formu ve kelimeyi bulalim.

= RL3R = W(T,S) = (TS)(TS?)3(TS) = TSTS*TS*TS*TS

NI O Glo

Bu boliimde Stern-Brocot sayir dizisi ile modiiler grupta blok formlar yardimiyla

yazilabilen kelimeler arasindaki bagmtiy1 inceledik. Burada dikkatimizi ¢eken nokta,

modiiler grupta blok formda yazilan kelimelerin genel gésterimi

W(T,S) = S{(TS)™0(TS2)m0 ... (TS)™ (TS2)™ T/ (i=0,1,2; j=0,1)

olmasma karsin bu kelimelerden Stern-Brocot say1 dizisi igerisinde yer alanlarm sadece

(i=0; j=0) oldugu 6zel durumlar olmasidir.

Bu durum ise bizleri yeni bir arastirma konusuna sevk etti ve Genisletilmis Stern-Brocot

say1 dizisi konusu karsimiza ¢ikt1. Bu yeni say1 dizisi igerisinde modiiler gruptaki W (T, S)

icin (i#0; j#0) oldugu durumlari inceledik ve 6zgiin sonuglar elde ettik. Buldugumuz

sonuglar bizleri Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisine yonlendirdi.
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6. GENISLETILMIS STERN-BROCOT SAYI DiZiSi

Daha onceki bdliimlerde Stern-Brocot say1 dizisi yardimiyla biitlin pozitif rasyonel sayilar1
elde edebilecegimizi gostermistik. Zamanla Stern-Brocot say1 dizisi igerisinde baska say1
kiimeleri olup olmadigi arastirilmaya baslandi. 2011 yilinda Demmer [24] Stern-Brocot-
Briiche, Graphen und die Modulgruppe” isimli ¢alismasinda Genisletilmis Stern-Brocot
dizisinin bir grafigini gosterdi. 2018 yilina gelindiginde ise Morales [23] "Fenomenologia
did’actica del "arbol de Stern-Brocot" isimli ¢alismasinda negatif rasyonel sayilar1 Stern-
Brocot say1 dizisine dahil ederek Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisini ifade etti.

Her gegen giin zenginlesen literatiire ileride irrasyonel sayilar ile ilgili ¢aligsmalar yapilarak
bu kiime daha da genisletilebilir ancak biz burada rasyonel sayilar kiimesi ile yetinecegiz.
Bir 6nceki boliimde, Stern-Brocot say1 agacindaki herhangi bir elemanin modiiler grupta
bir blok forma karsilik geldigini gosterdik. Bu noktada dikkatimizi ¢eken, Stern-Brocot
say1 agacindaki her elemanin, modiiler grupta bir blok forma karsilik gelmesine ragmen,
modiiler gruptaki her blok formun Stern-Brocot say1 agacinda bir karsiligi olmamasidir. Bu
durum bizleri Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisini incelemeye ve modiiler gruptaki

diger elemanlarin, bu kiime igerisinde yer alip almadigini arastirmaya yoneltti.

Bu boliimdeki teorem, ispat ve orneklerin tamami 6zgiin bir ¢alismanin sonucunda elde

edilen orijinal tirtinlerdir.

Simdi Negatif Stern-Brocot say1 dizisi ve Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisi hakkinda
bilgi verelim ardindan bu dizilerin modiiler grup ile olan yakindan iligkisini teorem, ispat

ve ornekler ile gosterelim.

Bu boliimde, Stern-Brocot say1 dizisinin baglangi¢ degerlerinden bir tanesini negatif alarak,
negatif rasyonel sayilar kiimesinin elemanlarindan olusan Negatif Stern-Brocot sayi
dizisini elde edecegiz ve daha sonra Stern-Brocot say1 dizisi ile Negatif Stern-Brocot say1
dizisinin elemanlarindan olusan Genisletilmis Stern-Brocot sayr dizisinin tanimini

verecegiz.

6.1 Tanim

: -1 0 D e :
Ilk eleman ~ > son elemani i olan ve igerisinde biitiin negatif rasyonel sayilar1 bulunduran

diziye Negatif Stern-Brocot say1 dizisi denir. Literatiirde, pozitif olmayan rasyonel sayilar1
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listelemek i¢in kullanilan bir yontemdir. Negatif Stern-Brocot say1 dizisi, Stern-Brocot say1
dizisinin y — eksenine gore yansitilmasiyla elde edilir.
Negatif Stern-Brocot say1 dizisinin aga¢ formu olusturulurken, Stern-Brocot say1 dizisinin

agacina benzer islemler tekrar edilir. ilk siraya %1 ve % yazilir. Tkinci siraya, birinci siradaki
elemanlar aynen yazilir, daha sonra %1 ve % kesirleri arasmna bunlarin medyani olan _Tl
eklenir.

Negatif Stern-Brocot sayir dizisinin agacmin n-inci satirindaki elemanlar bulunurken
(n — 1)-inci sradaki elemanlar aynen yazilir, (n — 1)-inci siradaki her % ve 2 ardigik

kesirlerinin arasina n-inci sirada % ve 2 kesirlerinin medyani olan ﬁ kesiri eklenir.

6.2 Uyan
—SB Negatif Stern-Brocot say1 dizisi ve n bir dogal say1 olmak iizere Negatif Stern-
Brocot say1 dizisinin n-inci satir1 —SB,, ile temsil edilir.

Simdi Negatif Stern-Brocot say1 dizisinin ilk birka¢ satirina ait elemanlar1 6rnek olarak

verelim,

6.3 Ornek

Negatif Stern-Brocot sayi dizisinin ilk 5 satirina ait olan elemanlar1 bulalim.
-10

~580= {51}

5B, ==

=)
-2 -1

~SBy= {1 7]
-3 -3 -2 -1

B =555 3

_534:<________}

_SB :<_I_I_I_I_I_I_I—I—I—l—l—I_F_F_F_
> 1°2’3’3’4’5°’5’4’5’7°8°7°7°8"7"5

Negatif Stern-Brocot say1 dizisinin terimleri, Stern-Brocot say1 dizisinin aga¢ formuna

benzer sekilde aga¢ grafigi lizerinde gosterilebilir. Buna gore Negatif Stern-Brocot say1
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dizisinin elemanlar1 aga¢ formu lizerine yerlestirilip gosterildiginde asagidaki sekil elde

edilir.
1 0
0 1
__3 —
- - -5 - - -3
1 2 3 3 4 5 5 4
Sekil 6.1: Negatif Stern-Brocot Say1 Agaci
6.4 Tanim

0 -1 e . a c . : : :
-1 = (1 0 ) negatif birim matris ve (b d) seklinde 2x2 lik matris Negatif Stern-

Brocot say1 dizisinin herhangi bir terimine karsilik gelsin. Ayrica * islemi Negatif Stern-

Brocot say1 dizisinin matris formunda gegerli bir islem olmak {izere;

(a C)*L:(a+c c):a+2c

b d b+d d)” b+2d
2a +
b D *=( b1d)=msa

ve k € Z* olmak {izere

. +(k+1)
(b :z)*Lk:(Zi:-cci ccl):Z+(k+1)cCl

. (k+ Da+
(b a) R =} :-ZIZ):(kH)ZﬂCz

seklinde isleme Stern-Brocot carpimi denir.
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6.5 Tanim
Negatif Stern-Brocot Say1 dizisi ile Stern-Brocot say1 dizisinin birlesiminden elde edilen

yeni diziye Genigletilmis Stern-Brocot say1 dizisi denir. Genisletilmis Stern-Brocot say1
dizisi baslangic degerleri {%1,%,%} olan ve bu araliklarda yer alan rasyonel sayilardan

olusur. Burada dizinin elemanlar1 olan rasyonel sayilarin pay ve paydasi tamsayilardan

olusmaktadir.

6.6 Uyan

GSB Genisletilmis Stern-Brocot sayir dizisi ve n bir dogal sayr olmak {lizere GSB,
Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisinin n-inci satirindaki elemanlar1 temsil eder.
Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisine ait ilk birkag satir1 ve bu satirlarda yer alan dizinin

elemanlarini 6rnekte gorelim.

6.7 Ornek
Genigsletilmis Stern-Brocot say1 dizisindeki 4. satira kadar olan elemanlar1 bulalim.
-101
GSBo {0 '1'6}
-11
638 = {51}
-2 -112
G5B, = {T'T'E'I}
-3 -3 -2-11233
GSBs = {7'7'?'?5'55'1}
-4 -5 -5—-4-3 -3 -2-1123345514
GSB4:{T'7'?'?'T'?'?'T'Z'E'§'Z'§'§'E'I}

Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisindeki elemanlari, Stern-Brocot say1 dizisi ve Negatif
Stern-Brocot say1 dizisinde oldugu gibi aga¢ formunda gdsterebiliriz. Bu islemi yaparken
sifirdan asagiya dogru bir yansima ekseni ¢izdigimizi ve Stern-Brocot say1 agacini bu
eksene gore yansittigimizi diisiinebiliriz. Burada yansima sonrasi olusan goriintli dizinin
negatif kanadini temsil eder. Yansima eksenine gore, karsilikli elemanlarin konumlari
aynidir ancak aralarindaki tek fark, yansiyan elemanlarin gériintiilerinin negatif olmasidur.

Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisi igerisinde indirgenmis biitiin rasyonel sayilar1 i¢eren
bir say1 dizisidir. Bu dizinin elemanlarin1 Stern-Brocot say1 dizisi ve Negatif Stern-Brocot

say1 dizisinde oldugu gibi aga¢ formu iizerinde temsil edebiliriz.
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Genigletilmis Stern-Brocot say1 agacinin sag kanadi Stern-Brocot agaci ve sol kanadi
Negatif Stern-Brocot say1 agaci olmak iizere ortaya yeni bir say1 agaci ¢ikar. Genisletilmis

Stern-Brocot say1 dizisinin agact su sekilde olusur.

Sekil 6.3: [23] Morales'e gore Genisletilmis Stern-Brocot say1 agaci

Stern-Brocot say1 agacinin dallarini inceledigimizde bazi irrasyonel sayilara yakinsadigini
goriiyoruz. Hatta e,m gibi 6zel sayilarin da bu dallarin arasinda gizlenmis oldugu
dikkatimizi ¢ekiyor ancak bu ¢aligmada rasyonel kisim ile ilgilendigimiz i¢in Stern-Brocot

say1 agacmin irrasyonel sayilar ile olan iligkisine yer vermeyi uygun gérmedik.
Dammer [24] ise eserinde Genisletilmis Stern-Brocot agacini {%'%} eksenine gore

yansimasini alarak su sekilde gostermistir.
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X ’
Y,
el
E b
T
5

A

L
Y4

Sekil 6.4: [24] Dammer'e gore Genisletilmis Stern-Brocot say1 agaci
Bir 6nceki boliimde

W(T,S) = SYTS)™o(TS?)™0 ... (TS)™ (TS*)* T/ (i=0,1,2; j=0,1)

seklinde blok formda yazilan kelimelerin sadece (i=0; j=0) degerleri i¢in Stern-Brocot
agacinda yer aldigmi gormiistiik. Burada (i#0; j#0) oldugu durumlarda sonug¢ negatif
cikiyordu bu ise bizi Genisletilmis Stern-Brocot say1 dizisi lizerinde ¢alismaya yoOneltti.
Simdi (i#0; j#0) degerleri i¢in bazi W(T,S) degerlerini hesaplayalim ve sonuglara gore
Genigsletilmis Stern-Brocot agaci lizerinde yer alip almadigina bakalim.

=G To)s=G )= %)

TS=((1) 1)=R,TSZ=G (1))=L

olmak tizere;

sao=(0 NG D=0 D=7
sas=(7 N6 D= D=F
ror= )6 =0 =3
saor=(0 ¢ D=G =T

saor=(7 )0 -G D-%
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- 1 -1y -2
S(TSZ)=((1) 11)(1 (1))=(21 11)27

sarsny = (T8 T H(E 9= (P Y= -3

1 0/\1 1 1 0 ES
o= 96 -0 -7
sesor=(50 )0 =00 =5
sesr=(F D6 DG 25

swsr =0 D= =5

sosr=(2 6 D=6 =T

asyer=(1 0@ “H=( ==
sasyrr=(30 )0 H=(F A=

S2(TS2)2T = ( 12 —01) ((1) :D _ (—01 _31) _ _11

o= 16 -6 -7

1 1% /" 3/7 7%
sasr=(3 NG D=G D=7

- 1y 1

o= )0 N6 -}
= - -1
S(TS)?T = (‘1) 31) ((1) 01) - ( 31 _1) 1

S2(TS)?T = (‘11 —23) ((1) —01) _ (—3 1 ) - -2

Simdi yaptigimiz islemlerden elde ettigimiz sonuglarla blok formdaki hangi kelimenin,

Negatif Stern-Brocot agacinda hangi terime karsilik geldigini gosterelim.
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S(TS?)

S2(TS)

S2(TS?)

S(TS)(TS?) S(TS)?

S(TS?)? S(TS?*)(TS)

S2(TS)(TS?) S2(TS)?

S2(TS?)? S%(TS?)(TS)

D (TH3S(TSHT S(TS)™?

Sekil 6.5: Negatif Stern-Brocot agacinin modiiler grup kelimeleri ile temsili
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Burada _Tl den asagiya dogru dikey bir eksen indigini diisiinecek olursak, Negatif Stern-

Brocot agacinin sol tarafinda kalan dallar;

W(T,S) = S{(TS)™ (TS?)™ ... (TS)™ (TS?)™T/ (i=2; j=0)

Negatif Stern-Brocot agacinin sag tarafinda kalan dallar;
W(T,S) = SYTS)™o(TS?)™ ... (TS)™  (TS*)" T/ (i=1; j=0)

ile temsil edilebilir. Burada bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir ayrica mg ve n; sifir

olabilir.

Ikinci bdliimde verdigimiz Teorem 2.4.4'e gore modiiler gruptaki bir indirgenmis W(T,S)

kelimesinin blok formda yazilabildigini biliyoruz.

Burada 6zel bir durum olarak (i=1,2; j=0) ve n > 2 aldigimizda her kelime, Negatif Stern-
Brocot say1 dizisinin bir terimine karsilik gelir. Oyleyse blok formdaki her bir modiiler

grup elemant su gdsterim ile temsil edilebilir.
W(T,S) = S{TS)™o (TS0 ... (TS)™k(TS?)* = —SB, = R™oL™ ., R™k[™

Burada, bloklarin kuvvetleri ve Negatif Stern-Brocot dizisindeki terimlerin kuvvetleri

pozitif tamsayilardir, my ve n,, sifir olabilir.
Yukaridaki gosterimde
—SB, = R™oL™0 . R™k[™k

ifadesinde yer alan n sayis1 Stern-Brocot say1 agacinda n. satir1 temsil eder ve bu ifade

kuvvetler toplammin 1 fazlasina esittir.

n=my+ny+--+m,+n,+1,n=2

6.8 Uyan

Negatif Stern-Brocot say1 dizisinin kelime formu olan;
—SB, = R™0L"0 _ RMk[ Mk

ifadesindeki —SB,, i¢in yazim tek tiirlii degildir.

n=myg+ny+--+m+n,+1
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ifadesine gore toplami n + 1 olan farkli kuvvetler s6z konusu olabilir. Bu durumda
W(T,S) = S{TS)™o(TS*)™0 ...(TS)™ (TS?)* = —SB, = R™oL™0  R™k[™

esitligindeki kuvvetler toplami n + 1 olan farkh W (T,S) = —SB,, kelimeleri yazilabilir.
Bu durum, bizlere Negatif Stern-Brocot agacinda ayni satir i¢erisinde yer alan farkli bir

kelimenin yer alabilecegini gosterir.

6.9 Teorem

Negatif Stern-Brocot say1 dizisinde;
x € —SB,, negatif rasyonel sayisi1 igin,
n = 1i¢in:

W(T,S) =T = =SB, = —I

n = 2 icin:
—o00 < x < —1 oldugu durumda;

W(T,S) = S2(TS)™o(TSA)™ ... (TS)™k (TS2)" = —SB, = LR™MOL™0 ... R™k [

—1 < x < 0 oldugu durumda;
W(T,S) = S(TS)™0(TS?)"™ ...(TS)™k(TS?)" = —SB, = RR™OL™0 , R™k [

seklindedir. Yani W(T,S) modiiler grup kelimesi ile SBBF Stern-Brocot kelimesinin

matris formlar1 birbirine esittir.
Ispat
Tlmevarim yontemiyle ispat1 yapalim.

x € —SB, negatif rasyonel sayisi i¢in,

n =1 i¢in:

_ _ _;_(0 -1
T = —SB, = 1_(1 o)
oldugu agiktir.

n =2 igin:

—oo < x < —1 oldugu durumda;

my = 1 igin:
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§% = (_1 _1) ve (TS) = (1 1)

1 0 0 1
icin
sa=(7 D6 =G D
ve

=@ =G D= ]

i¢in
—SB, =LR=—-1+L*R

:((1) _()1)*L*R

_ (—01++10 —01) LR = (—11 —01) R

-(3 TWITY=-G D

oldugundan dolay1
S%2(TS) = (—SB, = LR)
ifadesi dogrudur.

mgy = k igin:

S2(TS)* = LR

dogru olsun.

my = k + 1 icin:
S2(TS)k+1 = LRKk+1
oldugunu gosterelim.

my = k igin:

Teorem 2.4.4'e gore

§% = (_11 _01) ve (TS)k = ((1) llc)
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icin

sas'=(7 96 V=G 7%

ve Tanim 6.4'e gore;

1= %)
+2
G @ =Gia &=praa
2a +
G @ r=0 b+a)=2rd
(a C) (a+k c c) a+(k+1)c
b d b+k-d d b+(k+1)d
(k+ Da+
b D% =G krid=Grnrra

olmak tizere

—SB, = LR* = —I L x R*

:(2 _()1)*L*Rk

-(130” Q)= e

(3 CREED) = Y

olur.
Ayrica

SE(TS)k+1 = S2(TS)*(TS)
-7 96 D6 1)
- 76 Y

-G )

ve
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—SB, = LR**' = — x L x R* xR

:((1) _01)*[,*Rk*R

=(150" G)er= (i )

_ (—11 k- (k_.1i I (()—1)) <R = (—11 —kk— 1) <R

_ (—11 —k —k1++1(—1)) _ (—11 —kk+—12)

oldugundan dolay1

S2(TS)*! = (=SB, = LR*+1)
oldugu goriilir. (1)

Benzer sekilde;

ny = 1 i¢in:

s2 = (_11 _01) ve (TS?) = (1 (1))

i¢in

sash=( 0 D=7 )

ve Tanim 6.4'e gore;

=3 )

(D =G5 -1

(3 er=(f oio)=2rs

(5 Dt =Grks D=rrirn
G D=0 L atd) =ty

olmak tlizere

—SB, =LL=—I+LxL
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:((1) _01)*[,*[,

=(O+(—1) _1)*L=(_1 —1)*L

1+0 0 1 0
_(-1+(C-1) -1\ _(-2 -1
- ( 140 0 ) B ( 1 0 )
oldugundan dolay1

S2(TS*)=(—SB, = LL)
ifadesi dogrudur.

ny = k igin:

S2(TS?)* = LIk

dogru olsun.

nyg = k + 1 i¢in:
S2(TS?)k+t = Lf+1
oldugunu gosterelim.

ng = k icin:

Teorem 2.4.4'e gore
§? = (_11 _01) ve (TS?)k = (i (1))

icin

sasr=( N6 D=0

ve Tanim 6.4'e gore;

=3
+2
G 0G5 D-irm
2a +
G -G 53
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. +k+ 1)
(b 2)*”:(;1:-2 2)=Z+(k+1)cci

. (k+1)a+
b @ =0 s pid=Gropra

olmak tlzere

—SB, = LLK = —I « L » ¥

=((1) _()1)*L*Lk

(1D e

=(CCRIEY )= )

olur.
Ayrica

S2(TSHk+1 = S%(TS*)*(TS?)
-(7 6 DG D
-7 G Y
=77 )

e

—SB, = LL¥*1' = —[ * L+ LF x L

:(2 _01)*L*Lk*L

_ (—01++10 —01) w LK% = (—11 —01) w Lk s L

=(er )= )

_ (—k —11++O(—1) —01) _ (—kl— 2 —01)

oldugundan dolay1
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S2(TS?)+1 = (=SB, = LLF*1)

oldugu goriiliir. (1)

Daha sonra bloklarm ¢arpimini inceleyecek olursak;
my =1veny =1 igin:

S2(TS)(TS?)

-(7 )6 DG D)
-7 DG D)
=(—23 —12)

ve

—SB, =LRL=—I+L*Rx*L

=(2 _()1)*L*R*L

-("1307 W)erer= ()

- TR )

=D -7 D

oldugundan dolay1

S2(TS)(TS?) = (=SB, =L *R = L)
ifadesi dogrudur.

my = k ve ny = k igin:
S2(TS)K(TS?)* = LR¥ Lk

dogru olsun.
my=k+1veny=k+1i¢in:

SZ(TS)k+1(TSZ)k+1 — LRk+1Lk+1
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oldugunu gosterelim.
my = k ve ng = k i¢in:
Teorem 2.4.4'e gore

SZ(TS)*(TS?*)*
- 6 DG D
-(7 G D)

=(—k2—k—1 —k—1>
k* +1 k

ve Tanim 6.4'e gore;

=0

G D =G =512

G Dr=( 510 =2

G D =GTie D=5
(0 §em=(C kore)=diate

olmak tuzere

—SB, = LR¥L¥ = —I L % R* x ¥

:((1) _01)*L*Rk*Lk

(1) W)= (T )R

- (—11 k- (k_-li i (()—1)) o [k = (—11 _kk_ 1) x LK

(R (A )

olur.
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Ayrica

S(TS)FH(TSLk+1 = S2(TS)K(TS)(TSL*(TS?)
G 96 D6 DG DG )
G706 DG DG )

T )G DG )

Z_2k—1 —k—2)(1 0)
24+ k+1 k+1/\1 1

k
k

(
(
( k* -3k -3 —k—Z)

k?+2k+2 k+1

ve

—SB, = LR} = — [« L« RK xR+ LF % L

:(2 _()1)*L*Rk*R*Lk*L

0+(-1) -1
1+0 0

-1 -1

)*Rk*R*Lk*L=(1 0

)*Rk*R*Lk*L

-1 k-(-D+ (1)
1 k-1+0

(
( -1 k-1
:(—1 —k—1+(—1))*Lk*L:(—1 —k—Z)*Lk*L

1 k

)*R*Lk*Lz( )*R*Lk*L

1 k+1 1 k+1

k- (-k—=2)-1 —k—2>*L:<—k2—2k—1 —k—2>*L

k-(k+1)+1 k+1 k2+k+1 k+1

_((—kZ—Zk—1)+(—k—2) —k—2>_(—k2—3k—3 —k—2
U KP4+ k+1D+(k+1) k+1/) \k*+2k+2 k+1

oldugundan dolay1

S2(TS)*1 TS+ = (=SB, = LR**1Lk+1)
oldugu goriilir. (IIT)

Benzer sekilde;

my =1veny, =1 igin:
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S2(TS?)(TS)

-1 DG D6 1
=(7 )6 )
-7 7)

"

=SB, =LLR=—-I*L*Lx*R

=((1) _()1)*L*L*R

~(1307 W)= (g e

_ (—1+(—1) —1)*R _ (—2 _1)*R

1+0 0 1 0
(=2 =1+(=2)_ (-2 -3
B ( 1 0+1 ) B ( 1 1 )
oldugundan dolay1

S2(TS*)(TS) = (=SB, = LLR)
ifadesi dogrudur.

my = k ve nyg = k igin:
S2(TS®Hk(TS)* = LLFR¥

dogru olsun.
my=k+1veny=k+1ic¢in:
S2(TS2)k+(TS)k+L = LLe+1Rk+
oldugunu gosterelim.

my = k ve ny = k igin:

Teorem 2.4.4'e gore

S2(TSH*(TS)*
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- DG DG Y
QRS ()

_ (—kl— 1 —k? —kk— 1)

ve Tanim 6.4'e gore;

=G %)

+2
G D t=Gra d=372a

2a +
G D r=0 bia) =3+

. + e+ 1)

(b fz)*Lk:(ZI:-; ;)=Z+(k+1)ccl
(

a C)*sz(a k-a+c)_(k+1)a+c

b d b k-b+d/ (k+1Db+d

olmak tuzere

—SB, = LL¥R* = —I « L * L¥ « R¥

:(O _1)*L*Lk*Rk

1 0
=(C10) ger =3 Q) sen

U RO R

:(kzl k-l(ck.;lr)o+1):(—k1—1 —kz—kk—l)

olur.
Ayrica

S2(TS?)HI(TS)k+T = S2(TS2)*(TSH)(TS)(TS)
-7 DG DG D6 DG D)
-7 G D6 D6 D)
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(7% 96 D6 )

(_k1_ 2 —k? —ka — 1) ((1) D

(—k—Z —k2—3k—3>
1 k+1

ve

—SB, = LLFTIR**1 = —[ « L« [¥ x L x R* x R

=((1) _()1)*L*Lk*L*Rk*R

— OI( 1) 1 k Rk R = 1 1 k Rk R
14+0 O)*L * L * (1 0)*L * L *

(k- (-D+(-1) -1 k (k-1 -1 K

= 0+ 1 O)*L*R *R_( 1 0)*L*R * R

—k _11++O(—1) —01) <Rk« R = (—kl— 2 —01) « R¥ % R

(
(
(
(—kl— 2 k- (—i; -_12ng (—1)) <R = (_k1_ 2 —k? —k2k ~ xR

=(—k—Z (—kZ—Zk—1)+(—k—2)>=(—k—2 —k2—3k—3)
1 k+1 1 k+1

oldugundan dolay1
SZ(Tsz)k+1(T5)k+1 — (—SBn — LLk+1Rk+1)
oldugu goriiliir. (IV)

—1 < x < 0 oldugu durumda;

my = 1i¢in:

s=(] Teas=( 1)

icin

sa =0 ) D=0 3)
ve
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= )= Dwer=(;

icin
—SB, =RR=—-I*R*R

=((1) _01)*R*R

“Q DR e

- 0=

oldugundan dolay1
S(TS) = (—SB, = RR)
ifadesi dogrudur.

my = k igin:

S(TS)* = RR¥
dogru olsun.

my = k + 1 icin:
S(TS)k+1 — RRk+1
oldugunu gosterelim.
mgy = k igin:
Teorem 2.4.4'e gore

S= ((1) _11) ve (TS)k = ((1) ’1‘)

icin

se = )6 D=0 )

ve Tanim 6.4'e gore;

=09



+2
b @ t=Gia =37z
2a +
G ) "=( bia)=2ra
. +(k+1)
(b ;)*Lk=(z-ll—_llz-cci 2)=Z+(k+1)ccz
. (k+ Da+
b =0 ¢ hrd=Grrra
olmak iizere
—SB, = LR = —I * R = R¥
=((1) _01)*R*Rk
(1 i) R =G )R
- ) =0 G
olur.
Ayrica

S(TS)k*1 = S(TS(TS)

=G )6

-1\¢1 1
k+1/\0 1

0 -1
1 1

1 k
0 1

)(
)

1 1
0 1

)

)

-1
k+2

—SB, = RR¥*' = —[ xR+ R* xR

:(2 _01>*R*Rk*R
0 S n= )
0 k-0+4+(-1) (0 -1

)+r=(

k-1+1 1

k+1

)*R
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ZG Af§f0=(?kii)
oldugundan dolay1

S(TS)k*t = (=SB, = RR¥*1)
oldugu goriiliir. (V)

Benzer sekilde;

ng = 1 icin:

S= ((1’ ‘11) ve (TS?) = (1 (1’)

igin
sash=(0 G V=G )

ve

1= o)e=( Dwer=( )

i¢in
—SB, =RL=—-I*R*L

:(2 _01)*R*L

- D D

=75 =G D

oldugundan dolay1
S(TS?)=(—SB, = RL)
ifadesi dogrudur.

ng = k icin:

S(TS?)k = RL¥

dogru olsun.
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ny =k + 1 i¢in:
S(TS2)k+1 = RLk+1
oldugunu gosterelim.
ny = k igin:

Teorem 2.4.4'e gore

s=(] easy=(, )

i¢in

sasvr =1 G D=3 1)

ve Tanim 6.4'e gore;

-1=(] )

+ 2
G a)t=Gia =572

2a+
G k=0 pia)=3pa

. +k+1)

(5 fz)*Lk:(ZI:-; 2)=Z+(k+1):z
(

a C)*Rk:(a k-a+c) (k+1Da+c

b d b k-b+d) (k+Db+d

olmak tuzere

—SB, = RL¥ = —] * R+ Lk

:(2 _01)*R*Lk

Qe )

:(k-(—1)+0 —1)_( —k —1)

k-1+1 1 E+1 1

olur.

Ayrica
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S(TS2)E+1 = S(TS2)k(TS?)
-G D6 DG D)
= DG
=(_kk+_21 _11)

ve

—SB, = RLK*1 = —[ xR« LF x L

=((1) _01)*R*Lk*L

“Q @ e

- (k k(_ll-)l--ll- ’ _11) *L= (k_+k1 _11) *L

o ORI e (Ui

oldugundan dolay1

S(TS?)k+1 = (=SB, = RLF+1)

oldugu goriiliir. (VI)

Daha sonra bloklarin carpimini inceleyecek olursak;
my=1veny, =1i¢gin:

S(TS)(TS?)

- D6 DG D
- 5)G D)
-5 %)

ve

—SB, =RRL=—-I*R*Rx*L
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0 -1
1

O)*R*R*L

<
Qe Y
<

0 _1+O)*L=(O _1)*L

1 1+1 1 2

(1 =G 3)

oldugundan dolay1

S(TS)(TS?) = (—SB, =R *R L)
ifadesi dogrudur.

my = k ve ny = k igin:
S(TS)k(TS?)* = RR¥ Lk

dogru olsun.
my=k+1veny=k+1icin:
S(TS)F+L(TS2)k+1 = RRI+1 [+
oldugunu gosterelim.

my = k ve nyg = k igin:

Teorem 2.4.4'e gore

S(TS)*(TS?)*
-G D6 DG D
:((1) k_+11)(11 (1))

—k —
:(k2+k+1 k+11)

ve Tanim 6.4'e gore;

=3
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(3 D=1 -5
(6 Dr=C 5i5) -2
(e r=(hs =gl
( Oem=( Kpto=trpete

olmak tizere

—SB, = RR¥LF = —I xR x RF x ¥

=((1) _01)*R*Rk*Lk

S R R R

RO

=(k-(—1)+0 —1>=( —k —1)
k-(k+1)+1 k+1 kK2+k+1 k+1

olur.
Ayrica

S(TSK+L(TS?)*+1 = S(TS)*(TS)(TS*)*(TS?)
G 6 D6 DG DG )
D el DG DG D)

(
(: k_fz)(i DG 1)
(4
(

erzkrt 12l )

k-1 —1)
k?+3k+3 k+2

ve

—SB, = RRK*1 [+l = — [« Rx RK « R+ ¥+ L
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0

= o

)*R*Rk*R*Lk*L

(0 —-1+4+0 k k _(0 -1 k k

= 1 O+1)*R * R x [, >|<L_(1 1)*R * R+ L+ [,
0o -1

— k — k

= kel+1 )*R*L *L_(l k+1)*R*L * [,

(1) k_+11++01) Y ((1) k_+12) el

(
(
((1) k-0+(-1)
(
(

k-(=1) +0 —1) _ —k 1
k-(k+2)+1 k+2 *L_(k2+2k+1 k+2)*L

=( —k+(-1) —1)=( —k—1 —1)
(kK2+2k+1D)+((k+2) k+2 k?+3k+3 k+2

oldugundan dolay1

S(TS)FH1 (TSP = (=SB, = RRF*1Lk+1)
oldugu goriilir. (VII)

Benzer sekilde;

my=1veny, =1i¢in:

S(TS)(TS)

-G DG D6 D

—SB, =RLR=—-I*R=*L*R

:(O _01>*R*L*R

- R s

-1 =G )
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_ (—21 —11++(2—1)) _ (—21 —32)

oldugundan dolay1

S(TS*)(TS) = (—SB, = RLR)
ifadesi dogrudur.

my = k ve ng = k igin:
S(TS*)*(TS)* = RLFR*

dogru olsun.
my=k+1veny=k+1igin:
S(TS2)e+1(TS)k+1 = RLF+1Rk+1
oldugunu gosterelim.

my = k ve ny = k igin:

Teorem 2.4.4'e gore

S(TS*)*(TS)*

= 6 D6 D)

(1 DG D

_ ( —k —k? -1 )
k+1 k?+k+1

ve Tanim 6.4'e gore;

-0 3
+2
G D r=Gra &=bvza
2a +
G D R=0 »id) =2+
. +(k+1)
(5 2)*Lk:<211§-2 ccl):Z+(k+1)cCl
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. (k + Da +
(b a) R = :-Zig)z(k+1)2+cci

olmak tzere

—SB, = RLKR* = —] % R * Lk Rk

=((1) _01)*R*Lk*Rk

“Q e () e

R D e

- (k_+k1 kk.-((_kk-l)- J{)(J: 11)) - (k_+k1 kz_lfk_+11)

olur.

Ayrica

S(TSHFHUTS) ! = S(TSH)*(TS*)(TS)*(TS)
= 6 DG D6 D6 1
e DG D6 D6 D
‘2 D6 D6 1)

i W) )

—k—1 —k2—2k—2>
k+2 k*+3k+3

Il Il
VR / /N /N
I

ve

—SB, = RL¥*IR**1 = —[ « R« ¥+ L « R % R

:(2 _01>*R*Lk*[,*Rk*R

0 -1

(0 1H0 0 -

1 0+1)*Lk*L*Rk*R:(

)*Lk*L*Rk*R
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—k
k+1

k-(—1)+0
k-1+1

(
(—k+(—1) —11)*Rk*R=(—k—1 _1)*Rk*R

_11)*L*Rk*R=( _11)*[,*Rk*R

k+1+1 k+2 1

—k—-1 k'(—k—1)+(—1)>*R=(—k—1 —kz—k—l)*R

k+ 2 k-(k+2)+1 k+2 k®+2k+1

_(—k—l (—kz—k—1)+(—k—1))_(—k—1 —k2—2k—2)
\k+2 (K +2k+D)+k+2)) \k+2  k*+3k+3

oldugundan dolay1
S(T5'2)k+1(Ts)k+1 — (—SBn — RLk+1Rk+1)
oldugu goriilir. (VIII)

Sonug olarak;
(D, (1D, (1), (1V), (V), (VID), (V1) ve (VIII) den dolay1

x € —SB, negatif rasyonel sayis1 i¢in,

n =1 i¢in:

0 -1
r=-sp=-1=(] )
n = 2 igin:

—o0 < x < —1 oldugu durumda;

W(T,S) = S2(TS)™0(TS2)m0 ... (TS)™k (TS2)" = —SB, = LR™OLM0 . R™k [

—1 < x < 0 oldugu durumda;
W(T,S) = S(TS)™(TS?)™ ...(TS)™k(TS?)" = —SB, = RR™OL™0 , R™k [

sonucu elde edilir ve burada bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, my, ve n; sifir
olabilir. o Burada my = k ve ng =k i¢in ispat1 gosterdik. Farkh my =t ve ny =z

degerleri icin esitligin oldugu benzer sekilde goriilebilir.

Besinci ve altinci boliimlerde elde ettigimiz sonuglar1 genelleyecek ve 6zetleyecek olursak
sunu diyebiliriz ki Stern-Brocot say1 dizisinde ve Negatif Stern-Brocot say1 dizisinde yer

alan her elemana karsilik modiiler grupta blok formda yazilan bir W (T, S) kelimesi vardir.

Simdi besinci ve altinci boliimlerde elde ettigimiz tiim 6zgiin sonuglar1 toplu olarak

verelim.
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6.10 Sonug¢

Pozitif ve Negatif Stern-Brocot say1 dizilerine gore:

x € SB,, rasyonel sayist i¢in,
n = 1 igin:

T2=53=531=1=((1) (1’)

n = 2 icin:

0 < x < o oldugu durumda;

W(T,S) = (TS)™0(TS2)™0 ... (TS)™k(TS2)™ = SB, = R™M0L"0 . R™k [k

x € —SB, negatif rasyonel sayis1 i¢in,

n = 1i¢in:

_ _ _;_(0 -1
T = —SB, = 1_(1 0)
n = 2 igin:

—o0 < x < —1 oldugu durumda;

W(T,S) = S2(TS)™0(TS2)m0 ... (TS)™k(TS2)" = —SB, = LR™OLM0 . R™k [

—1 < x < 0 oldugu durumda;

W(T,S) = S(TS)™0 (TSm0 ... (TS)™k(TS2)" = —SB, = RRMOL™0 . R™k [k

burada bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n;, sifir olabilir.

Elde ettigimiz sonuglar1 tablo iizerinde verelim.

i=3|j=2]| mgny.m,n, =0

W(T,S)=T?*=53=SB, =1

i=0]|j=0|mgng..my,n, €Z*

W(T,S) = (TS)™0(TS2)"0 ... (TS)™k (TS2)

= SB, = R™oLM0  R™k [

i=01]j=1]| mgny..m,n, =0

W(T,S)=T =—-SB, = -1

i=1 ]:O my, Ny ...mk,nkEZ+

W(T,S) = S(TS)™0(TS2)r0 ... (TS)™k (TS2)"

= —SB, = RR™oL™  R™k [k

i=2 ]:O my, Ny ...mk,nkEZ+

W(T,S) = S2(TS)™0(TSH)m ... (TS)™k(TS2)"*

—SB, = LR™oL™ ., R™k[L"k

Tablo 6.1: Modiiler grup kelimeleri ile Stern-Brocot kelimeleri arasindaki iligki
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6.11 Ornek

=SB, = _79 kesri i¢in karsilik gelen Stern-Brocot kelimesini ve blok formda yazilan
modiiler grup kelimesini bulalim.

—SB, = _Tg kesrine karsilik gelen Stern-Brocot kelimesi siirekli kesir doniisiimii ile, matris

doniisiimii ile veya Stern-Brocot agacindaki kollar takip edilerek bulunabilir. Bu

yontemlerden herhangi bir tanesine gore karsiligini buldugumuzda;

—SB, = 7= LLRRR = L*R3
Simdi modiiler grup kelimesine bakalim;
Teorem 6.9'a gore —oo < _Tg < —1 oldugundan dolay1

W(T,S) = S2(TS2)2(TS)3

oldugu goriiliir. Sonug olarak:

—SB, =~ =L’R* = W(T.,S) = S*(TS)*(TS)°

elde edilir.

6.12 Ornek

—SB, = I—Z kesri i¢in karsilik gelen Negatif Stern-Brocot say1 dizisinin kelimesini ve blok
formda yazilan modiiler grup kelimesini bulalim.

—SB, = I—Z kesrine karsilik gelen Stern-Brocot kelimesi benzer sekilde siirekli kesir

donilistimii ile, matris donilistimii ile veya Stern-Brocot agacindaki kollar takip edilerek

bulunabilir. Bu yontemlerden herhangi bir tanesine gore karsiligini buldugumuzda,;

=SB, = = RLRLL = RLRI?

Simdi modiiler grup kelimesine bakalim;
Teorem 6.9'a gére —1 < I—Z < 0 oldugundan dolay1

W(T,S) = S(TS)(TS?)(TS)(TS?%)?

oldugu goriiliir. Sonug olarak:

—SB, =77 = RLRL? = W(T,5) = S(TS)(TS?)(TS)(TS?)?

elde edilir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismamizda Stern-Brocot sayi dizisi hakkinda bilgi verdik ve bu dizinin tarihsel

stireci, bagka diziler ile olan baglantilar1 hakkinda agiklamalarda bulunduk.

Uciincii  boliimde Stern-Brocot sayr dizisi hakkinda genel bilgiler verilip dizinin
elemanlarmin rasyonel gosterimi, matris formu, kartezyen koordinat sistemi iizerinde

temsili gosterimi ile ilgili bilgi verdik. Buna gore;

baslangic degeri {% , %} olan dizinin olusturulmas:
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dizinin terimlerinin L(sol) ve R(sag) formatinda gosterimi:

1

1
L 2 %
l/ \g
3 3
\ - \ 2 v 2 \ 2
N, O N R o N
1 5 5 4 3 3 2 1
N // \1 N / \—,: ~ / \¢ ~ / \: ~ / \—,: \/ \5 ~ / \\—;« ~ / \\7’
1 2 3" s 4 s 5" a0 5" 'z 8 'z 7" 8 7' s
5 7 7\ 7 8 7 5 1 5 5 '-1 3 3 2 /l
N A A A A A A A A A A A A A AWV AY
1 2 3 3 45 5 4 3 7 87 7 8 7 5 6 9 11101113129 9 1213111011 9 6
6 9 11 1011 1312 9 9 12 13 11 1011 9 6 5 7 8 7 7 8 7 5 4 > 4 3 3 2 1

dizinin matris formu:

seklinde gosterilir.

Dordiincii boliimde, siirekli kesirler ile Stern-Brocot say1 dizisi arasindaki yakin iligkiyi

verdik. Buna gore;

Stirekli sonlu basit kesir gosterimi [ag; a1, ay, ..., a,] ve L(sol) ve R(sag) Stern-Brocot

agacindaki adimlar1 temsil etmek tizere, her siirekli sonlu basit kesir Stern-Brocot say1

dizisindeki L(sol) ve R(sag) gosterimi ile temsil edilebilir. Her bir siirekli kesir agilimina

karsilik gelen L(sol) ve R(sag) format;
[ag; aq,ay, ..., a,] = R®OL*R% R~ nift ise

[ag; aq,ay, ..., a,] = R®OL“R%  L%~1 ntek ise

seklinde olur. Boylelikle SB, = R™oL™0 ... R™k L™k formatindaki her bir Stern-Brocot

kelimesinin bir siirekli kesir karsilig1 oldugunu ifade etmis olduk.
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Besinci boliimde, tamami 0zgiin olan sonuclar elde ettik. Buna gore Stern-Brocot say1
dizisi terimleri ile blok formda yazilan modiiler grup kelimeleri arasindaki iligki su sekilde

olur:
x € SB, rasyonel sayisi i¢in,

n = 1 igin:

T2=53=531=1=((1) (1’)

n = 2 icin:
0 < x < o oldugu durumda;
W(T,S) = (TS)™o(TS*)™ ... (TS)™k(TS?)"* = SB, = R™0L"0 _ R™k[

burada bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n,, sifir olabilir.

Altinc1 boliime geldigimizde literatiire kazandirdigimiz tamami 6zgiin bir baska kisim olan
Negatif Stern-Brocot say1 dizisi ile modiiler grupta blok formda yer alan kelimeleri
inceledik ve besinci boliimde pozitif kisim igin buldugumuz sonuglar1 genislettik. Elde

ettigimiz sonuglara gore;
W(T,S) = SYTS)™o(TS?)™0 ...(TS)™ (TS*)* T/ (i=0,1,2; j=0,1)
modiiler grup kelimesine karsilik Negatif Stern-Brocot say1 dizisinde

x € —SB, negatif rasyonel sayis1 igin,

n =1 i¢in:

0 -1
r=-sp=-1=(] )
n = 2 igin:

—o0 < x < —1 oldugu durumda;

W(T,S) = S2(TS)™0(TSH)"0 ... (TS)™k (TS2)™ = —SB, = LRMOL0 ... R™Kk [

—1 < x < 0 oldugu durumda;
W(T,S) = S(TS)™0(TS?)M ... (TS)™k(TS?)* = —SB, = RR™0L™ .., R™k [

ile temsil edilir ve burada bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n; sifir olabilir.

esitliginin oldugunu 6zgiin bir teorem olarak ifade ettik ve ispatini yine 6zgilin olarak

verdik.
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Ayrica;
W(T,S) = S{TS)™o(TS?)™0 ...(TS)™ (TS?)* = —SB, = R™0L™0  R™k[M

esitligin var oldugunu ve —SB, terimleri i¢in modiiler grupta blok formda bir kelime

karsilig1 oldugunu belirttik.

Besinci ve altinci bolimde yer alan teoremlerimiz ile Genisletilmis Stern-Brocot Sayi
dizisinin her elemanma karsilik blok formda yazilan bir modiiler grup kelimesi oldugunu

ifade ve ispat ettik. Elde ettigimiz tiim sonuglari tablo lizerinde 6zet olarak gosterdik.

i=31j=2| myng.mg,n, =0 W(T,S)=T*=S53=5SB, =1

W(T,S) = (TS)™(TS2)™0 ... (TS)™ (TS?)n«

i=0|j=0]|myng..my,n, €Z*
g 00 e T =SB, = R™0L™0 . R™kL

i=0|j=1| mgng..my,n, =0 W(T,S) =T = —-SB, = —1I

W(T,S) = S(TS)™0(TS2)"0 ... (TS)™* (TS2)™

i=1(j=0|myng..m,n, €Z"
g 00 e T = —SB, = RR™L" .. R™k L

W(T,S) = S2(TS)™(TS?)"0 ... (TS)™(TS?)"

| = 2 i =0 , ’ e Z*
i J Mo, T - MM, Tk —SB, = LR™0L"0 . R™k L

Son olarak konuyla ilgili ag¢ik uglu problemlerden ve yapilabilecek caligmalardan

bahsedelim.

Bu calismamizda dordiincli boliimde, sonlu basit siirekli kesirler ile Stern-Brocot sayi
dizisinin terimleri arasindaki iligskiyi inceledik. Bu kisim genisletilip sonsuz siirekli kesir
acilimlari ile irrasyonel sayilarin Stern-Brocot say1 dizisi ile olan iliskileri incelenebilir, bu

konuda yeni sonuglar elde edilebilir.

Ayrica basit siirekli kesirler yardimiyla modiiler grubun blok formda yazilan kelimelerinin
parabolik noktalarmi, basit siirekli kesirler ile Stern-Brocot blok kelimeleri arasindaki
iliskiyi ve Stern-Brocot blok kelimeleri ile modiiler grubun blok formda yazilan kelimeleri
arasindaki iligskiyi inceledik. Elde edilen bu sonuglar arasinda gecis yapilabilir, Stern-

Brocot kelimeleri ile parabolik nokta hesaplama ydntemi bulunabilir ve yeni sonuglar elde

edilebilir.

Burada modiiler grup iizerine yaptigimiz ¢aligmalar modiiler grubun alt gruplari olan,

komiitator alt grup ve kuvvet alt gruplar1 lizerine tasnabilir, bu gruplarin elemanlar1 da
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Stern-Brocot say1 agaci iizerinde gosterilebilir ve yeni Stern-Brocot say1 agaclari elde

edilebilir.

Ayrica, calismamiz Genisletilmis modiiler grup iizerine tasinabilir ve modiiler grup
buldugumuz sonuglar Genigletilmis modiiler grup {izerine uyarlanip yeni ¢oziimler elde
edilebilir ve Genisletilmis modiiler grup Stern-Brocot say1 agacina uyarlanarak yeni bir

agac diyagrami olusturulabilir.

Modiiler grup, Hecke gruplarinin 6zel bir alt grubu oldugu i¢in, buradaki sonuglar
yardimiyla Hecke gruplari, Genisletilmis Hecke gruplart ve Genisletilmis Genel Hecke

gruplar1 iizerinde ¢aligmalar yapilabilir ve yeni sonuglar elde edilebilir.

Burada, Stern-Brocot say1 dizisi ile siirekli kesirler arasindaki iligkiyi ifade ettik. e,  gibi
baz1 6zel irrasyonel sayilar Stern-Brocot agaci iizerinde gosterilebilir ve sonsuz siirekli

kesirler ile iliskisi bulunabilir.

Biz bu ¢alismamizda, Stern-Brocot say1 dizisini ve negatif rasyonel sayilarin eklenmesiyle
elde edilen genisletilmis stern-brocot say1 dizisini inceledik ve 6zgiin sonuglar elde ettik.
Bu say1 dizisine irrasyonel sayilar eklenebilir ve Reel Stern-Brocot say1 dizisi ismiyle yeni
bir say1 dizisi olusturulabilir hatta karmasik sayilarin da dahil olmasiyla daha genel bir

formda Kompleks (Karmasik)  Stern-Brocot sayr dizisi elde  edilebilir.
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