T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

SABIT NOKTALARIN GEOMETRISI VE SABIT NOKTALARDAKI
SUREKSIZLIK

UFUK CELIK

DOKTORA TEZi

Jiiri Uyeleri :  Prof. Dr. Nihal OZGUR (Tez Danismani)
Prof. Dr. Yunus Emre YILDIRIR
Prof. Dr. Ozcan GELiSGEN
Dr. Ogr. Uyesi Beyza Billur ISKENDER EROGLU
Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR

BALIKESIR, OCAK-2021



ETiK BEYAN

Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarima uygun olarak tarafimca
hazirlanan “Sabit Noktalarin Geometrisi ve Sabit Noktalardaki Siireksizlik” baslkl: tezde;
- Tiim bilgi ve belgeleri akademik kurallar gergevesinde elde ettigimi,
- Kullanilan veriler ve sonuglarda herhangi bir degisiklik yapmadigim,
- Tiim bilgi ve sonuglari bilimsel aragtirma ve etik ilkelere uygun sekilde sundugumu,
- Yararlandifim eserlere atifta bulunarak kaynak gosterdigimi,

beyan eder, aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.

Ufuk CELIK



OZET

SABIT NOKTALARIN GEOMETRISI VE SABIT NOKTALARDAKI
SUREKSIZLIK
DOKTORA TEZi
UFUK CELIK
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. NiHAL OZGUR)

BALIKESIR, OCAK - 2021

Sabit nokta teorisinde daralma sartlarinin cesitli genellemelerinin ortaya ¢ikardigr ilgi
cekici baz1 geometrik yapilar mevcuttur. Bu ¢aligmanin amaci, doniisiimlerin sabit noktasi
birden fazla oldugunda sabit nokta kiimesinin geometrik 6zelliklerini, Rhoades’in sabit
noktadaki siireksizlik kavrami ile ilgili ag¢ik problemini ve doniigiimlerin sabit nokta
kiimesinin elemanlar1 iizerindeki siireklilik-siireksizlik durumunu incelemektir.

Bu tezde, ilk olarak sabit nokta teorisinin bir genellemesi olan sabit ¢ember ve sabit disk
problemleri ele alindi.

Ikinci béliimde metrik uzaylarin bir genellemesi olan S—metrik uzaylarin temel
ozellikleri, metrik ve S—metrik arasindaki iliski ve metrik ile S—metrik uzaylarda
¢ember, disk ve sabit gember tanimlar ele alindi.

Ugiincii ve dordiincii boliimlerde metrik ve S —metrik uzaylarda sirasiyla sabit gember ve
sabit disk problemlerine ve Rhoades’in agik problemine yeni ¢oziimler verildi.

Besinci boliimde metrik ve S —metrik uzaylarda ortak sabit nokta ve ortak sabit ¢cember
sonugclari verildi.

Altinct bolimde metrik uzaylarda doniisiimlerin  sabit nokta kiimesinin elemanlar
tizerindeki sabit noktadaki siireksizlik kavrami ile ilgili durumunun bir uygulamasi verildi

ve Rhoades’in agik probleminin bir genellemesi tanitildu.

Son boliimde ise kapali bagintt kullanilarak metrik uzaylarda yeni sabit nokta sonuglari
verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Metrik uzay, S —metrik uzay, sabit nokta, sabit cember, sabit
disk, siireksizlik, aktivasyon fonksiyonu.
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There are some interesting geometric constructions in the fixed point theory that arise from
various generalizations of the contraction conditions. The purpose of this study is to
examine the geometry of the set of fixed points when the number of the fixed points of
self-mappings is more than one, along with the Rhoades’ Open Problem on the
discontinuity at fixed point and the continuity-discontinuity case on the elements of the
fixed point set of self-mappings.

In this thesis, the fixed circle and the fixed disc problems, as the generalization of the fixed
point theory, are first recalled.

In the second chapter, the basic properties of S—metric spaces, which are new
generalizations of metric spaces, the relationship between a metric and an S —metric, and
the definitions of the notions of a circle, disc and fixed circle on metric and S — metric
spaces are recalled.

In the third and fourth chapters, new solutions are given to the fixed circle and fixed disc
problems, Rhoades’s Open Problem in metric and S —metric spaces, respectively.

In the fifth chapter, common fixed point and common fixed circle results are examined in
metric and S —metric spaces.

In the sixth chapter, an application of the state of self-mappings in metric spaces related to
the concept of discontinuity at fixed point on elements of the fixed point set is given and a
generalization of Rhoades’ Open Problem is introduced.

Finally, new fixed point results are given in metric spaces using implicit relation.

KEYWORDS: Metric space, S—metric space, fixed point, fixed circle, fixed disc,
discontinuity, activation function.
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ONSOZ

Bu calismada, sabit nokta teorisinde doniisiimlerin sabit noktalarinin sayisi birden fazla
oldugunda bu sabit nokta kiimesinin geometrik 6zellikleri ve doniisiimlerin sabit nokta ya
da sabit nokta kiimesinin elemanlar1 (zerindeki siireklilik-siireksizlik  durumu
incelenmistir.
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1. GIRIS

Bir sabit nokta teoremi, T fonksiyonu T:X — X seklinde bir fonksiyon olmak tizere
belirli sartlar altinda Tx—x=0 denkleminin ¢6ziim kiimesinin bostan farkli bir kiime
oldugunu ileri siirer. Burada X herhangi bir kiime (metrik uzay, normlu uzay,
genellestirilmis metrik uzay v.b.) olabilir. Sahip oldugu yapisal 6zelliklerle birlikte
Tx—Xx=0 denkleminin ¢0ziim kiimesinin matematigin ¢esitli alanlarinda bir¢ok

uygulamasi mevcuttur.

Sabit noktalar1 olan bazi doniisimler sinir aglarinda aktivasyon fonksiyonlari olarak
kullanilabilmektedir. Mobius doniisiimleri bu tiir doniistimlere Ornektir. Bir Mobius

dontisimii, a,b,c,d kompleks sayilar ve ad —bc =0 olmak tizere

az+b
T(Z):cz+d

formundadir ve en fazla iki sabit noktasi vardir.

Diger taraftan literatiirde sabit noktasi ikiden fazla olan fonksiyon 6rnekleri mevcuttur. C

kiimesi her z,we C igin
d(z,w)=|z—-w|

bi¢iminde tanimlanan alisilmis metrik ile bir metrik uzaydir. T doniisimi her z € C\ {0}

. 1 . .
icin Tz == olarak tanimlansin. Buradan agik¢a goriiliir ki T doniisiimiiniin sabit nokta
z

kiimesinin eleman sayis1 ikiden fazladir. Ek olarak bu sabit nokta kiimesi geometrik olarak

bir ¢emberdir. Bu ¢ember C,, ¢emberidir. Burada C kiimesi iizerinde bir metrik yerine

genellestirilmis bir metrik olan S —metrik alinabilir. Yani C kiimesi her z,w,t € C igin



_ 2=t

S(z,w,t) 5

bi¢iminde tanimlanan S — metrik ile bir S —metrik uzay olur. Buradan da agik¢a goriiliir ki

1 . . . . .
Tz == doOniisiimiiniin sabit nokta kiimesi geometrik olarak bir ¢emberdir. Bu ¢ember
VA

Co.={2€C:5(2,2,0)=1} gemberidir.

Yukaridaki bilgiler baglaminda T : X — X seklindeki doniistimlerin sabit nokta kiimesinin

geometrisi oldukea ilgi ¢ekicidir ve biiyiikk 6neme sahiptir. Bir T doniisiimiiniin sabit nokta

kiimesini Fix(T)={xe X :Tx=x} seklinde gdsterecegiz.

T:X — X seklindeki dontisiimlerin sabit noktalarinin sayisinin birden fazla olmasi
durumunda bu sabit nokta kiimesinin geometrisi ile ilgili bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Sabit
nokta kiimesinin elemanlarinin ¢ember olusturma durumu ilk olarak [1] numarali makalede

N. OZGUR ve N. TAS tarafindan calisiimistir.

Stefan Banach’tan beri yapilan sabit nokta ¢alismalarinda daralma kosulunun ve metrik
uzayin genellemesi biiylik 6neme sahip olmustur. Sabit nokta {ireten daralma kosullarinin
varligi metrik ve genellestirilmis metrik uzaylar lizerinde oldukga ¢alisilmistir. Sabit nokta
teorisinin genellemelerinden biri de geometrik olarak bir gember ya da disk olusturan veya
bir ¢cember ya da disk kapsayan bir sabit nokta kiimesinin varligin1 garanti eden daralma
sartlariin varligi problemidir. Bu problem literatiire sabit ¢ember ya da sabit disk

problemi olarak ge¢cmistir.

Son yillarda birgok teknik kullanilarak metrik ve genellestirilmis metrik uzaylar tizerindeki
dontigiimler i¢in sabit ¢cember problemine ¢oziimler getirilmistir [1-13]. Bu ¢alismanin 3.
béliimiiniin birinci kisminda metrik uzaylarda sabit gember sonuglar1 verilecektir. Ozel bir

fonksiyon sinifina ait artan bir fonksiyon yardimiyla ve 6zel tanimlanan bazi sayilarin



daralma kosullarinda kullanilmasiyla sabit ¢ember problemine ¢esitli ¢oziimler

verilecektir.

Sabit nokta teorisinde daralma kosulunun genellestirilmesinin yaninda metrik uzaylar da
genellestirilmis ve genellestirilmis metrik uzaylar iizerinde de gesitli sabit nokta sonuglari
calisilmistir. Genellestirilmis metrik uzaylardan biri Sedghi, Shobe ve Aliouce tarafindan
[14] numarali kaynakta tanitilan S —metrik uzay kavramidir. Bu ¢aligmanin 3. boliimiiniin

ikinci kisminda S —metrik uzaylarda sabit gember sonuglari verilecektir.

Rhoades, [15] numarali kaynakta 250 tane daralma sartt verip daralma sartlarinin
cogunlugunun kiimenin tamaminda doniigimiin siirekli olmasimi gerektirmedigini
gostermistir. Ancak daralma sartlarimi saglayan biitiin doniistimler sabit noktada siirekli
cikmigtir. Ayrica Rhoades daralma sartlarinin doniigsiimleri sabit noktada siireklilige
zorladigim1 gostermistir. Rhoades [16] numarali kaynakta sabit nokta iireten fakat
dontisiimleri sabit noktada siireklilige zorlamayan daralma sartlarinin varligimi agik
problem olarak sunmustur. Ac¢ik problem ig¢in [1-2,11-12,17-28] numarali kaynaklarda
cesitli ¢alismalar yapilmistir. 4. bolimde metrik ve S —metrik uzaylarda Rhoades’in bu

acik problemine yeni ¢ozlimler verilecektir.

Sabit nokta teorisinin yapisal elemanlar1 diisiiniildiiglinde bu elemanlardan birisi
dontistimlerin sayisidir. Doniisiim birden fazla oldugunda bu doéniisiimlerin ortak sabit
noktalarinin arastirilmasi biiyiilk 6nem arz etmektedir. [9] numarali kaynakta herhangi bir
¢emberi iki ya da daha fazla T : X — X seklindeki doniisiimler igin ortak sabit gember
yapan daralma sartinin ya da sartlarinin ne oldugu agik problem olarak verilmistir. Bu acik
probleme ¢6ziim olarak [5] numarali kaynakta ortak sabit nokta ve ortak sabit ¢gember
sonuglari verilmistir. 5. boliimde metrik ve S —metrik uzaylarda yeni ortak sabit nokta ve

ortak sabit gember sonuglar1 arastirilacaktir.

Aktivasyon fonksiyonlarinin yapay sinir aglar1 i¢cindeki 6nemi son yillardaki ¢aligmalarla

giderek artmaktadir. Son yillarda [29-34] numarali kaynaklarda yapay sinir aglar igin



stireksiz fonksiyonlar ve doniisiimlerin sabit noktalari 6nemli yer tutmustur. Bu ¢alismanin
altinc1 boliimiinde yapay sinir aglarinda kullanilan bir fonksiyon sinifinin bir {iyesinin sabit
nokta kiimesinin geometrisi ve fonksiyonun sabit nokta kiimesinin elemanlari tizerindeki
stirekliligi-siireksizligi arastirtlacaktir. Ayrica Rhoades’in agik probleminin bir genellemesi

verilecektir.

Son yillarda bir ¢ok teknik kullanilarak c¢esitli sabit nokta sonuglar1 elde edilmistir. Bu
tekniklerden birisi kapali baginti yardimiyla doniisiimlerin  sabit noktalarinin
arastirilmasidir. Son boliimde kapali bagmti yardimiyla bazi sabit nokta sonuglari

verilecektir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin diger kisimlarinda kullanilan temel kavramlara yer verilecektir.

(X,d) bir metrik uzay olsun. X metrik uzayinda bir gember ve bir disk sirasiyla

Co.r :{Xe Xid(x %)= r} ve D, , :{X e X :1d(X,%)< r} olarak tanimlanir.

(R,d) bir metrik uzay olmak iizere, literatiirde R ’de verilen gember drnekleri genellikle

bir ya da iki elemanlidir. Bu noktadan bakildiginda R ’de n>2 olmak iizere n elemanl

bir ¢emberin varlig1 ya da r,r,,...,r, € R olmak iizere bu n tane noktadan gecen bir

cemberin varli1 ve n sayisinin maksimum degeri acik bir problem olarak bulunmaktadir

[11].

Simdi asagida R’de sonsuz elemanli bir g¢ember Ornegi verecegiz. X =R ve
d:XxX —[0,c0) doniisimii her xeR igin d(x,y)=|x—y|+|x|-|y| olarak
tamimlansin. Burada agikga goriiliir ki d donitisimii R ’de bir metriktir. Simdi x, >0 ve

r>0 olmak tizere C, . ¢emberini belirleyelim. Burada 4 farkli durum s6z konusudur.

1. x> X, olsun. Bu durumda

d(X’Xo):|x_xo|+ux|_|xon:r
=S X=X+ X=X, =T
= 2X=2X,+I

r
= X=X+
2
r .. .
bulunur. XO+E>XO oldugu i¢in burada agik¢a gorilir ki r ne olursa olsun

r ..
X=X, + 2 noktast C, . ¢emberinin elemanidir.

2. 0<x<X, olsun. Bu durumda



d(x,xo):|x—x0|+”x|—|x0”:r
= X, — X+ X —X=T
= 2%, —2X=Tr

r
=S X=X ——=
2

- . r ..
bulunur. Burada eger r < 2x, ise x =X, -3 noktast C, . ¢emberinin elemant olur.

3. —X, < x<0 olsun. Bu durumda

d(x,x0)=|x—x0|+||x|—|x0||=r
= X, —X+X+X, =T
= 2%, =r

bulunur. Burada eger r =2x, ise [—XO,O] kapali aralifindaki her bir reel say1 C, |

¢emberinin elemani olur.

4. X< —X, olsun. Bu durumda

d (X, %) =[x =Xo| +[|X| = [%]| =
= X = X— X=X, =T
= -2X=r

;
= X=——
2

. . r .
bulunur. Burada eger r > 2x, ise X = —3 noktast C, . ¢emberinin elemant olur.

Bu noktada yukaridaki dort durum goz oniinde bulundurularak C,, ¢emberi hesaplanirsa

C,,=[-2,0]u{4} elde edilir ki C,, ¢emberinin sonsuz elemanli oldugu goriiliir.

Bu 6rnek bize bir kiime iizerinde farkli metrikler kullanmanin 6nemini gostermektedir.

Sabit ¢ember kavrami ilk olarak [1] numarali kaynakta sabit nokta teorisinin bir

genellemesi olarak verildi.



21 Tamm (X,d) bir metrik uzay, T:X—>X bir donisim ve

C.r={xeX:d(x,%)=r} bir gember olsun. Eger her xeC, , i¢in Tx=x ise C,

r

cemberine T donlislimiiniin sabit gemberi denir [1].

Sabit ¢cember problemine son zamanlarda bir¢ok teknik kullanilarak c¢esitli ¢oziimler
getirilmistir. Bu tekniklerden bazilarinda Wardowski tarafindan [35] numarali kaynakta

tanitilan asagidaki fonksiyon ailesi kullanildi.

2.2 Tamm F | asagidaki sartlari saglayan F:(0,00) > R seklindeki biitiin fonksiyonlarin
ailesi olsun [35].

1. F fonksiyonu kesinlikle artandir.

2. (0,0) araligindaki her bir {a,} dizisi i¢in lima, =0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul limF (a,)=—oo olmasidir.

n—o0

3. lima“F(a)=0 esitligini saglayan bir k €(0,1) sayis1 vardur.

a—0"

Asagidaki 6rnekte verilen fonksiyonlar [35] numarali kaynakta Tanim 2.2’nin sartlarini

saglayan fonksiyon ornekleri olarak verildi.

2.3 Ornek F fonksiyonu F:(0,0)—>R seklinde bir fonksiyon olsun. F(x)=Inx,

F(x)=Inx+x, F(x)=- 1 ve F(x)=In (X2 + X) fonksiyonlar1 Tanim 2.2’deki

i

kosullar1 saglar [35].

Asagidaki daralma yapist Wardowski tarafindan [35] numarali kaynakta Tanim 2.2’deki

fonksiyon ailesi kullanilarak verildi.



2.4 Tamm Eger her X,y € X i¢in d(Tx,Ty)>0=>7+F (d (TX,Ty)) <F (d (x, y)) olacak

sekilde 7>0 ve F el varsa T: X — X doniisimiine bir F —daralma denir [35].

[35] numarali kaynakta Tanim 2.4’deki daralma tanimi kullanilarak bir sabit nokta teoremi

elde edilmistir.

Asagidaki tanim [9] numarali kaynakta F —daralmanin bir baska ¢esidi olarak verildi.

2.5 Tammm Eger her xe X i¢in d(x,Tx)>0=7+F (d (X,TX)) <F (d (%o X)) olacak
sekilde 7>0, FeF ve x,e€ X varsa T:X — X donlisimine X {izerinde bir F, -

daralma denir [9].

Asagidaki teoremde Tanim 2.5°deki F, —daralma tanim kullanilarak sabit ¢ember

problemine bir ¢oziim getirilmistir [9].

2.6 Teorem T doniisimi X, € X noktasi i¢in bir F, —daralma donisimi ve
py =inf {d (X, Tx):x#Tx,x e X} olsun. Bu taktirde C, , ¢emberi T doniisiimiiniin bir
sabit gemberidir. Ozellikle p < p, olmak iizere T doniigiimii C,,, semberini de sabit

birakir [9].

Bu ¢aligmada metrik uzaylarda sabit ¢gember problemine ¢ézlimler verirken

ps =inf{d(x,Tx):x=Tx,xe X} (2.1)

sayist kullanilacaktir.



Simdi asagida diger bolimlerde kullanilacak olan Ny (X,y) ve M, (x,y) sayilarmn

verelim. Bu sayilar [28] numarali kaynakta Rhoades’in agik problemine bir ¢6ziim sunmak

i¢in verildi.

Ng (%, y)=amax{d(x,Tx),d(y,Ty)}

9[d(x,Ty)+d(y,Tx)]}

2

+3 max{d (x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),

d(xy)d(y,Ty) d(xly)d(y,Ty)}

Wmax{d(x’TX)'d(y’Ty)' 1+d(xTx)  1+d(Tx.Ty)

M, (%, y)=amax{d(x,Tx),d(y,Ty)}

2

d(x,Ty)+d(y,Tx)]}

+p max{d (x,y),d(xTx),d (y,Ty),[

d(y,Ty)[d(xTy)+d (y,Tx)]}

+ 1 max{d (X, Y)vd (X’TX)’d (y’Ty)’ 1+d (X,TX)+d (y,Ty)

0<f0<leoa p,ucR, ve a+pf+u>0.

[14] numarali kaynakta bir metrik uzaymn genellemesi olarak S —metrik uzay kavrami

tanitild.

2.7 Tamm X bostan farkli bir kiime ve S:XxXxX —[0,00) fonksiyonu her

X,Y,Z,a€ X i¢in asagidaki sartlar1 saglasin:

1. S (X, Y, Z) =0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Xx=Yy =2z olmasidir.

2. S(x,y,2)<S(x,x,a)+S(y,y,a)+S(z,z,a).

Bu takdirde S doniisiimiine X iizerinde bir S—metrik ve (X,S) ikilisine de bir S—

metrik uzay denir [14].



2.8 Ornek X=R ya da X=C olsun ve S:XxXxX —[0,00) déniisiimii her
X,¥,ze X i¢in S(X,y,z)=|x—z|+|y—z| olarak tanimlansin. Bu takdirde S doniisiimii

X {izerinde bir S —metriktir. R ya da C’deki bu S —metrige alisilmis S —metrik denir
[36].

2.9 Onerme (X,S) bir S—metrik uzay ve x,yeX olsun. Bu takdirde

S (X, X, y) =S (y, Y, X) esitligi gecerlidir [14].

Bir metrik ve bir S —metrik arasindaki iliski [37] numarali kaynakta sonug olarak verildi.

2.10 Onerme (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde asagidaki sartlar saglanir [37]:

1. Her x,y,ze X igin Sy (x,y,z)=d(x,z)+d(y,z) fonksiyonu X iizerinde bir S—
metriktir.

2. (X,d) uzayinda x, — x olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (X,S,) uzaymnda
X, = X olmasidir.

3. (X,d) uzayinda {Xn} dizisinin Cauchy dizisi olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul
(X,Sg) uzayinda {Xn} dizisinin Cauchy dizisi olmasidir.

4. (X,d) uzaymn tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (X,S,) uzaymm tam

olmasidir.

Onerme 2.10°daki birinci maddedeki S, metrigine d metrigi tarafindan iiretilen S—

metrik denir. Onerme 2.10°daki birinci madde her bir metrikten bir S —metrik tretilebilir
sonucunu verir. Fakat her bir S —metrik bir metrik tarafindan iretilemez. Asagida verilen

Ornek 2.11, [38] numarali kaynakta bir metrik tarafindan iiretilemeyen S —metrik drnegi

olarak verilmistir. [39] numarali kaynakta (X,S) herhangi bir S —metrik uzay olmak
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iizere her x,yeX i¢in d (X,¥)=S(X,X,¥)+S(Y,y,X) bi¢iminde tanimlanan
d.: XxX —> [0,00) doniistimiiniin X tizerinde bir metrik tanimlayacagi belirtilmis fakat
[38] numarali kaynakta d : X xX — [0,00) doniisiimiiniin X {izerinde her zaman bir

metrik tanimlamayacagi bir 6rnekle gosterilmistir. d,: X x X — [O,oo) doniistimiinin X

tizerinde bir metrik tanimlamamasinin sebebi liggen esitsizligini saglamamasidir. Yani, X

tizerinde tanimli her bir S —metrik X tizerinde bir metrik tanimlamamaktadir.

211 Ornek X =R ve S:XxXxX —[0,) doniisimi her Xy,zeX igin
S(X,y,2)=|x—2z|+|x+z—2y| olarak tanimlansmn. Bu takdirde S doniisiimii X iizerinde

herhangi bir metrik tarafindan tretilemeyen bir S—metrik ve (X,S) bir S—metrik

uzaydir [38].

Simdi baz1 S —metrik uzay orneklerini dikkate alalim.

2.12 Ornek X bostan farkli bir kiime, d:XxX —[0,00) doniisimii X {izerinde

herhangi bir metrik ve S: X x X x X —[0,%0) déniisiimii her X,y,ze X igin

S(x,y,2)= min{l,d (x,z)}+min{1,d (y,z)}

olarak tanimlansin. Bu takdirde S doniisiimii X iizerinde bir S —metrik ve (X,S) ikilisi
S —metrik uzay olur [13]. Bu S—metrik m(x,y)=min{Ld(x,y)} olarak tanimlanan m

metrigi tarafindan tiretilir. Gergekten her X,y,z e X igin

S(x,x,2)= 2min{1,d (x,z)} =2m(x,z)=>m(x,z)= min{l,d (x,z)}

ve
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S(y,y,z)=2min{Ld(y,z)}=2m(y,z)=m(y,z)=min{Ld (y,z)}

olur. Dolayisyla S(x,y,z)=min{Ld(x z)}+min{Ld(y,z)}=m(x,z)+m(y,z) elde
edilir ki bu S —metrigin, m(x,y):min{l,d(x,y)} olarak tamimlanan m metrigi

tarafindan iiretildigini gosterir.

2.13 Ornek X =R, d:XxX — [0,00) dontisimii X {izerinde herhangi bir metrik ve

S:X xXxX —[0,00) déniisiimii her X,y,z€ X i¢in
S(xy,z)=min{Ld(x,z)}+|y-Z]

olarak tanimlansin. Bu takdirde S déniisimii X iizerinde bir S—metrik ve (X,S) ikilisi

S —metrik uzay olur [13]. Bu S —metrik herhangi bir metrik tarafindan iretilemez. Tersine

her x,y,ze X i¢in

S(x,y,z)=d,(x,z)+d,(y,2)

olacak sekilde bir d, metriginin bulundugu kabul edilirse her x,y,z € X i¢in
S(x,x,z)=2d,(x,2)=d,(x2) :%[min{l,d (X, z)}+|x—z|}

ve

S(y, y,z):2d1(y,z):>dl(y,z):%[min{1,d(y,z)}+|y—z|}
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olur. Dolayisiyla
min {1,d (X, z)}+|y— z|# %[min{l,d (X, z)}+|x— z|]+%[min{1,d (y, z)}+|y—z|]

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak buradaki S —metrik herhangi bir metrik

tarafindan uretilemez.

[4] ve [14] numarali kaynaklarda bir (X , S) S —metrik uzayinda bir ¢cember ve bir disk
sirasiyla Cp  ={xeX:S(x,x%)=r} ve D ={xeX:S(x,xx)<r} olarak

tanimlandi.

2.14 Ornek X bostan farkli bir kiime, d:XxX —[0,00) déniisiimii X iizerinde
herhangi bir metrik ve (X,S) S-—metrik uzayr Ornek 2.12°de verilen S—metrik uzay

olsun. C; = ¢emberi hesaplandiginda
sto,r Z{XG X :S(x,x,xo):2min{1,d(x,x0)}: r}

bulunur. Burada ii¢ farkli durum ortaya ¢ikar.

1. Eger r=2olursa C; , ={xe X :d(x,%,)=1} olur.

2. Eger r>2 olursa C; =@ olur.

3. Eger r<2 olursa C

X r
0!2

2

Z{XEX :d(x,xo):%} iken C;  =C | olur.
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2.15 Ornek X bostan farkli bir kiime, d:XxX —[0,0) doniisiimii X {izerinde
herhangi bir metrik ve (X,S) S-—metrik uzayr Ornek 2.13’de verilen S—metrik uzay

olsun. CXS; . ¢emberi hesaplandiginda
Cor={Xe X :S(X.%,%)=min{Ld (XX )}+[x—x|=r}

bulunur. Burada iki farkli durum ortaya ¢ikar.
1. Eger X e(X - DXO,l)uCXO,1 ise C; |, :{x e(X — on,l)ucxo,l X —%| = r—1} olur.

2. Eger xeD, ,-C, ,ise C; | Z{XE D1 —C,1:d(X%)+[x=x|= r} olur.

Asagida verilen S —metrik herhangi bir metrik tarafindan tiretilemeyen S —metriktir fakat
bu S —metrik uzaydaki herhangi bir gember R ya da C {izerinde tanimlanan alisilmig

metrik uzaydaki ¢ember ile aynidir.
2.16 Ornek X =R yada X =C ve S: X x X x X —[0,00) dniisiimii her X,y,ze€ X i¢in

S(x, y,z):max{|x—y|,|y—z|,|z—x|}

olarak tanimlansin. Bu takdirde S dontisiimii X {izerinde herhangi bir metrik tarafindan

tretilmeyen S —metriktir [13]. Bu S—metrik uzaydaki herhangi bir ¢ember

CfO‘r :{Xo—r,xo+r} olur. Bu c¢ember R iizerindeki aligilmis metrige gore

Cor = {X e X :[x=x%,|= r} cemberiyle aynidir.

Asagidaki daralma tanimi S —metrik uzaylar tizerindeki doniisiimler i¢in [6] numarali

kaynakta verildi.
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2.17 Tamm (X,S) bir S—metrik uzay olsun. Eger her x € X i¢in

S(TX,TX,X)>0=t+F (S(Tx,TX, X)) < F (S (X,%,%,))

sartin1 saglayan F elF, >0 ve X, e X varsa T : X — X doniisiimiine X iizerinde F°—

c

daralma denir [6].

[6] numarali kaynakta Tanim 2.17°deki daralma tanimi kullanilarak sabit ¢ember

problemine ¢oziimler verilmistir.

Bu ¢alismada S — metrik uzaylarda sabit gember problemine ¢oziimler verirken

p. =inf {S(x,x,Tx):x=Tx,xe X} (2.2)

sayist kullanilacaktir.

Asagidaki sonu¢ [17] numarali kaynakta Rhoades’in acgik problemi icin verilen bir

¢Ozimdiir.

2.18 Teorem Eger bir tam (X,d) metrik uzaymm bir T:X — X doniisiimii asagidaki

sartlar1 saglarsa T ’nin tek Z Sabit noktasi vardir. Ek olarak T 'nin Z noktasinda siirekli

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul lim max{d (x,Tx),d (Z,Tz)} =0 olmasidir [17].

1. w:R*—>R" her t>0 i¢in y(t)<t olacak sekilde bir doniisim oldugunda

d (Tx, Ty) <y (max{d (x,Tx),d (y,Ty)}) olur.
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2. Verilen  bir £>0 igin  bir 5(e)>0 vardir  dyle ki

e <max{d(x,Tx),d(y,Ty)} <&+& oldugunda d(Tx,Ty)<e olur.

Asagidaki bir diger sonug¢ [19] numarali kaynakta Rhoades’in agik probleminin bir baska

¢Oziimii olarak verilmistir.

2.19 Teorem Eger bir tam (X,d) metrik uzaymm bir T:X — X doniisiimii asagidaki

sartlar1 saglarsa T ’nin tek z sabit noktasi vardir. Ek olarak T ’nin Z noktasinda stirekli

olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul limM (x,z)=0 olmasidir [19].

1. w:R*>R" her t>0 i¢in y(t)<t olacak sekilde bir doniisim oldugunda

d(Tx,Ty)<w (N(x,y)) olur. Burada 0 <a<1 olmak iizere N (x,y) fonksiyonu

[d(xTy)+d (y,Tx)]}

2

N(x,y)= max{d (x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),a

bigiminde tanimlanir.

2. Verilen bir &> 0 i¢in bir 6(&)>0 vardir dyle ki £ <M (X,y)<e+6 oldugunda

d(Tx,Ty)<e olur. Burada M (x,y) fonksiyonu

[d(xTy)+d (y,Tx)]}

M (X, y):max{d(x, y).d(x,Tx),d(y,Ty), 5

bigiminde tanimlanir.
5. boliimde doniisiimlerin metrik ve S —metrik uzaylarda ortak sabit noktalar1 ve ortak
sabit nokta birden fazla ise ortak sabit noktalarin ¢gember olusturma durumu arastirilacaktir.

Simdi asagida ortak sabit nokta, ¢cakisma noktasi ile metrik ve S —metrik uzaylarda ortak

sabit cember tanimlarini verelim.
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2.20 Tamim (X , d) bir metrik uzay ve T,S: X — X iki doniisiim olsun. Eger herhangi bir

X € X noktasi igin TX=SX=X oluyorsa X € X noktasmma T ve S doniisiimlerinin ortak
sabit noktas1 denir [40].

2.21 Tanmm (X, d) bir metrik uzay ve T,S: X — X iki déniisiim olsun. Eger herhangi bir

X € X noktasi i¢gin TX=SX oluyorsa X e X noktasina T ve S doniisiimlerinin ¢akisma
noktasi denir [40].

2.22 Tamm (X,d) bir metrik uzay ve C, ={xeX:d(x,X)=r} bir gember olsun.

Eger T,S: X — X doniistimleri igin her xeC, . igin Tx=Sx=x ise C, . ¢emberine T

Xo. T

ve S doniisimlerinin ortak sabit cemberi denir [9].

2.23 Tamm (X,S) bir S—metrik uzay ve Cfo’r :{XeX :S(X,X,Xo)zr} bir ¢cember
olsun. Eger T,U:X — X déniisiimleri i¢in her xeC;  igin Tx=Ux=x ise C;

cemberine T ve U doniisiimlerinin ortak sabit cemberi denir [9].

Tezin diger boliimlerinde bir T doniisiimii denildiginde aksi belirtilmedikge T : X — X

seklindeki doniisiim anlagilacaktir.
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3. METRIK VE s-METRIK UZAYLARDA SABIiT CEMBER
PROBLEMI

Bu bolimde metrik ve S —metrik uzaylarda T:X — X seklindeki doniisiimlerin sabit
noktalarinin birden fazla olmasi durumunda sabit noktalarin geometrik o6zellikleri sabit
cember ve sabit disk problemleri c¢ergevesinde arastirilacaktir. Elde edilen sonuglar
Wardowski tarafindan tanitilan fonksiyonlar ailesi kullanilarak olusturulacaktir. Sabit

¢ember problemi ilk olarak metrik uzaylarda incelenecektir. Bunun i¢in Bolim 2’de

verilen N, (x,y) sayist ve Ng(X,y) sayisiuin asagida verilen degistirilmis hali

kullanilacaktir:
Ng (x,y)=amax{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty)} (3.1)
+f3 max{d (x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),0 [d (x,Ty);d (y,Tx)]}

d(x y)d(y.Ty) d(xiy)d(y,Ty)}

+”max{d(x'y)’d(x’TX)’d(y’Ty)’ 1+d(xTx) ' 1+d(TxTy)

a,foueR a+f+u=10<0<1.

3.1 Metrik Uzaylarda Sabit Cember Problemi

Bu boéliimde sabit ¢cember problemi metrik uzaylarda ele alinacaktir. Boliim 2°de (2.1) "de

tanimlanan p, sayis1 kullanilarak sabit ¢ember problemine yeni ¢oziimler iiretilecektir.

Yeni sabit ¢ember sonuglar1 elde etmek i¢in F —daralmanin yeni tipleri tanitilacaktir.
Simdi Wardowski tarafindan tanitilan fonksiyonlar ailesi kullanilarak yeni bir daralma sart1

verilecektir.

3.1.1 Tamm (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Béliim 2°de verilen
N, (X,y) saywsin Katsayilar 6zel olarak «, B, ueR",a+fB+pu=1 ve 0<0<1 olacak

sekilde secilsin. Eger her xe X i¢in d(Tx,x)>0=7+F (d (Tx, X)) <F (Nd (x, XO))
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sartin1 saglayan F €lF, 7>0 ve X, € X noktasi varsa T doniisiimiine X {iizerinde F, N -

c

daralma denir.

Tanim 3.1.1°in dogal bir sonucu asagida 6nerme olarak verilmistir.

3.1.2 Onerme (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger T doniisiimii X, € X noktas ile bir

F." —daralma ise Tx, = X, olur.

Ispat: Tersine Tx, # X, oldugu kabul edilsin. F." — daralma tanimindan

c

d (T, %) >0=7+F (d (T, %)) < F (Ng (X, %))

a max{d (X, TX, ), d (xo,Txo)}

=F +ﬂmax{d(Xo’xo)vd(XO,TXO)’d(Xo,TXO),HI:d(XO’TXO);d(XO’TXO):I}

+ﬂmax{d(xo’TXo),d(xO,TXO),d(XO’XO)d(XO’TXO) d(xo,xo)d(xo,TxO)}

1+d (%, T%)  1+d(Tx,,Tx,)
= F((a+ﬁ+,u)d (XO’TXO)): F(d (Xo’Txo))

elde edilir ki z >0 oldugu i¢in bu bir geliskidir. Dolayisiyla Tx, = X, olur.
Tanim 3.1.1°deki daralma sart1 kullanilarak asagidaki sabit ¢ember teoremi elde edilmistir.

3.1.3 Teorem (X,d) bir metrik uzay ve T doniisimii X, € X noktasi ile bir F" -
daralma olsun. p, sayisi (2.1)’deki gibi tammlansin. Eger her xeC, = igin

d (%), Tx)=p, ise C, , cemberi T déniisiimiiniin sabit gemberidir. Ustelik p < p, olmak
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iizere eger her xeC,  igin d(Tx,x,)=p ise T doniisiimii her bir C,_  gemberini sabit

birakir.

Ispat: xeC, , olsun. d(Tx,X,)=p, oldugu i¢in T déniisiimii C, , cemberini C,
¢emberine resmeder. Eger Tx#X ise p,’nin tanimindan d(x,Tx)>p, elde edilir.

Boylece F" — daralma tanim1, Onerme 3.1.2 ve F fonksiyonunun artanlig1 kullanilarak

F(pg)<F(d(xTX))<F(Ng(X,%))—7<F(Ng (%))

amax{d (x,Tx),d (X, Tx, )}

=F +,Bmax{d (X, %),d(x,Tx),d (XO,TXO),H[d(X’TXO);d (xO,Tx)]}

+ymax{d(x,Tx),d(x0,Tx0),d(X'XO)d(XO’TXO) d(X’XO)d(Xo’TXo)}

1+d(x,Tx) 1+d(Tx,Tx))

|
T

amax{d(x,Tx),0}+ B max {pd,d (x,Tx),O,H['DLZ’D"]}+ymax{d (x,Tx),0,0,0}]

=F((a+p+u)d(xTx))
F

(4(74)

elde edilir ki bu bir geliskidir. Sonug olarak d(x,Tx)=0 ve dolayisiyla Tx =x elde edilir.
Neticeten C, =~ cemberi T doniisiimiiniin sabit ¢emberidir. Baska bir ifade ile

C, ,, < Fix(T) elde edilir.

X1 d

p<p; olmak iizere eger her xeC, = icin d(Tx,x,)=p ise T doniisiiminin C,_
gemberini sabit biraktigin1 gosterelim. Kabul edelim ki xeC, , igin d(x,Tx)>0 olsun.

F" — daralma tamimindan
F(d(%Tx))<F(Ng(%,%))-7<F(Ng(x,%))=F((a+B+u)d(x,Tx))=F (d(x,Tx))
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elde edilir ki bu bir geliskidir. Sonug olarak d(x,Tx)=0 ve dolayistyla Tx=x bulunur.

Boylece C, , cemberi T ddniisiimiiniin sabit gemberidir.

3.1.4 Sonug¢ T doniisiimii X, € X noktast i¢in bir F" —daralma olsun ve p, sayisi (2.1)
"deki gibi tammlansin. Eger her bir p<p, ve her xeC, icin d(x, Tx)=p ise T

doniisimii D, , diskini sabit birakir, yani D, , < Fix(T) elde edilir.

Pd
Teorem 3.1.3 i¢in noktasal bir ornek verilecektir.

3.1.5 Ornek X kiimesi asagidaki gibi tanimlansin ve d metrigi X iizerinde alisiimig

metrik olsun:
X = {O,4,e,e2,e“,e8,e8 4,88 +4.e% e 4 +4e° %4400 ¢ +4}.

T:X — X doniisiimii her X € X i¢in asagidaki gibi tanimlansin:

8 _
Ty = e +4 | x_4.
X , Xz4

Boylece «, f ve u katsayilart herhangi pozitif reel sayilar ve o+ f+ =1 olmak lizere,
T doniisimii F =Inx+x, 7=/ ve x, =€ +4 ile bir F" — daralmadir. Ger¢ekten x =4

igin d (Tx,x)=¢® ve d(X,%,)=€" elde edilir. Dolayistyla
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7+F(d(Tx,x))= B+8+¢°
= B+8+e" < (e —e*)+(a+f+pu)e’ +In(ae’ + B’ + e’
<€+ e’ + ue® +In(ae’ + pe’® + ue®) = F (ae® + fe' + e’
[elﬁ +e'® —es}

amax{e8,0}+,3max{e16,es,0,9 5

-F

} = F (N, (x%))

elﬁlo e16.0
1+e® '1+e® —¢®

L4 Max {es,o,

= 7+ F(d (T X)) < F (N, (%))

bulunur. p, ’nin tanimindan pd=min{d(Tx,x):Tx¢x}=e8 olur. Sonug¢ olarak T

doniistimii sirasiyla C = {e16 —e¥+4,e"+e’ + 4} ¢emberini ve

et4+4,e8

D - {ele e 461460 et+4e0 b+ 4} diskini sabit birakir.

e'6+4,e8
Asagida Teorem 3.1.3’iin tersinin her zaman dogru olmadigin1 gdsteren 6rnek verilmistir.

3.1.6 Ornek X =C alisilmis metrik uzay olsun ve T :X — X doniisiimii her zeC ve

¢ >0 icin asagidaki gibi tanimlansin:

Tz:{z , |z-1=<¢

1, |z-1Y>¢

T doniisimiinin =~ F" — daralma déniisiimii olmadigii gosterecegiz. Eger zeC igin

|Z —1| >¢ ise F" —daralma tanimindan
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d(z,Tz)=d(z,1)>0=7+F(d(z1))<F(N,(z1))

amax{d(z,Tz),d (1T1)}

=F|+p8 max{d (z,1),d(z,7z),d (1,T1),

9[d(z,T1)+d(l,Tz)]}

2

+Uu max{d (2,72),d (1, T), d(z1)d(LT1) d(z,1)d (1,T1)}

1+d(z,Tz) ' 1+d(Tz,T1)
= F((a+ p+ )0 (22)) = F (d(2)

bulunur ki 7 >0 oldugu icin bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla T déniisiimii  F." — daralma

doniisiimii degildir fakat p <¢ iken her bir C, & ¢emberini sabit birakir.

(3.1) *de verilen degistirilmis Nj(X,y) sayist kullanilarak bir diger sabit ¢ember teoremi

verilecektir.

3.1.7 Teorem (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. p, sayis1 Bolim
2’de (2.1)deki gibi ve Ng(x,y) sayist (3.1)’deki gibi tanimlansin. Eger asagidaki
sartlar1 saglayan bir x; € X noktasivarsa C, = c¢emberi T doniisiimiiniin sabit gemberidir

ve Tx, =X, olur.

1. Her  xeC, ~ i¢in  bir &(py)>0  sayist  vardr  Gyle ki
Pa SNG (X, %)< pg +6(pg)=d(TX, %)< py olur.
2. Her  xeX igin  d(Tx,x)>0=d(Tx,x)<y(Nj(x,x,)) olur. Burada

w :R™ — R" fonksiyonu her t >0 i¢in (t) <t olarak tanimlidir.

Ispat: xeC, , olsun. Simdi her xeC, = i¢in Tx=X oldugunu gosterelim. Kabul

edelim ki Tx # X olsun. Hipotezin 2. sartindan
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d (X, Tx) <y (Nj (% %)) < N (%,%) 3.2
(x

9[d(x,Tx0)+d(x0,Tx)]}

2
+pmax{d (X, %,),d (x,Tx),d (X, Tx, ), d ();iod)?x()-i?x;rXO) | d (1X+Xc(l,zix(>_<l?x;r)xo)}

elde edilir. Oncelikle (3.2) den Tx, =X, oldugunu gosterelim. Varsayalim ki Tx, # X,

olsun. Boylece
d(TxO,xO)Sz,u(Nclj (xo,xo))< Ng (Xo, %o ) =(cx+ B+ p)d (X5, TX, ) = (X5, T, )

elde edilir ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla Tx, =X, olur. Bdylece (3.2) esitsizligi ve

TX, = X, esitligi kullanilarak

d (Tx,x) < amax{d (X, %, ),d (x,Tx),d (X, Tx,)}

,H[d (%,Tx,)+d (xO,Tx)]}

2

d (X, % )d (%, TX) d(x,xo)d(xo,Txo)}
1+d(xTx)  1+d(Tx,Tx,)

+p max{d (X, %), d (%, Tx),d (%, Tx, )

+ymax{d (%, %), d (X, Tx),d (X, T%,),

+ pmax{py,d (x,Tx)}

),6?['0" +d (xO,Tx)]}
2

= amax{p,,d (x,Tx)}+/5'max{pd,d (%,Tx

+d (X, TX
elde edilir. Hipotezin 1. sarti1 kullanilarak 0< 8 <1 oldugu igin H[pd (% )] < Py
2

bulundugundan d (x,Tx)<(a+ B+ u)d(x,Tx) elde edilir ki &+ 4+ =1 oldugu i¢in bu
bir celigskidir. Sonu¢ olarak Tx=x olur ve C, = cemberi T doniisiiminiin sabit

g¢emberidir. Diger bir ifade ile C, , < Fix(T) elde edilir.
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Teorem 3.1.7 i¢in agagidaki ornek verilecektir.

3.1.8 Ornek P = {x eC:|x= 2} kiimesi alisilmis metrik ile elde edilen metrik uzay olsun.

T:P —P doniisiimiinii her x e P i¢in arg(kx)zarg(x)Jr%Z ve |K,| =2 olacak sekilde bir

k, kompleks sayisi segerek asagidaki gibi tanimlayalim:

k
Tx =

X k)

Oéarg(x)<Z
3
X %£arg(x)<27z
Bu takdirde T doniisiimii y/(t)=7t, 5(pg)=py, % =-2 ve p,=2 ile Teorem
3.1.7°nin sartlarin1 saglar. Gergekten, oncelikle Tx = X sartin1 saglayan herhangi bir X i¢in
Vd o
arg(x)=a ve arg(k,)=2z-£ olsun. Bu durumda O£a<§ ve 27— f=a+— olur.

2ﬂ—ﬂ—5§:a ve buradan OSZ;r—,B—S?”<% ve 5?”£27z—,3<27z bulunur. Ustelik

a+f :% olur. Bunun geometrik anlami argiimenti [0, %J araliginda olan her bir xe P

i¢cin bu noktanin T doniisiimii altindaki resmi ile arasindaki yayin 6l¢iisii radyan cinsinden

% derecedir. Bu durumda Tx =X ozelligindeki her X igin d(X,Tx) ifadesinin degeri

hesaplanirsa x =2e™ ve k, = 2e'* ) oldugu i¢in
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[x—k,|= \/(ZCOSa—ZCOS,B)Z +(2sina + 2sin ﬂ)z

= \/4(:052 a —8C0sa Cos +4c0s” f+4sin’ a +8sinasin B +4sin®

= \/8—8(c05acosﬂ—sin asin f)

1
:\/8—8cos(a+ﬂ) = ‘/8—8.5 =2

elde edilir ki bu deger ashnda p, sayisinin degeridir. $imdi C_,, {x eP:d(x,-2)= 2}

cemberinin elemanlarin1 belirleyelim. x =2e" oldugundan

d(x,—2)=|x+2|=/(2cos6+2) +(2sin6)’ =2

olur. Buradan 4cos® @+8cos@+4+4sin” 6 =4 oldugundan cosaz—% bulunur. Buradan

2z 472

6 =— ve 92:4?7[ elde edilir. Yani C,, = {Ze 3,2 3} olur. Her xeC_,, icin

Ng (X,—2) sayis1 hesaplandiginda

N3 (x,—2)=amax{d(x,-2),d(Tx,x)}
+,Bmax{d(x,—2) (Tx, x) [d x,-2)+d (T 2)]}

2
+pumax{d(x,-2),d (Tx,x)}

=(a+p+u)d(x-2)
=2

ve

2<N;(x,—2)<4=d(Tx,-2)<2
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oldugundan Teorem 3.1.7’nin 1. sarti saglanir. Her Xe X igin 0£arg(x)<% iken

d (Tx,x)>0 oldugundan

d(Tx,x)=[Tx—X| = \/(Zcosa—Zcosﬂ)z +(2sina + 2sin ,8)2

= \/4cosz a —8C0sa cos f+4cos® f+4sin® a+8sinasin f+4sin®
= \/8—8(cosacosﬂ—sin asin )
:\/8—8cos(a+ﬁ)

bulunur. a + 8 =% oldugundan d (Tx,x)=2 elde edilir. $imdi 0 <arg(x) <% iken x’in

argiimentinin 0 ’a yaklagmasi durumunda d (X,—2) ’nin artan oldugunu gosterelim.

d(x,-2)=[x+2/=y/(2c0sa+2)’ +(2sin )’

—J4c0s? @ +8Cosa +4+4sin’

=+/8cosa +8

ve a —>0 iken Kosiniis fonksiyonu artan oldugundan d(x,—2) infimum degerini « =%

oldugunda alir. Buradan Ogarg(x)<% igin d (x,—2) > 2+/3 bulunur,

3

2=d(Tx,x) <=Nj (x,-2) = amax{d (x,-2),d (x,Tx)}

2
) [d(x,—2)+d(Tx, —2)]}

2

+5 max{d (x,—2),d (x,Tx),

+pmax{d(x,-2),d (x,Tx)}
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d(x,-2)+d(Tx,—2
Oﬁarg(x)<% icin d(x,—2)>2\/§ oldugundan d(x,Tx) ve 49[ (x )+2 (Tx )]

ifadelerine bakmaksizin N} (x,-2)> 2+/3 bulunur ki buradan Teorem 3.1.7°nin 2. sarti

saglanir.

3.1.9 Uyan Teorem 3.1.7’nin tersi her zaman dogru degildir. Ornek 3.1.6’da tanimlanan T

doniisiimiinii alalim. Bu érnekte [z—1|> ¢ i¢in d(z,7z)>0 oldugundan

d(Tz,z)=d (l,z)éx//(Nc‘j (z,l))

amax{d(z1),d(z,Tz),d (LT1)}

=y +ﬂmax{d(z,l),d(z,Tz),d(l,Tl),H 5

[d(z,T1)+d(1,Tz)]}

+umax{d(z,1),d(z,Tz),d (1, T1), dii(lj)(z('lrzT)l) 1(+dsz(1TI)1)}
=y (d(z,1))<d(z1)

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla T doniistimii Teorem 3.1.7°nin 2. sartini

saglamaz fakat T doniisiimii C,. ¢emberini sabit birakir. Dahast T doniisimi D, .

diskini de sabit birakir.

3.1.10 Uyan 1) Teorem 3.1.3’lin bir sonucu olarak sabit bir ¢cemberin varligi artan bir
fonksiyonun varligina baghdir. Teorem 3.1.3’deki hipotezde diger kosullar

gergeklestiginde eger T doniisiimii C, = ¢emberini C, = cemberine resmederse C,
cemberi T doniisiimiiniin sabit bir cemberi olmaktadir. Hipotezdeki T doniigiimii farkli X,
noktalari ile bir EY —daralma olabilir yani T déniisiimii, farkli X, noktalari igin her bir

C,,, ¢cemberini kendisine resmederse T doniigimiinin merkezleri farkli birden fazla

sabit gemberi olabilir. Ek olarak Fix(T)\C kiimesinin elemanlari geometrik olarak

X0:Pd

cember teskil etmeyebilir.
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2) Teorem 3.1.7’nin bir sonucu olarak sabit bir ¢emberin varligi hipotezdeki kosullari

gercekleyen bir X, noktasinin bulunmasina baglidir. Burada X, noktasi birden fazla olabilir
yani p, sayisi hipotezdeki gibi segildiginde T doniisiimiiniin merkezleri farkli birden

fazla sabit gemberi bulunabilir. Ek olarak Fix(T)\C,  kiimesinin elemanlari geometrik

Pd

olarak ¢cember teskil etmeyebilir.

3.2 S—Maetrik Uzaylarda Sabit Cember Problemi

Bu boliimde sabit ¢ember problemi S —metrik uzaylar i¢in ele alinacaktir. Boliim 2’de

(2.2) ’de tanitilan p, sayist kullanilarak sabit ¢ember problemine yeni c¢oziimler

iiretilecektir. S—metrik uzaylarda yeni sabit ¢ember sonuglar1 elde etmek igin F° —

daralmanmn yeni tipleri tanitilacaktir. Bunun igin Cirié tip, degistirilmis Hardy-Rogers tip

ve Khan tip daralma sartlar1 gibi klasik daralma sartlar kullanilacaktir. ilk olarak Cirié tip

F.° —daralma tanim1 verilip bu tanim yardimiyla bir sabit gember teoremi elde edilecektir.

3.2.1 Tammm (X,S) bir S—metrik uzay, T:X — X bir doniisiim olsun ve m(X,X,Y)

sayist - m(X,X,Y)= max{s (%% Y),S(x,%Tx),S(y, y,Ty),%[S (X, %, Ty)+S(y, y,Tx)]}

olarak tanimlansin. Eger her x e X i¢in

S(TX,TX,X)>0=> 7+ F (S(Tx,Tx, X)) < F (m(X, XX, ))

sartin1 saglayan F elF, 7>0 ve X, € X noktas1 varsa T doniisiimiine X iizerinde Ciri¢

tip F° —daralma denir.

Asagidaki 6nerme Tanim 3.2.1’in dogal bir sonucudur.
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3.2.2 Onerme (X,S) bir S—metrik uzay olsun. Eger bir T doniisiimii X iizerinde

X, € X noktast ile bir Ciri¢ tip F° —daralma ise Tx, = X, olur.

Ispat: Kabul edelim ki Tx, # x, olsun. Ciri¢ tip F° —daralma tanimindan

S (T TXg, Xy ) > 0=> 7+ F (S (X0, T, %)) S F (M(Xg, %, %, )
S(xo,xo,x )5S (Xo1 X0 T%9 )+ S (Xg: %0, TXg)

=F| max
[S Xos X, TX, ) +S (%0, %0, T%, ) |

= F(S(XO’XO’TXO))

elde edilir ki z >0 oldugundan bu bir geliskidir. Dolayistyla Tx, = x, bulunur.

Simdi Cirié¢ tip F.° —daralma kullanilarak sabit cember teoremi elde edilecektir.

3.2.3 Teorem (X,S) bir S—metrik uzay, T déniisiimii X, € X noktas igin bir Ciri¢ tip
F° —daralma doniisiimii olsun ve p, sayisi (2.2) ’deki gibi tanimlansin. Eger her

xeC, igin S(Tx,Tx,%,)=p, ise C;  c¢emberi T doniisiimiinin sabit gemberidir.

S

Ustelik p < p, olmak iizere eger her xeC;  i¢in S(TX,TX,X,)=p ise T doniisiimii her

Xo.0

bir CS - ¢emberini sabit birakir.

Ispat: S(Tx,Tx, %)= p

. oldugundan T donisiimi CXSO’ ,, cemberini CXS0 ., Semberine

resmeder. Eger p, =0 ise C; , ={x,} elde edilir ve C; ={x,} Onerme 3.2.2°den T

doniisiimiiniin sabit ¢emberidir. Kabul edelim ki p, >0, xe CXo ,. Ve Tx=x olsun. Ciri¢

tip daralma tanimi, Onerme 3.2.2 ve F fonksiyonunun artanlig1 kullanilarak
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F(p)<F(S(TxTx,x))<F(m(x,x,%))-7 <F(m(x,x,%))

(%% % ), S (%, X, TX), S (Xg, X0, TXy)

w

—F
max [S (%%, TxX,)+S (X5, %, TX) |

N |~

(max{ps, (%, X, Tx Ops}) F(S(Tx,Tx,x))

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Buradan S(Tx,Tx,x)=0 ve dolayisiyla Tx=x bulunur.

Sonug olarak C; =~ ¢emberi T doniisiimiiniin sabit gemberidir, yani C; , < Fix(T) olur.

X01Ps

p < p, olmak iizere eger her xeC;  i¢in S(TX,TX,X,)=p ise T doniisiimiiniin her bir

X000
CXS0 , cemberini sabit birakacagini gosterelim. Kabul edelim ki XeCf0 L, Ve

S(Tx,Tx,x)>0 olsun. Ciri¢ tip daralma tanimi kullanilarak

F(S(TxTx,x)) < F(m(x,% %)) =7 <F(m(x,%,%))=F (S(Tx,Tx,x))

elde edilir ki bu bir geliskidir. Sonu¢ olarak S(Tx,Tx,x)=0 ve dolayisiyla Tx =X

bulunur. CXS0 , cemberi T doniisiimiiniin sabit gemberidir.

3.2.4 Sonu¢ T doniisiimii x, € X noktasi ile bir Cirié tip daralma doniisiimii olsun ve Ps
sayisi (2.2)’deki gibi tammlansm. Eger her bir p<p, ve her xeC; = igin

S(X: %, TX)=p ise T doniisiimii x, merkezli p, yaricapl diski sabit birakur.

Asagida Teorem 3.2.3’tin tersinin her zaman dogru olmadigini gosteren bir 6rnek

verilecektir.
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3.2.5 Ornek X =C aligilmuig S —metrik ile bir S—metrik uzay ve z, € C herhangi bir

nokta olsun. T : X — X doniisiimii her ze C ve x>0 igin asagidaki gibi tanimlansin:

T doniisiimiiniin Ciri¢ tip daralma doniisiimii olmadigmi gosterecegiz. Eger zeC igin

|z—2,|> g ise Ciri¢ tip daralma tanimi ve Onerme 2.9 geregince

2

[rex{
:F[max{s(zlZ,ZO),S(Z,Z,ZO),O,M}]
( z

ve boylece 7+ F (pS ) <F (,0S ) = 7 <0 olmasi1 gerekir ki bu durum z >0 olmasiyla gelisir.

Sonug olarak T doniisiimii herhangi bir z, € C igin Ciri¢ tip F° —daralma déniisiimii

c

degildir. Fakat her p < g i¢in T doniistimii CXS0 , semberini sabit birakir.
Teorem 3.2.3’{in kosullarin1 saglayan asagidaki 6rnegi verelim.

3.2.6 Ornek X = {Z eC: |Z| = 2} kiimesi Ornek 2.13°de tanimlanan S — metrik ile bir S —

metrik uzay olsun. T doéniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.
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-2 arg(z)e{%,%}

z arg(z)e[O,Zﬁ]\[%,%}

Tz =

\8+443
243

Bu takdirde T doniisimii F=Inx, t= In[ j ve z, =-2i noktas ile bir Cirié tip

F.° —daralmadir. Gergekten {%,%} araligindaki Z’ler i¢cin p, sayist hesaplanirsa

z=2e" =2(cos@+isin @) oldugundan

$(2,2,-2) =|2+2|=(2c0s 0+ 2)’ +(2sin 6)°
—J4c0s2 0+8c0sO+4+4sin* @ =+/8cos6+8

bulunur ki inf {cos@ 0 Eﬂ} =0 oldugu igin

p,=inf{S(z,2,Tz):ze X, 22Tz} =22
bulunur. Simdi S(z,2,Tz) >0 oldugunda M(z,2,2,) sayist yazilirsa

S(z,z,-2i),5(z,2,7z),S(-2i,-2i,T - 2i),

m(z,z,-2i) = max 1
2
S(z,z,-2i),S(z,2z,-2),S(-2i,—2i,-2i)

= max %[S(z,Z,—2i)+s(_2i'_2i’_2)]

[S(z.2,T-2i)+S(-2i,-2i,Tz)]

) 1 ] )
= max{|z+2||,|2+2|,0,E[|z+2||+|2| —2|]}.
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elde edilir. Burada argiimenti [%,%} araligindaki Z’ler i¢in maksimum ifadesinin

icindeki degerler hesaplanirsa

|z+2i|= \/(20056?)2 +(2sin 6?+2)2 —J4c0s? 0 +4sin20+8sinO+4 =~/8sinO+8
|z+2|= \/(2005.9+2)2 +(2sin 9)2 —J4c0s? 0 +8c0sO+4+4sin?0 =~/8c0sO+8
2i-2| =22

|2+2i|+[2i-2] _Bsing+8+22
2 2

elde edilir ve buradan

\/8+4\/§s|z+2i|s4

2\2<|z+2|<23
«/8+4\/§+2\/§<|z+2i|+|2i—2| JA+242
2 - 2 2

bulunur. |z+2i| ifadesinin en kiigiik degeri diger ifadelerin en biiyiik degerlerinden biiyiik

oldugu i¢in \8+4+/3 < m(z,z,-2i)<4 olur. Sonug olarak S(z,z,-2)=|z+2| ifadesinin

maksimumunda

n (\/8+\/4_\/_] (zf) («/8+4\/§)§F(m(2,2,—2i))

—=7+In |z+2|) n(m(z,z,-2i))

(
= r+F(S(z,2,-2))<F(m(z,2,-2i))
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oldugu icin S (Z, z, —2) = |Z + 2| ifadesinin diger degerlerinde

t+F(S(z,2,-2))<F 2,2,-2i)) esitsizligi gerceklenir. Ayrica C° ¢emberinin
2,242

elemanlar belirlenirse

|z +2i| =242
J(2c0s0) +(2sin0+2) =J4cos? 0+ 4sin’ 0+8sin 6 +4 = \Bsin 6+8 = 242

olur. Buradan sin@=0 oldugu icin 6,=0 ve 6, =7z ve dolayisiyla z,=2e°=2 ve

z,=2e" =-2 olur. Ac¢ik olarak T doniisiimii szi,zﬁ:{_z’z} ¢cemberini  ve

DS2I G = {Z eX: S(Z Z, 2l) < 2\/_} diskini sabit birakir.

Asagida degistirilmis Hardy-Rogers tip F° — daralma tanim verilecektir.

3.2.7 Tamm (X,S) bir S—metrik uzay ve T:X — X bir déniisiim olsun. Eger her

1
xe X igin a+ﬁ+7/+77+/1+,u<§, a,B,y,mA, >0 ve a#0 olmak lizere

S(TX,TX,x)>0=>7+F (S(Tx,Tx,X)) <

aS (X, X, X, )+ BS (T, TXg, X) + 7S (TX, TX, X, )
S (T T, %, )[ 14+ S (TX, TX, X) |

1+S(Txy, Xy, X)

F /1S(TXO,TXO,XO)—l—S(TX,TX,XO)

1+ S (TXy TXg, X5 ) S (X1 X1 X)

S (T, T%,X)[ 1+ S (TX,TX, X, ) |

1+ S (XX, %o )+ S (TXy, TXg, X, )

+77

+u
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sartim saglayan FelF, >0 ve x,e X noktas: varsa T doniisiimiine X TUzerinde

degistirilmis Hardy-Rogers tip F.° —daralma denir.

Asagidaki 6nerme Tanim 3.2.7°nin dogal bir sonucudur.

3.2.8 Onerme (X,S) bir S—metrik uzay olsun. Eger bir T doniisiimii X iizerinde

X, € X noktas ile degistirilmis Hardy-Rogers tip F.° —daralma ise Tx, = X, olur.

Ispat: Tersine Tx, # X, oldugu kabul edilsin. Degistirilmis Hardy-Rogers tip F.° —daralma

tanimindan

S (%, T %) > 0= 7+ F (S (T, T, %, )) <

aS (X, %o, %o )+ BS (TXg: g, %o ) + 7S (TX,, TXg, %)
S (T Txo0 %o )[ 14+ S (TX0, TXou X5 ) | S(Tg, T, X0 ) +S (T, TXg, X, )
1+ S (Txy, TXy, Xo) 1+ S (TX, TXg, X ) S (Xg1 Xo1 %)
S (TXo: T, X )[ 1+ S (X0, T %, )]
14+ S (%o, %o %o )+ S (TXg, T, Xg )

=F[(B+y+n+24+1)S (Tx, TX0, %, ) | < F[S (T%5, TXp, %, ) |

Fl|+7n

+u

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak Tx, = x, bulunur.

Degistirilmis Hardy-Rogers tip F.° —daralma sart: kullanilarak bir sabit gember teoremi

verilecektir.

3.2.9 Teorem (X,S) bir S—metrik uzay, T doniisimii X, e X noktast ile bir

degistirilmis Hardy-Rogers tip F.’ —daralma déniisiimii olsun ve p sayist (2.2) deki gibi
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tanimlansin. Eger her X € CXS0 L, igin S (TX,TX, %, ) = p

. ise C;  cemberi T doniigiimiiniin

sabit gemberidir. Ustelik p < p; olmak iizere eger her xeC; igin S(Tx,Tx,%,)=p ise

T dontistimii her bir C;Z , semberini sabit birakir.

Ispat: xeC; = olsun. Eger p, =0 ise C; ={x} elde edilir ve C} ={x,} Onerme

Ps

3.2.8°’den T doniisiimiiniin sabit ¢emberidir. Kabul edelim ki p, >0 ve Tx=Xx olsun.

Degistirilmis Hardy-Rogers tip F° —daralma yapisi, Onerme 3.2.8 ve F fonksiyonunun

artanlig1 dikkate alinirsa

aS (X, X, X, )+ BS (T, %, X) + 7S (TX, TX, X, )
S (T, T, %, )[ 1+ S (TX, TX, X) ]
1+S(Txy, TXy, X)
F(p,)<F(S(TxTx,x))<F 5 S (TXy, g, Xo ) +S (TX, TX, X,) -7
1+ S (TXy, TXg, X, ) S (X X, X)
S (Tx,Tx, X)[ 1+ S (TX,TX, %, ) |
1+ S (XX, %o )+ S (TXy, TXg, Xo)
<F [aps + Bp, + yp, + Aps + 1S (TX,TX, X)]
<SF[(a+B+y+A+u)S(TXTXX)]
<F[S(Tx,Tx,X)]

+17

+u

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla S(Tx,Tx,x)=0 ve Tx=x bulunur. Sonug

C Fix(T) olur.

olarak C;  cemberi T déniisiimiiniin sabit bir gemberidir, yani C; |

p < p, olmak iizere eger her xeC;  igin S(Tx,Tx,X))=p ise T doniisiimiiniin her bir
C. , cemberini sabit birakacagim gosterelim. Kabul edelim ki xeC; = ve

S(Tx,Tx,x) >0 olsun. Degistirilmis Hardy-Rogers tip F.’ —daralma tanimi kullanilarak
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F(S(Tx,Tx,x))
aS (X, X, Xy )+ BS (T, TXg, X) + 7S (TX, TX, X, )
S (TX: T, %o )[ 1+ S (TX, TX, X) |
1+ (Txy, TXy, X)
<F +/1S(TxO,TxO,x0)+S(Tx,Tx,x0) -7
1+ S (TXy, TXg, X5 ) S (X1 X1 X)
S (T, T%, X)[1+S (TX,TX, X, )|
1+ S (%% X )+ S (TXy, TXy, %)
aS (X, X, Xy )+ BS (T%, TXg, X) + 7S (TX, TX, X, )
S (TX: TXg, %o )[ 1+ S (TX, TX, X) |
1+S(Txy, TXy, X)
<F »; S (T, Txs X ) + S (TX, TX, X, )
1+ S (TXy, TXg X5 ) S (X1 X1 X)
S (T, %, X)[ 1+ S (TX,TX, X, ) |
1+ S (X% X )+ S (TXy, TXy, Xo)
<F(S(Tx,Tx,X))

1

1

+H

elde edilir ki bu bir geliskidir. Sonu¢ olarak S(Tx,Tx,x)=0 ve dolayisiyla Tx =X

bulunur. CXS0 , cemberi T doniisiimiiniin sabit gemberidir.

3.2.10 Sonug (X,S) bir S—metrik uzay, T doniisiimii X, € X noktasi ile bir degistirilmis
Hardy-Rogers tip F° —daralma doniisiimii ve p, sayist (2.2) ’deki gibi tanimlansin. Eger
her bir p<p, ve her xeC;  igin S(X,,X,,Tx)=p ise T doniisiimii x, merkezli p,

yarigapli diski sabit birakir.

3.2.11 Uyann Omek 3.2.5°de verilen T doniisiimiinii ele alirsak T doniisiimiiniin
degistirilmis Hardy-Rogers tip F° —daralma doniisiimii olmadig1 goriiliir. Fakat p < p,
iken T doniistimii Cfo , semberini sabit birakir. Sonug olarak Teorem 3.2.9’un tersi her

zaman dogru degildir.
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3.2.12 Ornek X =R" kiimesi iizerinde alisiimis S —metrigi alalm. T déniisiimiinii her

x € X Ii¢in agagidaki gibi tanimlayalim:

2x+ﬂ , xe[L4)
Tx = X .
X , x¢[L4)

Sekil 3.1: T doniisiimiiniin grafigi.

Bu takdirde T dontisiimii a:l, ,B:i, y:i, ﬂ:i, yzi, F=Inx, r=|ng ve
4 25 25 25 25 8
X, =35 ile bir degistirilmis Hardy-Rogers tip daralma donisiimiidiir. Gergekten
4 . .. .
X+ ” ifadesini hesaplamak i¢in X+—
X

S(Tx,Tx,x)>0 oldugunda S(Tx,TX,x)=2

ifadesinin tiirevini sifir yapan deger bulunur. Bu deger x=2 olur. Dolayisiyla buradan

4 y
4£(x+;j <5ve 8< S(Tx,Tx, x)glo olur. Ustelik
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1<x<4
—34<x-35<-31
31<|x—35/<34
62 <2|x—35/<68

buradan % < 2a|X —35| < 6748 olur ve aym zamanda 62 <S(X,X,X,)<68 oldugu goriiliir.

4
X+—

Sonug olarak INn9<7+F [2
X

j <In (%) oldugundan

r+F(2 x+é
X

JSF(2a|X—35|)
20r|x —35|+28|x—35|+ 2y [Tx—35|

<F 2

x+d
1.0+ 24 [Tx—35[+ y——=

[1+ 2|Tx— 35|]

1+2|x—35)|

elde edilir ve ayn1 zamanda p, :inf{S(TX,TX,X):TX¢X}:8 bulunur. Dolayisiyla T

doniisiimii Cy,, = {31,39} ¢emberini ve Dy = {X eR":31<x< 39} diskini sabit birakir.
Asagida Khan-tip F° —daralma tanimu verilecektir.

3.2.13 Tamm (X,S) bir S—metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. Eger her

xe X i¢in he[0,1) ve S(Tx,,Tx;, X)+S(TX,TX, X, ) # 0 olmak iizere

S(Tx,Tx,x)>0=7+F (S (Tx,Tx, x))

<Fln S(TX,TX, X) S (T, Tg, X) + S (TXy, TXg, X) S (TX, TX, X, )
B S (T, T, X) + S (TX, TX, X,
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sartim1 saglayan F e, 7>0 ve X, € X noktasi varsa T doniisiimiine X tizerinde Khan-

tip F.° —daralma denir.

3.2.14 Onerme (X,S) bir S—metrik uzay olsun. Eger bir T doniisiimii X iizerinde

X, € X noktasi ile Khan-tip F.° — daralma ise Tx, = X, olur.

Ispat: Kabul edelim ki Tx, # X, olsun. Hipotezden

S (T TXg, %) > 0= 7+ F (S (T, TXy, X, ))

S (X, T4 %o ) S (TXo, TXg Xg ) +S (T, Ty Xg ) S (TXo, TXg, Xo )
S (X, Ty %o )+ S (TXg, TXg, %)
S? (TXy, TXgs %o ) +S% (X, TXg, Xo)
25 (Tx5, T, X%, )

_eln 282 (T, TXy, Xo)
2S (Txy, Xy, Xo)

<F(S(Tx,TX,, %))

<F|h

—F|h

elde edilir ki z >0 oldugu i¢in bu bir geliskidir. Dolayisiyla Tx, = X, olur.

Khan-tip F.° —daralma tanim1 kullanilarak bir sabit gember teoremi verilecektir.

3.2.15 Teorem (X,S) bir S—metrik uzay, T doniisiimii X, € X noktast ile bir Khan-tip
F. —daralma doniisimii olsun ve p, sayisi (2.2)’deki gibi tammlansmn. Eger her

xeC,  igin S(TX,Tx,%)=p, ise C.  c¢emberi T doniisiimiiniin sabit gemberidir.

S

Ustelik p < p; olmak iizere eger her xeC; |

icin S(Tx,TX,X,)=p ise T doniisiimii her

bir Cfo , semberini sabit birakir.
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Ispat: xeC; olsun. Eger p, =0 ise C;  ={x,} elde edilir ki Onerme 3.2.14’ten
C. , ={%} T doniisiimiiniin sabit gemberidir. Kabul edelim ki p, >0 ve Tx = x olsun.

Khan-tip F.° —daralma tanimi, Onerme 3.2.14 ve F fonksiyonu artan oldugundan

F(,OS)SF(S(TX,TX,X))SF hS(Tx,Tx,x)S(TXO,TXO,x)+S(TxO,Tx0,x)S(Tx,Tx,xo) .
S (TXy, TXo, X)+ S (TX, TX, %)

<F[hS(TXTXXpS+pS] ( (T, Tx, x) +pSJ

sF[hS(TX T X)+S (Tx.TxX) J hS (Tx,Tx, x))<F(S(Tx,Tx,x))

elde edilir ki bu bir celigkidir. Dolayisiyla S(TX,TX,X)=0 ve Tx=Xx bulunur. Sonug

olarak C; = cemberi T déniisiimiiniin sabit gemberidir, yani C; = < Fix(T) olur.

/o)

p < p, olmak iizere eger her xeC;  igin S(Tx,TX,X))=p ise T doniisiimiiniin her bir
CXS0 , cemberini sabit birakacagim gosterelim. Kabul edelim ki xe Ci L, Ve

S(Tx,Tx,x)>0 olsun. Khan-tip F° —daralma tanimindan

F(S(Tx,Tx,x))

<eln S(TX,TX, X) S (TXg, T, X) +S (T, TXg, X) S (TX, TX, X))

= -7
S (T, T, X) + S (TX, TX, X, )

<eln S(TX,T%,X) S (TXg, TXq, X) + S (TXg, Ty, X)
S (s T, X) + S (TX, TX, X, )

S(Tx,Tx,xo)J

<F(S(Tx,Tx,x))

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak S(Tx,Tx,x)=0 ve Tx=x bulunur. Bylece

CXS0 , gemberi T doniiglimiiniin sabit gemberidir.
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3.2.16 Sonu¢ (X,S) bir S—metrik uzay, T déniisiimii X, € X ile bir Khan-tip F’ -
daralma doniisiimii ve p, sayisi (2.2) ’deki gibi tanimlansin. Eger her bir p < p, ve her

i¢in S(X,,%,Tx)=p ise T donisimi x, merkezli p, yaricapli diski sabit

XeCfO’p

birakir.

3.2.17 Uyar1 Ornek 3.2.5°de verilen T déniisiimiinii ele alirsak T doniisiimiiniin Khan-tip
F.° — daralma doniisiimii olmadig1 goriiliir fakat p < p, iken T déniisiimii Cf0 , semberini

sabit birakir. Sonug olarak Teorem 3.2.157{in tersi her zaman dogru degildir.

3.2.18 Ornek X :{e" -k EN} kiimesini ve her X,y,ze X igin [3] numarali kaynakta

tanimlanan asagidaki S —metrigi ele alalim:

X
In—)zl.
Z

S(x,y,z):ln§+

T doniistimiinii her X € X i¢in asagidaki gibi tanimlayalim:

ex?

, XG{el,ez,e3,e4,e5,e6,e7}
Tx =

X xg{el,ez,ea,e4,e5,e6,e7}'

%, - 11 ve X,=e€” noktas: ile bir Khan-tip F°-
X

:8 4\/§

daralmadir. Gergekten S(Tx,Tx,x)>0 durumunda S(Tx,Tx,x)e {4, 6,8,10,12,14,16}

T donilisimii F=-

olur. Buradan hzg ve S(Tx,Tx,x)#0 ifadesini gercekleyen her bir xe X icin

hipotezdeki daralma sartinin  saglandigt  gosterilmelidir.  S(Tx,Tx,x)=0 ifadesini
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gercekleyen yedi farkli x € X noktasi vardir. S(TX,TX, X) #0 kosulunu gercekleyen her

bir xe X igin

" S(TX,TX,X) S (T, TXg, X) +S (T4, T, X) S (TX, T, X))
S (T, TXo, X) + S (TX, TX, %)

sayisint hesaplayalim.

1. S(Tx,Tx,x)=4 ifadesini saglayan x =€' degeri i¢in

L2 [4.44+44.40] ] S(TX,TX, X) S (T, T, X) + S (TXy, TXg, X) S (TX, TX, X, )
21 44+40 S (T, T, X) + S (TX,TX, X, )

20

1 1 1

1
bulunur ve dolayisiyla = — —— — — < ——— oldugundan
A TN NN T

11 1 L hS(Tx,Tx,x)S(TxO,Txo,x)+S(TxO,Txo,x)S(Tx,Tx,xO)
S (s T, X) +S (TX, TX, X, )

8 a5 V4 20

e F(S(TxTxx)) < F | S(TX,TX, X) S (TXg, Ty, X) +S (T, T, X) S (TX, TX, Xg)
S (T, T, X) + S (TX, TX, X, )

elde edilir ki daralma kosulunun saglandig: goriiliir.

2. S(Tx,Tx,x)=6 ifadesini saglayan x = e’ degeri icin

20[6.42+42.36] ST TX X) S (T, T, X) +S (TXg, T, X) S (TX, TX, X))

20<— =h
21  42+36 S (X, TXg, X)+ S (TX, TX, %)

bulunur ve dolayisiyla — ———— 1
8 45 V6 20
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3.

4.

1_i_i<_i<|: hS(Tx,Tx,x)S(TxO,Txo,x)+S(Tx0,Tx0,x)S(Tx,Tx,xO)

8 45 V6~ <20 S (T, T, X) +S (TX,TX, X%, )

e+ F(S(TxTx X)) < F hS(Tx,Tx,x)S(TxO,TxO,x)+S(Txo,TxO,x)S(Tx,Tx,xo)
S (T, T, X) + S (TX, TX, X, )

elde edilir ki daralma kosulunun saglandig1 goriiliir.

S(Tx,Tx,x) =8 ifadesini saglayan x=e* degeri i¢in

2020 [8.40+40.32] hS (TX,TX, X) S (T, T, X) + S (TXg, TXg, X) S (TX, TX, X, )
21  40+32 S (T T, X) + S (TX,TX, X, )

1 1 1 1
bulunur ve dolayisiyla = ——= - — <——— oldugundan
YR e 45 B a0 e

_S_
8 45 8 20

=7+F(S(Tx,Tx,x))<F (h

J20 S (T, T, X) + S (TX, TX, X, )

S(TX,TX, X) S (TXy, Ty, X) +S (T, T, X) S (TX, TX, Xg )
S (T, T, X) + S (TX, TX, X, )

1 1 1 1 I:[hS(Tx,Tx,x)S(TxO,TxO,x)jLS(TXO,TXO,X)S(Tx,Tx,xo)]

elde edilir ki daralma kosulunun saglandig: goriiliir.

S(Tx,Tx,X) =10 ifadesini saglayan x=e* degeri i¢in

20[10.38+38.28] " S(TX,TX,X) S (T, TXy, X) + S (TXy, Ty, X) S (TX, TX, X, )

20<— =
21  38+728 S (TXg: Ty, X)+ S (TX, TX, X, )

bulunur ve dolayisiyla it 11
8 45 10 20

oldugundan
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5.

6.

i1 1 1 L hS(Tx,Tx,x)S(Txo,Txo,x)+S(Txo,Txo,x)S(Tx,Tx,xO)
8 45 V10~ 20 S (T, T, X) +S (TX, TX, X, )

e F(S(TX T X)) < F | h S(TX,TX, X) S (TXy, Ty, X) +S (T, T, X) S (TX, TX, Xg)
S (T, T, X) + S (TX, TX, X, )

elde edilir ki daralma kosulunun saglandig1 goriiliir.

S(Tx,Tx,x) =12 ifadesini saglayan x =¢€° degeri i¢in

20 < 20 [12.36+36.24] _h S(TX,TX, X) S (T, T, X) + S (TXo, TXg, X) S (TX, TX, X,

21 36+24 S (o, TXo, X) + S (TX, TX, X,)
bulunur ve dolayisiyla ey Ay <- ! oldugundan
8 a5 V12 20 o
1 1 B 14 hS(Tx,Tx,x)S(TxO,TxO,x)+S(TXO,TXO,X)S(Tx,Tx,xO)
8 45 V12~ 20

S (X, T, X) + S (TX, TX, X, )
S

" S(TX,TX, X) S (TXy, Ty, X) +S (T, X, X) S (TX, TX, Xg)
S (T, Ty, X) + S (TX, TX, X, )

=7+F(S(Tx,Tx,x)) < F[

elde edilir ki daralma kosulunun saglandig: goriiliir.

S(Tx,Tx,X) =14 ifadesini saglayan x=e° degeri i¢in

2020 [14.34+34.20] nS (TX,T%, X) S (T, Ty, X) + S (TXg, T, X) S (TX, TX, X, )
21  34+20 S (TXy: Ty, X)+ S (TX, TX, X, )

bulunur ve dolayisiyla it 11
8 45 V14~ 20

oldugundan
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1 1 1 1 [hS(TX,TX,X)S(TXO,TXO,X)+S(TxO,Txo,x)S(Tx,Tx,xo)J

—— - <-— <F
8 45 V14~ V20

S (T, Ty, X) + S (TX, TX, X, )
S(TX,TX, X) S (TXy, Ty, X) +S (T, T, X) S (TX, TX, Xg)

F(S(Tx,Tx,x))<F|h
=7+ ( (Tx XX)) { S (T, T, X) + S (TX, TX, X, )

elde edilir ki daralma kosulunun saglandig1 goriiliir.

7. S(Tx,Tx,x)=16 ifadesini saglayan x=e’ degeri i¢in

20[16.32+32.16] | S(TX,TX,X)S (TXy, TXy, X)+ S (TXy, TXy, X) S (TX, T, X, )

|

20<— =h
21 32+16 S (o, TXo, X) + S (TX, TX, X,)
bulunur ve dolayisiyla ey Ay <- ! oldugundan
8 45 16 20
11 1 1 hS(Tx,Tx,x)S(TxO,TxO,x)+S(TXO,TXO,X)S(Tx,Tx,xO)
8 45 16~ 20

S (X, T, X) + S (TX, TX, X, )
S

" S(TX,TX, X) S (TXy, Ty, X) +S (T, X, X) S (TX, TX, Xg)

F(S(Tx,Tx,x))<F
=7+ ( (X XX)) [ S(TXO,TXO,X)+S(TX,TX,XO)

elde edilir ki daralma kosulunun saglandig: goriiliir.

Ek olarak p, =inf{S(TX,TX,x):TX¢x}=4 bulunur. Sonu¢ olarak T  doniisiimii

C:’23 W= {eZI,ezs} ¢emberini ve DS, = {e21,ezz,ezs,624,ezs} diskini sabit birakir.

e 4

3.2.19 Uyan Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.9 ve Teorem 3.2.15’in bir sonucu olarak sabit bir
¢cemberin varligi artan bir fonksiyonun varligina baghdir. Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.9 ya
da Teorem 3.2.15’deki hipotezde diger kosullar gerceklestiginde eger T doniisiimii sto, o

S
XOrps

¢emberini sto, ,, cemberine resmederse C cemberi T doniisiimiiniin sabit bir ¢emberi

olmaktadir. Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.9 ya da Teorem 3.2.15°de hipotezdeki bir T

doniisiimii farkli X, noktalari ile bir Cirié¢ tip, degistirilmis Hardy-Rogers tip ya da Khan

tip daralma olabilir yani T doéntistimi, farkli X, noktalari i¢in Cfoy ,, ¢emberini kendisine
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resmederse T doniisimiiniin merkezleri farkli birden fazla sabit gemberi olabilir. Ek olarak

Fix(T)\C; , kiimesinin elemanlari geometrik olarak gember teskil etmeyebilir.
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4. METRIK VE s-METRIK UZAYLARDA RHOADES’IN ACIK
PROBLEMININ YENI COZUMLERI

Bu boliimde Rhoades tarafindan ortaya konulan agik problemin ¢oziimii metrik ve S-—

metrik uzaylarda ele alinacaktir. Agik probleme metrik uzaylarda ¢éziim verirken Boliim

2’de tanimlanmus olan Ny (X,y) ve M, (X,y) sayilar: kullanilacaktir.

4.1 Rhoades’in Ac¢ik Probleminin Metrik Uzaylarda Bir Coziimii

Bu béliimde Rhoades’in agik problemi i¢in metrik uzaylarda bir ¢6ziim verilecektir. Aksi

belirtilmedikge Bolim 2°de tanitilmis olan Ny (X, y) ve M, (x,y) sayilarindaki katsayilar

0<0<1, o, ucR, ve y=a++u>0 olarak alinacaktir. Simdi ilk olarak acik

problemin bir ¢dziimii i¢in asagidaki teoremi verelim.

4.1.1 Teorem (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger bir T : X — X déniisiimii agagidaki

sartlar1 saglarsa T doniisiimiiniin tek sabit z e X noktas1 vardir ve her bir xe X igin
T"X — z olur. Ustelik T doniisiimiiniin z noktasinda siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul limM (x,z)=0 olmasidir.
1. Her t>0 igin w(t)<t olacak sekilde yd(Tx,Ty)<w (N, (x,y)) esitsizligini
saglayan bir  : R" — R fonksiyonu vardir.

2. Verilen bir £>0 i¢in bir § =5(&)>0 sayisi vardir dyle ki € < 1 My (X, y)<e+6
Y
oldugunda d (Tx,Ty)<e olur.

Ispat: x, € X, Tx, #X, olacak sekilde herhangi bir nokta olsun ve X ’deki {x,} dizisi

n=0,123,.. i¢in Tx, =X, olarak tammlansmn. Teoremin 1. sarti ve Ny(X,y) sayisi

n+1

kullanilarak
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( 0 %) = 78 (T T ) Sy (Ng (%00 %)) < Ng (%00 %, ) (4.2)
max {d (X, ;,%, ), d (X, Xp.1 )]
d (X 1:%,),d ( % )4 (X X0 )
Ld(

d nl n+l (Xn'xn)]
2

d (%1% ), d (X0 %)

+ 14 max ( . ) ( o n+1) (Xn a0 Xy )d(xn'xn+l)
)

+ max
0

1+d (X0, %) 1+d (X, %)

n?! *n+l

_amax{ ( X 11 X, ,d( n? n+1)}+ﬂmax{ (Xn—l’x ) d(xn’xn+l)}

+pmax{d(x,;,x,),d (X, n+1)}
=(a+ B+ pu)max{d (X, X, ),d (%, %..,)}

n? *n+l

bulunur. Simdi  d(X,,,X,)<d(X,,X,,,) oldugunu kabul edelim. (4.1) esitsizligi
kullanilarak  d(X,,X,,;)<d(X,,%,,) bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden

d (X Xy ) <d (X1, %, ) Ve Ny (X, 4, %, )=(a+B+u)d (X1, %, )=rd (X4, X,) olur. Eger

d (X, X,,;) =S, olarak alimrsa (4.1) esitsizliginden

Sn <Spa (4.2)
ve boylece {Sn} dizisinin pozitif reel sayilarin kesinlikle azalan bir dizisi oldugu elde

edilir. {s,} dizisi bir s>0 limitine yaklasir. s>0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

n>k olacak sekilde bir pozitif k tamsayisi vardir dyle ki
s<s, <s+4(s) (4.3)

olur. Teoremin 2. sarti ve (4.2) esitsizliginden n>k igin

d(TX, 0, TX, ) =d (X,, X1 ) =S, < (4.4)

n? *n+l
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elde edilir. Fakat (4.4) ve (4.3) esitsizliklerinden celiski elde edilir ve dolayisiyla s=0

olur.

Bir £>0 i¢in {Xn} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gdosterelim. Genelligi bozmadan
8 =6(¢)<e oldugunu kabul edelim. s, —0 oldugundan n>k i¢in asagidaki esitsizligi

saglayan bir pozitif k tamsayisi vardir.

n? n+l

d(x,,x ):sn<g,(0<5<1).

Jachymski’nin teknigini [41-42] kullanarak matematiksel tiimevarimla herhangi bir ne N

i¢cin

d(Xk,Xk+n)<g+g (4.5)

oldugunu gésterelim. n=1 igin d(xk,xk+1):sk<§<g+§ olur. Buradan (4.5)

esitsizligi saglanir. Simdi (4.5) esitsizliginin bir n igin dogru oldugunu kabul edelim.
Ucgen esitsizliginden

d (Xk’Xk+n+l) < d (Xk’xk+l)+d (Xk+l’ Xk+n+1)

bulunur. Eger d (X, %.,..)<& oldugu gosterilirse (4.5) esitsizliginin n+1 i¢in

dogrulugu kanitlanmis olur. Simdi
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My (X Xeon ) = amax{d (X, TX ), d (X0, X0 )} (4.6)

k+n?

d (% Xen )2 d (X T )2 A (X X )
FAMAXY [d (%, X )+ (X TX ) ]

2
d (X Xieen )+ d (% T% )2 d (Xieins TXeon )

+'u max d (Xk+n’TXk+n)[d (Xk 'TXk+n)+d (Xk+n’TXk ):I
1+d (X, T% ) +d (X TXein)

olmak iizere My (X, X,,)<&+0 oldugunu gosterelim. Matematiksel tiimevarim hipotezi
ile

4.7
d(xk,xk+n)<g+§, (4.7)

o
d(xk,xk+l)<5,

N |

d (Xk+n ' Xk+n+l) <

(d (Xk ! Xk+n+1)+ d (Xk+n’xk+l))
2

d (Xk+n ’ Xk+n+1)|:d (Xk ’ Xk+n+1) + d (Xk+n ’ Xk+1):|
1+ d (Xk ’ Xk+l)+ d (Xk+n ’ Xk+n+1)

<&+,

<&+

elde edilir. (4.6) ve (4.7) esitsizlikleri kullamlarak M (X, X, )<&+& elde edilir.

Teoremin 2. sartindan

d (TXk ’TXk+n ) = d (Xk+11 Xk+n+1) <€

bulunur. Sonug olarak (4.5) esitsizligi gosterir ki {x,} bir Cauchy dizisidir. Bu takdirde
X metrik uzayinin tamhigindan bir z € X noktas1 vardir 6yle ki n— oo i¢in X, — z olur.

Ustelik Tx, — z olur.
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Tz #z oldugunu kabul edelim yani z noktasi T doniisiimiiniin sabit noktasi olmasin.

Teoremin 1. sartindan

yd (Tz,Tx,) <w (Ng (2.%,)) < Ny (2. %,)
=amax{d(z,Tz),d(x,,Tx,)}

+,Bmax{d(z,xn),d(Z,TZ),d(Xn,TXn)v

+umax{d(Z’TZ),d(xn,Txn),d(Z’X”)d(X”’TX") d(z’xn)d(xn’TXn)}

e[d(z,Txn)+d(xn,Tz)]}

2

1+d(z,Tz) = 1+d(Tz,Tx,)

elde edilir ve n— oo limit alinirsa yd (Tz,z) <(a+ B+ u)d(z,Tz)=yd (Tz,z) bulunur ki

bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla Tz =z olur yani Z noktast T doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Simdi kabul edelim ki w noktast w= z olacak sekilde T doniisiimiiniin diger sabit noktasi

olsun. Teoremin 1. sartindan

yd (Tz,Tw) = yd (z,w) <y (N4 (z,w)) < N4 (z,w)
=amax{d(z,Tz),d(w,Tw)}

+p max{d (z,w),d(z,Tz),d (W,Tw),e[d (Z’TW)Zd (W’TZ)]}

_,_ﬂmax{d(Z,TZ),d(W’TW)’d(Z,W)d(W’TW) d(z,w)d(W,TW)}

1+d(z,Tz) ~ 1+d(Tz,Tw)
<(a+pB+p)d(z,w)=yd(z,w)

bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla Z noktasi T doniisiimiiniin tek sabit noktasidir.

Ispatin son béliimiinde T doniisiimiiniin Z sabit noktasinda siirekli oldugunu varsayalim.

Eger x, —>z ise Tx, >Tz=z ve d(x,,Tx,)<d(x,,z)+d(Tx,,z) > 0 olur. Sonug olarak
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limM,(x,,z)=0 elde edilir. Tersine eger limM;(x,,z)=0 ise x,—>z igin

d(x,,Tx,) — 0 olur. Budurum Tx, —z =Tz yani, T doniisiimiiniin Z noktasinda siirekli

oldugunu gosterir.

4.1.2 Sonug (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger T : X — X doniisiimii her xe X i¢in

asagidaki sartlar1 saglarsa T doniistimiiniin tek sabit ze X noktast vardir ve T"X —Z

olur. Ayrica T doniisiimiiniin Z noktasinda siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

limM, (x,z)=0 olmasidur.

X—Z

1. Herhangi X,y e X ve Ny (X,y)>0 i¢in yd (Tx,Ty) < N4 (x,y) olur.

M, (xY)

2. Verilen bir £>0 i¢in bir §=5(¢&)>0 sayist vardir dyle ki & <—° <&+d
v

oldugunda d (Tx,Ty)<e olur.

4.1.3 Sonug (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger bir T: X — X doniisiimii her x e X

icin asagidaki sartlar1 saglarsa T doniistimiiniin tek sabit z € X noktasi vardir ve T"X — z

olur.

1. Her d(x,y)>0 igin w(d(x,y))<d(xy) olacak sekilde d(Tx,Ty)<y (d(x,y))
esitsizligini saglayan bir y : R — R" fonksiyonu vardir.
2. Verilen bir £>0 i¢in bir 6 =5(¢) >0 sayisi vardir 6yle ki herhangi bir t >0 i¢in

£<t<e&+d oldugunda w (t)<e& olur.

a=L=0ve u=1 iken Teorem 4.1.1 i¢in asagidaki 6rnek verilecektir.

4.1.4 Ornek X =[0,24] (ieﬂy) ve d metrigi X iizerinde alisilmis metrik olsun. T

dontistimiini
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A, xX<A
Tx =
{0 , X>A4

olarak tanimlayalim. T doniisiimii

, >4

v(t)= t<a

Wl >

ve

5(e) 21 . exA
1 V24— | e<a

fonksiyonlari ile Teorem 4.1.1’°in sartlarini saglar. Teorem 4.1.1°in 1. sartinin saglandigin
gostermek igin 4 farkli durum goz 6niine alinir:

1. x<A ve y<A alindiginda sirasiyla Tx=A4 ve Ty=A4 olur. Buradan
d(Tx,Ty)=0 bulunur ki d(Tx,Ty)< 1,//(Nd (X,y)) esitsizliginin saglandig
goriiliir.

2. x>A ve y>A4 alindiginda sirastyla Tx=0 ve Ty =0 olur. Buradan d (Tx,Ty)=0
bulunur ki d (Tx, Ty) <w (N, (X, Y)) esitsizliginin saglandig1 gdrillir.

3. x<4A ve y>A alindiginda swrastyla Tx=A4 ve Ty=0 olur. Buradan

d (Tx,Ty) = A bulunur. N, (x,y) sayist hesaplandiginda

d(x y)d(y.Ty) d(x1y)d(y,Ty)}

Nd(x,y):max{d(x,Tx),d(y,Ty), 1+d(x,Tx) = 1+d(TxTy)

x=yllyl Ix—yllyl}

=maX{|X_/1|’|y|’1+|X_,1|’ 1+ 4
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elde edilir. |y|>2 oldugu i¢in Ny (X,y)>A bulunur. Dolayisiyla buradan
A=d(Tx,Ty)< l//(Nd (x, y)) = A esitsizligi saglanir.
4, x>A1 ve y<A alindiginda sirasiyla Tx=0 ve Ty=A olur. Buradan

d (Tx,Ty) =4 bulunur. N, (x,y) sayist hesaplandiginda

)=o) 07 A2 sty

X— A Ix— -1
:max{|x|,|y—ﬂ|,| ylly =4 [x=ylly |}

1+ 1+2

elde edilir. |x>A4 oldugu i¢in Ny (X,y)>A bulunur. Dolayisiyla buradan

A=d(Tx,Ty)< 1//(Nd (x, y)) = A esitsizligi saglanur.

Teorem 4.1.1’in 2. sartinin saglandigin1 gosterelim. Bunun i¢in asagidaki durumlar dikkate
alinir:

1. x<A ve y<A alindiginda sirasiyla Tx=A4 ve Ty=A olur. Buradan

d (Tx,Ty) =0 bulunur. M, (x,y) sayist hesaplandiginda

d(xy),d(x,Tx),d(y,Ty),
My (X, y)=max{d(y,Ty)[d (x,Ty)+d(y,Tx)]
1+d(x,Tx)+d(y,Ty)
x=y|.[x=4]y=4],
=maxs |y - A|[|x— 4| +|y - 4[]
1+|x=A|+|y -4

elde edilir. Buradan

0<|x—4|<4,
0<|y—4|<4,
0<|x—y|< 4,
0<M,(xy)<4
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bulunur ki & =5 (&) fonksiyonunun tanimmndan
e<My(xy)<e+6=d(Tx,Ty)=0<e

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur.

2. x>A ve y>A4 alindiginda sirastyla Tx=0 ve Ty =0 olur. Buradan d (Tx,Ty)=0

bulunur. M (x,y) sayist hesaplandiginda

d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),
M, (X, y)=max- d (y,Ty)[d (x,Ty)+d (y,Tx)]

1+d(x,Tx)+d(y,Ty)
ILIX+1y]

- a3 o L

elde edilir. Buradan

0<|x-y|<4,

A<|x<24,

A<|y|<24,

A<My (xy)<24
bulunur ki 6 =5 (&) fonksiyonunun tanimmndan
e<My(x,y)<e+86=d(Tx,Ty)=0<¢

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur.
3. x<4A ve y>A alindiginda swrastyla Tx=A4 ve Ty=0 olur. Buradan

d(Tx,Ty) =4 bulunur. M (X,y) sayist hesaplandiginda
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d(x,y),d(xTx),d(y,Ty),

M, (X, y)=max- d (y,Ty)[d (x,Ty)+d (y,Tx)]
1+d(x,Tx)+d(y,Ty)

yll X[ +]y—A4
:max{|x_y|’|x_/1|,|y|1| |[| | | H}

1+|x—2|+]y|

elde edilir. Buradan

0<|x-y|<22,
0<|x—2|< 4,
A<|y|<24,
0<|x|<4,
0<|y-4/<4,
0<|x|+|y-4]<22,
yil IX[+|y— A4
i,
A<My (x,y)<22

bulunur ki 6 =5 (¢) fonksiyonunun tanimindan

e<My(xy)<e+6=d(Tx,Ty)=1<¢

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur.

x>A ve y<A alndiginda sirasiyla Tx=0 ve Ty=A olur. Buradan

d (Tx,Ty)=4 bulunur. M, (x,y) sayist hesaplandiginda

d(x,y),d(xTx),d(y,Ty),

M, (X, y)=max- d (y,Ty)[d (x,Ty)+d (y,Tx)]
1+d(x,Tx)+d(y,Ty)

y—A|| |X=A|+|Y
:max{|x_y|’|x|,|y_/1|1| ||:| | | |:|}

1+]X+]y - 4|

elde edilir. Buradan
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0<|x—y|<24,
A<|x|<24,
0<ly-4<4,
0<|x—A|<2,
0<|y|< 4,
0<|x—24|+|y|< 24,
Al A lyl]
1+|x|+|y -4
A<My (xy)<24

24,

bulunur ki 6 =5 (&) fonksiyonunun tanimindan
e<My(xy)<e+6=>d(Tx,Ty)=A<¢

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur.

4.1.5 Uyan 1) Teorem 4.1.1’de N, (x,y) ve M (x,y) sayilar i¢in =1 ve f=u=0

alinirsa Teorem 2.18; =1 ve a= =0 alinirsa Teorem 2.19 elde edilir.

2) Teorem 4.1.17in hipotezleri altinda T™ doniisiimiiniin de sabit noktasi vardir ve bu sabit

nokta tektir. Ornek olarak Ornek 4.1.4°de verilen T doniisiimiinii alirsak her xe X ve

m>2 i¢in T"Xx=A buluruz. Dolayisiyla T" doniisiimiiniin tek sabit noktasi1 x=A1

noktasidir.

4.1.6 Teorem (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger bir T : X — X doniisiimii asagidaki

sartlar1 saglarsa T doniisiimiiniin tek sabit z € X noktas1 vardir. Ayrica T doniisiimiiniin

Z noktasinda siirekli olmast igin gerekli ve yeterli kosul limM; (x,z)=0 olmasidir:

1. Her t>0 i¢in y(t)<t olacak sekilde pd (TX,Ty)Sl//(N;(X, y)) esitsizligini

saglayan bir y :R* — R" fonksiyonu vardir. Burada Ng(X,y) sayisi
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Ny (X, y)=amax{d (xT"x),d (y,Tmy)}

) e[d (x,Tmy)+d (y,me)}}

+,Bmax{d(x,y),d(x,me),d(y,Tmy , 5

d(x,y)d(y,Tmy) (x,y) d(yT y)}

+ﬂmax{d(X’TmX)’d(y’Tmy)’ 1+d(xT™x) " 1+d(T"™xT"y)

seklinde tanimlidir.

2. Verilen bir &> 0 i¢in bir 6 =6(&)>0 sayist vardir dyle ki g<1M;(X, y)<e+6
Y

oldugunda d (me,T”‘y)Sg olur. Burada Mg (x,y) sayist

M; (X, y):amax{d (xT"x),d (y,T”‘y)}

[d (X,Tmy)+d (y,me)]}

+pmax1d(x,y),d(x,T"x),d(y,T"y), >

+umaxd(x,y),d(xT"x),d(y,T"y),

d(y,T" y[d X, T"y)+d(y,T x)]
1+d (x,T™)+d(y,T"y)

seklinde tanimlidir.

Ispat: Teorem 4.1.1°den T™ doniisiimiiniin tek sabit Z noktasi vardir. T"z =z bulunur.
Sonug olarak Tz=TT"z=T"Tz elde edilir ve bu yiizden Tz noktast T" doniigimiiniin
sabit noktasidir. Sabit noktanin tekliginden Tz =2z bulunur. Dolayisiyla T™ ’nin tek sabit

noktasi vardir.

4.2 Rhoades’in A¢ik Probleminin S —Metrik Uzaylarda Bir Coziimii

Bu boliimde Rhoades’in agik problemi igin S —metrik uzaylarin teorisi kullanilarak bir

¢oziim verilecektir. Bunun i¢in asagida tanimlanan Mg (X, X, y) sayis1 kullanilacaktir:
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S(x,%Y),S(xxTx),S(y,y,Ty),
M (X, % y)=maxq S (x,x,Tx)S(y,y,Ty) S(x,xTx)S(y,y,Ty)
1+S(x,%y)  1+S(TxTxTy)

4.2.1 Teorem (X,S) bir tam S —metrik uzay olsun. Eger T : X — X doniisiimii asagidaki
sartlar1 saglarsa T doniisiimiiniin tek sabit z e X noktasi vardir ve her bir xe X igin

T"X —z olur. Ayrica T doéniisiimiiniin Z noktasinda siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul limMg (X, x,z)=0 olmasidir.

X—>Z

1. Her t>0 i¢in y (t)<t olacak sekilde S(Tx,Tx,Ty)< l//(MS (X, X, y)) esitsizligini
saglayan bir y : R" — R" fonksiyonu vardir.
2. Verilen bir £>0 i¢in £ <M (X,X,y)<&+6 oldugunda S(Tx,Tx,Ty)<e olacak

sekilde bir 6 =5(&)>0 sayist vardur.

Ispat: x; € X, Tx, # X, olacak sekilde herhangi bir nokta olsun ve X ’deki {x,} dizisi

n=0,12,3,... i¢in Tx, =X,,, olarak tanimlansin. Teorem 4.2.1’in 1. sartini ve Mg (X, X, y)

sayisini kullanarak

S(Xn’xn’xn+l) S(T n- 1’TXn 1'TX <‘//(MS (X -1 n—1' n)) (48)
S( n-1? n—l’Xn)’S(X -11 n—l’ n)
S(Xn’xn’xml)

S (X1s Xpa0 X0 ) S (X3 X4 X1 )

n-1' "*n-1? *n n'n?t n+l

1+S(x X,)

n-1? n—l’ n

S (X1s Xpa0 X0 ) S X0y X4 Xt

n'n?t n+l

14+ S (X Xy X1

n?'“*n? n+l
S (5,1 %%, S (3 Ko o)

n'n? Tn+l

<My (Xygs Xogs X, ) = Max

bulunur. Kabul edelim ki S(X,_;, %, 1%, )<S (X X1, %) Olsun.  (4.8)  esitsizligi

n?n? n+l

kullanilarak S (X,, X, X,,1) <S(X,,%,,X,,,) bulunur ki bu bir geliskidir. Bu yiizden
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S (Xys X Xt ) <S (X gy Xoq, X, ) olur. Eger S(X,,X,,X,,,)=S, olarak almrsa (4.8)

n!nt n+l

esitsizliginden
<S, (4.9)

ve boylece {sn} dizisinin pozitif reel sayilarin kesinlikle azalan bir dizisi oldugu elde

edilir. {s,} dizisi bir s>0 limitine yaklagir. Kabul edelim ki s>0 olsun. Bu takdirde

n>k olacak sekilde bir pozitif k tamsayis1 vardir dyle ki

s<s,<S+5(s) (4.10)

olur. Teoremin 2. sarti ve (4.9) esitsizliginden n>k igin

S (TXy 0, TX 0 T, ) = S (X)X X ) =S, < S (4.11)

n!n? n+l

elde edilir. (4.10) ve (4.11) esitsizliklerinden geliski elde edilir ve dolayistyla s=0 olur.

Bir £>0 i¢in {Xn} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Genelligi bozmadan
5=06(¢)<e kabul edelim. s, -0 oldugundan n>k icin asagidaki esitsizligi saglayan

bir pozitif k tamsayis1 vardir.

n?nt n+l

S (X, %, X ):sn<§,(0<5<1)

Jachymski’nin teknigini [41-42] kullanarak matematiksel timevarimla herhangi bir ne N

i¢in
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S (X Xe» Xyon ) <E+O (4.12)

oldugunu gdsterelim. n=1 igin S(X,, X, X1 ) =S5 <E<g+5 olur ve (4.12) esitsizligi

saglanir. Simdi kabul edelim ki (4.12) esitsizligi bir n i¢in dogru olsun. Uggen

esitsizliginden
s (Xk ’ Xk ’ Xk+n+l) < s (Xk ’ Xk ’ Xk+l) + s (Xk ’ Xk ’ Xk+l) + s (Xk+l7 Xk+1’ Xk+n+l)

bulunur. Eger S (X1, X1 X1 ) <€ oldugu gosterilirse (4.12) esitsizliginin n+1 i¢in

dogrulugu kanitlanmis olur. Simdi

S (X X Xin )+ S (X X, TX ), (4.13)
S (Xk+n’Xk+n’TXk+n)’
S (X % T% ) S (Xean s Xens TXisn )
1+ S (Xes Xs Xiein )
S (X X T ) S (Xean s Xions T4 )
1+ S (X, T, TX, 1)

M (X2 X1 X, ) = MaX

iken Mg (X, X, X,n) <&+6 oldugunu gdsterelim. Matematiksel tiimevarim hipotezi ile

S (X Xys Xypn ) < E+O, (4.14)
o
S(Xk'Xk'Xk+1)<E’

)

k+n+1) < E’

S(Xk'Xk'TXk)S(Xk+n’xk+n’TXk+n)< 52
1+ S (X, X Xan ) 4(1+S (X X Xin )

S(Xk’xk’TXk)S(Xk+nlxk+n’TXk+n)< 52
1+ S (T, TX, TXn) 4(1+S (T, TX, X, )

S (Xens Xieans X

k+n? *k+n?

<0,

<0
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bulunur. (4.13) ve (4.14) esitsizlikleri kullamlarak Mg (X, %, X, ) <&+ elde edilir.
Teoremin 2. sartindan S (TX, TX, X ) =S (Xeu1r Xo1s Xunss ) < € bulunur. Sonug olarak
(4.12) esitsizligi gosterir ki {x,} bir Cauchy dizisidir. Bu takdirde (X,S) S—metrik
uzayinmn tamligindan bir ze X noktas1 vardir 8yle ki n—> o0 i¢in X —> z olur. Ustelik

Tx, = z olur. Simdi kabul edelim ki Tz#z yani, Z noktast T doniisiimiiniin sabit

noktasi olmasin. Teoremin 1. sartindan

S(Tz,Tz,Tx,) <y (Mg (2,2,%,)) <M (2,2,X,)

1 &3 Ay

S(z,2,%,),5(2,2,T2),S(X,, X,,TX, ),

n!*n?

=maxyS(z,z,Tz)S (X, X, T%,) S(z,2,T2)S(X,,X,,TX,)

n!*n?’ n!*n?’

14+S(z,2,x,)  1+S(Tz,Tz,Tx,)

elde edilir ve n—oo i¢in limit almirsa S(7z,7z,z)<S(Tz,Tz,z) bulunur ki bu bir

celigkidir. Dolayisiyla Tz=z olur ve z noktasiT doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Simdi kabul edelim ki w noktas1 W= z olacak sekilde T doniisiimiiniin diger sabit noktasi

olsun. Teoremin 1. sartindan

S(Tz,72,Tw)=5(z,z,w) <y (M (z,2,W)) <M (z,2,W)
S(z,z,w),S(z,2,Tz),S (w,w,Tw),

)
=max+4 S(z,z,Tz)S(w,w,Tw) S(z,2,Tz)S(w,w,Tw)
1+S(z,z,w) ' 1+5(Tz,Tz,Tw)

=5(z,z,w)

bulunur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla Z noktast T doniisiimiiniin tek sabit noktasidir.

Ispatin son béliimiinde T doniisiimiiniin Z sabit noktasinda siirekli oldugunu varsayalim.

n!“n?’ n!“n?’

Eger x, >z ise Tx, >Tz=z olur ve S(x,,X, Tx,)<2S(x,,X,,2)+S(Tx,,Tx,,2)—>0
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bulunur. Sonug olarak lim M (Xn, X, Z) =0 elde edilir. Tersine eger lim M (Xn VX Z) =0

ise x, >z i¢in S(X,,X,,Tx,)—>0 olur. Bu Tx, >z=Tz yani, T doniisiimiiniin Z

n?*n?

noktasinda siirekli oldugunu gosterir.

4.2.2 Sonug (X,S) bir tam S—metrik uzay ve T:X — X bir déniisiim olsun. Eger T

doniisimii her xe X i¢in asagidaki sartlar1 saglarsa tek sabit z e X noktasi vardir ve
T"X — z olur. Ayrica T doniisimiiniin Z noktasinda siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul lim Mg (x,x,z)=0 olmasidir.

1. Herhangi X,y € X ve Mg (x,x,y)>0 i¢in S(Tx,Tx,Ty) <M (X,X,Y).
2. Verilen bir &>0 i¢in bir 6=56(¢)>0 sayis1 vardir Gyle ki

<M (X,X,¥)<e+6 oldugunda S(Tx,Tx,Ty)<¢ olur.

4.2.3 Sonug (X,S) bir tam S —metrik uzay olsun. Eger T : X — X doniisiimii her x e X

icin asagidaki sartlar1 saglarsa T doniistimiiniin tek sabit z € X noktasi vardir ve T"X — z

olur.

1 Her  S(x,xy)>0 igin  w(S(x,xYy))<S(x,x,y) olacak sekilde
S(Tx,TX,Ty)<w (S(x.XY)) esitsizligini saglayan bir y:R*—R" fonksiyonu
vardir.

2. Verilen bir £>0 i¢in bir 6 =5(¢) >0 sayisi vardir dyle ki herhangi bir t >0 i¢in

£<t<e+d oldugunda y (t)< e olur.

4.2.4 Ornek X =[0,6] kiimesi Ornek 2.14’te verilen S—metrik ile S—metrik uzay olsun.

T doniisiimi

3 , x<£3
Tx =
0 , x>3
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olarak tanimlansin. T doniistimii

ve

5( ) 35 , €23
)=
10—-¢ , €<3

fonksiyonlar1 ile Teorem 4.2.1°in sartlarini saglar. Teorem 4.2.1°in 1. sartinin saglandigini
gostermek icin asagidaki 4 farkli durumu dikkate alacagiz:

1. x<3 ve y<3 alindiginda sirasiyla Tx=3 ve Ty=3 olur. Buradan
S(Tx,Tx,Ty)=0 bulunur ki ~ S(Tx,Tx,Ty)<y (Mg (x,X,y)) esitsizliginin
saglandig1 goriiliir.

2. x>3 ve y>3 alindiginda swrasiyla Tx=0 ve Ty=0 olur. Buradan
S(Tx,Tx,Ty)=0 bulunur ki  S(Tx,TxTy)<w (Mg (x,X,y)) esitsizliginin
saglandig1 goriiliir.

3. x<3 ve y>3 alndiginda swrasiyla Tx=3 ve Ty=0 olur. Buradan

S(Tx,Tx,Ty)=3 bulunur. Mg (X,X,y) sayist hesaplandiginda

S(x%Y¥),S(xxTx),S(y,y,Ty)
Mg (X%, ¥)=maxq S (x,x,Tx)S(y, ¥, Ty) S(xxTX)S(y,y,Ty)
1+S(x,%xy)  1+S(Tx,Tx,Ty)

x=3y| [x=3y]
1+jx-y]" 4

=nmx%x—ny—ﬂJﬂ,
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elde edilir. |y|>3 oldugu i¢in Mg(X,X,y)>3 bulunur. Dolayisiyla buradan
3=S(Tx,Tx,Ty)<y ( Mg (X, X, y)) =3 esitsizligi saglanir.

4, x>3 ve y<3 alndiginda sirasiyla Tx=0 ve Ty=3 olur. Buradan

S(Tx,Tx,Ty) =3 bulunur. M (x,X,y) sayist hesaplandiginda

S(%,%Y),S(%%Tx),S(y,y,Ty),
M (X, %, y)=max< S (x,x,Tx)S(y,y,Ty) S(x,xTx)S(y,y,Ty)
1+S(x,%xy)  1+S(Tx,Tx,Ty)

X|ly=3 [X||y—-3
:nmx%x—yMAJy_ﬂjlw | My I}

1+jx-y]" 4

elde edilir. |x|>3 oldugu i¢in Mg (X, X y)>3 bulunur. Dolayisiyla buradan

3=5(Tx,Tx,Ty)< y/(M s (X%, y)) =3 esitsizligi saglanir.

Teorem 4.2.1’in 2. sartinin saglandigin1 gosterelim. Asagidaki dort farkli durumu
inceleyecegiz:

1. x<3 ve y<3 alindiginda sirasiyla Tx=3 ve Ty=3 olur.

S(Tx,Tx,Ty)=0 bulunur. Mg (X,X,y) sayist hesaplandiginda

Buradan

S(%%Y),S(xxTx),S(y,y,Ty),
Mg (X%, ¥)=maxq S (x,x,Tx)S(y, ¥, Ty) S(xxTX)S(y,y,Ty)

1+S(x,xy)  1+S(TxTxTy)
e e x=3ly-3 x-3y-3
—maX{IX Y x=3Lly -3, Lex=y| © 1

elde edilir.
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bulunur ki & =5 (¢) fonksiyonunun tanimmndan
£<Mg(X,X,y)<e+6=S(Tx,Tx,Ty)=0<¢

ifadesinin dogrulugu gdsterilmis olur.

x>3 ve y>3 alindiginda swrasiyla Tx=0 ve Ty=0 olur. Buradan

S(Tx,Tx,Ty)=0 bulunur. Mg (X,X,y) sayist hesaplandiginda

S(%%Y),S(%%Tx),S(y,y,Ty),
M (X, X, y)=max4 S (x,x,Tx)S(y,y,Ty) S(x,xTx)S(y,y,Ty)
1+S(x,%,Y) 1+ S(Tx,Tx,Ty)

[X[1Y] IXIIVI}

:max{IX—Y|:|X|'|y|’1+|x_y|' 1

elde edilir.

0<|x—y|<3,
3<|x| <8,

3<|y|<8,

9 MM _gq
2 1+|x-y]|

9<MS36,
1

9< Mg (x,xYy)<36

bulunur ki 6 =5(¢) fonksiyonunun tanimindan
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4.

e<Mg (XX, y)<e+6=S(Tx,Tx,Ty)=0<¢

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur.

Xx<3 ve y>3 alindiginda swrasiyla Tx=3 ve Ty=0 olur. Buradan

S(Tx,Tx,Ty) =3 bulunur. M (x,x,y) sayist hesaplandiginda

S(%,%Y),S(%%Tx),S(y,y,Ty),
M (X, %, y)=maxq S (x,x,Tx)S(y,y,Ty) S(x,xTx)S(y,y,Ty)
1+S(x,%xy)  1+S(Tx,Tx,Ty)

[x=3]ly] IX—3IIVI}

1+jx-y]" 4

:max{|x—y|,|x—3|,|y|,

elde edilir.

0<|x—y|<6
0<|x-3<3
3<|y|<6
0<|x—3|y|<18
1<1l+|x-y|<7
o lx=3ly
1+|x-y|

o< X3 _9
4 2
3<M(x,x,y)<6

<3

bulunur ki 6 =5 (&) fonksiyonunun tanimmndan
e<Mg (XX, y)<e+8=5(TxTxTy)=3<¢

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur.

x>3 ve y<3 alndiginda sirastiyla Tx=0 ve Ty=3 olur. Buradan

S(Tx,Tx,Ty) =3 bulunur. M (x,X,y) sayist hesaplandiginda

69



S(%%Y),S(%xTx),S(y,y,Ty),
My (X, % y)=max< S (x,x,Tx)S(y,y,Ty) S(x,xTX)S(y,y,Ty)
1+S(x,%y)  1+S(TxTxTy)

[Xly -3 IXIIV—3|}

1+|x-y|" 4

-3}y

elde edilir.

0<|x-y|<6
3<|x/<6
0<|y-3<3
0<|x||ly-3<18
1<l+|x-y|<7
. bily-3
1+|x—y|

4 2
3<M(X,X,y)<6

<3

bulunur ki 6 =5 (¢) fonksiyonunun tanimindan

<M (X, x,y)<e+6=S(Tx,Tx,Ty)=3<¢

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur.

4.2.5 Uyar1 Teorem 4.2.1’in hipotezleri altinda T™ doniistimiiniin de sabit noktas1 vardir

ve bu sabit nokta tektir. Ornek olarak Ornek 4.2.4’de verilen T déniisiimiinii alirsak her
xeX ve m>2 i¢in T"x=3 buluruz. Dolayisiyla T™ doéniisiimiiniin tek sabit x=3

noktasi vardir.

Simdi

70



S(x,x,y),S(x,x,me),S(y,y,Tmy),
Mg (X%, y)=max< s (x,x,T"x)S(y,y, T"y) S(xxT"™x)S(y,y.T"y)
1+S(X,X,y) L 1+S(T™X T, Ty)

sayisini kullanarak agagidaki teoremi ispatlayacagiz.

4.2.6 Teorem (X,S) bir tam S—metrik uzay olsun. Eger bir T:X — X doniisiimii

asagidaki sartlar1 saglarsa T doniisiimiiniin tek z € X sabit noktasi vardir:

1. Her t>0 igin w(t)<t olacak sekilde S(TmX,TmX,Tmy)St//(M;(X,X,y))
esitsizligini saglayan bir y : R — R" fonksiyonu vardir.
2. Verilen bir &>0 i¢in bir &6=56(¢)>0 sayist vardir Gyle ki

£<Mg (X X y)<&+6 oldugunda S(me,T’“x,T’“y)SE olur.

Ayrica T doniisiimiiniin Z noktasinda siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

lim Mg (x,X,2) =0 olmasidr.

X—>Z

Ispat: Teorem 4.2.1°den T™ doniisiimiiniin tek sabit Z noktasi vardir. T"z =z bulunur.
Sonug olarak Tz=TT"z=T"Tz elde edilir ve bu yiizden Tz noktasi T" doniigiimiiniin

sabit noktasidir. Sabit noktanin tekliginden Tz =2z bulunur. Dolayisiyla T™ ’nin tek sabit

noktasi vardir.
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5. METRIiK VE s—-METRIK UZAYLARDA ORTAK SABIT
CEMBER PROBLEMI

Bu bolimde Wardowski’nin teknigi yardimiyla metrik ve S—metrik uzaylarda [9]

numarali kaynakta verilen agik probleme c¢oziimler verilecektir. Bunun i¢in Bolim 2’de

tanitilan Ng (X,y) ve M, (X, y) sayilarinin degistirilmis halleri kullanilacaktur.

5.1 Metrik Uzaylarda Ortak Sabit Cember Problemi
(X,d) bir metrik uzay ve S,T:X — X olsun. Metrik uzaylarda ortak sabit gember

problemi i¢in elde edilen sonuglarda kullanilan Ny (X,y) ve M, (X,y) sayilarimn asagida

verilen degistirilmis halleri dikkate alinacaktir. a, 8, ueR",a+f+u=10<6<1 olmak

uzere

N, (X, y)=amax{d(Sx,Tx),d(Sy,Ty)}

[d(Sx,Ty)+d (Sy,Tx)]}

+,Bmax{d(Sx,Sy),d(Sx,Tx),d(Sy,Ty),e 5

d (Sx,Tx)[ d (Tx,x)+d (S, x)]}

d(Ty,y)+d(Sy.y)

+Uu max{d (Sx,Tx),d (Sy,Ty),

ve a, B, e R, a+ [+ =1 olmak iizere

M, (X, y)=amax{d(Sx,Ty),d(y,Ty),d(x,Sx)}

[d(Sx,Ty)+d (y,Tx)]}

2

+f3 max{d (Sx,y),d(Sx,Ty),d(y,Ty),

d(y,Ty)[d(Sx,Ty)+d (y,Tx)]}

+ymax{d(SX,Ty),d(y,Ty),d(y,Sx), 1+ d (5K Ty)+d (1Y)
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olsun. Ortak sabit ¢gember problemine ¢dziim verirken p; sayisi Bolim 2’de (2.1) deki

gibi tanimlanacaktir. Ilk olarak N, (X, y) sayist yardimiyla asagidaki daralma tanimi

verilsin.

5.1.1 Tamm (X,d) bir metrik uzay ve T,S: X — X iki doniisim olsun. Eger her x e X
icin d(TX,y, %, )+d (S, %) =0 iken 7+F (d (Tx, SX)) <F (NC (x, XO)) sartin1 saglayan
FeF, >0 ve x,€X noktasi varsa ve eger d(Txy, X,)+d(Sx,,%,)=0 iken Tx=Sx

oluyorsa (T,S) déniisiim giftine F, —daralma denir.

Tanim 5.1.1°1n bir sonucu asagida dnerme olarak verilecektir.

5.1.2 Onerme (X,d) bir metrik uzay ve T,S:X — X iki doniisiim olsun. Eger (T,S)
doniisiim ¢ifti x, € X noktasi ile bir F, —daralma ise X, noktas1 T ve S doniisiimlerinin

bir ¢akisma noktasidir yani Tx, = Sx, olur.

Ispat: Tanim 5.1.1 kullanilarak x = x, alindiginda

7+ F (d(Txy,S%,))

amax{d (S%,,Tx,),d (SX,, Tx, )}

<F +ﬂmax{d (SXy,SX, ), d (SX,,Tx, ). d (SXO,TXO),H[d (SX,, T, )+d (SxO,Txo)]}

2

S T d T d S
+,umax{d(SxO,TXO),d(Sxo,Txo) % T) [ d (T %) +d (S, X)]}

d(TxO,x0)+d(Sx0,x0)

bulunur. Burada iki durum soz konusudur.

1. Eger d(Tx,,%,)+d(SX,, X%, ) =0 ise Tx, = Sx, elde edilir.
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2. Eger d(Tx,, %, )+d(Sxy, %) =0 ise
7+ F (d(T%,,5%)) < F((ar+ B+ 1) d (Sx,,Tx,)) = F (d (S%,,Tx, )

elde edilir ki 7 >0 oldugundan bu bir ¢eliskidir.

Sonug olarak X, noktas1 T ve S doniisiimlerinin ¢akisma noktasidir yani Tx, = Sx, olur.

Simdi M, (x,y) sayist kullanilarak asagidaki daralma tanimi verilecektir.

5.1.3 Tamm (X,d) bir metrik uzay ve T,S: X — X iki doniisiim olsun. Eger her x e X
icin d(Tx,x)>0=7+F (d (Tx, X)) <F (Mc (x, XO)) sartim saglayan FelF, 7>0 ve

X, € X noktasi varsa (T,S) déniisiim ¢iftine F,, —daralma denir.

Simdi Tanim 5.1.1 ve Tanim 5.1.3 yardimiyla asagidaki 6nerme verilsin.

5.1.4 Onerme (X,d) bir metrik uzay ve T,S:X — X iki doniisiim olsun. Eger (T,S)
doniisim ¢ifti x, € X noktasi ile hem F, —daralma hem de F,, —daralma ise X, noktasi

T ve S doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir yani Tx, = SX, = X, olur.

Ispat: F, —daralma tanimi ve Onerme 5.1.2’den dolayr X, noktast T ve S
dontistimlerinin ¢akisma noktasidir yani Tx, =SX, olur. $imdi X, noktasimn T ve S
dontistimlerinin ortak sabit noktasi oldugu gosterilecektir. TX, # X, oldugu kabul edilsin.

Fy —daralma tanimindan
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T+ F(d (TXO,XO))S F(MC(XO’XO))

amax{d (%, TX,),d (X5, T%,),d (o, S%, )}

=F +,8max{d (SXg, %), d (SXg, TXy ), d (%5, TX, ),

[d (SXO’TX0)+d (XO’TXO ):I}

2

d(X,,TX,)| d(Sx,, TX,)+d(X,,TX
wmax{d(SXWTXO)’d(XO’TXO)’d(XO’SXO)’ ( Ol+(;)(|:SX(T)S )+0d)(x (T;) O)]}
0 ' 0 01 ' 0

= F((a+B+u)d(T%.%)) = F (d (T, %))

elde edilir ki >0 oldugu i¢in bu bir geliskidir. Dolayistyla TX, =X, olur. Sonug olarak

X, noktast T ve S déniisiimlerinin ortak sabit noktasidir yani Tx; = Sx, = X, olur.

Burada F, —daralma sart1 ve Onerme 5.1.2 kullanilarak bir déniisiim ¢ifti i¢in bir ¢akisma
noktasi elde edildi. F —daralma sarti, F, —daralma sart1 ve Onerme 5.1.4 kullanilarak da

bir doniistim ¢ifti igin bir ortak sabit nokta sonucu elde edildi.

F, —daralma ve F,, —daralma tanmimlar1 kullanilarak asagidaki teoremde ortak sabit

¢ember problemine bir ¢dziim verilecektir.

5.1.5 Teorem (X,d) bir metrik uzay, T,S:X — X iki doniisiim ve p, sayist Bolim
2’de (2.1) deki gibi tanimlansin. Eger X, € X noktast ile (T,S) doniisiim ¢ifti hem F —
daralma hem de F,, —daralma ve her xeC,  icin d(Tx,%,)=d(Sx,%,)=p, ise C,

cemberi T ve S doniisiimlerinin ortak sabit cemberidir yani her xeC, igin Tx=Sx=X

Pd

olur.

Ispat: xeC, , olsun. Ik olarak X elemaninin T ve S doniisiimlerinin bir ¢akisma
noktast oldugu gosterilsin.  Onerme 5.1.4’ten Tx,=Sx,=X, ve dolaysiyla

d (X, TX, ) +d (X,,S%,) =0 elde edilir. Boylece F, —daralma tanimindan Tx = Sx olur.
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C,,r cemberinin T ve S doniisiimlerinin ortak sabit cemberi oldugunu gosterelim. Tx # X

oldugunu kabul edelim. Onerme 5.1.4 ve F,, —daralma sart1 hipotezinden

7+ F(d(Tx,x)) <F (M (x,%))

amax{d (Sx,Tx,),d (X, Tx,),d (x,5x)}

=F|+p max{d (SX, %y ), d (8%, Txy ), d (X5, TX, ), [d (SX,TXO)2+d (xO,Tx)]}

d (%, T )[ d (SX,Tx, ) +d (xO,Tx)]}
1+d (SX,Tx, ) +d (%, TXy)

+u max{d (SX, Ty ), d (X9, T ), d (X5, SX),

F(amax{pd,d(x,Sx)}+(,B+y)pd)
= F(amax{p,,d(xTX)}+(B+ 1) py)
F((a+pB+u)d(xTx))

F(

elde edilir ki 7 >0 oldugu icin bu bir geliskidir. Dolayisiyla Tx=x ve C, = ¢emberi T

ve S doniistimlerinin ortak sabit gemberidir.

5.1.6 Sonug (X,d) bir metrik uzay, T,S: X — X iki doniisiim ve p, sayis1 Bolim 2’de
(2.1) deki gibi tanimlansin. Eger (T,S) doniisiim ¢ifti X, € X noktasi ile hem F, -
daralma hem de F,-daralma ve p<p,; oldugunda her xeC, = icin
d(Tx, %, )=d(Sx,%,)=p ise T ve S doniisimleri C, , gemberini dolayisiyla D,

diskini sabit birakir yani her xe D, - igin Tx=Sx=Xx olur.

Pd

Asagida Teorem 5.1.5 i¢in bir 6rnek verilecektir.
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5.1.7 Ornek X =[3,0)U{0,1,2} kiimesi alisilmig metrik ile ele almsin. T:X — X ve

S: X — X doniistimleri her X € X i¢in asagidaki gibi tanimlansin:

2
X? . xe{0,2,4)
Tx=< 1 , x=1 ,

x+1 , xe{0,1,24}

xJx , xe{014}
Sx=<¢ 2 , X=2
x+1 , x¢{0,1,24}

(T,S) doniisiim ¢ifti F=Inx+x, 7=2 ve x, =1 ile hem F,—daralma hem de F, -
daralmadir. Gergekten d(TX,,X,)+d(SXy,%,)=0 oldugu i¢in Tx=Sx olur. Dolayistyla
(T.S) dénisim ¢ifti F, —daralmadir. x=4 icin d(T4,4)=4=0 ve her
xe X\{0,1,2,4} i¢in d(Tx,x)=1#0 bulunur. M (4,1) ve M, (x1) sayilar

hesaplandiginda

M, (4,1)=amax{d(S4,T1),d (1,T1),d(4,54)}

d(S4,T1)+d(LT4)
re

d(LT1)[d(S4,T1)+d (1,T4)]}

+ max{d (S4,1),d(S4,T1),d(LT1),

+u max{d (8471),d(1T1),d (1,84), —— (5470 dLTD)

=amax{7,0,4} + S max {7,7,0,%}+ymax{7,0,7,0}

=(a+p+u)7=7
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In4<In7
=h4+6<In7+7
=2+In4+4<In7+7

=7+ F(d(T4,4))<F (M, (41))

ve

M, (x,1) = amax{d(Sx,T1),d (L T1),d(x,5x)}
d(Sx,T1)+d(1,Tx)}

+p3 max{d (Sx,1),d(Sx,T1),d (1, T1),

+u max{d (Sx,T1),d(L,T1),d(1,Sx),

d (L T2)[d(Sx,T1)+d (l,Tx)]}

1+d (Sx,T1)+d (LT1)
= amax{|x|,0,1}+ﬂmax{|x|,|x|,0,@}+ymax{|x|,0,|x|,0}

~(a+ A=

3<X
= 2+In1+1<|x|
= 2+In1+1<In|x|+|x|

= 7+ F(d(Tx,x)) < F (M (x1))
elde edilir. Sonug olarak (T,S) cifti F,, —daralmadir. Ek olarak
py =inf{d (Tx,x):xe X, Tx=x} =min{1,4} =1

bulunur. Dolayisiyla T ve S déniisiimleri C,, ={0,2} ¢emberini ve D, diskini sabit

birakir.
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5.1.8 Uyar1 Teorem 5.1.5’te hipotezdeki diger sartlar saglandiginda (T,S) doniisim
¢iftinin her biri C, = c¢emberini C, =~ ¢emberine resmederse C, =~ cemberi T ve S
doniistimlerinin ortak sabit cemberi olur. T ve S doniistimleri farkli X, noktalar: ile hem

F, —daralma hem de F,, —daralma olabilir. Bu durumda p, sayis1 hipotezdeki gibi
secildiginde T ve S doniisiimlerinin birden fazla ortak sabit ¢gemberi olabilir, yani ortak

sabit cember tek degildir. Ek olarak (FiX(T )N Fix(S )) \C, ,, kiimesinin elemanlar

geometrik olarak ¢ember teskil etmeyebilir.

5.2 S—Metrik Uzaylarda Ortak Sabit Cember Problemi
(X,S) bir S—metrik uzay ve T,U:X — X olsun. S—metrik uzaylarda ortak sabit

¢ember problemi i¢in asagida tamimlanan N (X,X,y) ve M_(X,X,y) sayilar

kullanilacaktir. o, € R, + 1 =1 olmak tizere

N (X, X, y)=amax{S (Ux,Ux,Tx),S (Uy,Uy,Ty)}
S (Ux,Ux,Tx), S (Uy,Uy,Ty),
+pmaxy S (Ux,Ux, Tx)[ S (Tx, Tx, x)+S (Ux,Ux, X) |
S(Ty, Ty, y)+S(Uy,Uy,y)

ve

M, (%, X, y) =amax{S (Ux,Ux,Ty),S(y,y,Ty),S (x,x,Ux)}

S (Ux,Ux,Ty),S (v, ¥, Ty), S (¥, y,Ux),
+umaxy S(y,y,Ty)[ S (Ux,Ux,Ty)+S(y,y.Tx)]
1+5(Ux,Ux, Ty) +S (Y, v, Ty)

olsun. Ilk olarak N, (X,X,y) sayisi yardimiyla asagidaki daralma tanimini verelim.
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5.2.1 Tamm (X,S) bir S—metrik uzay ve T,U:X — X iki doniigiim olsun. Eger her

xe X igin S(TXy, Xy, X, )+ S (Uxg,Uxy, X, ) 0 iken

£+ F(S(TXTxUX)) < F (N, (%%, %))

olacak sekilde FeF, 7>0 ve x, € X varsave S(Tx),TXy,%,)+S (Ux,,Ux,, %) =0 iken

Tx =Ux oluyorsa (T,U) déniisiim ciftine F; —daralma denir.

Tanim 5.2.1’in bir sonucu asagida dnerme olarak verilecektir.

5.2.2 Onerme (X,S) bir S—metrik uzay ve T,U:X — X iki ddniisiim olsun. Eger
(T,U) déniisiim ¢ifti X, € X ile bir Fy —daralma ise x, noktast T ve U déniisiimlerinin

bir ¢akisma noktasidir yani Tx, =Ux, olur.

Ispat: Tanim 5.1.1 kullanilarak x = x, alindiginda

7+ F (S (T, TXp,Ux, )
a max {S (Uxy, Ux,, TX, ), S (Ux,,Uxy, T, )}
S (Uxg,Uxy, Ty ), S (U, UXg, TX, ),

+pmaxy S (Uxy,Uxy, Tx, ) [S (T, T, X ) +S (U, Uxg, %, ) |
S(TXy, TXg, %o )+ S (Uxy, Uxy, X))

<F

bulunur. Burada iki durum séz konusudur.
1. Eger S(TX,, Xy, Xy )+ S (Uxy,Uxy, X, ) =0 ise Tx, =Ux, elde edilir.
2. Eger S(TxXy, Xy, Xy )+ S (Ux,UXy, X, ) # 0
7+ F (S (X, T, UX, )) S F (@ + 1) S (U5, UX,, TXg ) ) = F (S (U, Uxy, T, )

elde edilir ki 7 >0 oldugundan bu bir ¢eliskidir.
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Sonug olarak X, noktas1 T ve U déniisiimlerinin ¢akisma noktasidir yani Tx, =UX, olur.

M, (x,x,y) sayisi kullanilarak asagidaki daralma tanim verilecektir.

5.2.3 Tamm (X,S) bir S—metrik uzay ve T,U:X — X iki doniigiim olsun. Eger her

Xe X igin

S(Tx,Tx,x)>0=7+F (S(TX,TX,X)) < F (M (X, X, %))

sartim1 saglayan FelF, 7>0 ve X,€X varsa (T,U) doniisiim ciftine F; —daralma

denir.

Tanim 5.2.1 ve Tanim 5.2.3 yardimiyla asagidaki onerme verilecektir.

5.2.4 Onerme (X,S) bir S—metrik uzay ve T,U:X — X iki déniisiim olsun. Eger
(T,U) déniisiim ¢ifti x, € X ile hem Fg —daralma hem de F,; —daralma ise X, noktas

T ve U déniisiimlerinin ortak sabit noktasidir yani Tx, =Ux, = X, olur.

Ispat: F{ —daralma yapisi ve Onerme 5.2.2’den dolayi X, noktass T ve U
doniistimlerinin ¢akisma noktasidir yani Tx, =UX, olur. Simdi X, noktasnin T ve U
doniistimlerinin ortak sabit noktas1 oldugu gosterilecektir. TX, # X, oldugunu kabul edelim.

F. —daralma yapisindan
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7+ F (ST, T, %)) < F (M, (X0, %, %))
a max {S (Uxy,Ux,, T, ), S (Xg: X9, T%, ), S (X, %, Ux, )}
S (Uxe, Uxy TXg )2 S (%01 %01 TXg )+ S (%o %6, UXy ),
+HMAX 4 S (Xg, X9, TX )[S (U, UXg, TXy ) +S (X5, X5, TXg ) |
1+ S (Uxg,Uxg, Ty ) + S (Xg, %o, TX)

=F((a+2)S (% % T%)) = F (S (T%,, Ty, X, ))

elde edilir ki >0 oldugu i¢in bu bir geliskidir. Dolayistyla TX, =X, olur. Sonug olarak

X, noktas1 T ve U déniisiimlerinin ortak sabit noktasidir yani Tx, =UX, = X, olur.

Burada FNS — daralma sart1 ve Onerme 5.2.2 kullanilarak bir doniisiim ¢ifti i¢in bir cakisma

noktasi elde edildi. F; —daralma sart;, F,; —daralma sart: ve Onerme 5.2.4 kullanilarak da

bir doniisiim ¢ifti i¢in bir ortak sabit nokta sonucu elde edildi.

Fy —daralma ve F; —daralma tanimlari kullanilarak asagidaki teoremde ortak sabit

¢ember problemine bir ¢oziim verilecektir.

5.2.5 Teorem (X,S) bir S—metrik uzay, T,U: X — X iki déniisim ve p, sayisi Blim
2’de (2.2)deki gibi tanimlansimn. Eger x, € X ile (T,U) déniisiim ¢ifti hem F{ —daralma

hem de Fy —daralma ve her xeC; = igin S(TX,Tx,X,)=S(Ux,Ux,x))=p, ise C;

cemberi T ve U doniisiimlerinin ortak sabit ¢emberidir yani her XeCXS0 . lcin

Tx=Ux=x olur.

Ispat: XeCf; . Olsun. Ilk olarak x elemanmnmn T ve U déniisiimlerinin bir cakisma
noktast oldugu gosterilecektir. Onerme 5.2.4’ten  Tx,=Ux,=x, ve dolayisiyla
S (T, TXo, %o ) +S (Uxy,Ux, X, ) =0 elde edilir. Béylece Fy —daralma tamimindan

Tx =Ux olur.
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CXS0 . Semberinin Tve U doniisimlerinin ortak sabit ¢emberi oldugunu gosterelim.

Tx # x oldugunu kabul edelim. Onerme 5.2.4 ve F; —daralma sart1 hipotezinden

1'+F (T, Tx, x < F(Ms(x,x,xo))
a max {S (Ux,Ux,Tx, ), S (X5, %5, T%, ), S (X, X,Ux)}
S (UX,UX,TX, ), S (Xg, X0, TXg ), S (%o, %o, UX),

+MaX s S (X5, %y, T, )[ S (UX,UX,TX, ) +S (X, X, TX) |
1+ S (UX,UX, T, ) + S (%o, X, TXo)

amax{p,,0,S(xx, Ux)}+,umax{ps,0,ps,0})
{

IN

(a+n)S (% x,Tx))

=
=
=
F xxTx)

(
(amax £,0,5(x, XTX)}+ymaX{ps,0,ps,O})
((
(S

elde edilir ki z>0 oldugu i¢in bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla Tx =X ve Cfo ,, cemberi T

ve U doniisiimlerinin ortak sabit cemberidir.

5.2.6 Sonu¢ (X,S) bir S—metrik uzay, T,U:X — X iki déniisiim ve p, sayisi Bolim
2’de (2.2)deki gibi tanimlansimn. Eger (T,U) déniisiim ¢ifti X, € X noktast ile hem Fy —

daralma hem de F;-daralma ve p<p, oldugunda her XEC)?OVP icin

S(TX,TX, X, ) =S (Ux,Ux,X,)=p oluyorsa T ve U doniisiimleri C;

5., Semberini

dolaysiyla D}

S diskini sabit birakir yani her x € D
0:Ps

%5, icin Tx=Ux=x olur.

Asagida Teorem 5.2.5 icin bir 6rnek verilecektir.
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5.2.7 Ornek X =[3,0)U{0,1,2} kiimesi Ornek 2.14’te verilen S—metrik ile bir S—
metrik uzay olsun. T:X — X déniisimii her xe X igin Ornek 5.1.7°deki gibi ve
U:X —> X doniisimii her xe X i¢in Omek 5.1.7°deki S:X — X doniisiimii gibi

tanimlansm. (T,U) doniisim ¢ifti F =|n(x2+x), r=In2 ve x,=1 ile hem F{-—
daralma hem de F, —daralmadir. Gergekten, S(TXy,TX,,%;)+S (UX,,Uxy,%,)=0 oldugu
icin Tx=Ux olur. Dolayisiyla (T,U) doniisim cifti Fg —daralmadir. x=4 igin
S(T4,T4,4)=4=0 ve her xe X \{0,1,2,4} i¢in S(Tx,Tx,x)=1=0 bulunur. M_(4,4,1)

ve MS(X,X,l) sayilar1 hesaplandiginda

Ms(4’4’1)=amax{s(U4’U4’T1)’ }

S(L1,71),S(4,4,U4)
S(U4,,U4,T1),S(11,T1),S(LLU4),
+pumaxs S (1L, T1)[S(U4,U4,T1)+S0(L1,T4)]
1+5(U4,U4,T1)+S(L1,T1)

=am {704}+ymax{7070}
=(a+u)7=
In40<1In56

=In2+In20<In56
=7+F(S(T4,74,4))<F(M,(4,41))

ve

M, (x,%,1) = max{S (Ux,Ux,T1),S (L1, T1),S(x,x,Ux)}

S(LLTL)[S(Ux,Ux, T1)+S(LLTX)]
1+S(Ux,Ux,T1)+S(1,1,T1) }

+ 4 max {S (Ux,Ux,T1),S(1,1,T1),S(1,1,Ux),

max {|x|, 0,1} + xmax {|x|,0,|x|,0}

=(a+u)lx=[x
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3<|x|
In4<In12
=In2+In2<In12<F(|x))

=7+ F(S(Tx,Tx,x)) < F (M, (x,x,1))

elde edilir. Sonug olarak (T,U) sifti F,, —daralmadir. Dahast

P, =min {S (TX,TX, X): Tx = x} =min{l 4} =1

bulunur. Dolayisiyla T ve U déniisiimleri C;; ={0,2} ¢emberini ve DS, diskini sabit

birakir.

5.2.8 Uyar1 Teorem 5.2.5°te hipotezdeki diger sartlar saglandiginda (T,U) doniisiim

S

%.p, Semberini CXSO . ¢emberine resmederse Cfo ., cemberi T ve U

¢iftinin her biri C
doniistimlerinin ortak sabit gemberi olur. T ve U doniisiimleri farklt x, noktalari ile hem
F, —daralma hem de F, —daralma olabilir. Bu durumda p, sayis1 hipotezdeki gibi

secildiginde T ve U doniisiimlerinin birden fazla ortak sabit ¢emberi olabilir, yani ortak

sabit ¢ember tek degildir. Ek olarak (FiX(T )N Fix(U )) \C; , kiimesinin elemanlar

geometrik olarak ¢ember teskil etmeyebilir.
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6. METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTALARDA SUREKSIZLiK
UZERINE BiR UYGULAMA VE RHOADES’IN ACIK
PROBLEMININ BiR GENELLEMESI

Bu béliimde (X, d) bir metrik uzay olmak iizere T : X — X déniisiimii 6zel bir fonksiyon
smifina ait bir fonksiyon olarak secildiginde FiX(T) kiimesinin bazi geometrik 6zellikleri
ve T:X — X doéniisimiinin Fix(T) kimesinin elemanlar1 Gzerindeki sabit noktada

stireksizlik kavramu ile ilgili durumu incelenecektir. M, (x,y) saysi, metrik uzay ve

doniigiim tizerinde herhangi bir hipotez olmadan bir T:X — X doniisiimiiniin sabit
noktalaridaki siirekliligini ya da siireksizligini belirlemek icin kullanilabilir. ilk olarak

asagidaki onerme verilecektir.

6.1 Onerme (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. T déniisiimiiniin
zeFix(T) noktasinda siirekli olmast igin gerekli ve yeterli kosul limM,(x,z)=0

olmasidir.

6.2 Sonug (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger limM, (x,z)
limiti varsa T déniisiimiiniin z € Fix(T ) noktasinda siireksiz olmast i¢in gerekli ve yeterli
kosul liMM,(x,2)#0 olmasidir. Eger limM,(x,z) limiti yoksa T doniisiimii z

noktasinda siireksizdir.

Yinelenen sinir aglarmin dinamik analizinde aktivasyon fonksiyonlarmin yapilarinin
onemli oldugu bilinmektedir [29]. Son zamanlarda siireksiz fonksiyonlar ve T : X — X

dontigiimlerinin sabit noktalari, ¢esitli sinir aglarinin ¢alisilmasinda 6nem kazanmaktadir

[29-34].

Siireksiz aktivasyon fonksiyonlarmin bir genel sinifi [32] numarali kaynakta verildi. Bu

sinifin herhangi bir iiyesi asagidaki yapiya sahiptir:
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u , —O<X<P

<x<
F(x)= Lx+c, , PpP<X<r
ILLx+c, , r<x<q
v , < X<+

olup burada p,r,q,u,v,l,l,,c, ve c, reel sayillann o< p<r<q<+oo, |, >0, I,<0,

u=f(p)="f(q), f(r)=Ir+c, ve v> f(r) kosullarini saglayan degiskenlerdir.

Sinir aglarmin depolama kapasitesinin siireksiz aktivasyon fonksiyonlar1 kullanilarak
onemli 6l¢lide arttirilabilecegi gosterilmistir [32]. u=-1, |, =1, l,=-1, ¢, =2, ¢,=-2,
p=-3, r=-2, q=-1 ve v=1 secilerek bu sinifa ait asagidaki siireksiz aktivasyon

fonksiyonu elde edilir:

-1 , —0<X<-3
X+2 , -3<x<-2
g(x)=

-X-2 , -2<x<-1
1 , —l< X<+

y

0.5

-6 -4 2 g
-1.0}

Sekil 6.1: g(x) siireksiz aktivasyon fonksiyonunun grafigi.
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Buradan ¢ fonksiyonunun sabit nokta kiimesinin tek elemanli olmadigi ve

Fix(9)={-11} oldugu gorillir. ¢ fonksiyonunun sabit noktalarindaki siirekliligi

Mg (x,y) sayst yardimiyla belirlenebilir. |ir1_1lMd (x,—1) limiti mevcut olmadigindan ¢
fonksiyonu x=-1 noktasinda siireksizdir. Iirrl1 M, (X,l)zO oldugu i¢in g fonksiyonu

X =1 noktasinda siireklidir. Simdi R {iizerinde alisilmis metrige gore C,, ¢emberini
diisiinelim. Agik olarak C,, = Fix(g) oldugu gorilir yani, ¢ siireksiz aktivasyon
fonksiyonunun sabit noktalar kiimesi bir gemberdir ve ¢ fonksiyonu C, iizerinde siirekli

degildir. Bu noktada Rhoades’in agik problemi metrik uzaylarda herhangi bir T doniigiimii

igin FiX(T) kiimesinin bir gember icermesi durumuna genisletilebilir. Yani:

Sabit ¢gember iireten fakat doniisiimii sabit ¢ember tlizerinde siireklilige zorlamayan daralma

sartlart mevcut mudur?

Mg (x,y) sayist kullanilarak Rhoades’in agik probleminin genisletilmis versiyonuna bir
¢oziim verilecektir. Bunun i¢in M, (X, y) sayisindaki Y ikinci degiskenini y =X, olarak

degistiriyoruz:

M, (X, %) =amax{d(x,Tx),d (X, T%,)}

[d(x,TxO)er(xo,Tx)]}

+,Hmax{d(x,xo),d(x,Tx),d(xo,TXO), 5

+”max{d(x,xo>,d<x,Tx>,d<x0,Tx0),d(Xﬁ”TX<J>[d(X'TXc>>+d(Xo,Tx)J}

1+d (X, Tx)+d (X, TX,)
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6.3 Tamim (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir d6niisiim olsun. Eger her x e X igin
y=a+ B+ u olmak iizere d(X,Tx)>0=>yd (x,Tx) <y (M, (X,%,)) sartini saglayan bir
X, € X ve her bir t>0 i¢in y(t)<t olacak sekilde y:R* — R" fonksiyonu varsa T

déniisiimiine M, —tip daralma denir.

X lizerinde herhangi bir varsayim olmadan MXO —tip daralma yapist kullanilarak

asagidaki sabit gember teoremi verilecektir.

6.4 Teorem (X,d) bir metrik uzay, T:X — X bir déniisiim ve p, sayis1 Bolim 2’de
(2.1)’deki gibi tamimlansin. Eger T doniisiimii x, € X noktasi ile bir M, —tip daralma

ve her xeC,  icin d(x),Tx)= p, ise x, € Fix(T) olup C, , cemberi T doniisiimiiniin

Pd

sabit cemberidir yani FiX(T) kiimesi C, ~ ¢emberini ve bu gemberin merkezini igerir. T

doniistimiiniin herhangi bir ze C, noktasinda siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

Pd

limM, (x,2)=0 olmasidur.

X—Z

Ispat: {lk olarak X, ¢ Fix(T) oldugunu kabul edelim. M, —tip daralma tanimindan

yd (%, T% ) <w (Mg (X9, %)) < My (X0, %, ) = (e + B+ 1) d (X5, TX,)

elde edilir ki y =a+ B+ u oldugu i¢in bu bir celiskidir. Dolayisiyla X, € Fix(T) olur.
xeC, ., X#X, olacak sekilde herhangi bir nokta olsun. x ¢ Fix(T) oldugunu kabul

edelim ve dolayistyla buradan d (Tx,x)>0 olur. M x, — tip daralma tanimi ve p; sayisinin

tanimi1 kullanilarak
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yd (X, TX) <y (My (X, %)) < My (X, %)

= amax{d(x,Tx), }+,Bmax{d(x,xo),d(x,Tx),O, >

[d(x, x0)+d(x0,Tx)}}

+pumax{d(x,X,),d(xTx),0,0}
= amax{d (x,Tx), }+,Bmax{pd,d(x,Tx),O,pd}+ymax{pd,d(x,Tx),0,0}
<(a+pB+p)d(xTx)=yd(x,Tx)

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak her xeC,  i¢in TX=X olur ve dolayisiyla
C cemberi T déniisiimiiniin sabit ¢emberidir. Ispatin son bdliimii Onerme 6.1°den

X1 g

agiktir.

6.5 Sonug¢ (X,d) bir metrik uzay, T:X — X bir doniisim ve p, sayist Bolim 2’de
(2.1)deki gibi tanimlansin. Eger T doniisiimii X, € X noktast ile bir M, —tip daralma ve
her xeC, . ic¢in d(x,,Tx)<p, ise D, , diski T doniisiimiiniin sabit diskidir yani

Fix(T) kimesi D, , diskini igerir.

6.6 Sonu¢ (X,d) bir metrik uzay, T:X — X bir doniisim ve p, sayist Bolim 2’de
(2.1) *deki gibi tammlansin. Eger her xeC,  igin d(x,,Tx)< p, olacak sekilde x, € X
varsa ve her xe X igin d(x,Tx)>0 olmasi durumunda yd(X,Tx)<M,(X,X,) oluyorsa

Fix(T) kiimesi C, , cemberini ve D, diskini igerir.

Herhangi bir C,  (r<p,) cemberi Teorem 6.4’deki T doniisiimii tarafindan sabit

birakilir. Ayrica Ornek 6.7°nin ikinci kismi Teorem 6.4°iin tersinin her zaman dogru

olmadigini gosterir.
Asagida Teorem 6.4’1 saglayan bir 6rnek verilecektir.
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6.7 Ornek (C,d), d(u,v)=|u—v| metrigi ile alistlms metrik uzay olsun. Her zeC i¢in

T :C — C doniistimii

2 =2
Tz=42
z , |z7<2
olarak tanimlansin. Buradan p, =inf {d(Z,TZ) zeC, Z;tTZ { } 1 elde
ot 4
edilir. T dénisimii z,=0, y(t)= 3 a:,u— ﬂ— 7=3 ile Teorem 6.4’iin

sartlarin1 saglar. Gergekten, gerekli hesaplamalar yapilirsa

M, (z,O):%max{d (2,Tz),d(0,TO)}

+%max{d(z 0),d(z,Tz), d(O,TO),[d(Z’TO)+d(O’TZ)]}

2

et LS4

,0}+1max{|z|, = ,0,%}+lmax{ .| ,0,0}
3 2 4 2 2

elde edilir. d(z,Tz)>0=>|z/|>2 oldugundan yd(z,Tz)<y (M, (z,0)) kosulu saglanir.
T doniisiimii C,; cemberini ve Dy, diskini sabit birakir. Sonug¢ olarak Fix(T), Cg,

¢emberini ve Dy, diskini icerir.

Eger bir diger T, : C — C doniisiimii r € (0,0) olmak iizere her z e C igin
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LA |z—2z5|>r
' z ., |z-z|<r

olarak tammlanirsa T,z # zZ i¢in

;/|z—zo|:7/d(z Tz ( 125)) <M (2,2,)
= o max { sz, T2 ﬂ

[d(z,T,2))+d (2, T,z) ]
+,Bmax{d (z,7,2),d(2,,T,2,), 5 }

d (2, T,2)[ d(2.T,2,) +d(2,,T,2) |
+ynwx{d d(27.2).d(2,T2). 1+d(z,T.z)+d(z,T,z) }

=(a+p+u)|lz-2|=7]z-1,)

olur ki bu bir geliskidir. Boylece T, doniisiimii z, € C ile bir M, —tip daralma degildir.

Fakat T, doniisiimii C, , cemberini ve D, , diskini sabit birakir,

6.8 Ornek (R,d), d(x,y)=|x—y| metrii ile alisilmis metrik uzay olsun. Her x € R i¢in

S:R —>R doniisiimii

Xx+1 , x>1
SX =
X , X<1

olarak tamimlansm. Agik olarak p, =1 olur ve S déniisiimii X, =0, w(t) :g, a=0,

7
u=p :% ve y=1 ile Teorem 6.4’lin sartlari1 saglar. Gergekten, gerekli hesaplamalar

yapilirsa
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d(x,Sx)>0=d(x Sx)=|x—-Sx/=1

M, (x,0)=0max{d (x,Sx),d(0,S0)}

+%max{d(x,o),d(X,SX),d(O'SO)'[d(X’SO)+d(0’SX)]}

2

+% max {d (x,0),d(x,8x),d(0,50), i (Oliod)Ej(s);)Sfc)jj(L: (S(()))SX)]}

= 1max{|x|,l,0,M}Jrlmaxﬂxm,o,o}
2 2 2

4 2
X+ [x+]]
B 4

bulunur. |X| >1 oldugundan 3|X| >3 ve |X +1| > 2 elde edilir. Dolayisiyla

3|x|+|x+1| 5
—>_
4 4

olur ve buradan yd (x,Sx)< 1,//(Md (X,O)) bulunur. Sonug olarak C;, = {—1,1} cemberi S

doniisiimiiniin sabit cemberidir. Ustelik lim M, (x,—1)=0 ve dolayistyla S doniisiimii —1

sabit noktasinda siireklidir. lim M, (x,1)=0 ve lim M, (x,1)#0 oldugu i¢in limM, (x.1)
x—1" x—1* X—!

limiti yoktur ve dolayisiyla S doniisiimii 1 sabit noktasinda siireksizdir.

3t

S doniigimii X, =-1, z//(t): 2

1 1 3 . .
, a==, p=0, u== ve y== ile de M, —ti
a=7 B p=3 r=1 L —tip

daralmadir. Gergekten, gerekli hesaplamalar yapilirsa
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M, (x,~1) :%max{d (x,5x),d (1,5 -1)}

[d(x,S-1)+d(-1, SX)]}

2

d(-1,S-1)[d(x,S-1)+d (-1, SX)]}

1+d(x,Sx)+d(-1,S-1)

Omax{d (x,-1),d(x,Sx),d(-1,S -1),

+%max{d (x,—l),d (X,SX),d (—1,3 —1),

1 1
- Zmax{l, O}+Emax {Ix+1,1,0,0}

|x+1| 1
=4 —
2 4

ve

Ix+1 1

|x|>l:>—+—>E
2 4 4

elde edilir. Boylece }/d(X,SX)St//(Md(X,—l)) bulunur. Agik olarak C_, ={-2,0}
gemberi S  doniisimiiniin  sabit g¢emberidir ve istelik D, = Fix(S) olur.

lim M, (x,-2)=0 ve limM, (x,0)=0 oldugundan S déniisiimii C_,, ={-2,0} ¢emberi

X—>—2

uzerinde sureklidir.

6.9 Uyar 1) Son ornekten goriilityor ki bir sabit gemberin ya da sabit diskin p, yarigap1

Teorem 6.4’deki X, merkezinden bagimsizdir.

2) Teorem 6.4’¢ gore eger T doniisiimii X, € X noktast ile bir M, —tip daralma ve T

déniisiimii C,  cemberini C, = cemberine resmederse C, =~ ¢emberi T doniisiimiiniin

sabit bir gemberidir. Burada T doniisiimii farkli X, € X noktalar1 ile bir M, —tip daralma

olabilir. Bu noktada p, sayisi hipotezdeki gibi secildiginde T doniigiimiiniin birden fazla
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sabit gemberi bulunabilir. Ek olarak Fix(T)\C kiimesinin elemanlar1 geometrik olarak

X014

¢cember teskil etmeyebilir.
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7. KAPALI BAGINTI YARDIMIYLA YENIi SABIiT NOKTA
SONUCLARI

Bu boliimde farkli bir teknik kullanilarak metrik uzaylarda yeni sabit nokta sonuglari
verilecektir. Bu teknigin esasi, bir kapali baginti yardimiyla elde edilen kosullar
kullanmaktir. Bu teknik [43-47] numarali kaynaklarda metrik uzaylarda ve [36] numarali

kaynakta S —metrik uzaylarda bazi sabit nokta sonuglar1 elde etmek i¢in kullanildi.

7.1 Tamm M, M :R°® — R, seklindeki alt1 degiskenli biitiin siirekli fonksiyonlarin ailesi
olsun. k e [0,1) icin agagidaki kosullar g6z oniinde bulundurulsun:
i. Her x,y,zeR, i¢in efer z<x+Yy oldugunda y<M(x,x,0,2,y,y) oluyorsa
y <kx olur.
ii. Her yeR, i¢cineger y<M(y,0,y,y,0,y) oluyorsa y=0 olur.
lii. Eger i<6 oldugunda her X,y,z eR, icin X <Y, +27 esitsizligi saglanirsa
M (X, X ) SM (Yy,ees Y6 )+ M (24,..., 25 ) oOlur.

Ek olarak her y R, i¢in M (0,0,0,y,y,y)<ky olur.

7.2 Uyan1 i. ve iii. kosullardaki k katsayisi farkli olabilir. i. ve iii. kosullardaki

katsayilara sirasiyla k; ve k, denirse k =max{k,k,} sayisi kullanilarak her iki madde

icin de katsayilarin esit oldugu farz edilebilir.
Asagida Tanim 7.1’in kosullarin1 saglayan 6rnekler verilecektir.
7.3 Ornek M :R°® — R fonksiyonu a,b,c,d e R, a,b,c<1 ve d >6 olmak iizere

t,+b(t,+t t 4+t
M(tl,tz,ts,t4,t5,t6):[tl+a2+ (3;4)+c(5+ 6)]

olarak tanimlansin. M fonksiyonunun Tanim 7.1’°deki kosullar1 sagladigini gosterelim.

I.  Her x,y,zeR, i¢in z<X+Y oldugunu varsayalim.
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[ x+ax+b(0+2)+c(2y)]

y<M(x,x0,2Y,Y)

d
. [x+ax+bz +2cy] § [x+ax+b(x+ y)+20y]
d B d
Ly< [x+ax+bx+by +2cy]
B d

= dy —by —2cy < x+ax+bx
= y(d-b-2c)<(1+a+b)x

(1+a+b)
S y<—— 2 X
(d-b-2c)
1 1
bulunur Ki %<1 oldugu i¢in k :(Ej%*—:z) olarak alinirsa y <kx olur.
ii. Her yeR, i¢in y<M(y,0y,Y,0, y):[erzzﬂ olsun. Buradan
swy bulunur Ki (1+2dLC)<1 oldugu i¢in y =0 olur.

iii. 1<6 oldugunda her x,y,,z €R, i¢in X <y, +z esitsizligi saglansin. Bu

durumda

b
M (X, X ) = [ +ax, + (XS‘;X4)+C(X5+X6)]
< [N+ z+a(Yo+2,)+D(Ys+ 23+ Ya+2,)+C(Ys + 25+ Yo + 26) |
) d
LYty +b(ya v )+e(Vs+Ys) | [2+az,+b(z+2,)+c(2+7) |
< : :

bulunur. Ek olarak her yeR, igin |\/|(010,0,),’)/’)/):by+2cy:(b+2cJy

d d

b+2c

. 2
bulunur ki ( J<l oldugundan k sayisi [%,1} araligindan segilirse

M (0,0,0,y,y,y)<ky olur.

7.4 Ornek M :R® — R fonksiyonu a,b,ceR" ve a,b,c>6 olmak iizere
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M (.t 1ttt ) =

LN max {t, +t,,t; +t,,t; + 1}
a b c

olarak tanimlansin. M fonksiyonunun Tanim 7.1°deki kosullar1 sagladigini gésterelim.

Her X,¥,zeR, icin Z<X+Yy oldugunu varsayalim.

max {2x, 2,2y}
C

y<M(x,x,0,2,Y, y):§+%+ olsun. Eger max{2x,z,2y}=1z

olursa 2x <z ve 2y <z olacagi i¢in X+ Yy <z bulunur ki bu da z<x+y kabuliine

celiski olusturur. Eger maX{ZX, Z,Zy} =2y olursa
a+b e ..

ys(—+)y+gy:(1+l+g)y elde edilir ki (1+1+2j<1 oldugu i¢in y=0
ab c b a c b a c

olur ve y <kx esitsizligi saglanir. Eger max{2x,z,2y} = 2x olursa

ygwy+gx
ab C

bulunur ki

6£a:>6bc£abc:>bcsa?m

6$b:>6ac£abc:>acsa%c

6£c:6ab£abc:absa?bc

oldugundan
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2ab+ac+bc£gabc<abc

= 2ab < abc—-ac-bc
2ab 2ab

- 1
= abc —ac —be c(ab—(a+b)) <

2ab

c(ab—(a+b))

olarak alinirsa y <kx olur.

bulunur. Burada k =

Her yeR, i¢in y<M(y,0,y,y,0,y . "

):X+max{y,2y, y} _X+ﬂ:(c+2ajy
a c ac

C+2a
ac

% <1 bulunur. Dolayistyla buradan y =0

olsun. ES% ve S% oldugundan

a
elde edilir.

1<6 oldugunda her Xx,y,z €R, icin X <Y, +7z esitsizligi saglansm. Bu

durumda

Xs , X5 MaX{X + X5, X5+ Xy, X5 +X
M(X1’1X6)2_6+—5+ {X1 2173 41 N5 5}

a b c
<y5+25+y5+25+max{y1+y2+zl+zg,y3+y4+z3+z4,y5+y6+25+26}
T a b c
max{y1+y2,y3+y4,y5+ys}+§+25 max{z, +2,,2,+ 2,25 + Z|

<Jo s
a b c a b C

=M (Yyer Yo )+ M (2,00, Z4)

bulunur. Ek olarak her yeR, igin XSX, Y Yye Y oldugundan
a 6 b 6 c 6
max{0,y,2
|V|(O,O,O,y,y,y)=l+l+x{—yy}:z+x+2—ysﬂ bulunur. =2
a C a b c 6 6

b
secilirse M (0,0,0,y,y,y)<ky olur.

Asagida Tanim 7.1 kullanilarak metrik uzaylar igin genel bir sabit nokta teoremi

verilecektir.

7.5 Teorem (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir doniisiim ve her X,y,z € X ve bir

M eM igin
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d(Tx,Ty)<M (d(x,y),d(xTx),d (y,Tx),d (x,Ty),d (y,Ty).d (Tx,Ty)) (7.1)

olsun.

1. X, ¢ Fix(T) olmak iizere eger M fonksiyonu i. sart: saglarsa T doniisimiiniin

bir sabit noktasi vardir. Ek olarak herhangi bir x, € X ve X sabit noktas1 igin

n+1

” d (%, Tx,) olur.

d(x,Tx, )<
(k7)<

2. Eger M fonksiyonu ii. sarti saglarsa ve T doniisiimiiniin bir sabit noktasi varsa
sabit nokta tektir.
3. Eger M fonksiyonu iii. sarti saglarsa ve T doniisimiiniin bir X sabit noktasi

varsa T donilisiimii X noktasinda stireklidir.

n+l

” d(%,Tx,) esitsizliginin dogrulugunu ve T

Ispat: ilk olarak d(x,Tx,)<

dontistimiiniin bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. X, € X ve neN i¢in X, =TX,

olsun. (7.1) esitsizliginden

d (Xy0 Xosp ) = A (TX,, T, ) SM [

d (Xn’ Xn+1)’d (Xn’ Xn+1)’d (Xn+1’ Xn+1)’ J
)

d (Xn’ Xn+2 ) ' d (Xn+l’ Xn+2)’ d (Xn+1’ Xn+2
bulunur. Uggen esitsizliginden

d (X, Xy ) <A (X, Xpag )+ 0 (Xyags sz )

n? n+2 n? n+l
olur. M fonksiyonu i. sart1 sagladigi i¢in

d (Xyzs X0 ) <K (X, X,00) SK™ (X, %) (7.2)

n+1? “*n+2 n? n+l

olacak sekilde k €[0,1) vardir. Sonug olarak her n<m igin iiggen esitsizligi ve (7.2)

esitsizligi kullanilarak
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d(xnvxm)<d(xn1xn+l)+d( n+1’ m)
<[KM+k™ k™ ]d (%, %,)

kn
S d (%, %)

bulunur. n,m—>co igin limit almirsa d(x,, x,)—> 0 elde dilir. Buradan {x,} dizisinin
(X,d) tam metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu kamtlanmus olur. Bu takdirde

X, = X € X olur. Ek olarak m — oo i¢in limit alinirsa

n

k
d(xn,x)sﬁd(xo,xl)

olur. Dolayistyla

n+l

kd(xO,Txo)

d(Tx,, x)<

olur.

x noktasmin T doniisimiiniin bir sabit noktast oldugunu kanitlayalim. (7.1) esitsizligi

kullanilarak

(M, x)=d(Tx,,Tx)
M (d (%,,%),d (X, Tx, ), d (X, T, ),d (x,,Tx),d (x,Tx),d (Tx,,Tx))

M (d (%) d (%5 Xp.2) 8 (6 %,.0),d (%, TX), 0 (6, TX),d (%,.0,TX)

bulunur. M e M g6z 6niinde bulundurulup ve n — oo i¢in limit alinirsa

d(x,Tx)<M(0,0,0,d (x,Tx),d (x,Tx),d (x,Tx))

olur. M fonksiyonu i. sarti sagladigindan dolayr d(x,Tx)<k.0=0 bulunur. Buradan

x =Tx elde edilir.
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Ikinci olarak T déniisiimiiniin sabit noktasinmn tekligini gdsterelim. X,y noktalar1 T

déniisiimiiniin sabit noktalari olsun. X =Yy oldugunu gosterelim. (7.1) esitsizliginden

X, ),d(x,Tx),d(y,Tx),d(x,Ty),d(y,Ty),d(Tx,Ty))
),0,d(x,y),d(xy),0,d(x, y))

bulunur. M fonksiyonu ii. sarti sagladigindan d(X,y)=0 bulunur. Buradan x=y elde

edilir.

Son olarak x noktasit T doniisiimiiniin sabit noktasi ve y, — X € X oldugunda Ty, — Tx

oldugunu kanitlayalim. (7.1) esitsizliginden

d(x,Ty,)=d(TxTy,)
<M (d(%,).d(xTx),d(y,,Tx),d(x,Ty,).d (Y, Ty, ).d (Tx,Ty,))
=M (d (% ¥,),0,d (¥, X),d (XY, ), d (¥, Ty, ), d (X, TY, )

olur. M fonksiyonu iii . sart1 sagladigindan ve
d(y,.Ty,)<d(y,,x)+d(x,Ty,)
licgen esitsizliginden

d(xTy,)<M(d(xy,).0.d(xy,).0.d(xy,).d(xy,))
+M(0,0,0,d (x,Ty,),d (xTy,),d (xTy,))

<M (d(x¥,),0,d(xy,),0,d(x,).d(xY,))+kd (x,Ty,)

bulunur. Sonug olarak
1
d (x,Tyn)gmM (d(x,).0d(xy,),0,d(xy,).d(xVy,))

olur. M eM oldugundan n—>oco igin limit almwsa d(x,Ty,)—>0 elde edilir ve

Ty, = x=Tx olur.
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7.6 Sonu¢ Teorem 7.5’te T doniislimiiniin sabit noktasinin varligt M fonksiyonunun
Tanim 7.1°deki 1. sart1 saglamasina baghdir. Eger T doniisiimiiniin sabit noktasi var ve
M fonksiyonu Tanim 7.1°deki Ii. sart1 saglarsa T doniisiimiiniin sabit noktasi tektir. Eger
T doniisiimiiniin sabit noktas1 var ve M fonksiyonu Tanim 7.1°deki i1ii. sart1 saglarsa T

doniisiimii sabit noktada siireklidir.

Asagida bazi sabit nokta sonuglar1 verilecektir. Sonu¢ 7.7 ve Sonug 7.8, Ornek 7.3 ve

Ormnek 7.4’ten dolay1 Teorem 7.5’in sartlarii sagladig1 agiktir.

7.7 Sonu¢ (X,d) bir tam metrik uzay, T:X — X bir doniisim ve a,b,c,deR",

a,b,c<1 ve d >6 olmak iizere her x,y € X i¢in

d(xy)+ad (xTx)+b[d(y,Tx)+d (x,Ty)]+c[d (y.Ty)+d (T, Ty)]
d

d(Tx,Ty) <

olsun. Bu takdirde T doniisimiiniin tek xe X sabit noktasi vardir. Ek olarak T

doniisiimii sabit noktada stireklidir.

7.8 Sonug (X,d) bir tam metrik uzay, T: X — X bir déniisiim ve a,b,ceR", a,b,c>6

olmak iizere her X,y € X i¢in

d(Tx,Ty)+d (y,Ty)
a b
max {d (x,y)+d(x,Tx),d (y,Tx)+d (x,Ty),d (y,Ty)+d (Tx,Ty)|

d(Tx,Ty)<

+

olsun. Bu takdirde T doniisimiiniin tek X e X sabit noktast vardir. Ek olarak T

doniisiimii sabit noktada siireklidir.

7.9 Sonuc¢ (X,d) bir tam metrik uzay, T:X — X bir doniisim ve N.(X,y) sayisi
katsayilart a+f+u<€(01), o,f,ucR, ve 6€[01) olacak sekilde asagidaki gibi

tanimlansin:
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N.. (X, y) =amax{d(x,Tx),d (y,Ty)}
Q[d (x,Ty)+d (y,Tx)]}

+,Bmax{d(x, y).d(x,Tx),d(y,Ty), 5

d(x,y) d(y,Tx) d(TxTy) }
1+d(xy) 1+d(y,Tx) 1+d(Tx,Ty)

+,umax{d(x,Tx),d(y,Ty),

Her X,y € X i¢in
d(TxTy) < Nu(X,Y)

olsun. Bu takdirde T doniisimiiniin tek Xe X sabit noktast vardir. Ek olarak T
doniisiimii sabit noktada siireklidir.

Ispat: Teorem 7.5°deki hipotezden

M (X, y,z,s,t,u)=amax{y,t}+,3max{x, y,t,e%}

X VA u
+ymax{y,t, }

1+x'1+z ' 1+u

bulunur. Aslinda M fonksiyonu siireklidir. Tlk olarak z < X+ esitsizligi ile

M (x,%,0,2,y,y)=amax{x,y}

+,Bmax{x,x, y,@#}

{ x 0 vy }
+/maxs X, Y,

1+x 0+1'1+y
= amax{x, y}+ﬁmax{x, y,9%}+ymax{x, y}

=(a+ B+ u)max{x,y}

bulunur. Béylece, eger y <M (x,x,0,2,y,y) ise y<(a+p+u)x yada y<(a+p+u)y

olur. Dolayisiyla T doniigiimii Tanim 7.1°deki i. sart1 saglar.

Eger
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y<M(y,0,y,y,0,y)

y+y y y y
=amax{0,0!+ S max 0,0,0 + umax< 0,0,
= omax{0.0}+ 4 {y Z}ﬂ { 1y1+y1+y}

=ﬂY+ﬂ1L
+y

ise py+ ﬂli <y oldugundan y =0 bulunur. Dolayisiyla T doniigiimii Tanim 7.1’deki
+y

ii. sart1 saglar.

Son olarak eger i <6 igin X, <y, +2 olursa

) = amax{Xx,, }+ﬁmax{x1,x2,x5,9X3J2rX“}

+ 44 Max

3 X6
1+x1 1%, 14X

max{y, +2,, Ys + Z|

+z3+y4+z4}
2

y,+7, Yo+ 2, Yo +Zs
1+y,+2, 1+y,+2, 1+y,+12,

+4 max4y, +zl,y2+zz,y5+25,0y3

max{y,, ys} +amax{z,,z}

+/max: y;, y2,y5,49y3 y4}+ﬂmax{zl,zz,zs,ez3zz4}

+ 4 Max

y 3 y6
2 Y 1+yl 14y, 14y,

~

{
+ymax{{y YT,

{

e

{

+4maxs z,, Z, L &
1+z 1+12, 1+1,

M (Y Y6 )+ M (24,0, 25)

olur. Ek olarak
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M (0,0,0,y,y,y)=amax{0,y}

+ max {0,0, y,Hy%O}

+umax< 0,y 0 0 y
# 150140 14y

=(a+pB+u)y

bulunur. Sonug¢ olarak o+ f+ 1 <1 oldugu igin T doniistimi Tanim 7.1°deki iii. sartini

saglar.

7.10 Ornek [O,l]c]R’de aligilmis metrigi goz Oniine alalm. N..(X,y) sayisimn

katsayilarini o= 1 P=u=0 olacak sekilde secelim.

3
N...(, y):%max{d(x,Tx),d(y,Ty)} olur. Her xe[0,1] igin Tx:g olsun. Gergekten

gerekli hesaplamalar yapilirsa

X_
d(Tx,Ty):‘Z—%‘_| 4y|1
d(Tx,x):‘——x :¥’

3
d(Ty,y)z‘%—yF%

bulunur. Buradan @:d (T, Ty) < Nu (X, y) = = max : elde

3 4 4

1 3x 3y :max{|x|,|y|}
4
edilir ki y<x=x-y<x=|x-y|<|x| ve x<y=y-x<y=|y-x/<|y| oldugundan

secilen katsayilara gére Sonu¢ 7.9’un sartt saglanir. T donlisiimiiniin tek x=0 sabit

noktasi vardir.
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7.11 Ornek [0,1]]cR’de aligtlmis metrigi géz Oniine alahm. N..(X,y) sayisinin

katsayilarini p= % ,a=u=0

[

N... (X, y):—max{d (x,y),d(x,Tx),d (y,Ty),%{

2

ve

0= E olacak
2
d(x,Ty)+d(y,Tx)
2

x €[0,1] igin Tx 22 olsun. Gergekten gerekli hesaplamalar yapilirsa

X _y|_[x-y]
d(Tx,Ty)=|=-2|= ,
(Tx,Ty) 3‘ 3
d(xy)=[x-yl,

2x]
d(Tx, x)=|2 - x| =2,
(Tx, x) X 3

y 2ly|
d(Ty,y)=2-y| =2,
-

-
d(xTy)+d(y.Tx) _|" 3 73
2 2

bulunur. Buradan

= =d(Tx,Ty) < NH(x,y):%max x—y],

2[x 2[y| 1 ‘X_3

yHy_

sekilde secelim.

}} olur. Her

X

3

3'3"'2 2

elde edilir ki segilen katsayilara gore Sonug¢ 7.9’un sarti saglanir. T doniisimiiniin tek

X =0 sabit noktas1 vardir.

7.12 Uyan [0,1]cR’de aligilmis metrigi goz Oniine alahm. N.(X,y) saysin

katsayilart Ornek 7.10°daki gibi, T doniisiimii ise Ornek 7.11°deki gibi secilsin. Gerekli

hesaplamalar yapildiginda
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olur. Buradan

bulunur ki x=0 ve y=1 igin %:@>§max{|x|,|y|}:§ oldugundan her x,y e[0,1]

icin Sonug¢ 7.9’un sart1 saglanmaz.

7.13 Ornek [O,l]C]R’de alisilmis metrigi goz Oniline alalim. N,,k(x, y) say1sinin

katsayilarini a,f=0,u= % olacak sekilde secelim.

d(x,y) d(y,Tx) d(TxTy)
1+d(xy) 1+d(y,Tx) 1+d(Tx,Ty)

N... (X, y):%max{d(x,Tx),d(y,Ty), } olur. Her

Xe [0,1] icin TX zg olsun. Gergekten gerekli hesaplamalar yapilirsa
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X_
d(Tx,Ty)z‘g—%‘J 8y|,
7]x|
d(Tx,x) =2 —x{= -,
(xx)‘ X g
y 7]y|
d(Ty,y)=|2-y|="2,
(Ty.y) ‘8 y‘ g
d(xy) _ [x-y]
1+d(x,y) 1+|x-y|
‘ X
d(y,Tx) _ Y=g
1+d(y,Tx) 14]y—X
8
x-y|
d(Tx,Ty) 8
1+d(Tx,Ty) 1+|x—y|
8

bulunur. Buradan

7|x 7 ‘y‘x i
| _y|—d(TX,Ty)S Nﬁ(x,y)=1max |X|’ |y|’ |X—y| ’ 8 , 8
6 8 ' 8 'l+[x-y| 1+‘y_x‘ 1+|x—y|
8 8
elde edilir Ki y<x:>x—y<x:>|x—y|<|x|<M ve
a a B 6

7]yl

x<y=y-x<y=l|y-x<ly|< s oldugundan segilen katsayilara gére Sonug 7.9’un

sart1 saglanir. T doniistimiiniin tek X =0 sabit noktas1 vardir.

7.14 Uyan [0,1]C]R’de alistlmis metrigi gdz oniine alalm. N..(X,y) sayisinin

katsayilarmi1 Ornek 7.11°deki gibi secelim ve T doniisiimiinii ise
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(7.3)

Tx

Nk MW

olarak tanimlayalim. x=0 i¢in Tx= % ve y= % icin Ty = % olur. Dolayistyla buradan

1 3 1 1] d(xTy)+d(y,Tx)
= 2o d(Tx,Ty) > = T Ty), =
‘4 4‘ d(Tx,Ty) 2max{d(x,y),d(x, x),d(y, y),z{ >
3l 1 1
O——|+-—-=
1 1H 1H1 3‘1‘ 4H8 4‘ 1 {1157}5
==max{|0—=[,|[0-=|, |-, > ————t="max{=,>, =, —=r=—
2 8 4118 4| 2 2 2 8 48 32] 16

olur. Buradan Sonu¢ 7.9’un sartinin saglanmadigi goriiliir. Benzer sekilde N..(X,Y)

sayisinin Katsayilar1 Ornek 7.13°deki gibi olsun ve (7.3)’te verilen T déniisiimiinii goz

Oniline alalm. Xx=0 ig¢in TX:% ve y:% icin Ty:% oldugundan tekrar hesaplama

yapilirsa
1 1 1
L3 s macot[t-3 8 8 2| (LSl 8
4 4 6 A8 A4l L.t 142] 6 4899 3] 48
8 2

olur. Buradan Sonug¢ 7.9’un sartinin saglanmadig goriiliir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak sabit ¢gember ve sabit disk problemleri metrik ve S —metrik uzaylar
tizerinde ¢alisilmistir. Daha sonra R ’de uygun bir metrik tanimlayarak sonsuz elemanli bir
¢ember Ornegi verilmistir. Cesitli S —metrik uzay ornekleri verilip bu uzaylarda gember

kavrami incelenmistir.

Tezin daha sonraki boliimlerinde sabit ¢ember ve sabit disk problemleri g¢ercevesinde
metrik ve S—metrik uzaylarda yeni daralma tanimlari verilip bu daralma tanimlari

kullanilarak sabit cember ve sabit disk problemlerine yeni ¢oziimler getirilmistir.
Metrik ve S —metrik uzaylarda Rhoades’in agik problemine yeni ¢6ziimler verilmistir.
Ortak sabit gember ve ortak sabit disk problemlerine yeni ¢oziimler verilmistir.

Yapay sinir aglarinda kullanilan bir fonksiyon smifi yardimiyla Rhoades’in agik

probleminin bir genellemesi verilip bir uygulamasi arastirilmstir.
Son boliimde ise kapali bagint1 yardimiyla yeni sabit nokta sonuglar1 elde edilmistir.

Bu calismadan hareketle sabit cember ve sabit disk problemleri ¢ercevesinde yeni daralma
sartlar1 arastirilip bu daralma sartlar1 yardimiyla sabit cember ve sabit disk problemlerine

yeni ¢dziimler verilebilir, C, . yada CXSO , bir T doniisiimiiniin sabit cemberi olmak iizere
Fix(T)\C, , ya da Fix(T)\C;  kiimesinin geometrik yapis: ve bu kiimeleri bos kiime

yapan daralma sartlari ¢alisilabilir. Jachymski’nin tekniginden bagka teknikler arastirilarak
Rhoades’in acik problemine yeni c¢oziimler verilebilir. Sabit cember ve sabit disk

problemlerinin yeni uygulamalari iizerinde ¢alisilabilir.
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