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OZET

KARMA LEBESGUE UZAYLARINDA KARMA DUZGUNLUK MODULU iLE
YAKLASIM
YUKSEK LISANS TEZI
UGUR YIiGITASLAN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. RAMAZAN AKGUN)
BALIKESIR, MART - 2021

Bu tezde Karma Lebesgue Uzayinda Karma Diizgiinlik Modilii kullanilarak
trigonometrik yaklagimin temel esitsizlikleri incelenmistir.

Tez bes ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim, giris bolimidiir.

Ikinci béliimde, tezde kullanilan ve gerekli olan tanimlar belirtilmis, teoremler ise ispatsiz
sekilde verilmistir.

Ucgiincii boliimde Karma Lebesgue Uzay1 agiklanmustir.

Dordiincii boliimde Agisal yaklasim, Fark operatorii, K fonksiyoneli, Vallee-Poussin
ortalamalari, Karma Diizgiinkliik modiilii ve tiirevlerinden bahsedilmistir.

Besinci ve son boliim sonug boliimiidiir. Bu tezde elde edilen sonuglara yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Karma lebesgue uzay1, Karma diizgiinliik modiilii, Agisal
yaklasim, Fark operatorleri, Valle-pousssin ortalamalari.
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ABSTRACT

MIXED LEBESGUE SPACES, MIXED MODULUS OF SMOOTHNESS AND
APPROXIMATION
MSC THESIS
UGUR YiGITASLAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. RAMAZAN AKGUN)
BALIKESIR, MARCH - 2021

In this work, some trigonometric approximation results are investigated in Mixed
Lebesgue Spaces with Mixed Moduli of Smoothness. The work consists of five main
chapters.

The first chapter includes introduction.

In the second chapter, the necessary definitions utilized in this work were indicated.
Besides, theorems were given without proof.

In the third chapter, Mixed Lebesgue Spaces were explained.

In the fourth chapter, angular trigonometric approximation, difference operator, K
functional, special classes of functions, Vallee-Poussin sums, Mixed Moduli of
Smoothness and its derivates were mentioned.

The fifth chapter, the last one includes conclusions of this work.

KEYWORDS: Mixed lebesgue spaces, Mixed moduli of smoothness, Angular
approximation, difference operator, Vallee-poussin sums.
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SEMBOL LISTESI

C(al’hl)
®, . (£.5,,8,)

P1P2

T (%)
Tom, (XY)
Vo, o (F)

Ve, (F)

Vi, m, (f)

: Tanim olarak esittir
: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Lebesgue uzay1 (lS p< OO)

1 f e(T?) fonksiyonunun Fourier serisinin x ¢ gore kismi
toplam1

1 f e *(T*) fonksiyonunun Fourier serisinin y ¢ gére kismi
toplami1

1 f e!(T?) fonksiyonunun Fourier serisinin hem x e gore
hem y ye gore kismi toplami1

: Dirichlet Cekirdegi

: Iki boyutlu agisal yaklagim

: f(x,y)nin X gore P; mertebeli vey ye gore P, mertebeli
Wely tiirevi

; f(x,y) nin X ye gdre pozitif @, dereceli N, adimli fark
operatorii

: f(Xy) nin y ye gore pozitif @, dereceli N, adimh fark
operatori

:ain hlli kombinasyonu

: f (X, y) nin X e gore pozitif @, dereceli, y ye gore pozitif @,
dereceli karma diizgiinliik modiiltinii

: Derecesi m, i gegmeyen X e gore trigonometrik polinom

: Derecesi m, i gegmeyen Y e gore trigonometrik polinom

:xe gore f(X,y) fonksiyonunun Fourier serisinin Vallee-
Poussin ortalamasi

‘yegore f (X, y) fonksiyonunun Fourier serisinin Vallee-
Poussin ortalamasi

: Hem x hem y ye gore f (X, y) fonksiyonunun Fourier
serisinin Vallee-Poussin ortalamasi

: Lacunary Fourier serisine sahip f (X, y)fonksiyon smifi

:Fourier katsayilar1 belli bir kosulu saglayan fonskiyonlarin
Smifi

:Oyle ¢, > 0,c, >0 vardirki ¢;a < b< C,a saglanir

: Hemen hemen her yerde



ONSOZ

Bu tezin yazim siirecinde tecriibe ve bilgisinden her zaman yararlandigim, her durumda ve
her zaman yardimini esirgemeyen, emegini her zaman {izerinde hissettigim, degerli hocam
saymn Prof. Dr. Ramazan AKGUN’ e, yardimlarindan ve desteklerinden tiirii saymn Aras.
Gor. Dr. Ahmet Hamdi AVSAR’ a, yiiksek lisans siirecini beraber atlattigimiz arkadasim
Merve Nur BAGCI’ ya, yiiksek lisans ¢alismalarim boyunca yasadigim tiim sikintilari
unutmami saglayan, hayati giizel kilan degerli esim Nazl1’ ya ve annem ile babama tesekkiirii
bir borg bilirim.

Balikesir, 2021 Ugur YIGITASLAN



1. GIRIS

Yaklagim teorisinde ¢ogu zaman belirli bir sinifa ait olan fonksiyonlara daha iyi 6zelliklere
sahip, daha dar bir fonksiyon sinifi ilizerinden yaklagim problemleri ¢aligilir. Daha iyi
Ozellikli fonksiyonlar sinifi olarak, calisilan fonksiyon uzaymin bir alt uzayr alinir. Bu
calismada iki degiskenli Lebesgue uzaymin genellemesi olan Karma Lebesgue uzayina ait
fonksiyonlara trigonometrik agisal yaklasim problemleri incelenmis ve var olan sonuglar

derlenmistir.



2. ON BILGILER

2.1 Tammm (Olgiilebilir Kiime)

X bostan farkli bir kiime olsun. X * in alt kiimelerinin bos olmayan bir § koleksiyonu igin

eger
) &,S e X
i) VEeS icin E° €S

iii) vnel icin E, € Sise | JE, €S

n=1

kosullar1 saglamiyor ise S koleksiyonuna X iizerinde bir O — cebiri denir. Bu durumda
(X , S) sirali ikilisine 6lgiilebilir uzay, S koleksiyonundaki her bir kiimeye de dlgiilebilir

kiime denir.

2.2 Tanim (Lebesgue Uzay1)

T:=[0,27z] 1< P<0 ve nel igin

/P
p

I, <[ Jlr oo <

Tn
kosulunu saglayan f T" >0 6leiilebilir fonksiyonlarinin kiimesine Lebesgue uzay:
denir ve LP (T” ) ile gosterilir.
2.3 Tanim
T:=[O,27z] ve IM > 0 igin

f(x)<M  hhh

olmak iizere f:T>1 fonksiyonlarinin hemen hemen her yerde esit olma bagintisina goére

denklik siniflarinin kiimesi L” (T) ile ifade edilir.



2.4 Tamim (Normlu Uzay)

N bir lineer uzay olsun. |||| N — [ fonksiyonunun x vektoriine karsilik getirdigi negatif
olmayan deger ||X|| ile gosterilsin. Bu fonksiyon asagidaki li¢ 6zelligi sagliyor ise ||||

fonksiyonuna N de bir norm, (N, |[)ikilisine de normlu uzay denir.
1 |q/=0, = x=0,
2. V el |l =[All].

3. V X, Y elamani igin ||X+ y|| < ||x||+||y|| .
2.5 Tanim (Banach Uzay)

Yukaridaki tanim 2.4 i¢in verilen normlu uzay tam ise ( N, ||||) normlu uzayina Banach uzayi
denir.

2.6 Tamim (Holder Esitsizligi)

1< p<oo,%+%=1, fel’(T).gel’(T)icin

It (09 ey [ |f<x>|pdxf’[j 90 dxj3=||f||p||g||q

.
dir.

2.7 Tammm (Minkowski Esitsizligi)

1<p<o, f,gel’(T) igin f+geL®(T) olurve
[ +al, <[], +lel,

esitsizligi saglanir.



2.8 Tamim (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi)
1< p<oo, K (X, y) hem X degiskenine hem de y degiskenine gore siirekli fonksiyon,
f eLP(T) ise

1

J (I If(v)K(xw)dvl"dxfsj (I |f<y>K<x,y)|"dx}pdys

T T
1

<[] (e "o

T T

2.9 Tamim

Negatif olmayan F(f,5,6,) ve G(f,5,6,) ifadeleri icin F(f,8,6,)0 G(f,6,,6,)

demek F(f,6,6,)<CG(f,5,,6,) ozelligini saglayan f , O, ve &, den bagimsiz bir C

pozitif sayisim var oldugu anlamuni tastyacaktir. Ote yandan F(f,6,,6,)0 G(f,6,,6,)

ve G(f,6,6,)0 F(f,6,6,) iken bu durumda G(f,d,,6,)~F(f,5,,6,) notasyonunu

kullanacagiz.

2.10 Onerme (Jensen Esitligi) [1]

820 ve 0 < & < 8 <o olsun. Bu durumda

(Et) (5]

2.11 Onerme (Hardy Esitligi) [2]

a, 20, £ 20 olsun.

a) Farz edelim ki zak =a,y, olsun. Eger I<p<w ise

k=1

p

iak (ibnjp < Zak(bm) .

k=1 n=k



Eger 0< P<lise

0 g P p
Zak£ bnj Zzak(bﬂk) :
n=k =

k=1

b)Farz edelim Ki Zak =a B, olsun. Eger
k=1

iak[zk:bnjp

k=1 n=

Eger 0< P<1ise
w k p
Sa (20

k=1 n=1

2.12 Teorem (Marcinkiewicz ¢carpan teoremi) [1]

1< p<oo, el (T?)nin Fourier serisi

ZZ(anlqnz cosnxcosn,y+b, . sinnxcosn,y +
n=1n,=1

+C, ,, Cosnxsinn,y +d, . sinnxsin nzy)

=Y > AL (xY)

m=ln,=

N

dir.

(Sn 0 )w say1 dizisi, sonlu bir M ve her I €lJ,i=12 i¢in
172 S ny=l

9 <M,

m.n, l9”‘1*'1:”2 -

2

m=2""141

I<p<w

ise

(2.1)



Z lgnl,mz " Un,m,+1 <M,
m,=2"2"14
2m 2"
— — esitsizliklerini saglasin. Bu
Z my,m, ‘gml+l,n2 19ml,n2+1 + '9n1+l,n2+1 <M 3 &

m=2"" 41 m,=2"2 141

durumda ZZ nzAh 0, (X,Y) trigonometrik serisi bir ¢ e L° (%) fonksiyonunun

n=1n,=1

Fourier serisidir ve ||¢||LP(T2) U || f ”Lp(T2

2.13 Teorem (Litthewood Paley Teoremi) [1]

l<p<o, fer® (%) fonksiyonunun Fourier serisi (2.1) bigiminde olsun.

Ago = Ai,l(xf Y)1
2™
Ml a,, = S AL(Y)
’ y=2""14 B
2m2
m, el igin Ay, = Z A.(xy).
y=2"1

2m 2m2
mell ve mell icin Ao, = Z Z A»m(x,y) olsun. Bu durumda

y=2M" 1y =2m

Up

2727( o p/2
1l | | J( zAzmj iy

v;=0v,=0

2.14 Teorem (Hardy Littlwood-Paley teoremi) [3]

f e Ly (T?)fonksiyonunun Fourier serisi (2.1) deki gibi olsun.

a)2£p<00 ve



ol

d

anlnz

+

bnlnz

—+

C

NNy

+

mn,

I =(§g( )p(nlnz)p_z} <o ise
fe L%(TZ) ve ||f||L ™) 01,

b) 1< P<2ve feLd(T?) icin | s||f||Lp(T2).



3. KARMA LEBESGUE UZAYI

Lebesgue uzaylari, [ >1 oldugu durumda Banach uzaylarinin 6rnegidir. Buna ek olarak da

Karma Lebesgue uzaylari, Lebesgue Uzaylarinin bir genellemesidir.

Karma Lebesgue wuzaylar1 farkli degiskenler iizerinde farkli kontrol miktarlar
tanimlamamiza izin verir. Bu nedenle bagimli degiskenler diistiniildiigiinde dogal olarak bir
dizi farkli nicelikte parametreler ortaya ¢ikar. Ilk olarak Benedek ve Panzone [4] tarafindan

tamimlanmislar ve Rubio de Francia, Ruiz ve Torrea [5] tarafindan da arastirilmistir.

3.1 Tanim [6]

i=12, 1<P, <o olmak iizere |-p1,p2 fonksiyon smifi X ve Y ’ye gore 27 periyodik,
Olciilebilir ve

1
P2

27 (27 . E P2
111, - f{ﬂf(x,ywdxj ay| <o
0

0

kosulunu saglayan f(x,y) , f:T? >0 fonksiyonlarindan olusur.
3.2 Tamim [6]

0 .
L., », fonksiyon siifi

2z
hemen hemen her X icin f f(x,y)dy =0,
0

2
hemen hemen her y i¢in J' f(x,y)dx=0,
0



kosullarini saglayan f € |_p1’p2 fonksiyonlarindan olusur.

3.3 Tanmim [7]

N €[] olmak iizere L~ (T ”) demek

If

Lw(T):inf{M 20:y({x:|f(x)|>M}):0}<oo

kosulunu saglayan esasli smirli [ " fonksiyonlar kiimesi demektir.



4. KARMA DUZGUNLUK MODULU
4.1 Acisal Yaklasim
4.1.1 Tamim [6]

Sml’w(f), Sw'mz(f), Sml,mz(f) ifadeleri f(X, y) nin sirasiyla X e gore M, dereceli, y ye

gore M, dereceli ve hem X gore M, hem de Yy ye gore M, dereceli Fourier serilerinin kismi

toplamlari olsun. Bagka bir deyisle

sin(m+1)t
mell ,D_(t)=
2sin—
2

olmak tlzere

1 2z
S (1) =— ] (<1, 9)D, (G)dlt,
0
1 2z
S, m(F)==[ (X y+t,)D,, (t,)dt,,
T 0

1% .
Sn (=27 [ 10044,y 1), D, (t,)dtdt, (M €0 ,i=12)
dir.
4.1.2 Tamim [8]

f € L'(T) fonksiyonun kompleks Fourier serisi

inx
> c.e™,c,=0

nell

ise o > 0mertebeli kesirli integral

10



inx

%(X):;(iny’

n=0

olmak lizere

Iaf(x):z(f *(pp)(x):iz'ff(t L (x—t)dt

bi¢iminde tanimlanir.

4.1.1 Tanim [8]

o > 0mertebeli f kesirli tirev n:= Lp_' +1 olmak iizere

_d

f(p)(x): o~
X

1" f (x)

bi¢iminde tanimlanir.

4.1.2 Tamim [8]

fler) jle X e gore 0,20 ve y ye gire p,20 dereceli f < I_f(TZ) nin Wely
anlaminda kesirli tlirevini ifade edelim.

Wp(“l’o) Wely sintfi yani f (%) ¢ I_‘:) (Tz)kosulunu saglayan f e I_% (TZ) fonksiyonlarinin
koleksiyonudur.

Benzer sekilde Wp(o'“Z) Wely siufi (@) ¢ L(:) (TZ) kosulunu saglayan f < L% (TZ)
fonksiyonlarindan olusur.

Ayrica Wg"‘l‘“Z) sinifi f () o L‘:) (Tz)kosulunu saglayan f e L% (TZ)
fonksiyonlarindan olusur.

4.1.5 Tanim [9]

le,mz (f )Plpz , fe Lplpz fonksiyonuna en iyi iki boyutlu agisal yaklasimi veren iki degiskenli

trigonometrik polinom olsun. Yani;

11



Y (f).. = inf |[f-T _-T
m;,m; PPz T oo+ Too.mo my o ©,M;, PLPo

Burada Tmm(x, y)eL X e gore derecesi M, i gegmeyen trigonometrik polinom,

PP,
T, m, (X, y) € Lplpz y ye gore derecesi M, yi gegmeyen trigonometrik polinomdur.

4.1.6 Onerme [9]

l<p<ow,fe L%(TZ),ni ell,1=12 alalim. Bu durumda

[ =0 ()= () S (O] Yo (e

4.1.3 Onerme [10]

1 1
1< P<g<oo, f eL%(TZ), 925—6, N e[1,i =1, 2 alalim. Bu durumda

Vq

[ZER% Hq q
Y2N1*1 2N2 1 Z z 2 y’ Yz”l iov2-1 ( f )L (Tz)
Y v1=N; v,=N, g

4.1.8 Onerme [1]

1< P<oo, fe L?O (T) alalim. Bu durumda

s, ( f )HLp(T) 0 |f ||LP(T), nell olur.

4.2 Fark Operatorleri
4.2.1 Tamim [6]

fe mez olmak iizere X e gore pozitif @; dereceli Ny adimlive y ye gore, dereceli h,

adiml fark operatorleri

AR = 3 (17 Cen, ) F (X (@~ )

A (F) =S ((1Claty, ) F (x, Y+ —v)hy)

v,=0

12



olarak tanimlanir. Burada
C(a,0)=1, C(al)=a

-1).(a-v+1
C((x,v) = a(a ) vfa T ) ,(V > 2) binom katsayilaridir.

4.2.2 Onerme [11,12]

1< P <00, o >0alalim ve T, derecesienfazla N, ne] olan trigonometrik polinom

olsun. Bu durumda

<n™“ Tn(“)
Lp(T)

Lo(T)

AL,

a) vV 0<‘h‘£% icin ‘

T(a)

n

<n“
Lp(T)

AZ/ nTn

b)

Lo(T)”

4.2.3 Onerme [12]

a > 0 olsun. Bu durumda

:(—l)VC(a,v)zo.

Y

4.2.4 Onerme [11,12]

f e L%lpz g e L(:apz ,1<p. <0 4, g >0 olsun. Bu durumda
a) Ay (f+9)=Arf+A7g,

b) Ay (A7 f)=Ar" 1,

) Jai e, O 1l

4.2.5 Onerme [13]

a,>0, Tnloo (Xl, Xz) € Lplpz 1< p<o0,i=12 X degiskenine gore derecesi nl(nl € N)

yi agmayan trigonometrik bir polinom olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

13



a)Eger 0<|hl|g£ ise ‘Af;an [ n™ Tn(fj’o)u ,
nl 7 pyp, * PPz
(alvo) [2 o
b) Tnl‘73 HP1P2 ] nl1 A7rl/I’11Tnloo Mpz,
¢) [T =) 0 nalT .
) o P1P2 ! 2l pyp,
Ispat a)

Oncelikle 0 < a,<10< |hl| < 7 olsun.
n,

[12] numarali kaynagin 397. sayfasindaki sonuca gore hemen hemen her X, icin

" a & @, kz
A@Tnm(xl—?lhl,xzj: 3 d ()T 0)(x1+n—,x2]
k=—c0

1

ifadesi i ‘dk (nl)| [ n,*iken saglanur.

k=—o0

Minkowski esitsizligini uygularsak,

‘ i ZOO: ‘dk (”1)‘
) k=—o0

Simdi & >1 alahm. 0< B, <1m eN olmak iizere @ =M, + B bulunabilir. 4.2.4.

T (@,0)

oo

APT

hy oo U

PPz

T (e1.0)

0

—;
1

H P1P2 PP,

o a
Athnloo (Xl _?lhl’XZJ

Py

Onermesinin ¢ sikkini uygulayip son esitsizligi M, kez uygularsak

= (arr ) 0 e fape T

P1P2

P1, P2

0.0n™ HAQT (:21’0)” 0 n* Tn(fol’o)H elde ederiz ve dolayisiyla (a) ispatlanmig
PLP2 ' PLP2

olur.

Ispat b)

[12] numarali kaynagin 392 sayfasindaki sonuca gore

14



kzr o
T b, (n, JA“T, — 2T X
k—z—oo ;znlw[xl n 2n Zj

ifadesi hemen hemen her X, i¢in z ‘bk (nl)‘ 1 n/iken saglanir.

k=—x0

Minkowski esitsizligi kullanilirsa

A% T

zlny " nyeo

e

PLP2 Y1)

o k_ﬂ-_ﬂ al

elde edilir ve bu da ispati1 tamamlar.

Ispat ¢)

T

"lipyp,

4.2.4 dnermesinin c sikkina gore ifade HT(Z“O)H 0 n olur ve bu da ¢ sikkinin

Py P>
ispatini tamamlar.
4.2.6 Onerme [13]
a,>0, T (Xl, X,)e Lyp, 1< p, <o0,i=12 X, degiskenine gore derecesi N, (n2 eN) yi

asmayan trigonometrik polinom olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

a)Eger 0<|h |<— ise ”Aaz-r 0 nge e ’
n2 PPz *2{lpyp,

0,,) a a

b) [T 0 neflaz T, | |

) My BP, zin, oo, 0P,
(0.5) a,

c) T, 0 ny2|[T, _

) ik p2 2 M2 llp,p,

4.3 K Fonksiyoneli
4.3.1 Onerme [13]

fe L%lpz fonksiyonu ve t; > 0,i=12 icin karma K fonksiyoneli

Ka1’a2 ( f ,tlltZ)plpz = glew(”lo) 0,0 wOaz) e WMQZ |:||f -0,—-0, _g||p1p2

15



21 (0.,)

+; gl(“l’“Z)

gl(%vo)lepz +th

4 +a;
+t4',
P1P,

p1P2:|

9

olarak tanimlanir.

4.4 Baz1 Ozel Fonksiyon Smiflari
4.4.1 Tanmim [8]

1< p < coolmak iizere M, simifi syle f e L (Tz) fonksiyonlarmdan olusur ki f nin

Fourier serisi ZZ(Z% COSv,XCOSV,Y dir ve her vV, ve V,tamsayisi i¢in

vi=1v,=1

-a +a , =0

ViVa avl +1Lv, vy, Vo+l vy +1l4v,+

esitsizligi saglanir.

4.4.2 Not [8]

Bu esitsizlik bize M, <M, icin Oy 2y, VE T, <N, igin Ay m 2 Ay esitsizligini

Verir.

4.4.3 Tanmim [8]

1 < p < ooolmak iizere, Ap fonksiyon sinifi Fourier serisi, Lot

Y7 u
> DA, COs2"xcos2"y

#4=0 11,=0

bigiminde olan f e L‘;) (T2 ) fonksiyonlarindan olusur.

4.5 Vallee-Poussin Ortalamalari
4.5.1 Tamim [13]

16



Vi o ( f ),V ( f ),leym2 ( f ) ile sirasiyla X e gore, y ye gore, hem X hem y ye gore

0,M,

f (X, y) fonksiyonunun Fourier serisinin Vallee-Poussin ortalamalarini gosterelim. Yani

D, (t)+..+D, 4 (1)

s.n( jt
N=12,.., D, (t)=——- m=01.2..
2sin—

olmak Uzere

27

levw(f):%j f(x+t, yVam(t,)dt,

0

2

W%(U:ijfuy+tym()tp

0

1T
mlm2 -2
T %

27
f(X+t, Y+, V2™ (L)V2™ (t,)dedt, (M =012,...,i=12).

0

4.5.1 Onerme [14]

fel, 1<p <o keN, ne{012,..},i=120lsun. Budurumda

[~V (1) Ve (1), ()]

P1P2

T T
0y, (f) O - lur.
o (P wkl’kz( n+1 n2+1j o

4.5.2 Onerme [13]

f e L%lpz, 1<p <o, n, e{O,l,Z,...},i =1,2 olsun. Bu durumda
’\/nlvw ( f )lepz J ” f ”plp2 !
0) Vo, ()] 0 11,

Ispat a)

a)

2
m=0,12,... igin 1 j ’anm (t )‘ dt <3 oldugundan genellestirilmis Minkowski esitsizligini
7%

uygulayarak

17



V. (1)

elde edilir.

P1P;

1 "
S;}[’VZ H‘f X1+t X )H ngsnf”mpz

Ispat b)

2
m=0,12,... i¢gin 1 J ’szm (t )‘ dt <3 oldugundan genellestirilmis Minkowski esitsizligini
T 0

uygulayarak

V..o,

elde edilir.

27r

j (%% +8,)V, " (8,
0

2ol s,

0

,<3]fl

p1p2 P1P2

)

4.5.3 Onerme [13]

fel,, ,1<p <oo,me{012,..},¢ >0i=12 olsun. Bu durumda

Dlpz
) Vs, (F) =V (F)] 0 2 VD (£) =V (1)
VOl (£)-ve (1)

Vs (), (1)

Vi e (1) =V oo (1) =V s (1) + Vs ()] 00

[ 27

P1P2

b)

b
P1P2

c)

[ 2—"110’1—”‘20(2

(a1.2,)
(Vzml’zmz ( f )_V2m1+112m2 ( f )_Vzml’ZmZA ( f )+V2m1+112m2+1 ( f ))

P1P2

4.5.4 Onerme [13]

f e L?Olpz,lﬁ p, <o, >0,n. =[,i=12 alalim. Bu durumda

Y V[l T Ve (Nl
rVOaz)(f -V, (f )lep2+Hf_vnl,w(f)—vw_nz(f)+vn1,n2(f)

18

+n,

P1P2

-y

+n,

PPz .



Ispat
4.2.4 6nermesinin a ve b siklar1 kullanilarak ve norm fonksiyonunun ozellikleriyle, her hi

ve N.eN i=1,2 icin

th? (Aﬁ; ( f )) PPy < Aﬁl{l (AZ; ( f —anm( f )_vanz ( f )+an’n2 ( f ))) P12 *
2 S CHURLEY)) I O LR

+A;1(A:;(vn1,nz(f))) Sy oy

PP

Oncelikle |, iistten degerlendirelim. (X, y) =1 _an,oo( f)-Vv ( f )+an,nz ( f )

0,N,

olsun. 4.2.4 dnermesinin ¢ sikkini kullanirsak

0 e

I, =

Ay (Aﬁ: (Q))lepz . HAﬁ: ((0) PLP, PPz

Bu nedenle | [] H f=V, .. (F)=V, . (f)+V, ., (f)

,Ny

PPz .

Simdi |, yi iistten degerlendirelim. v = f -W, .. ( f ) olsun. 4.2.4 6nermeye gore

]
PLP;

A (A (Vo W) T |8 (. ()

l, ,
P1P2

4.2.5 6nerme yardimiyla Q < |hl| < i icin asagidaki esitsizlikler gecerlidir:
1

1

—
On
P1P2

VO ()

A (Vi (w))

P1P2 .
’V nﬂ‘f’;’o)( f-V, . (f ))lepz '

% o<lh|<==
2n, -1 2n, -1

T
2n -1

Bu nedenle 0 < |h|< igin 1,00 n™

Genellersek 0 < |hl| < icin

19



150y VS (F =V (D)) e npny Vi) geserlidir
Bu sebeple

L O lf =V (F)=V. (f)+V. (f
G 2n -1 2n2—1jp1p2 H nlm( ) w'nZ( )+ nl’n2( )p1p2+

+n n(:’;'o)( f-Vv,, (f ))Hplpz +n,%

S W ()],

— —a:
+n, “n,

(e.2) (§ )H . (4.1)

ek PPz
Boylece 4.5.5 teoremin iist esitsizligi ispatlanmis olur.

Simdi alt esitsizligi ispatlayalim. 4.5.2 6nerme nedeniyle ve dogal say1 mertebeli

diizgiinliik modiiliiniin 6zellikleri kullanilirsa

A = Hf -V, (F)=V,, (F)+V,, ()] ©

P1P2

n+1'n,+1 Hapr At T o0 1790 1
PLP2 PLP2

1

] a)[al]Jrl’ a)[a2]+1[ f -
4.2.4 6nermesinin b sikkini uygularsak

A< sup [Afe (A{:;M (Agl(Aﬁ;)))

hl<=—.i=1,2 PLP2
2n,—1

4.2.4 6nermesinin ¢ sikkini uygularsak

as s (0], ot )
PP

L= T =12
n-1

Simdi A, yi degerlendirelim.

’vn(j‘;‘o)( f-v,, (f ))lepz |

A =

20



]/(X, y) = f (X, y) —VOO’nz f (X, y) olsun. Bu durumda 4.2.5 6nermesinin b gikkini

A, (anvw ( 7,)) ve dolayisiyla

2n-1

uygularsak ”Vn(fé’o)(V)lep 0 ne

o

4.5.3 6nermesinin a sikkini uygularsak

P1P2

AL N

PP

A% ( f-v,, (f ))

2n-1

AL n®

PPz

A" (f):=F olsun. Budurumda A, [ n

2n,-1

V... (F)=V,,, (F)=0 oldugundan

At

F-V,, (F)

©,Ny

PP

F-V,.(F)-V,, (F)+V

oo, (F)|

4.5.2 onermesini hesaba katarsak ve dogal say1 mertebeli diizglinliik modiiliiniin

plpz.

ozelliklerini kullanirsak

—_— 7 — 7T
Ay a)[al]+1,[a2]+l[|:’7z-’—n2 +1j oy a)[a1]+1,[a2]+l(|:’7z-’ on, _J
PPz

4.2.4 dnermesinin b sikkina gore

A0 n% sup A[rfl"l]”(AL‘f]”‘“z(Aﬁ‘;(F)))‘

T
“’h‘ﬁﬁ,‘hz‘ﬁﬁ

P1P2

4.2.4 6nermesinin ¢ sikk1 nedeniyle

Al n* sup

T
\hz\sanl

A (F H =n" su
‘ hz( )plpz 1 B
2n,-1

A {A%” (f )j
2n,-1

[hal<

P1P2

D nlala)a a f, il l d *
v 2n, -1 2n,-1
PPz

Ayni sekilde devam edip genellersek
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P1P2

V(%az) f 0 n&n% f, T ’ T .
Ny ( )lepz NN, a)alaz[ 2n1 1 2n2 1 elde edilir.

2

£V, ()Y, () #V, (D)) VI (f-v,, (1))
VS (f v, () L, Vi (1) .

(4.2)
Jaw,, | T, r _z .
U2 -12n,-1)

(4.1) ve (4.2) birlikte diisiiniiliirse 2.9 tanima gore ispat gerceklesir.

4.6 Karma Diizgiinliik Modiilii
4.6.1 Tamim [6]

D, (1,6,,6,) o, 1€ X e gore pozitif @, dereceli, Y ye gore pozitif &, dereceli karma

kesirli diizgiinliik modiiliinii gosterelim. Yani

(f5§) = sup

2 |nl<si=12

O, Az (s (),
dir.
4.6.2 Teorem [8]

Karma Diizgiinliik Modiiliiniin 6zellikleri asagida gosterilmistir.
f.gel,(T?),1<p<o©, 8>0,i=12 alahm.

1) w aaz(fé‘O)() alaz(f05)() Wz(foo)()zo,

2) a)ﬂﬁvaz ( f +g’51’§2)Lp(T2) 0‘1 a; (f 61’5 ) a1:az (9’61’52 )Lp(TZ)’
3) 0<9, <t,i=12 icin @y, (£.61,6,), () <o, (f.ut,) (1)’

alaz(f 51'5) ( )<a)a1,a2(f’tl't2)Lp(T2)

4) 0< 9, <t,1=12 i¢in < ,
510!152(ch tla1t2a2

22



5) A >11=12i¢in Dy, (108, 28,), () S A0, 4, (£,6,,8,) o)
6) 0<a, <f,1=12 icin (f 0, 5) LT ) al,az(f,51,52)L(T2),
7N 0<a<fB,0<s g%,i =1,2 igin,

" allwﬂlvﬂz(f’al'gz)LpTz dt, dt
alaz(f55)()<511522” ) dt, dt,

0t a4
6, 6, 1:1 t2 tl tZ

8) ﬁpn >01i:112 1(}11'1

a)ﬂ1+r1,ﬂz+r2(f’51'52)|_( )<5r15 rza)/ilﬂ (f(ﬁ.rz)’é‘l,é‘z)

(1)’
9) ﬂpn >01i:112 lgln

(5.r2) T dt, dt
e e N L s

Bitn,Ba+1y
2
4.6.3 Teorem [13]
Karma Diizgiinliikk Modiilii ile K-Fonksiyonelinin denkligi asagidaki gibi gosterilir.

f EL(:)lpz,lg p.<owo >00<d <7, i=12 alalim. Budurumda

@, (1.6.8,), ~K, . (1.6.8)

Ispat

Her 0, € (O,ﬂ] i¢in dyle Ny, i =1,2 dogal sayisi vardir ki =12.

<o, <
2n +1 ' 2n-1

= 0
Eger f e L, ise

(Vie () =V (1)) €W (Vo (1) =Viysa () €W Ve o (F) €W

Bu nedenle
Kal,az ( f ’51’52)p1p2 < H f _(Vn1+l,oo( f ) m+1,n, +1( f )) ( 0,Ny +1( f ) an+1n +1( f )) n1+1,n2+1( f )HF&PZ +
VA (£) Vet () MEE(E)-Viila(F)] +ora il (1)

PP,
= Vi () Vo) Vo (D], 6 B2 (£ V(1))
23
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(02 (04 o
+06,? + 0,0,

P1P2

’\/cxgonjﬁ( f _Vn1+1,oo( f ))

. H f _Vn1+1,oo( f >_Voo,n2+l( f )+Vn1+l,n2+l( f )H

Vaciea (1)
MG (F =V, a(1))

+(n,+1)

PPz

+(n, +1) ™

O (F Ny (D) (2 (my 1) sz (1],

4.5.5 teoremi uygularsak ve karma diizgiinliik modiiliiniin tanimi1 goz 6niine alinirsa

K,.(f.6.5,) 0a,,|f——== 0
1,0, PP, 12 2n1_1 2n2 -1 op (4.3)

1 @, ( f ,51,52)

P1P2

Simdi son esitsizligin tersini ispatlayalim. 4.2.4 6nermesinin a sikki ve normun 6zelliklerine

gore her g, eWélogz’O), g, eWélO‘;ZQZ), g eWél”gz’“Z) icin
Wy ( f ’51’52)p1p2 U Oy ( f— 0.—9,— 9,51,52)p1p2 + Dy (91’51’52)plpz +
+a, (92,51,52)p1p2 +o,, (9,51,52)% =J,+J,+J,+J,.

4.2.4 énermesinin ¢ sikki bize J, [] || f-09,—-9,— g”p ; esitsizligini verir.

SimdiJzyi hesaplamaya galigalm. Her 0, G(O,ﬂ] icin negatif olmayan I; tamsayilari

vardir dyle ki

T T .
m<5‘ Sm,l :1,2.
T T
B, = Oy, (gl, w1 g _1j ifadesini diisiinelim. 4.2.4 &nermesinin a ve c
PP

siklarina gore

T T VA T
82 H a)al!az (gl _V2"1,oo (gl)’ 2nl+1 _l’ 2n2+1 _lj + a)al,az (Vzm’w(gl)’ 2n1+1 _11 2n2+1 _1]
PPz PPz

=J,+J,,.
PLP2

+sup‘

H 9~V (91) Al (Vzm,oo ( 91))

p
12 “7m

24



4.2.5 dnermesinin a sikkini uygulayip sonra 4.5.3 Onermesinin a sikkini uygularsak her

0<|hi|sﬁi<;in

bulunur ve béylece J,, [1 27"

02"

— 2_”1“1

0 27

PLP2

gl (e1.0)

Aro;lvznl (gl) P1P2

’\/2(::103) ( gl) PLP2

g (al‘o)

1

V. (947

P1P2

P1P2

4.5.4 6nermesinin a sikki ve 4.5.3 6nermesinin a sikkini kullanirsak ve yukarida elde edilen

hesaplamalar goz onilinde bulundurulursa asagidaki esitsizliklerin gecerli oldugunu elde

edebiliriz.
0, - V2"100 gl Z‘M“w gl Zm“l (91) PP
© 1 0) -y %
: lenlW (VZml,OO(gl) 2MH oo (gl)) p1p2D py gl( 0)lepz.

Boylece J,, 11 27 ™*|g,

)

P1P2

321 ve ‘-]22 igin elde edilen degerlendirmeleri birlestirirsek B, [1 2™

.
P1P2

Karma diizgiinliik modiiliiniin tanim1 yardimiyla

T T
Oy, o, (g1,51,52)p1p2 i Oy o, [gl, o1 onerd _J oldugundan
PiP2
Moy oy,0
o o,
Benzer sekilde J,[1 2™ ggo,az) .

Simdi J, i iistten degerlendirelim. Her 0, € (O, T ] i¢in negatif olmayan 6yle N; tamsayilar

_r
2ni+l _1

T 4
Simdi By =0, , | 9, oA 1" g ] y olsun.

A=12.

vardirki ————< 0. <

2ni+2 _1 |

25



4.2 dnermesinin a ve ¢ siklarina gore

T T
B3 : a)al,az (g _V2"1,2“2 (g)' 2n1+l _1’ 2n2+1 _1j +
PP,

T T
+a)a1,a2 (Vznl om (g)’ 2nl+1 _1’ 2n2+1 —lj i

il Hg _Vzm’2n2 (g) + Sup Agl (Af\l: (V2n1’2n2 (g ))) = ‘J31 + ‘]32'
PPz Ih< T a2 PPz
oM +1_1

4.2.5 dnermesinin a sikki, 4.2.6 6nermesinin a sikki ve sonra 6nerme 4.5.3 6nermesinin a ve

T .
b siklar1 kullanilirsa 0 < |hi| < m,l =12 i¢in

‘ Aﬁ;(Aﬁj (vznl’znz(g))) ppD 2 A (Vs (g)) L
] 9 Mo r\/2n12nz (g(al'O’Z)) y [ 27" g(al'aZ) - olur ve buradan da
R s

4.5.4 dnermesinin c sikki ve 4.5.3 dnermesinin a ve b siklarii goz éniinde bulundurursak

rVZ”‘l 2™ (g ) _Vzml*l,zmz (g ) _Vz”‘1 2m*t (g ) +V2”*1*1,2m2+1 (g )H .

=Nz M= PP

© 0 1 (Uﬁvaz)
U Z Z oMMy, (Vzml,zmz (g ) _Vz”‘l*l,zmz (g ) _Vz”‘l,sz*l (g ) +V2”‘1”,2m2” (g )) .
My =N, M= PiP2
0 2—n1a1—n2a2 g(%'az) .
P1P2
Boylece J,, [1 27" gl .
P1P2
J; ve Jyicin elde edilen degerlendirmeleri birlestirirsek B,[] 2 M g(al'aZ) .

Karma diizgiinliik modiiliiniin tanimi1 geregi
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T T
a)al!a2 (9’51'52)91P2 a1 “ (g’ 2n1+1 —1, 2n2+1 _1) ’
%Y

12

Vesonra J, [] 27 MM g(al,az)

P1P2

115,35, 3, icin elde edilen degerlendirmeler birlestirilerek

O (0:805,),, 0 [ =0 =0, =g+ e ")+
+52az ggo,az) +51a152az g(al,az)
P.P2 P.P2

Son esitsizlik her g, eWéng’O), g, eWélop’fZ), g eWélogz’“z) icin saglandigindan dolay1

infimum alarak
@, . (9,6, 52)p1p2 0 K., (9.8, 52)p1p2 (4.4
(4.3) ve (4.4) esitsizliklerini 2.9 tanim yardimiyla diisiiniiliirse ispat tamamlanir.

4.6.4 Teorem [8]

1< P<oo f < Lf:) (TZ), n,n, :0,1,2,..., a,Q, >0 alalim. Bu durumda

T T
Y f 2 D ) fa—’— D
NNy ( )Lp(T ) R ( n1 +1 nz +1]L (Tz)

1 n+1ln,+1

a, ZZ 10‘1 l a2 Vrlr"z*l( f )Lp(TZ) )

(n +1)“1(n +1 Lyl

4.6.5 Onerme [15]

f€L0p1p21 1<p <o, >0 meN, j—1,2olsun. Budurumda

1 1
o, , | f,.——| =~m™m,*
o m m PP
1M2

S (D=8 (D) 48, (D)

g az)(f)H o

my,m,

S(al 0) ( f— oo,mz ( f ))lepz

_az

S(Oaz)(f

+

c>o,m2
4.6.6 Teorem (Karma Diizgiinliik Modiiliiniin Yapisal Karakteristigi) [8]

l<p<o, feL%(Tz), o >0, n ell,1=12 alalim. Bu durumda
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glaa) ( f )

NNy

—a
+n, -

Ly(T?)

s (f=s,.0, ()

VA _ _
a)al’az f —,— ~ nl mnz (27 ,
n n, L,(12) L(1?)

SS:;Z) ( f- Snl,oo ( f ))

ap

#f =5, (F)=5., (F)+5,, ()

+n27 p(Tz) n Lp(TZ) .

L

Ispat

Normun 6zelliklerini kullanirsak her hi ve Ny ell icin, i=1,2

(A ()] o< (A (F =500 (F)=50m, () +5,, (1))

4 Afﬁl(Aﬁ‘; (SM2 (f _SnwO)))

+

Lo(T?)

Ly(T?)
+lan (Aﬁ; (Snl’w( F—s, . )))

+AY (Aﬁ: (Snmz (f )))

+
Lo(T?)

Lo(T°)

=L+L+L+1,.

Lo(7)

Oncelikle 1,1 iistten degerlendirelim. (X, y):= f — Snl,oo( f)- Seon, (f )+ Snn, (f )

olarak tanimlansin. 4.2.4 6nermesinin ¢ sikkina gore hemen hemen her y igin

2z
0

Buradan

L

o (o <¢))\pJp [I

o |~

Ay ((/))\p]

“ (A (o )\ dxdy [ j j A% ()| dxdy .
0 0
Boylelikle
AZZZ H T2 =1

4.2.4 6nermesinin ¢ sikkini kullanirsak

L 1
hemen hemen her X i¢in [I

2z ; 0 P 2z 0 p
Ah:(go) dy‘ < I|go| dy | .
0 0

28
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Aiz (o) v [ [lof" dydx ve 1501 g, (oo
00

2n 27w
00

Boylelikle 1,00 [[f —s, . (f)-s,,, (f)+s,, (f)

Ly(1%)

Benzer sekilde |, iistten degerlendirebiliriz, Bunun igin y = f — S () olarak

tanimlayalim. 4.2.4 6nermesinin ¢ sikki tarafindan

Hemen hemen her X i¢in

(I A5 (85 (5.0 )] dyf ] (

0

1
p

A (5, () dy) .

2z

!

Bu nedenle

I

27 21

5 (85 (5. 00) e T ]
C(%)

A (s, ())‘pdydx

=
Lp(Tz) 6

Simdi 4.2.2 6nermesinin a sikkini kullanarak, hemen hemen hery ve her h, e (0,1 iGi
nl

(st =]

0

Buradan

n2r

J

@qo
SW

\D”H

“Joie (v)

‘ dXdy elde ederiz.

Buradanda I¢J n~ .
Lp(TZ)

Boylece
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T - 0 3 .
0<|hl|<n—l icin 1,00 n % sgftloo )(f ~S,un, ( f )) () oldugunu elde ettik.

Benzer sekilde 0< |hl| < , 0< |h2| <z icin
nl n2

[,00 n,~* sg’rzz)(f _Snl,oo( f )) L)
I,00 n %n, s(“l'“Z)( f)
4 1 1 NNy Lp(TZ)'

Sonug olarak

fLE 0|f - f)- f

Oy, [ n n, ]Lp(Tz) H S, °°( ) o, ( ) L ( ) L(T*) i
_l_nl—al Srgla;O)( f — So(m2 ( f )) LD(TZ) + nz_az Sgg)( f - Snl,oo( f )) LD(TZ) +
n;“n, Sr(]jlr{:tz)( f )HL (™) ve ust degerlendirme gosterilmis oldu.

Alt degerlendirmeyi ispatlayalim. Bunun i¢in 4.1.6 6nerme, 4.6.4 teorem ve tamsay1

dereceli karma modiiliin 6zelliklerini kullanip.

A= =8 (1) =, (1) #80, (D] )7 Yo, (F)

; ¢ T 7 8 f T
REARIEAE n+1'n,+1 Ly(?) Aabtioeps o, Lp(Tz).

4.2.4 dnermesinin b sikkina gore

A sup AR (A (A (ag (1))

Ihyj<.i=1,2 Lp(T%)
n;

4.2.4 dnermesinin ¢ sikkindan
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A< sup A (AR (F ) :wal,az(f’z’zj :
Il i=1.2 § ( | )) Ly(T?) n n, Lo(1%)

Simdi

A = sr(&;o)( f — Sen, ( f )) ] (Tz)yi hesaplayalim.

14 ( X, y) = f (X, y) S0 ( f )tanlmlaylp 4.2.2 6nermesinin b sikki kullanilirsa hemen

hemen her y i¢in

(oot fs

i (80 (7)) ]1

Bundan dolay1

272z 2727 )

[ Jlsnn () aay me [ Jlac s, () oy,
00

ve

Al n1a1 (A:llnl HLP(TZ)'

4.1.10 6nermeye gore

A%

AZD nla1 ;z/nl(f_soo,nz(f))

Lo(T°)

A%

i (f ) F olarak tamimlarsak A, 1] n*

S ”2 H T2

S0 (F) =S, (F ) =0 oldugundan dolay:

AL n*F - S0, ( F ) ~ S, (F ) +Son, (F )HLp(Tz)

Bu nedenle 4.1.6 6nerme, 4.6.4 teorem ve karma diizgilinliik modiiliiniin 6zelliklerinden

V2 o T |
Az . nl a)LalJJfl Lazﬁl[ F.z, n +1j H n, wtadﬂ,[azhl(':’”’ n j
2 Lp(TZ) > LP(TZ)
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4.2.4 6nermesinin b sikkini uygularsak

A n™ sup

‘h ‘<7r i=1,2

AL“1J+1 (AL“ZJ"l—az (Aaz ( = )))

-y

Simdi 4.2.4 6nermesinin ¢ sikkindan

A, 0 ™ sup Ay (F )L( )—n"’1 sup A“ZLA“l(f)J 0 n"w ‘az(f,— —j
< ” P v Mo M)
Benzer sekilde

s (1 =50(1))

A=

olur.

Sonug olarak

[ =5, (F) =50 (F)+5, ( H n s s, () ot
+n, sfoorf‘” H +n,n, s,(f’ln“2 H w, . f X
| (™) o (™) BN Lo(T)

olur yani alt degerlendirme ispatlanmistir.

4.6.7 Onerme [8]

l<p<ow, f eM,, >0,i=12 alalim. Bu durumda

Up
I, [zz ]

v;=0v,=0

ve
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Up

zz r1p+p 2 r2p+p 2

—0 Vy =0

e,

4.6.8 Onerme [8]

l<p<w, fe A, alalim. Bu durumda

12

” f ”Lp T2 Z Z HarHp

=0 11,=0
4.6.9 Teorem [8]
1< p<oo, f el (T?) ve f nin Fourier serisi (2,1) ile verilsin.
6:=min(2,p),r=max(2,p), & >0,a, >0, n ell,n, el olsun,

Bu durumda

1<s<oo igin

Us
I( = 0’1 n a {Zzp‘ﬁ Vz g VZ(QZH)S_Z} +

v=1v,=1

s
a1+l -2 s5-2
Z Z '0"1 V2 VZ +
1 Vi=1v,=n,+1

o0

1/s 1/s
{z N I PN e
2 vi=n+1v,=1 v,

n+1v,=n,+1

durumunda

saglanir.
Ispat

4.6.6 teoremden

— T T U 2
I '_wal’az(f’n_’n_j ~n1 1|’]2 2
) Lp(TZ)

al ‘12
nl nZ T2
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-0 —Q

Al +

Ly(T?)

35252)( f- Sm,w( f ))

s,ﬂl"?of)( f-s,, (f )) +n,

(1)
H(f=syn (F) =50 (£) 45, (1))

L(1?)

Oncelikle 2 < P <% durumuna bakalim. 2.12 teorem Ve 2.14 teoremin a sikkini dikkate

alirsak
R Ay i, p2 )
R % p o t+l)p- ay+l)p- - p a+)p-2_ p-2
Il n"n, Zzpvl,vzvl v, +n Z Z Py, ,"1 Vv,
vi=1v,=1 Vi=1v,=n,+1
Up Up
© n, ( l)p 9 0 0 p-2
- p p-2., (a+l)p- p P
MU DD IR o2 2 e, ()
Vi=n+1v,=1 Vi=n+1v,=n,+1

Bu sebeple p > 2 i¢in teoremin iist degerlendirmesini gdstermis oluruz.

Eger 1< P <2 ise Holder Esitsizliginden

%[f;,ij | %[f,;ij .
ey ey

Boylelikle iist degerlendirmenin ispati da yapilmis olur. Simdi alt degerlendirmeyi

ispatlayalim. Eger 1 < p < 2 ise 2.12 teorem ve 2.14 teoremin b sikkin1 uygularsak

Up
NS (a#1)p-2,  (a41)p-2
o ~* p o+l)p- ay+l)p-

I T n~*n, Zz,ovmvl v,

vi=1v,=1

SIS (ar+1)p-2 N Sy (a+1)p-2 N
- p o +l)p-2_ p-2 -a, Z Z p p-2., (ap+l)p-
+n1 Z Z pvl,vzvl VZ +n2 pvl,vzvl VZ
vi=lv,=n,+1 vi=n+1v,=1

0 0 Up
+ Z Z IOVFI,VZ (VlVZ)p i

Vi=n+1vo=n,+1

Simdi 2< P <% icin Holder esitsizligini uygularsak yeniden
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3||_\

D, [ f,

4.6.10 Teorem [8]

1

1 11
,— o, | == degerlendirmesi ¢ikar.
" R

l<s<ow,l<p<w, feM, a>0a>0n¢l,n,cll olsun.

Bu durumda

1/p
V4 N (a1+l)p 2 (a2+l)p 2
a)al,az[f’n_’n_] ~na1 na2 {ZZ V1V2
1 2 Lp(TZ) 1

vi=lv,=1

Vi=1v,=n,+1

Up Up
0
a1+1 p-2 p -2 (ay+1)p—
z Z V1 Vz VZ z Z Vi Vz VZ
Vi=n+1v,=1

+{ 550 mw}“_

vi=n+1vy,=n,+1

Ispat

1, :=n, 0, s\ ()

LTl

(1)

sfh’fgo)( f-s,, (f ))

Oaz f—
SR ¥}

o= s (F) =50, (F)+s,,

— -0
l,=n

L(t)’

" -
l,=n,

Ly (TZ)
ve
Up

Ai _n aln -a, ZZ » VZ a1+1 Vz(a2+1)p—2 ’

vi=lv,=1
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Up
- 0( +1 p—2
o n 1 [Z Z aV1 V2 1 1 ] !

Vi=1vy=n,+1

y
A= [ AP >j )

vi=n+1v,=1
Up
p-2
Z Z VLVy V1V2 olarak tanimlayalim.

vi=m+1v,=n,+1

Boylece |1, |2, |3, | 4 Ve Ap Az, A3, A4 arasindaki degerlendirmeler kanitlayalim. 4.6.7

teoremden
I~ A (4.5)
I,ve A, yi degerlendirmek i¢in

I<svi<n,v,>n,icina,

anVz = . . olmak {izere
1<v,<n,1<v,<n,ICina,

N o
=Y Y a,, COSV,XCOSV,Y (4.6)
vi=1v,=1
ve
Mmoo
=Y D.a,, COSV,XCOSV,Y 4.7)
vi=1v,=1

fonksiyonlarma bakalim. Bu durumda

moo (f — 3 (f)):(ﬂl_nz)(alp) :

Once |,yi degerlendirelim.

0 e

a,,0
+ H’]l( 0 () +} oldugunu gérmek kolaydir.
p
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4.6.7 6nermeden

Up Up
—a - (m+1)p-2,, p-2 - * (ea+1)p p-2
P A N P CIRT

vi=lv,=1

vi=1v,=n,+1

Up Up
n 0
—a p (q+1)p-2_, p-2 -« (atl)p p—l
U n1 ' (Z Z aV11VzV1 1 Vs j + n 1 (Za"l Vz ]

DA B R Al IR A A (4.9)
A, yi iistten degerlendirirsek,

N o Up
Az i nl—al [Z z ( a:l,vz )IO Vl(a1+1) p—zv2 p-2 ] .

vi=lv,=1
4.6.7 6nermeden Ve (4.6) ve (4.7) ifadelerinden

0)

(e1.0)

A0 n ™ 771(0!l ,

-
O L+n™

(1) (1)

ve
N o P ! 9 1/p
A0 l,+n™ ZZ(&WZ) Py, b2
vi=lv,=1
1
a1+1 p-1 P
Za “n, 0 L+A.
v =1
Simdi (4.5) yi kullanarak

AL T+, (4.10)

Benzer sekilde
0 A+A
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ve

AL+

Boylece A+A +A =1 +1,+1,
Oldugu gosterilmis olur.

Simdi

v >n,v,>n,igina,

v >n,1<v,<n, icina,

= olmak lizere

VlYVZ . - -
1<vi<n,v,>n,i¢ina,

1<v,<n,1<v,<n,icina, .

0, m,n,

Bi=f—s,.—S.n tSyn Ve

o(xy)= iibw COSV,XCOSV, Y,

vi=1v,=1
0

0, (X, y)= Zl Z b, ,, cosv;xcosv,y,

Vi=1Vy=n,+1

o (xy)= i Zz“bvm COSV,XCOSV, Y ,

V= +1v,=1

L)

@, (%y)=>_>"b, , cosvxcosy,y olsun.

vi=1v,=1

Buradan B=¢, -0, -0, +¢,.

Oncelikle

l, = ||B||LP(T2) [ ”(pl“Lp(TZ) +||¢2||Lp(T2) +||(p3||Lp(T2) +||(p4||Lp(T2) :

4.6.7 onerme kullanilirsa
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||¢1|| TZ NZZ Vi, Vo V1V2 Z Z av1 123 V1V2

vi=lv,=1 vi=n+1v,=n,+1

S p-2,,p-1 N P p-2,,p-1 p 1,
+ > al vt D al v, tral (nn)" =0+, 40,4+ 0,

vi=n+1 Vo=n+1

|, || y1 degerlendirmek igin,

V1,V2

. {lg v <n,v,>n, icinb,

L<v,<nl<v,<n,icinb,

olmak lzere

?n (X Y): ZZbV ,, COSV,XCOSV, Y |

vp=1v,=1

?p(X.Y): z Z bv +, COsv;xcosv, Yy fonksiyonlarini ele alalim.

vi=1v,=1

Akabinde ”%”Lp(Tz) I ||§021|||_p(Tz) + ”(p?Z”Lp(TZ) . 4.6.7 dnermeyi kullanirsak

||¢21||Lp T2 ZZ( Vi "2) V1V2 D Z Z ViV V1V2 p_z + LP (T)

vi=1v,=1 vi=1v,=n,+1
0

N
p p-2,, p-1 p p-2, p-1 p -1,
+>.00 vt Y al v, +al (nn,) T =0,+ 0,

v=1 Vo=n,+1

||¢22|| T2 ~ ZZ( Vi, vz) VlVZ D anﬁ,n2 (nan)p_1 i ‘]4 .

vi=1v,=1

Bu sebeple ||(/)2|| D J;+J,. Ayni sekilde ||(/>3|| D Jy+J,ve ||(04|| . Elde

edilen degerlendirmeleri birlestirerek

1Up Up
{ Z Z V1 V2 VlVZ } { Z a\/ v2 } n;ﬁl/ p

vi=n+lvy=n,+1 vi=n+1
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Vo=n,+1

1Up
p p-2 1-(1/p) 1-(1/p)
+{ > al v, } n " +a . (nn,) .

n =0 ve/veya N, = 0 ise son esitsizlik yine gecerli olur. Bu son esitsizlikler yardimiyla
0 A+A +A+A,. (4.9)

A4 i listten degerlendirelim.

Up
A0 {ZZijVZ (vlvz)“} oldugunu biliyoruz.

vi=1lv,=1

A, 0 ||¢l||Lp(T2)ve (4.8) den de

AL ”B“Lp(TZ) i ||¢2||Lp(T2) i ||¢3||Lp(T2) + ||¢4||Lp(T2)'

Sonra A, <J,+J,+J;+J, < I4+{Zavﬁ,vz (vlvz)p_z}n;(”p)

V=1

© o oL 1
+{ > ab, (vlvz)p_z}pnll p+anl,nz(nln2)l_ED I, +A +A+A.

V=N, +1
(4.9) yi kullanirsak
AL+ +1+],.
Boylece (7.10) ve (7.12) den

L+L+L+1,~A+A+A+A,.

4.6.6 teoremden dolay1

p
11 . .
By o (f ,—,—j ~ 1, + 1, + 1, + 1, olur yani teorem ispatlanmistir.
n n, LP(TZ)

4.6.11 Teorem [8]

l<p<wo,feA ,a>0a>0n=012..,i=12 olsun
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Bu durumda

1/2 1/2
1 1 LM
® f Z Z 12 22 o+, Z Z 2!@11
a0 ' 2nl ! 2n2 2n1al+n2a2 oty 2“10‘1 H ”2
p 14=0 p,=n,+1

14,=0 11,=0
12
220,
2“2052 {ylzr‘llJrl‘[,zzz - #2 } +{ﬂ1 L 1y =1y +1 . ﬂz} l
Ispat
4.6.6 teoremden dolay1

(a1,22)
2m 2"

p
o, (f,inl, 1n j ~ 2 Mm% g i
1:%2 2 2 2 Lp(Tz) Lp(T )

+2 "M |ls ‘ + 2 o2

2"10)(f—s 2nz(f))

Lp(T?)

+Hf _Sznl,oo(f)_soo,z"z ( f )-’_52"1,2"2 (f)

s (f s, (f))L(TZ)

Lp(Tz) '

2.12 teoremden ve 4.6.8 onermeden

=0 11,=0 =0 pry=m+1

1 1
n 2 n 2
| ~ 2-Map-ma; le Z oaurar) | o-nay Z Z 22 oram
Hs /12 HiHop

1 1
427" { Z Z G 22“2“2} { Z Z AL } elde edilir. Bu da ilgili denkligi
= +1 ;=0 N =m+1 pp=n+1

Verir.

4.6.12 Teorem [8]

l<p<owo, feM o >0nell,i=12 olsun. Budurumda

1
1 1 nl+1n2+1 N b B
e ) {ZZw PN (1 w} |
nl n2 Lp(Tz) 1

vi=1lv,=1
Ispat
n+lny,+1
ap-1  ap-Iy p
IP:= neP noeP Z;Z;Vl v, Y v2—1( f )Lp(Tz) olarak tanimlayalim.
Vi=LVe=

4.6.4 teoremden
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1 1 n+ln,+1 l 1
|p= E:z:valpl a,p-1 f
Gp %P 1 a’[a J+1 e 41 J ) .
[ 1 M v e L vi+l v, +1) ()

4.6.10 teoremden

V2

l 1 n+in,+1 v alp_lV a,p-1 v
I p D 1 2 La1_|+2 ('_a2_|+2)
n® ng?? ;_uzz_l(vl pp)lete (o g)letan Lzl; P

m+1ln,+1 alp—l azp—l {Vl 7

noP ngeP ZZ ]_ La1j+l Z Z /11#2 L%J+2) 'u "

v,=1v,=1 V =1 py=v,+1

1 1 n+1n,+1 v alp—lv a,p-1 0 vy ~ 7
1 2 p (Laz [+2)p-2  p-2
+ naP n%P ZZ (Lez J+1)p z Z aﬂp#z’uz H

| b y=lvy=l (v2 +1) =+ 11y =1

n+ln,+1
alp 1 azp -1 Z Z _4
alp nazpzz Ly, lu'lluZ _'AL+A2+A3+A4-
v=lv,=1 =vi+1 1 =v,+1

Toplamlarin sirasini degistirirsek

n+1ny+1

Z z A y2 a1+1 #2(a2+l)p—2 — Bl .

=1 1=1

alp nazp

A, yi degerlendirelim.

n+ln,+1
PSS 3
alp %P V1 s /‘2
n v=1lv,=1 =1 1,=1
n+ln,+1
ZZ (- en 1)1 azp—lz z LalJ+2) 1,7 = AL+ A
alp a,p /11 #2 ) 1 2"
n n=lv,=1 =1 g, =n,+1

Toplamlarin sirasini degistirirsek I_ad +1> o, ve @, >0 oldugu igin

n+1n,+1

a1+1 -2 (p+1)p-2 _
Al alp nazpz‘iz‘i .1 M Ha =B,
==
1 % 0
A, L 1 nlerV(alLaljl)plzl Z aP (lar2)p-2  p-2
2 néP 1 1,0, M Hy
1 wn=l =1 py=n,+1

olur. Toplamlarin sirasinit degistirirsek

n+1 0
Z Z al+1)p—2 (ay+1)p-2 _. B
alp ul wth Hy 2
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Boylece A, I B, + B, olur. Benzer sekilde

0 n,+1 0 0
St =2 23 " olmak i
B, = noeP Z Z /_zl,uz/Ji ? 113 ve B,: a, . (,al,uz) olmak tizere
H=m+1 =1 =M+l pp=n,+1

A3D +B3veAD B+B +B +B da olur.

A, A, A, A, icin gecerli olan degerlendirmeleri birlestirilerek,

(e +1)p-2 (a2+1)p 2 (e +1)p-2, ,p-2
I alp nazp ZZ s /lzv nalp Z Z a\/ vZV V

v=1lv,=1 1 vi=lv,=n,+1

azp z Za‘z Vzvp 2V(a2+l + Z Z /41 ﬂz Vlvl)p_z )

vi=n+lv,=1 = +lv,=n,+1
11 3 : . o
4.6.10 teoremden I @, , | f,—,— olup alt degerlendirmenin ispati verilmis olur.
1,0 ' n2 ) (TZ)

Ust degerlendirmeyi elde edelim. 4.6.10 teoremden

- 1 N L o [+2)p-2. (| [+2)p-2
a’, (nn,)"" a? ylLe?e2y (Lot
1 2( 1 2) nl(al]+1)pn2(a2]+1)p v1—|_n1/2+1Jv2—|_n§2+1J 1V 2

1 1
p = =
i a’taﬂﬂ,'_aﬂﬂ[ f J nl J n2 j
L

Bununla beraber

- 1 dd _
p-1 p P2 p, (lal+2)p-2., p-2
n Z anl e Va 2 n (Ll J+1)p Z Z a"l V2 Vi V

n“za

vi=m+1

'U
l\.)
O
! °
| I—
+
i~
=
&
| I—
T
=
TN
—h
:’|H
:>|H
N——
'cx'_
’_]N

ve

11
a 2 i 2 p 4
> Y - %ﬁlmazJ”[f’ ’n] |
Ly(T°)

vi=n+lv,=n,+1



4.6.10 teoremi tekrar kullanirsak

| f 11 A bty @1 (PPl
w"‘lvaz "M alp a,p ZZ 61 ( Vl"z)
n, ' n, Lp(T) ng

vi=1lv,=1

alpZ alp_l[ i Z a”i"z j n‘:”sz nzzvazp 1[ Z aVle ]

Vo=Ny+1

p-2
+ Z Z V1V2 :
vi=n+lv,=n,+1
Boylelikle,

11 1 1 &S oot ert 11
a)ﬂzvaz { f 'n_’n_j i n%P n%P szl P v, - a)La1J+1|_azJ+1[f 1_j +
1 2 Lp(Tz) 1 2 L ( )

n=lv,=1 V V2

1 =

1 & Lo ( 1 1}
T Valp " 1|, [+ f [ +
nif ~ ' aj[alj Mea jd Vi Vv, I—p(Tz)

v i Vs

. 11
azp ZV 4 a1J+lLa2J+1[f _’_j +
L(T?)

g1 1 1
+a{alj+l |y [+1 Vi v, Vs ( )
L

Karma diizgiinliik modiiliintin 6zelliklerinden

11 1 1 11
p ayp-1, ap-1
a)al,az ( f ’n_’n_j U nalp nazp szl VZ 0'1051J+1 |_a2_|+1( f ’_] .
ey ol

vi=lv,=1 V]_ VZ

4.6.4. teoremden

w;,az(f,l,i) [
n n, L)

oclp lvazp -1 [

alp nazp ZZ La1J+1 LaZJ+l

vi=1v,=1

p
Z Z 'ulLalJ'ugazj #1—1 ,Uz—l( f )Lp(Tz)] .

m=115=1

2.11 6nerme yardimiyla
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m=1up=1

o (11 LS ey (1)
S alp P /lrl Hp-1 Ly(T%)
nl n2 Lp( ) n P

Boylece Teorem ispatlanmis olur.

4.6.13 Teorem [8]

l<p<o, feA, a>0n¢el,i=12 olsun. Budurumda

a)al,az f’_’_
v

ispat

e m, 1/2
| — 2—(m1a1+m2a2) {Z z 22(/11a1+,u2a2 )Yzil o 1( f )Lp(TZ)}

1/2
n+ln,+1
2 2 —1 2
{szl -1 V2 a; Vl—lvz_l( f )LD<T2)} .

v=lv,=1

=11 =1

olmak lzere

walyaz(f’in’inj ~ |
2" 2™ Lp(TZ)

Denkligini gostermek yeterlidir.

4.1.6 6nerme Ve 4.6.8 6nermeyi uygularsak

mm, 12
|~ 2—(m10!1+m20!z) Z Z 22(ﬂ1a1+#2a2) f- Szm 1 ( f )_ S 212 1( f )+ Szm 1,212 1( f ) 2 )
151 1p=1 - e T Lo(?)
m, m, 12 1/2
+27m2a2 { Z Z ﬂ’/511,112 22#20{2 } { z z o }

sy=my+1 g, =1 ty=my+1 g =my+1

: 1 1
4.6.11 teoremi uygularsak sonug olarak | ~ @, ( for o J :
2" 2 L(12)
4.6.14 Teorem [8]

1< p<ow, fel}(T?),0:=max(2,p),0:=min(2 p),e >0,n €ll,i=12 olsun. Bu

durumda

o oyo-1.  a,0- 1 o 1 1
ZZVJ‘ ' V2 i V1—1V2—1( f )L (Tz) I a)ﬁlvﬁz f AU
p nl n2 Lp(Tz)

vi=lv,=1

n”‘1 n”‘2
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[

1
n+ln,+1 0
6-1 [ l %
Z Z Vlal Vzaz vy, ( f )Lp(TZ) .

vi=1lv,=1

nal n0!2

4.6.15 Teorem [8]
l<p<o,fe L%(Tz),r:: max(2, p),0:=min(2,p),0< ¢ < 8,5, e(o,%j,i =12 olsun.

Bu durumda

Uz
o Qo - Td dt
5 15 2 {J.II:t 1t 2a) (f t t ) ( )i| t_tit_Z} i a)al,az ( f ’51’52)Lp(T2) :
5 5, 1 2

0 5a15a2{jj|: alt—aza) (f tlt) L J %dt_:z} ,

5,5,
Ispat
. 1t
dt, dt
| = 5.5, H[ t“t, %0, , (T.4,1), L )} e
5, 8, t1 tz
Olarak tanimlayalim.
1
0, € (O,—j verildiginde <g < i,i =1, 2 kosulunu saglayan N; tamsayilarini
2 n+1 n

bulabiliriz. Bu durumda

T -yt _O!Tnl n2 oT AT —. T 1 1
17000, D ﬂlﬂz(f zﬂ_} ( ).
2 /L,(1?

=1 pp=1

4.6.14. teoremden
n+1 ny,+1 m+Lpp+l
T —oclz' azr oyr—pr-1 azr Por-1 01\ ,5,60-1\s O
R W S SN ()
m=111=1 n=lv,=1 P

7 /6 >1oldugunu ele alip 2.11 6nermeyi uygularsak

n+1n,+1

17[] n -~ azrzz ar—pir-1 azr St lY/Z,llUZ,l( f )Lp(Tz)-

m=1 =1

4.6.14 teorem tarafindan
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"0 a);baz[f,i,lj :
W Ly(T°)

dolayisiyla

10 w[fiij 1w, (ft) 0
Lo(T?)

n+1n,+1

0 @, ., (f.tt)

Boylelikle esitsizligin ilk kismi esitlendi.

1 <6 [ l,i:1,2 sartini
1 n

1
Simdi 6teki kismi inceleyelim. J; € (O’EJ verildiginde

saglayan N, tamsayisi alalim. 4.6.14 teorem yardimiyla

n+1n,+1

1 1
a)ayaz ( f ’51’52)LP(T2) a a)al,az ( f ! ! J
Lp(T°)

n+in,+1 ve
0 W{zww Mflvzl(fm} -

vi=lv,=1

4.6.4 teoremden

V6
az' —QT Sl ey o0 a91 0 1 1
@y 0, (£,61,6,), (T2)<n e 3y ey o 5| .= —
v=1lv,=1 V]_ Vz ( 2)
0 1/6
0 o0, J.J[tlalt‘“za) (f.tt), (T J gt dt, olur ve bu da teoremin
5,8, Lt

ispatini bitirir.

4.6.16 Teorem [8]

feM_ 1<p<wo0<qg <f,0 e[o,lj,i =12 olsun. Bu durumda
2

4 6,

o dt, dt e
a)mxaz ( f ’51’52)LP(T2) ~ 510‘1520(2 {J.J.|:t1 alt aza) (f t’l t ) T2 :| Tlt_zz} '

Ispat
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Up

" dt, dt
A=90," J‘I[ L, %o, (f t, t) J at ot olarak tanimlayip
5,6, Lo(T ) t ot
102
1 1. - .
1 <o [ —,i=1,2sartin saglayan N; tamsayilarini alalim. Boylece
n + i
-y p apnln ap-1, a,p-1__p 1 l
AP =N Py D g | F =
14=1 1tp= H
4.6.12 teoremden
i+l +1
~ N AP %2P apﬂ1p1 apﬂpl Aip-Ly,Bp-I/ P
A n 1 n 2 ZZ 1 2P=h2 ZZV V 2 le—lvz—l(f)Lp(Tz)
_]_ luz_]_ Vl—l V2—1
n+1n,+1
—(P AP ap—l ap—l p
~n 1 n 2 ZZV 1 2 YV1 1vzfl(f)Lp(T2)'
v=1v,=1
p 1 1 .
Son olarak 4.6.12 teoremden den A" = @, r f,—,— olur. Bu da teoremin
1 nl n2 Lp(Tz)

ispatini bitirir.

4.6.17 Teorem [8]

feA,l<p<w0<g <f,g e(O,%},i:LZ olsun. Bu durumda

j LG, (T4L), ()}%%}

&1'—.'—‘

2

Oy, (1,0,8,), (o) = 015" {

Ispat

2
11 2
B:=06"0," {“.[tl o, (f t,t ) (1 J %ﬂ} tanimlayip

61 6, t2

1 .
— <6, <—,i=1,2 olacak N;,N, €l alalim. Bu durumda
2" 2"

—Mmog 99—, Sh W0+ Hr 0y 1 1
B*~2 2 Z Z 22” ‘ a)zlﬁz ( f N ! o j )
LD(TZ)

m=1p=1

4.6.13 teoremi kullanirsak
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n L+l

BZ ~ 2—”10!1 2‘”2052 Z nZZ 22ﬂ1a1+ﬂ20‘2_2ﬂ1ﬁ1_2/l2ﬁ2 Z Z 22‘/1ﬂ1+2_'62Y;,1 v 71( f )Lp(Tz)

m=1 =1 v=lv,=1

n+ln,+1

I~ 2—2(nla1+n2a2) Z Z 22(V1“1+V20‘2 )Yz?’l -1,2"21 ( f )LP(TZ) .

vi=lv,=1

3|H

1
4.6.13 teoremden den B ~ Oy o, [ f ,n—] X Oy o ( f ’51’52)L (12)
p
2/1,(1)

1

4.7 Karma Diizgiinliik Modiilii ve Tiirevler

4.7.1 Teorem [16]

1< p<o olsun. f, e L, (T) ve r,k ] olmak iizere

o (f,6)0 5o, ( f (k),é)L o ¥ bunun zayif tersi
9 a)r+k ( f ,U)
o, ( f (k),5 )Lp(T) 0 !deu esitsizlikleri saglanir.

4.7.2 Teorem [8]
1=12,B;,1; >0 olmak iizere
5758, " w (f,.6,68,)0 @, , (£, 5,6
1 72 A frn \ L2 BB T2 Lo(T)

i, dt,
Lt

ct—

2l
7]
0

4.7.3 Teorem [8]

1"14’1":27r2 a)/i’l+r1,/72+rz ( f ’51’ 52 )Lp(Tz)

l<p<oo, f GL%(TZ), @:=min(2,p),z =max(2,p), B, B, 7.7, >0,
0y, 0, e(O,%J olsun.
Eger

1
7
< oo ise f

11
ROl —no-1_0
[_”.H 1, O p vy 4, (f ’tl’tZ)Lp(Tz) dgdtz]
00
nin Wely anlaminda karma tiirevi (%) e L, (TZ) ozelligini saglar ve

49



1
6 6, 0

L R (A ST R GRL PA
P 00

Eger f el (Tz)nin Wely anlaminda f %) e L, (Tz) tiirevi varsa o zaman

5,6, ’
{[ J.t =l 1 rzr—l rr+ﬂ1,rz+/32 ( f 7t11t2)Lp(T2) dtldtz} : a)ﬂl'ﬂz ( f (rlyrZ)’é‘l’é‘z)L (T2>.

Ispat

27" <8 < 27" i=1,2 olacak sekilde Ny, N, tamsayilarin segelim. 2.12 teorem, 2.13
teorem ve 4.6.6 teoremden,

A,, (2.1)deki gibi olmak iizere

@

ﬁl,ﬁz(f(ﬁ'rZ)’51152)pD z Z Vlrlvzrszlvz(Xl’XZ)

Vl:2n1+1 V2:2n2+1 5

2" ©
+27" z Z Vlrﬁﬂlvzrzpvlvz(xvxz)

V1:1 V) =92 Wl

p
o) 2"
+2—n2ﬁ2 Z Z VlerZ R+pf, A/lvz (Xi’ X2 )
V1=2nl+1 Vo =1 P

2" 2"

+2—n1/312—ﬂzﬁ2 Z Z V1r1+ﬁ1V2I’2+ﬁz AMVZ (Xl’ X2)

Vl:2m+l Vs :an +1

p
=L +L+1+1,.
|, yi degerlendirelim:
2
2 ! 0 ¢
2V & Z 25;‘1 ,j=1,2
;‘:nj+l
ve Minkowski esitsizligi kullanilirsa
1
P P
2z 27| n
| N 24 J‘ ‘[{22221@ n+B +2v2r2A2 } XmdXZ
v =0v,=0
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Buradan

o

P
9 o

2x2r 0 © n 2
1,0 27 I I z zézrze( Z 222vl(r1+ﬂ1)A§lvz jz dx,dx,
0 0

E=n,+1 vo,=&, =0

Toplamlar ve integraller i¢in tekrar Minkowski esitsizligini uygularsak

alp e

2727 p/2
1,0 {20 3 gane j | <Z > 2l AIA2 > dx,dx,

E=n,+1 =0v,=¢&,

Simdi 27" & > 29 j=1,2 (4.10)

&=n;+1

Oldugunu kullanip 2.12 teorem, 2.13 teorem ve 4.6.6 teorem den

1
0 0 24 0 o0
-&4p,0 &oh6 n+p5
1,0 1) 27940% 270N %" v AA L (X,X,)
q=n $2=My v=ly,=2%2" :
1
0 0
Z Z 2§1r102§2r20 0 f i i
"1+,B1 N+p, ! 251 ! 252 ’
&=m &= p
Benzer sebeple |;icin
1
© o 222 70
G110 n—& 8,0 I+
|3D 222112 252 Z szz ZAMVZ(Xl’XZ)
G=n &=, 1 =20"=1v,=1 D

® 1 1 [
&né fzrze 0
Z Z 2742 r1+/i1 N+5s [ f ! 251 ! 252 j '
p

&= &=

Simdi |, I degerlendirelim:

o |+

b

27 27w 0 oo 2
] 5, 5 2o, o
0 0

vi=m+lv,=n,+1
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16

p/2 H/pv
0 27 21 OO oo
[ Z 2§zr29 J j< 22V1F1A51V2> XmdX2
$2=M 0 0 \M=n+lv,=¢+1
0/ Up
0 221 OO w p/2 P
TAX X2 [ 3 3 AL, ) dud,
G=n &=, 0 0 \n=&+lv,=&+1
0 Up
&0 n&En0
h 22211222 Z z Am(xl,xz)
q=n &=n, V=2 41v,=2%2 41 )
1/6
{Z z 2&1&9252&9 0 p 5 (f i ij }
I’1+ .+, H é: ] é; .
G=m &= 2% 2% 0
| ,ii degerlendirmek istersek
4 g
i
27 2m n, p/2 p
|4 [] 27Wﬁ1 -, I J. Z Z 221/1 n+8)+2( r2+ﬂz)A2 dX1de 0
0| w=0v,=0
1/6
LR SO~ -Erfof 28 25 o 5 ¢
- - n+ L+
0 Z 22 119952/ szll V,? zpwz(xl,xz) [

G=m &= v=0v,=0 p

10

anonsno 0

i {Z 22 2 wr1+ﬂlvr2+ﬂ2(f’¥,2_§2j } )

G=m &=, p
|j, 1=12,3/4 i¢cin sonuglar1 birlestirirsek
(r.n) &ho o&n0 1

“)ﬂl,ﬂz(f ’51’5) { z Z 272 q%wﬂz(f’ﬁ’ﬁ

G=n+15=n,+1 p

Simdi ters esitsizligi ispatlayalim.

5 8,

K= ! ltimltzrﬂla,; s (Tt (r2) A0t

o Rt &Nt T 1 1
i Z Z 2§l 2§ a)r1+/31,r2+ﬁ2 ( f ! 251 ! 252 j
p

&=n &=n,

2.12 teorem, 2.13 teorem ve 4.6.6 teoremi kullanirsak
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6 6
K= J‘ J.tl—ﬁr—].t —l’zr—l r+ﬂ1 s ( f tl,t ) T2 dt,ldt
00
N 1 1
AT N ENLT - =
0 2221222 r1+ﬂ1r2+/72(f’2§1’2§2j
&=n &=, p

T

K [ Z Z Zfl'ifzfzrzf Z Z A\/lvz (Xl’ XZ)

G=Mm &=, v =29 41v,=22 41 b
0 0 292 4
GRT =&l B
DIDILTET Dol ARTINERS
G=M &=, V=29 41v,= o
0 0 241 0 ’
—&nrnéht
_|_Z Z 2-ah? geah 2 Z Vlrl+'81A/1v2 (Xl’XZ)
G=h &=, vi=lv,=22+1 i
0 0 24 9%2 T
=&nTt =& 1T L+p,, L+p
+Z 22 117 D=2 szll V22 ZAMVZ(X].’XZ)
G = &=, v=lv,=1 .
=K, +K, +K; +K,.
K, yi degerlendirelim:
T
) 0 © 2"
&t y=&,r r+p
KZD Z 221112 o Z szz 2A’1V2(X1’X2)
G=Mm &= v =29 41v,=1 0
0 © o 262 z
+ Z Z 251&12*52@7 Z Z V2r2+ﬂ2 A\/lvz (X1| XZ)
S1=My &=, v =29 41v,=2%2 41 b
=K, +K,,.
(4.10) ve 2.12 teorem ve 2.13 teoremi kullanirsak
zlp

27 27 © p/2
K21 [ 2*nzﬁzf Z 2§1r17 I J- < Z Z 22V2 N+ 5, A31v2> XmdX2

V=& +1lv,=

Minkowski Esitsizligini, (8.3) ifadesini, ve 2.12 teorem ve 2.13 teoremi ve 4.6.6 teoremi
kullanarak
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2z

K, [ 27 j
0

|

27w 27w

vy=n+1
0 0

B>

2n2
2. 2w

v =2"41v,=1

o'—,g’

|

>

nN

27 27

0 2 ! !

0 2—n2ﬁ27 {

N 2—”2ﬁzf

0

a=n

vi=n+1v,=0

z/p

7/2 plz
Z 2§1r11< Z i 2vy(r+5,) AZ > ] dxidx2 i
&q=n v=§+1v,=

p/2 e/p
<Z 2§1V1T> Z 22V2 +5, A21V2] dxldxz 0

z/p

nzz 22"1"1 22V2("2+,32)A‘2/1 0

p/2
v, } dxldxz}

T

Vzrﬁﬂ2 'A\/lv2 (X11 X, )

p
K,, vi iistten degerlendirirsek
T
P P
27 27 & (t+By) n2 2
K,, szzﬂzf j [l > > 2wmp®dw a2 | dydx, ¢ [
S2=, 0 Lvi=n+lvy=n,+1 .
z
T L P
2727 2 ‘
J.J. Z 2- &bt Z z 22v1r122v2(r2+ﬁ2) s XmdXZ
0| 6=, vi=n+1v,=n,+1
Dahasi
z
p
2 P P
27 27 © [
[ £ zem(s2) 5 o, | e
0 0| ve=n+l S2=M vp=n+1

V1:2n1+1 vy :2n2+1

U w

M(f”da)

Benzer sekilde

K, 274

S 3

V1*1V2 2" 41

Z Z Vlrlvzrzpvlvz(xvxz)

T

p

T
o0

> Z ViEA,, (%,%,)

v =2"+1v,=2"2+1

+

r1+ﬂ1 rz'A\/lv2 (X1 X )

p
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1 0 (1.0,6,) |

Son olarak K; ve K, icin:

p

© © 27 27 go OO 5 B
Kl 0 Z Z Dahr 92T J' I|: A§1V2:|2 d)(ldX2 []
0 0

G=n &=, V=G +1v,=5+1

SOY vEA, (% Xz)

vy =2"4+1v,=2"2 41

0 @ (1 W),al,az)p

ve
K4 D Z.O: i VIIrZrZA/VZ (Xl’ XZ) + 27n2ﬂ2T Z‘O: ivﬁ{errZJrﬁzA/V (Xl’ XZ) +
v =2"+1v,=2"2+1 ' P v =2"M41v,=1 v b
2 npir Z Z VrlJrﬂl rrz A/lvz (X1 X2 )

Vi =1 Vo= =2"241

T

0 @ (£47.8,5,) .

p

2Mm 2"

22 VEAEA, (%0%,)

v=lv,=1

+2*”1/31f 2*”2/5'27

4.7.4 Teorem [8]

1
l<p<oo,feM  B,51.1,>06,6, e(O,Ej olsun. Bu durumda

1

5.6, ;
D, ( f(rlyrZ)’él’gz)Lp(Tz) z{-[-[tl_rlp_ltZ_rzp_la’rf%wﬂz (f ’tutz)Lp(Tz) dtidtz} .
00

Ispat
4.6.7 dnerme, 4.6.8 onerme Ve 4.6.10. teorem, 4.6.11 teorem yardimiyla agagidaki iki

degerlendirmeyi elde ederiz.

1< P <oo, f EMp, i:1121ﬁi!ri>0in11n2€D O|Sun.

1
p
(1) i i L ﬂ1+r1+1 2. (fytpHl)p-2
a)ﬁlvﬂz[f ’n ’n ﬁln B ZZ V1V2 V2
1 2 Lp(T )

vi=1v,=1
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1 n 0
p (B+n+)p-2_ (By+r,+1)p-2
_|__181 Z Z avl,vzvl i+ V2 Fal)

n1 vi=lvy,=n,+1

p

1 - (n+1)p (Bo+1y+1)
1 ) +1p+1) p—2
n Bo Z Z V1.V 1 V2

2 vi=n+1lv,=1

o0 o0

p (n+1)p- (r,+1)p-2
2 XAy,

V1:n1+1 VZ :nz +1

4.7.5 Teorem [8]

1
l<p<o,feA,,B,B,1,5>0, 46,6 e(O,EJ olsun. Bu durumda

1
5,5, 3
@ (15 0080), {Hf“ HM(f,tl,tz)mdtldtz}'

Ispat

4.6.7. dnerme, 4.6.8. 6nerme ve 4.6.10. teorem, 4.6.11 teorem yardimiyla asagidaki iki
degerlendirme elde edilebilir.

l<p<oo,f€Ap 12ﬂ,,r,>0n1,nzeD olsun.

(r.5) 1 1 2 (St 1o B2 ) 2
Dy 5, ( f ’Z_nl’ﬁj 2n151+n2/32 z Z i, 2
P

=1 =1

1 4 = ﬂ,p 22(/11(ﬂ1+r1)+y2r2) 2
+2n1/31 Z Z Iz

=L pp=np+1

Z Z 2wty + 115 Bo+13))
M #2

2 Ny,
=+l =1

1
© 0 2

+ Z Z AVE_):VZ 22(#1rl+ﬂ2r2)

=+l gy =n,p+1
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5. SONUC VE ONERILER
Siirekli 27z periyotlu fonksiyonlar ve L? (1< p<® ) uzayna ait fonksiyonlardaki karma

diizglinliik modiilii ile yaklasimin aynen karma Lebesgue uzaylarinda oldugu goriilmiistir.
Karma Lebesgue uzaylari, Lebesgue uzaylarinin bir genellemesi oldugundan bu beklenen
bir sonuctur. Bunun i¢in gerekli kaynaklar taranmis, daha Once yapilan g¢aligmalar
incelenmistir. Hangi yontemlerin kullanildigi ayrintili sekilde agiklanmustir. Bir sonraki
caligmalar icin rehber niteliginde olan bu tez sayesinde Tiirk¢e bir kaynak ortaya

koyulmustur, bu ve konudaki Tiirk¢e kaynak eksikligi giderilmeye ¢alisiimistir.
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