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OZET

COK DEGISKENLI FONKSIYONLAR VE YAKLASIM PROBLEMLERI
YUKSEK LISANS TEZI
MERVE NUR BAGCI
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI (TEZ DANISMANI: PROF. DR. RAMAZAN
AKGUN) BALIKESIR, MART - 2021

Bu tezde ¢ok degiskenli fonksiyonlar ve yaklasim problemleri incelenmistir.

Tez dort ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris boliimiidiir. Yaklasim problemlerinin tarihi gelisimi yer almaktadir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan tanimlar ve teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Ucgiincii boliim ise yedi alt boliimden olusmaktadir. lk ii¢ alt bolimde Cok degiskenli
fonksiyonlarin fark operatorleri, diizgiinliik modiilleri ve yonlii tiirevlerinden bahsedilmis
sonraki boliimlerde integral metrik tanimlanmis trigonometrik polinomlarda yaklagimin diiz
ve ters teoremleri verilip son olarak da L, uzaylarinda bazi yaklagim teoremleri incelenmistir.
Son bolim sonug bolimiidiir.

ANAHTAR KELIMELER: Fark operatérleri, en iyi yaklasim sayis1, ok degiskenli
fonksiyonlar, yaklasim problemleri.

Bilim Kod / Kodlar1 : 20404 Sayfa Sayisi : 60



ABSTRACT

MULTIVARIBLE FUNCTIONS AND APPROXIMATION PROBLEMS
MSC THESIS
MERVE NUR BAGCI
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. RAMAZAN AKGUN)
BALIKESIR, MARCH - 2021

In this thesis multi-variable functions and approximation problems are examined. The thesis

consists of four main parts.
First part is the introduction in which historial development of the approximation problems

takes places.

In the second part there are the non-prover definitions and theorems.

The third part consist of seven sub-parts .In the first three of the sub-parts the variation
operators, difference operator, directional derivates are explanied, straight and  inverse
theorems of appraximation in trigonometric polynomials is given and last of all, in L * spaces
some approximation theorem is discussed.

The last part is the conlusion part.

KEYWORDS: Difference operator, approximation problems, multi-variable functions, best
approximation.

Science Code / Codes : 20404 Page Number : 60
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SEMBOL LISTESI

Lip (B, p)

: Tanim olarak esittir
: Dogal sayilar kiimesi

. Reel sayilar kiimesi

:n boyutlu Oklid uzay:

: Oyle ¢, >0 ve ¢, >0 vardirki ¢,x <y <c,X
: ¢ boyutlu Lebesgue uzayi

: Fourier serilerinin kismi toplami

: Diizgiinliik modiili
: Kismi fark operatorii

: Karigik fark operatorii

: Tam fark operatorii

. En iyi yaklagim sayis1

: Olgiilebilir fonksiyon

: En fazla m degiskenli karmasik dereceli polinomlar sinifi
: En fazla n dereceli m dereceli degiskenli polinomlar

: Lipschitz simifi
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1. GIRIS

Yaklagim teorisi, ortaya ¢ikis1 19. ylizyila kadar dayanan ve bu ylizyildan giintimiize kadar
diinyadaki birgok matematik¢i tarafindan calisilan matematiksel analizin 6nemli arastirma
alanlarindan biridir. Sadece matematikte degil, temel bilimler ve miihendislik bilimleri basta
olmak iizere, diger alanlardaki bir¢ok bilimsel probleme 151k tutmasi, yaklagim teorisinin
giinden giine 6neminin artmasina neden olmustur.

Yaklagim probleminin insa edilmesinde oncelikle yogun alt uzayin varliginin gosterildigi
nitelik problemleri arastirilmaktadir. Sonrasinda yaklasim hizinin degerlendirilmesi
problemi ve yaklasim teorisinin diiz-ters teoremleri yer almaktadir. Bu alanda daha kolay
hesaplanabilen fonksiyonlarla yaklasim durumlari incelenmektedir.

Kesirli diizglinlik modiilleri ile yaklasim problemleri yakin zamanda 27z periyodik
fonksiyonunun g¢esitli uzaylarinda g¢esitli degiskenlerin fonksiyonlar1 igin bir¢ok
matematik¢i tarafindan incelenmistir. Bu sonuglarin bazilarina bu tez ¢alismasinda yer
verilmigtir. Tim bu ¢aligmalarda matematik¢iler tamsay1 dereceli diizgiinliik modiillerini

dikkate almislardir.



2. ON BILGILER
2.1 Tamim (Oklid uzay)

[] "{izerinde i¢ ¢arpim ile norm arasindaki bagint: ||X||2 =(x,x) seklindedir. Buna gore

=07 —0.]x= \/;Xf

olarak tanimlanan norm fonksiyonu ile birlikte [J " uzayma Oklid uzay1 denir ve (1 " ile

gosterilir. ||X||2 =(x,x) normuna gdre i¢-garpim uzaylar1 normlu uzaylardir. Ancak tersi

dogru degildir [1].

2.2 Tammm (En Iyi Yaklasim Hatas)

) fonksiyonunu disiintirsek

Degiskenlerin her birine gére 27 periyodu olan f(t,...,

t,...1, degiskenlerine gore N;,...,

hatasi olanE, | (f )Lq

*

N, dereceli trigonometrik polinomlarca en iyi yaklagim

Enl,...nm (f) Lg =
2 2n ;
= inf [j...”f(tl,...,tm) ,,,,, (tyeont )\ dt,...dt }
ng,..Nm 0 0

olarak tanimlanir [2].

2.3 Tamim (Bernstein Esitsizligi)

Eger T,(XY) x’e gore derecesi <M ve y ye gore derecesi <N olan iki degiskenli

trigonometrik polinomu ise, herhangi bir q(1<q<w®) ve 0<h< T 0<s5<Z igin
m

1

dx dy}q <
e aAﬁTmn(x y)
(Zsmmhj {-[d I ‘ }
m k I (2727 )
(Zsinmhj (Zsmnéj “ -(U AVAS

_ mn\N7tJ7

kal

IN

(x,y)\“dxdy}q



elde edilir.

Ozel halde ise

T e

Berntein esitsizligi elde edilir [3].

0T (X, y)

1
27 27 a
Jm dxdy}< mn { J [Ty dxdy} @2)

2.4 Tanim (Nikolski Esitsizligi)

Herhangi bir gq(1<q <) i¢in

u 2
ol =), =T 2 23)
Eger 1<gq<qg' < Ise
Ty SC” H( kq"“j” i g (2.4)
k=1

2.5 Tamim (Parseval Ozdesligi)
27 periyotlu ~ f(x) periyodik fonksiyonu Lebesgueye gore [0,27r] araliginda

integrallenebilir ve L, uzayina ait ise yani
2z )
[T 00 dx <o,
0
ise bu durumda,eger a,,a,,b, (k =1,...,00) f nin Fourier serilerinin katsayilart ise,
1 2 = 2 2 1 4 2
Zal+ ) (a +bk):—j|f(x)| dx .
2 k=1 T9%

Benzer bir esitlik ¢cok degiskenli periyodik fonksiyonlar iginde gecerlidir [2].
2.6 Tamim (Marcinkiewicz Carpan Teoremi)

1< p<oo, fel(T?)nin Fourier serisi:



ZZ(anl,nzcos nxcosn,y+b, sinnxcosn,y+c, . +

n=1n,=1
+Ccosn,xsin n2y+dn1,nzsin n,xsinn,y) (2.5)
= ZZ A‘lvnz (X’ y)
n=1n,=1
(8n 0 )OO say1 dizisi sonlu bir M ve her N, €l1,i1=12 icin
12 Jny n,=1
9, . |<M,
om
Z ‘lgml.nz _19ml+1,n2 < M !
m=2""41
2m2
z “S’nl,m2 _‘gnl,m2+1 <M.
m,=2"2"41
2m 2m
z ‘gmivmz 4 ’9m1+1,n2 r Lgrfh,nﬁl + lgn1+1,n2+1 <M

m =214 m,=2""141

esitsizliklerini saglasin. Bu durumda

Zzgnl,nzp\n,nz(x'y) trigonometrik serisi bir e LY (T*) fonksiyonunun Fourier

m=1n,=1

serisidir ve

ol 2 1
elde edilebilir [3].
2.7 Tamm(Diizgiinliik Modiilii)

W, f (X, y) fonksiyonlarinin diizgiin yakinsaklik anlaminda kompakt kiimesi olsun. Burada

f (x,y) fonksiyonu xve y degiskenlerinin kapali sinirli dikdortgensel G bolgesinde siirekli

fonksiyon olsun. Eger kompakt kiimeler i¢in sonlu &-net tizerinde Hausdorff’un

teoreminden elde edilen



w(f;u,v)= su f(x,—vy,)—f(x —
(f;u,v) xi_x%gu,f_yzgﬂ (X, —y) - F—,)| 2.6

(%,Y1)€T,(X2,Y2)eg

biciminde verilen siireklilik modiiliinii diisiiniirsek bu durumda

u,v—0, supw(f:u,v)—=0

elde edilir. Eger

w(f;u,v), = sup {”|f(x+h, y+n)—f(x,y)| dxdy}q (2.7

|h|<u,[n|<v

G

bi¢iminde verilen siireklilik modiiliinii kullanirsak G dikdortgensel periyotlari izerinde L,

sinifina ait olan ve degiskenlerin her biri igin periyodik olan f (X, y)fonksiyonu W

kiimesinin kompaktligini benzer sekilde formiile etmek miimkiindiir [3].

2.8 Tanim (Vallee-Poussin Toplami)

Vallee-Poussin fonksiyonlar toplama:

. S
V(1= 38130

k=n-p

seklinde ifade edilir [4].
2.9 Tanim (M.Riesz Teoremi)

Varsayalim ki f(x) e L, (1< p <o) ve bu fonksiyonun Fourier serisi

> A 00, 400 =2,

A (x)=a,cosnx+b sinnx (n=12,...)

olsun. Bu durumda eslenik fonksiyonu
z -1
f(x) = lim ij{ f(x—t)— f(x+t)}| 2ctg L
h—0" 77+ 2
ve eslenik Fourier serisi

> A (x)=-a,sinnx+b, cosnx (n=12,..)
n=1



bi¢iminde tammlanir. Ayrica eslenik Fourier serisi L, uzayindadir ve
H f (x)HLp <M, [[f ],

esitsizligi dogrudur [5].



3. TEMEL KAVRAMLAR
3.1 n-Degiskenli Fonksiyonlarda Fark Operatorleri

Varsayalim ki [J " n boyutlu Oklid uzaymdaki bir G bélgesinin her M (X,, ..., X, ) noktasinda

taniml bir f (x,...,X,) fonksiyonu olsun. Burada

M, (X, +vu,..., X, +vu,),

MD (X, oy X, X +VU, X g, X ), 1=1,2,..,n v=12,..n

noktalar1 G kiimesinin elemani1 olmak tizere asagidaki diferansiyel formlar1 goz oniine

alalim:

NGy T X)) = Zi:(—l)”{ jf(x1 IIIII X X H VU, X e X)) (3.1)

r
\"

Alrjl1 ’’’’’ rlrJ]n f (X11---! Xn) = AEL)M'"A?;‘)Un f(xi” Xn)

.....

(3.2)

r

Aﬂl,...un (%) = Z(_l)rfv (\t}f (X + VU, ..y X, +VU_) (3.3)

v=0

(3.1) de tanimlanan kismi fark f (x;,...,X,) nin (davranisin karakteristik 6zellikleri i¢in diger

sabit degigken ile) X, nci degiskenine gore farktir ve farklar sabit olarak diistiniiliir.

[1" uzaymnda her yone gore fark alinmasi (3.3) deki tam fark yardim ile olur. Degiskenlerin

tiimi i¢in ayr1 ayr1 adimlar alinarak f (X,,...,X,) nin 6zellikleri (3.2)deki karigik fark alinarak

olusturulur.

n =2 durumu i¢in birkag 6zdeslik verelim. Bu 6zdeslikler r’ ye gore karisik farkin kismi

fark ve tam farka gore ¢esitli ifadelerinden olusur [6].

1) Varsayalim ' =2 olsun. Bu durumda Sekil 3.1 de goriildiigii gibi,



(x,y+2u2)

(x+uy,y+z)

(x+2u,y)

(x,») X+,

Sekil 3.1: r = 2 durumu i¢in karisik farkin kismi ve tam farka gore ifadesini gosterir.

Asagidaki 6zdeslik dogrudur:

2002 f(x,Y) = Afl)’ul f(xy)+ A(Zz)yuz f(xy)- Azul,uz f(xy). (3.4

Ozdeslik (3.4) ve Sekil 3.2 yardimiyla

(x, y+2u3)

(-1, (x+2uy, )

(x, ¥)

Sekil 3.2: r = 2 durumu i¢in karisik farkin kismi ve tam farka gore ifadesinin dogrulugunu

gosterir.

Asagidaki 6zdesligin dogrulugu goriilebilir:



AAg, FOGy) =A%, f(x+2u,y)-A7 | f(x-u,y)+
+Afl)u f(x=uy,y)-Ay, f(xy)- (3.5)
(2)u f(X y)+A(2)u f(X+U1,y).

2)Varsayalim r =3 olsun. Sekil 3.3 i kullanirsak

(X, y+3ll2)

/| AN

(x-2u1, y) (x,») (x+3uy, )

Sekil 3.3: r=3 durumu i¢in karigik farkin kismi ve tam farka gore ifadesini gosterir.

6A;7, F(xy) =A%, f(x+3u,y)-A7 , f(x=2u,y)+
+A?1)u f(x— 2u1,y)+3A(1)u f(x- ul,y)+A(l)u f(x,y)- (3.6)
=3A¢y,, F(X=Up, y+U) = AL, F(XY)+AG,, f(X+u,,Y).

3)Varsayalim I =4 olsun. Sekil 3.4 ii kullanarak,

42A7, F(xy)=A; , F(x=3u,y)-A; , f(x+4u,y)-
4A?1)uf(x Uy, y) 474, F(x—2uy, y) = Ak, (x—3u,y)+
+H4Ay,, TG Y) = Ay, f(X—u, y+uy)+

+4AG,, f(X=2u, y+u,) +

Ay, T (6 Y) = ALy, f(x+u1,y)+14A“u1u f(x+2u,y)—-

o U2
~14A,, f(x u,y)+6A; , f(x—u,y+u,)-

2 2 2



—6A*, , f(x+2u,y+u,)+

2 2
+6Al b FOGY) - 6Afﬂ o F XU, Y) —14A%,, f(x,y)+
22 22
(3.7)
+14A,, T (x+u,,y) +14AE‘1)'i f(x—u,y+u,)—

2

—14A?1)g f(X,y+u,)

Uz

0zdesligi dogru olur.

(x, p +duy)

N

(x-31, ) (x, (> +4uy, p)

Sekil 3.4: r=4 durumu i¢in karisik farkin kismi ve tam farka gore ifadesini gosterir.

I =4 igin asagidaki ozdeslik gegerlidir.

24A31,u2 f(x,y)= —Ajlle f(x-2u,y) - Aijz f(x,y—2u,)—
-A%, L F(x+2u,y —2u,) -

4

—AY, L F(xHAuL Y) + AL, TG Y +2u,) +

Ay, T (X203, Y +2u,) + Ay, F(X=20;,y) +

D).y
+HAhyy, FOGY) + AL, F(XY—2u,)+
(3.8)

+A?2),uz fF(x+2uy,y-2u,) + A?2),u2 f(x+2u,y)+

+A?2),u2 f(x,y)+ 4A?1),u1 f(x—u,y+u,)+
+HAAG,, f (XU, Y) +4AG,, f(Xy—2u,)+
+4AE‘2)‘uz f(x+2u,y-u,)-

—8A G, f(X+U,y—U,)—8AL , f(X—u,y+U,)

Sekil 3.5 bu 6zdesligi kontrol etmek i¢in kullanilabilir.

10



(x-2u1, ¥) ()

(x, _}1‘-2 u;)

Sekil 3.5: r=4 durumu i¢in karisik farkin kismi ve tam farka gore ifadesinin dogrulugunu
gosterir.

r =2,3,4 icin yukarida gozlemledigimiz bu 6zdeslikler genel durumda da gecerlidir [7-8].
f(x.,...,x,) intam, karisik ve kismi farklar1 arasindaki 6zdeslik i¢in genel kural asagidaki

Ozdeslikte verilmistir.

Herhangi sabit | i¢in (1=0,1,2,...)

PIAR" B f (X, )

P Z( 1) 2 e TN

Voto Vnoeo V=0 (r_vn—l)'( 1 _Vl)!vl!_ (39)
_Aﬁl u f(xi " nZ’Xn—l—i_ru -11 n)+A+ll(f)
PR -iUpg,Up
Burada:
A,(f)=0vel>1,
e 2P D%p1s (f)
f I (AT M+l p
A'+1I( ) \%VHZZ, ;( ) ;;(r_vn—l)!(vn—l — Vo 2) (V _Vl)'vl

LV =V, n-1"""n n
”Hlp(f) ZAV1+ A vlu VlvzrV1f(X1+2p+11 21--1Xn)-

i= e’ Uz,

Iki degiskenli fonksiyonlar icin (3.9) daki 6zdeslik:

11



_ v vl r! vrv
ZFD2-7WWW%H&M—

u (3.10)
:Ail f(X1+2—|l,X2)+Ar+l’|(f)
2
(3.10) a doniisiir. Burada:
A.,o(f)=0vel>1,
(D=3 3.5 2§ i )
. f 1 - V+1L,r— v +—1 ,X
All =l pO(r_V)|(V_/u)l;u'l 0 W’uz Xl 2p+l
(3.9) un ispatinm1 yapmak icin once (3.10) u | =0 igin ispatlayalim, yani:
Z( 1)’ [ jAf‘ T %) = A0  FOg+rup,X,). (3.11)

I =1 igin (3.11) 6zelligi asikardir. Tiimevarim yontemi ile farzedelim ki r =k igin (3.11)

dogru olsun. Bu durumdar =k +1 igin (3.11) in dogru oldugunu ispatlayalim.
D = P (X1a Xz) = Z(_l)v ( ijlruzv f (Xl, X2) = Aﬁul,uz f (x1 + kul, Xz) olsun.
v=0

Ote yandan

P = ¢k+l(xl’ XZ) = Aﬁ:lluz f (X1 + (k +1)U1, XZ) =
A'u o F O UL %) =
AI(2)u o (X, %) - A(1)u2(0|< f (%, %,).

Bu nedenle, (3.11) r =k igin gegerli oldugundan

D1 = (2)u Z( 1)’ ( JAﬂlkuzvf(prz)—
(1)uz( 1’ ( ]Aﬂkuzvf(xyxzﬁ
=Zew(jﬁfﬂax)2(n(%ﬁﬁﬂym=

12



k k
- Z (-1)" (VjAnl']kuf‘V f (%, %,)+ A?S)l,uz f (%, %)+
v=0
. v k vk+l v k+1 A k+1
+Z(_1) V— ulu2 f(xl X )+( 1) A(1)u f(xl'xz):
K k+1
: Z(—l)V[ ) j LT 06 %,)

bulunur.

Yani r =k +1 igin 6zdeslik (3.11) elde edilir. Boylece 6zdeslik (3.11) her dogal say1 i¢in

ispatlanmuis olur.

X, degiskenini sabit alip X; e gore f(x;,X,) ye

i=0

VAV Vit iu
(1)u f (%, %) =2"Ag, f(x, X)+Z( jZA(l)lulf(XlJr?l,Xz)
ozdesligini | kez uygulayarak

v [y |4t
Ay, FO0%;) = 2V'Av)u1f(x1 Xz)"’;ZWZ( jZO: A f(X1+ pﬂ, X,)

u=1 2p+l

elde edilir.

X, ye gore U, adimli (r —v). dereceden fark uygulanirsa

S 1002 100+ 32 St a0 e

n=1 2p+1

cikar.

r
Son 6zdesligin her iki tarafini (—1)"2‘”'[ ) ile carparsak:
v

(—1)V2V'[ }AZ s T06%) = (1) ( jA” (%) +

2I

v A VAL T=V A V+ iu
+Z( 1) 209 EV]Z( ]ZA ull’ " Al)l Y f(X1+ZTilaX2)-

u=1

i=0 2p+1' 2 ( ’2p+1

Boylece (3.11) den
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i(—l)vz-“( ]Aﬁlfu;f(xl X,) = Z( 1) [ JA” V(X %)+
- _1\Vo(p-Dv N< v S V+1,r-v _
+v§( 12 (V]E(J A f(x1+2p+1, X,) =

p=0i=0 2p+1’ U2

= AL 00+t ) + A (1)

bulunur. Boylece (3.10) ispatlanmis olur.

Simdi timevarimla herhangi N> 2 i¢in (3.9) 6zdesligi kolayca elde edilebilir. Gercekten de

belirli bir N =K dogal sayis1 i¢in (3.9) gecerli olsun.

Yani;

Z Z( 1)v1+ Vit 9 vl kI l\jllvz :1 VHf(Xl "'Xk""’Xn) _

kg W= ( k 1) (V Vl)!vl!

=A%, F XX o0 X g T VUL 1 X yeeny X, ) + A\,M’,(f)
—ZTvUz-—Us vvvvv —Ug-1,Ug

v,
saglansin. Esitligin her iki tarafin1 (-=1)" (v “ J (Vis > Vi) e garpip Vi =0dan Vi1 e kadar
k+1

toplami alnip , %1 e gore U1 adimla (Vs —Vi)- mertebeli fark hesaplanirsa

VkZH: ﬁ: Z( 1)v1+ +vk2 Al kﬁ-lIAVl,\.lf,u,:/1 et f(xl’ " n)
W=0%_1o W= k+1 -V )(V kfl)""(vz —Vl)!Vl!

Vs

k 1 -
= Z (- 1)Vk : \(lﬁl)YSMAVkW f (Xl’ X o X g VU g Xy Xn) +
o WUy, —Usz e —Up_g Uy
A/k 1+l|(f) AVk " WU f(Xli"’Xk—l’Xk +Vk+1uk7Xk+l""’Xn)+Alk+1+1,|(f)
_27"_ 20 Ui Uy

elde edilir. Bylece 6zdeslik (3.9) N =K +1icin de elde edilir. Her n i¢in (3.9) dogru olur.

(3.10) 6zdeslikleri determinanti asagidaki 6zellikte olan bir denklem sistemi olusturur:

1 1 .. 1
1 1/2 .. 12

5:f[(_1y[\r/j1 /2% .. 12"|x0
v=0

1 1/2" .. 1/2"

14



(3.10) denklem sistemi A\Jlru_zv f (%, %) karisik farkini r dereceli tam ve kismi farklarin ve

r+1 mertebeli karigik farklarin lineer kombinasyonu olarak elde edebilmemizi saglar [9].
3.1.1 Teorem
Eger n degiskenli U " sklid uzayinda bir G kiimesinin her M (X,--.,X;) noktasinda taniml1

bir f (X, X,) fonksiyonu var ise bu taktirde M (X,....,X,) min belli bir komsulugunda

karisik fark,tam ve kismi farklarinim lineer birlesimi olarak verilebilir [5]-

3.2 n-degiskenli Fonksiyonlarda Diizgiinliik Modiilleri
3.2.1 Teorem

Eger f (Xsz'---vXk) fonksiyonu belli bir G cO" kiimesinde siirekli ise Q =G kosulunu

saglayan smirli herhangi Q bélgesi ve yeterince kiigiik U+, U, igin asagidaki gegerlidir ve

tamdir.
o, (Fifuffu) = max {a,  (Filu],...[u,}. 612
(R+6+..41,=T) '
Burada:
o (Ffuf o) =500 sup [AL, 10600
< (3.13)
i=1,2,.,n
kismi diizgiinliik modiild,
,,,,, o (Filu],ofu ) =sup sup |AL-", F (X0 X,)
Meo [t<lul (3.14)
i=1,2,...,n
karma diizgiinliik modiiliidiir.
Gergektende eger;
o (f3]u,]) = sup su f
(f3u.)) sup sup |A e, T OG0 %,) 315
ise
o (f;|u)) S o (Filu,....|u,]) . (3.16)

Boylece 3.1.1 Teorem ile herhangi Fv-- [, (F =1+ 1, +...+1,) dogal sayilar1 ve yeteri kadar

kii¢ik Uy, U, igin
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""" (3.17)

ozelligi gecerlidir.
Buradaki C, >0 pozitif sabiti sadece r ye bagldir. Ote yandan | =0 i¢in (3.9) kullanilirsa

o (Bl Ju) <M. max o, (Fiu]...fu)) (3.18)

(R +r+..41,=r)

saglanir. Burada:

r Vna \7) r !

M=y 3.3

Vn1=0Vy 2=0 =0 (r - Vn—l)!"'(vn—l - Vn—Z)"'(VZ - Vl)V1!

(3.17) ve (3.18) esitsizlikleri (3.12) nin denkligini ve tamligin1 verir. N=2 durumunda

(3.18) esitsizligi [ 12] numarali kaynakta verilmistir.

3.2.2 Not

Yukarida elde edilen (3.17) esitsizligindeki C, sabiti ' nin belli degerlerinde
.. . . . oy . 3 3 22 .

bilinmektedir. Ornegin iki degiskenli durumdaC, = E,Cg =§,C4 ~=3 (r,=1r, =3)dir.
- . 11 . . e e "

Eger [ =1, =2 ise C, =5 olur. Ote yandan N=T=2 jken (3.17) esitsizligi C, =2 sabiti

ile de elde edilmistir [12].

3.3 n-Degiskenli Fonksiyonlarin Yonlii Tiirevleri

y = AX yonii boyunca bir f(x,y) fonksiyonunun T- tirevini . (X, ¥) seklinde gdsterelim.
Sirasiyla 6zdeslik (3.5), (3.6), (3.7) ve (3.8) in sonucu olarak tiirevlerinin varlig1 ve

stirekliligi varsayimi altinda

fy (x9) :% £ y) —% (20y) (A =124,=-1)
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2 2

fx, Y)— f(g)(X y)——F2 (% y) ——f2(xy)
@—a@— Jo==1),

fos(Xy)= f(4)(X y)- f(‘”(X Y)+ f(‘”(X y)- f(‘” (x,y)
(A —O,Az_oo A =14, _—1)

fOxy)= f(4)(>< y)+ f(‘”(X y)- f‘A)(X y)

(A =14, _—1,23_2,/14 _—2).

saglanir.

(3.10) 6zdesligi yonlii tiirevler ve iki degiskenli fonksiyonun herhangi bir r dereceli karisik

tiirevleri arasindaki iligkiyi ifade eden agsagidaki teoremi verelim.

3.3.1 Teorem

Bir M(X,X,) noktasinin belirli bir komsulugundaki r dereceli f vav (4 %,)

v=0,1,2,3,...,r tiirevlerine sahip bir f(X,,X;) fonksiyonu ele alalim ve bu tiirevler
M (X, X,) noktasinda siirekli olsun. Bu durumda herhangi r-1 tane ikiserli es dogrusal
olmayan X =4% (0<4 <oo,1=12,..,r-1) yonleri i¢in:

T ZM(V AN T (x,%) (% =0,4,=0). (3.19)
Burada £4 (4, 4.¥) katsayilari

Z( 1)%‘“{ j Fo o (%, %) = (1+/”i‘2)2f("(X y)-

10 y) - O (X YD) A
(1=12,..r-1)

denklem sisteminden elde edilmistir.

(3.20)

3.3.1 Teoremi her bir f(v e (%,%,) , v=0,1,2,3,...,r karisik tiirevin ikisi verilen(koordinat

ekseninde) ve digerleri keyfi ve ikiserli es dogrusal olmayan r+1 yonii boyunca r dereceli

tiirevlerin lineer kombinasyonu seklinde ifade edilebilecegini gosterir.
Ispat

A(0 < A < ) keyfi pozitif sayisi i¢in u, = Au; ve | =0 igin (3.10) kullanilirsa
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Z(—l)v( j A T %) = AL T +Tu, %),
v=0

ya da

Z( 1) ( jAthm\: f(xl_rul’xz):Aiul,iuzf(xl’xz) :

Ortalama deger teoremini karisik tiirevlere uygulayarak;

¢ =%, ¢, > x,ve u -0 iken

- Vg -V r rg(r) (v) (v) r
Z(_l) ll y AUy fxlvxzr—v (C.".C")= A—ul,ﬁ.ul f (. X,)
v=0

elde ederiz.
U, =0 iken
A FOGX)
©_(CH,cma 215 Al
{u1(1+/12)2}
esitliginden
Z( 1)’ [ J/t‘“f(v”,v(xl X,) = (1+12)2f (X0, %,). (3.21)

(3.21) esitliginde sirastyla art arda A=4 (1=12,..,r-1) alindiginda (3.20) denklem

sistemini elde ederiz. 4, in se¢imine gore (3.20) ile olusan denklem sisteminin determinants;

At 272 0o

1

-1 -2 —r+l| r-1 r
AT AT (—1)“£ jio
v

v=0

-1 -2 -r+1
ﬂ’r—l ﬂ“r—l A’r -1

Bundan dolay1 herv(v=0,1,...,r —1) igin (3.19) bulunur.

3.3.1 Teoremini kullanarak asagidaki 3.3.2 Teoremi elde edebiliriz.
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3.3.2 Teorem

3.3.1 Teoremin ifadesi altinda f(;) . (X, X,) tiirevleri ve herhangi bir v(v=0,1,2,...,r) ve

verilen X, =xA4x(1=12,...r) 4,(1=12,...,r=1)  yonleri igin Jdyle r tane

X, =4 \V)x(1=12,..,r) yonleri segilebilir ki

Fonrs () = D a6 (v, A, 1) £, (%, %,) (3.22)
1=1

elde edilir.

Ispat

Denklem (3.20) de 4, yerine (-4)(1=0,1,...,r —1) yazarak

r-1
Su ( jfm k) = W A2 19 (6 1)

v=1
1000, ) = 4 10 (4, %,).
Oncelikle r tek (r=2j+1,j>1) olsun. (3.20) ve(3.23) esitliklerini toplayarak her sabit

(3.21)

I =1,2,..., j i¢in asagidaki bagintilar sistemi elde edilir:

i oy r ; r
ZZ1 11 2 (ZVJ fxizv)XZ”?v (X, X,) =-2 f—(ﬂo) (%, %;) +

r (3.22)
+(1+A72)2 { fA7 (%, %) + £ (%, Xz)}-
Her 1 =1,2,..., jicin (3.20) esitligini (3.23) den ¢ikararak
i
23400 1 ) =28 12 )
v V- R ' '
1 (3.23)

FLH A0 (0, %)~ (%, %,))

elde ederiz.

A(1=12,..,])se¢imi nedeniyle (3.24) ve (3.25) sistemleri her karigik

i <: ) (%, %,), v =12,...,r —Ltiirevi igin (3.22) esitliginin gegerliligini verir.

Simdi varsayalim ki r Gift (r=2], j >2) (3.20) ve (3.23) esitlikleri ile asagidaki bagintilar

sistemine ulagilsin.
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z’zz;zv[ jfﬁz 00 X) =2 £ 00, %) 24 £ (%, %) +

V=]

(3.24)
Nt {1006 %)+ 1906, %)}
J r
2221_(2\/_1) (ZV 1] (;v) 1y i 2v+l (X1 X2) -
" (3.25)

+(1+ 11-2)5{ff>(>cl,x2)— 9%, %)}
Karigik f (Vr ) e (x.,Xx,) tirevlerine gore (3.26) ve (3.27) denklem sistemleri ¢oziiliirse I ¢ift
durumunda 3.3.2 Teorem dogrulugu elde edilir.
3.4 Integral Metrik Durumu
f (X1, Y -Xk) fonksiyonunun her bir degiskenine gére 27z periyodik, dlgiilebilir ve

rc xk)||L(k)—{f f|f(x1 x| dx,. dxk} <o, (1< p <o) (3.26)

saglayan f (Xl, oy -Xk) fonksiyonlarinin kiimesi L(FI; ) ile gosterilir ve p =ooigin

Hf(xl, X)”w esssup|f(x1, X )| <o

Bir f(x,....X)€ L(; 'A< p<wo) fonksiyonunun yapisal ozelliklerini asagida verilen
yapilarla arastiririz.

1) Kismi integral diizgiinliik modiilii:

o.(f10),_ 0 =
(3.27)
(u>O,v:1,2,...,k).
2) Karisik integral diizgiinlik modili:
o (Fith U)o = SUD [ £ 0|
<u, (o)
(v=12,..,k) (3.28)

u,>0,v=12..,k.

3) Tam integral diizgiinliik modiilii:
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C()r(f;ul,..-,uk)LP(k) = ‘?‘Up ‘ ,,,,,
(v=12,..K) ) (3.29)
u,>0,v=12,..,k.

3.4.1 Teorem
Eger T(X,.nX)eL® < p<w) ise

Uf)r(f;ul’---vl'||<)|_P(k>z Z @ .. rk(f;ul""’uk)Lp(k) (3.30)

elde edilir.

r =2 ve (3.32) kullanilarak iki degiskenli fonksiyon i¢in

a,(f5uy, uz),_P<2> ~ w,"(f ;ul)LP(Z) +

oD (Fi), o + o (fiu,u,) o (3:31)

elde edilir.

3.4.2 Ornek

 (0y) = xy(ln(ln(x2 = yz);D, X2 +y?#0

0 . X*+y*=#0
fonkiyonunu alalim. Bu durumda:

Ay £,(0,0) =0(h?),
Ay £6(0,0) =0(h?),

AL fo(O,O)ZZhZInIn%

bulunur bu bize gosterir ki P = i¢in o,(f;u,, uz)m tam modiiliiniin davranisi ile kismi
modiillerinin toplaminin = @,® ( ;ul)l_ﬁ + 0, (f ;uz)Lm(z) davranis1 aynmi degildir. Fakat

l<p<oo i¢in L(rlf ) integral  metrigi  durumunda (3.32) nin sag tarafi

a)r(v)(f;uv)LP(k) (v=12,...,k) kismi diigiinliik modiillerinin toplami ile degerlendirilebilir

[8].
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3.4.3 Teorem

Eger f(x,...x)eL." (L<p<oo) iseozaman

k
a)r(f;ul,...,uk)LP(k) zZa)r(V)(f;U)Lp(k) (3.32)
v=1
elde edilir.
Iki degiskenli bir fonksiyon (k = 2) durumu igin bu teoremi ispatlayalim. Karisik
diizgiinliik modiiliintin 1< p < oo durumu igin
o, (fu,u) o <C 1o®f:u) ,+a0?(f;u)
vr—v\ DR E2 ) @ = Mp | P 1@ r M2/ @ (3_33)

esitligini sagladigini gosterelim. Genelligi bozmadan farz edelim ki f(x,X,)

fonksiyonunun Fourier serisi

22 A, (X0 %,) (3.34)

v =1v,=1

olsun. Burada

AVM (X, %,) = coslei(awz COSV, X, + b% sinv,X,) +

+sinv;x,(c,,, COSV,X, +d,, SiNV,X,).

(3.36) serisinin my, m, dereceli kismi toplam1 Sy, ., (f; X1, x) olsun. Ayrica
AT (%,%,) = g(—l)f-‘ m{m [xl -@-n2, xz} +A,, [xl X~ (2i - r)ﬂ}
diyelim.

1< p < oo oldugu i¢in

2 2
(sin Vlulj + (sin vzuzj
2 2

olmak {izere Riesz teoreminin ¢ok degiskenli versiyonu kullanilirsa

@(Vy,Vy5U,U,) =
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v_or-v P ATATRY - ) u, ) u,
O =D D Sy, 1 T = (L —V) 2%, — (21, -1 +v) 2l <
i1=0i,=0 L\, 2 2
m - m "
< M p.r ZZ¢(V1’V2;U1’ UZ)'A\/l,v2 (Xi' XZ)
vi=1v,=1 Lp(z)
elde edilir.
0 <u, £—, 0<u, £— olmak iizere iki degiskenli Fourier serileri i¢in ¢arpan teoremi olan

1 m2

Marcinkiewicz teoremi kullanilirsa

53T AD, (3%,%,)

vy =1v, =1

g9, <M,

Lp(z)
elde edilir[10].
1< p < oo ve iki degiskenli Fourier serileri i¢in

gr < Mp,r

AEl),u1 f (X, %)+ A

(2),u,

f (Xl’ XZ)HLp(z) <
. 1 1
<M, {wr(l) f ;E)L(PZ) +a)r(2) f ;m_)L(DZ)}
2

elde edilir.

(3.35)

Ek olarak Riesz teoreminin ¢ok degiskenli versiyonu ve Bernstein esitsizligi bize asagidaki

¢ikarimi verir :

<

| (%) =Sy, (Fi%0%,)

)
LP

1 1
(N (2 f.
<B, 1o i) o + o7 )
m, m, -

b

(3.37) ile (3.38) kullanilarak ve

esitsizligi bize (3.35) in dogrulugunu verir.

AT 06 %) ] < 27 F 04 %) = Sy, (F52,%,)
+‘ Aﬁifuizvsﬁhvmz (f 1 X XZ) L

(3.36)

+
2)
LP

k =2 iken (3.34) bagintisini ispatlamak i¢in 6nce (3.35) ve (3.32) esitsizlikleri ve sonra
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(v) . . _
a)r (f'uv)l_(pZ) Sa)r(f1"'Il’l’l2)|_<’32) ’ V_1’2 (337)

esitsizligi kullanilir.

3.4.3Teoreminin ispat1 k > 2 degiskenli fonksiyonlar i¢in benzer sekilde yapilabilir [5].

L(‘f "(p=1,p=w) uzaylarindaki tam diizgiinlik modiiliiniin tstten kismi diizgiinliik
modiilleri ile degerlendirilmesi problemini simdi inceleyelim.

3.4.4. Teorem

Eger f(X,...X)€ L(;) (p=1,p=x) ise

Cr k h .
Y oM (F51)
p_r '[ ; m L(p)

1
(p=Ju’+..+u’ SE ,m>r).

(3.40) esitsizligi bize asagidaki sonucu verir.

a)r(f;ul,...,uk)L(pk) <
(3.38)

3.4.5 Sonug¢

FO4 ) €LY (p=1,p=w) ve o (fih), =O(™)  (h>0,v=12..,k)

= a)r(f;ul,...,uk)L(pk) =0(p" ).
(p=+u’+..+u?)

3.5 Tam ve Kismi Yaklasim Problemleri

Bir f(Xl,...,Xk)eL(;() (1< p<) fonksiyonu icin

------

.....

L(;( ) uzaymdan Py, (X.,1s-» %) katsayili X, degiskenine gore derecesi<N, olan biitiin

trigonometrik polinomlar iizerinden infimum alinarak;
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EC0 (1) 40 = mef(Xl XD =T (e X X %)

w (r <k) tanimlayalim. Bu

degere f(X;....X,) nin L(;() metrigindeki X,...,X, ye gore n,,...,n, dereceli en iyi kismi

yaklasimi sayisi denir.

(iki degiskenli fonksiyonlar i¢in en iyi kismi yaklasim kavrami ilk defa [11] numarali
kaynakta 540. sayfada incelenmistir.)

formiilii biciminde

..... L = ‘ S (f i Xppareen Xk)L(pr) o

de yazilabilir. f € L% fonksiyonun L metriginde x,,...,x, e gore n,...,n, dereceli en iyi

yaklagim sayist E,  (f;X .. )L(r)dlr Fubini teoremine gore hemen her X,;,.-, X, i¢in

..... 1 Pr4l

Eyn (FiX 100 %) ) SONIUdur ve LS ye aittir.

..... , 1 Mr+l

Bir sonraki ifade degiskenlerin farkli kiimelerine gore f(X,...,X,) € L(; ) fonksiyonunun en
Iyi sayisinin 6zelliklerini verir [13-15].
3.5.1 Teorem

1< p<woiken f(X,...,X)€ L(;() bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki bagintilar

gecerlidir:
E(12 ..... r) (f)uk) < |E(12,.'.1.,mn)rl . 'w(f)L(pk) , I<sr<mc<k). (3.39)
lim E(12,.H,mn) . 0o(f) k E(12 ..... I’) (f) k .
e -
E(12 ,,,,, m)(f)L<k> < {E(vl Vi) (f)L(k)+E(VI+1""V) (f)L(k)} 3.41
Asm<k; v, =12..m r=12..i; 1<p<o). -
O
ViV Visg eV .
ccf[E, (0 v el 0§ [T |
r Ve (342)

u,<n; v=12..i;, p=1 p=x).

Burada C >0 ve Cp > 0 mutlak sabitlerdir.
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Ispat

En iyi kismi yaklasim sayisi tanimmiyla (3.41) esitsizligi asikardir. (3.43) esitsizligini

.....

polinomunu diisiinelim. Yani

B (g = [ O X =Ty (g X, 5%, 1 X,)

10
Varsayalim ki ,

sin(n+ 1)t
D, () =— 2 olmak iizere

2sin—
2

Sy v, (FiXi X ) =
2r 27 i
:n’l_[...j F (X Xy Xy 80X g0 X1 X, +ti,xvi+l,...,xk)><1_[Dnvr (t,)dt,
r=1

0 0

olsun. O zaman

Snv1 ..... nvm“-nv1 ..... n\,i;xl”"’XkJ:SnVM ,,,,, n, LT% ,,,,, nvi;Xl""’XkJ olur ve

= f(xl""'xk _Sn\,1 ..... N, (Tnvl,...,nVi ;Xl""’xk) L0 <
P
ST (Xgyees X, —Sh, o, (I'nw'nvi X ey Xy ) w
P
+ Snm1 ..... Ny, (f _Tn\,l,...,nvi ;X11"'1Xk) L0 :U1+U2
P

elde edilir. 1< p <o oldugundan

x)
LP

U, < CPH F O X ) =T O X 5%y e X))

vy

_C' EWM i)
- CpEn\\,/ll,...,r\:w ,00 ( f )L(pk) .

Simdi farz edelim T~

Viel '

fonksiyonunun en iyi kismi kismi yaklasimini veren polinom olsun. Bu durumda:

26
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U <E‘y'+1 ----- ) (f)w

+1 7

=T Xk

"| +1! V| +1 Y

<@+M )E“l ----- " ()

Vl +1°

<

Q)
LP

U; ve U, degerlendirmeleri (3.43) esitsizligini verir. (3.44) esitsizliginin ispati benzer
sekilde elde edilebilir. Bu durumda Fourier toplamlar1 Vallee-Poussin toplamlariyla yer

degistirilirse:

O-nv ..... n,(f’/’lvll ,/JV,Xl,...,Xk):

il Vi

iD(t)

2z 27
_ P
- ll.'(')‘ f(X1’...,XV171,XV1 +t1’Xv1+11 Xv 1!Xv +t|1 v, +17 Xk)xnn - —Hy +1

ZD (t)|dt ile verilen integral i¢in S.M.Nikolsky degerlendirmesi ve Vallee-Poussin

I

toplamlarinin 6zellikleri kullanilirsa:

EC () <

S CHSEA R ARG S
0 n, =T s B £ 50000 %)
+‘anv1 ..... nv,(f s %m;yvl,...,yvi;xl,...,xk) w

SC{[ B (D BT <f>w]Hl+'”T+1}

Bu (3.44) esitsizligini verir.[3-16]

Son olarak (3.42) bagintisinin gerekliligini ispat edelim.

X)

Farz edelim ki 1,,2,,','5'00(” Hf(xp---nxk)_Tnl ..... O XX, ve

r+1

)
Lp

Toon (X X X %) AT <M <K) asagidaki esitsizligi saglayan bir polinom olsun:

1,2,...,m) _
Enl ..... nmoo( [ )L(k) -

T O X X X ) T (s X Koo %)
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Acikca goriliir ki:

E(lz """ m) (f)Lm =

_Hf(xl X =T (Ko Yoyt Xy %)

0 =
Lp

<E(12 ..... r)(f)L(k)+E(12 ..... m) nmyoo(Tnl ,,,,, "r)L(pk)-

Nrgareen
11111

SC{ EG20 (T, )L(k)+EE12"]"m{ﬂw(Tn1 ,,,,, nr)upk)}zC.Eﬁj““'mw(l'nl _____ nr)L(pk).
2 " 2 T ,

)L<pk> <

n )L(pk) c

..... r

> |
Ngreen
3.5.1 Teorem bize asagidaki sonucu gosterir.

3.5.2 Sonu¢

Her f(X,...X)e€ L(; ) (1< p < o) icin agagidaki bagntilar gegerlidir:

Evsm (D <Cpn LENL(w  (Sm<k; 1<p<o),
v=1

..... n., o

m-1
12 ..... m)(f) <C{Er§:,)oo(f)|_<pk>+ ZE\VI) (f) (L<m<Kk; p= 1p—oo)}
v=l o

(3.45) esitsizligi [17] numarali kaynakta ispatlanmustir.

n,, indislerinin sonsuza giderken limitini alirsak (3.42)yi elde ederiz.

(3.43)

(3.44)

k =2 iken, iki degiskenli f(x;,X,) fonksiyonu i¢in tam ve kismi en iyi yaklasim sayilari

arasindaki bagmnti ilk kez S. N. Berstein tarafindan [18] numarali kaynaktaki makalesinde

elde edilmistir.
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E, o (F) 0 <

<Cmin{EQ, (1), +EX (1) I m(ED, (F) o + ES(F) ) In ) (349)
Ayni1 makalede Parseval 6zdesligini kullanarak:

(Y] (2
Em,n(f)L(zz) < Em,oo(f)L(ZZ) +En,oc(f)|_(22) (346)

esitsizligi ispatlanmistir.

Yukaridaki (3.46) esitsizligi gosterir ki iki degiskenli durumunda asagidaki esitsizlik
(3.47)de oldugu gibi p =1 ve p = igin de dogrudur:

Em.n(f)L<22> <

(3.47)

2

< C-min{EﬁL(f)@ +ED) (F)i BNy (o + Eé,zi(f)@}
p {E,}c p |: }w p p
(3.46) esitsizligi (3.47) ozelligi ile asagidaki esitsizligi verir:

3.5.3 Sonug¢

Varsayalimki 1< p<co ve f(x,...,x)e L’ bir fonksiyon olsun. Her pozitif bir o sayisi

i¢in
Zn“E,ﬁg( f )L(pk> (v=12,...,k) serisinin yakmsakligidir.
n=1

Ek olarak bir sonraki esitsizlikte gecerlidir:

o0 k o
2ER Y (F)w SCR YN N (F) -
n=1

v=1 n=1

k=2 icin g=n, (v=1,2)icin (3.44) gosterir ki (3.47) esitsizligi L\” metrigi icin de

gecerlidir.

V.N.Temlyakov [19] numarali kaynakta gostermistir ki (3.47) esitsizligi ne L\” metrigi i¢in

ne de diizgiin metrik i¢in tam degildir. Temlyakov;
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En,m ( fn,m)L§2) 2
> Adn[2-+ min(nm EY, (f,) 0 + EL(f0) 0 (3.48)
esitsizligini saglayan
_ =K i[kx+(n+m+1-k)y]
fn,m(X1 y) - Z_e
k=1 N
fonksiyonunu olugturmustur. (Burada A , n ve m den bagimsiz bir sabittir.)
(3.50) yi ispatlamak i¢in asagidaki polinomu ele alalim:
r (X, y) - _ 2n24 2n—k : i[kx+(n+m+1—k)y].
’ k=n+1
O zaman
ErElZO( fn,m)l_gz) < fn‘m(X, y) r T“:m(x' y) i@ = gn,m(x! y)H (2) ’
4
i 1-K 1 n-1
gn]m(x1 y) = 2el[ +(n+m+1-k)y] {E + ZCOS | (X = y)}
1=1
Boylece Efzo(fn’m)qz) < 47? olur. Kolayca goriilebilir Ki Eéfzo(fn,m)qz) -0 .
Simdi
1 T T
4—ﬂ2_] I (f,,0) - T, (€.0)}g,,(x~t,y—0)dtd0 =
(3.49)

_ Z( )zei[kx+(n+m+l—k)Y] — hn’m(x’ y)

k=

K
n

=N

esitsizligini g6z Oniine alirsak, 6zel halde (3.51)

T, (X% y)= Z Z akylei[kmy] polinomu i¢in de gegerli olur.

k=-nl=—m

Tn,m(X, y), fn,m(X, y) ng) metrigine gore en iyi yaklagimi veren polinomu olsun. Yani,

fn,m(x1 y) _Tn,m(xl y)” = En,m(fn,m) @ "
12 4

Ote yandan,
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n-1
D, (t)= % + ZCOS kt olmak tiizere

k=1

1
hn m(X y)” 72_ En m( nm) (2) gn m(X y)” S
- En m(f )(2)
ve
n 2
n,m = Z[E eik(x_y) 2
Y k=1\ N
y?
n k 2
> (—j cosk(x—y)‘ >
k=1\ N
»
1 n-1
>[D,(x-) © ~ 2+Z( Jcosk(x i=1-1,.
k=1

I, =27 [|D, ()| dt =8Inn+O(1) , 1, =0(1) Ve ayrica

o {ER ) +ED. (), | <1dir [20]

Bu da demek oluyor ki

h, m (X, y)|| . icin iist ve alt degerlendirmeler (3.50) nin dogrulugunu
i

verir. (3.47) esitsizliginin mertebe anlaminda iyilestirilemez (tam) oldugunu ispatlamak i¢in

Pom(XY) =ZGJC

K namal kei[kx+(n+m+lfk)y]

fonksiyonunu ele alalim [19].

Burada Ck,l katsayilar1 (3.51) de verilen signh,  (x,y) veh, (X, y) fonksiyonunun Fourier

katsayilaridir.

Simdi hesaplamaya soyle baslayalim

Enm((pn m) 2 Aln[2+mm(n m)]{ (q)n m) +E(2 (¢n,m)|_(x2)}- (350)

Bu esitsizlik (3.47) nin ters esitsizligidir.
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Varsayalim;

Onm (X,¥) (3.51) deki fonksiyon olmak iizere

fn,m(x,y)=—n2(2n_k

C Heenany Olsun. O zaman:
k=n+1 k,n+m+1-k

(pn,m(x’ y) - Tn,m(Xv y)‘ =

n(k -1 M9~k
- C i[kx+(n+m+1- + C i[kx+(n+m+1-| =
Z( J Konemeaoke T Z ke Lm0yl

=\ n k=n+1 n

[ [ 9.0 (t.0)Signh, , (x+t,y +O)dtdo)| <

—T =T

:W

> 19nm (X Y)

(2) -

Boylece E (¢, ) (o <1dir. Ayrica EZ (@0m) @ =0 oldugu asikardir.

T a(6Y), @y n(X,Y) igin Y ye gore m dereceli ve x e gore n dereceli en iyi diizgiin
yaklagimi1 veren bir trigonometrik polinom ise Parseval esitsizligi yardimi ile

1
47[2

B

2

2 Ck,n+m+1—k =

][‘ ]E[(Dn'm(x,y)—Tr:m(X’ Y):Ign,m(—X,—y)dxdy =
k
n

1 775 . 1
= h, » (X, ¥)Signh, . (X, y)dxdy = h, m (X,
4ﬁzjﬁfﬁ (%, Y)SignR, (6 )y == h, o y)qu)
Boylece:
hn,m(xiy)”qz) S En,m((pn,m)uﬁ) gn,m(xi y) Lf) S
S472.2En,m((on,m)L()oZ)'
Bu esitsizlik h, . (X, y)” i¢in alt degerlendirme kullanildiginda
, @

ES (@) @+ E? (4.) (o <lesitsizligi (3.52)yi verir.
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3.6 Cok Degiskenli Fonksiyonlar icin Trigonometrik Polinomlarla Yaklasimin Diiz ve
Ters Teoremleri

Bir f(X,...X)¢€ L(;) (1< p<ow) fonksiyonu igin asagidaki esitsizlik tam diizgiinliik

modiilii i¢in en iyi tam yaklagim sayisi cinsinden iist ve alt degerlendirmeleri verir [5].

3.6.1 Teorem

o, (f ,p)L(pk) = sup olsun.

tl2 +...+tf <p

Zr:(—l)"V (\r/j f(x +Vt,...,vt,)

v=0

Q)
LP

Eger f(Xi,...,Xk)eL(;) (1< p<o) ise

E...n (f)L(pk> <M, o, (f 1,0)L<pk) P=y N+ 40t (3.512)

[+7]
a)r(f 1p)|_(pk) X Ck,rpr Z (V +1)r—l Ev v( f )L(pk) ) (352)

v=0

Ispat

Erﬁf’i(f)L(k) f(Xl,---,Xk) icin L(: J metriginde X, degiskenine gore en iyi kismi yaklagimi

veren polinom ise

v \% - 1
Erfzo (f ),_(pk) <C,o0,"(f ’m)"(Pk) . (3.53)

(3.46) ve " (f;h) ,, kismi diizgiinliik modiiliiniin 6zellikleri kullanilarak

k
weg. L
Enl ..... ny (f)L(pk) < Crzla)r( )(f 'm)L(pk) (354)

elde edilir. Herhangi bir vigin v=1,2,...,k

C‘)r(V)(f;hv)upk) <o.(f;p), p:\/m (3.55)

saglandigindan (3.56) esitsizligi (3.53) i gerektirir.

3.6.2 Not
p =1 ve k =2 igin (3.56) esitsizligi S.N.Bernstein tarafindan [18] nolu kaynakta sayfa 544
de ispatlanmustir. Ayrica herhangi bir (1< p < o) vek = 2iginde [12] nolu kaynakta f(X,Y)

icin yaklasimini veren belirli bir polinom olusturularak ispatlanmistir.
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Simdi (3.54) esitsizligini ispatlayalim [21] :

[0 X) =T (R %)

o = En, ( f )L(k ozelligini saglasin.

Eger 0 <t <1 ise

r o~ r
> () [ ]f(x1+mm,---,xk ruth)| <
u=0 ,Ll L(pk)
< Z( 1) “( J FO4+ pthy e X+ 20 ) =T oo T O+ pathy, o x + )|+
1=0 1o
+ Z( 1)~ "[ j o £ O pathy, %+ pth)l| =V 4V,
u=0 L
Bu gdstermektedirki 2" <n=[ o™ |<E,  (f),, i¢in
ViS2Ep (P <27 *rZ(V“)r (- (3.56)
V, yi degerlendirmek igin
U =X+ hi (91 +...+0r), i =1,2,...,k ve Avﬂir"'v#k—l say1]ar1
(a+a,+..+a) = D> A, . off.aite "M esitligini saglamak iizere
Mg+ o+t gy =0
r r
Z( 1)r—u( sz 2mlf(Xi—i-,uﬂ"l1 Xk—}—ﬂth)_
#=0 Iu .....
t t ar
= ma o | X H (G 6, X, +h (6 +..+0
! !ael...aer oo [+ DG DX )]
x] dé = (3.57)

t r
= H Moy M=t =M
B J.I Z A’”l""’#k—lm "'hk—l hk X
0

0 ty+py+. 4t =0

ar-|-2m+1

Y (U
2
au/ﬁ au#klaur M= Mg Hd@

(3.59) ve Minkowsky esitsizligi yardimi ile
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V2='[r(Zk:hi)r max || Oy (Upsooos 31|

0< g+t gy 1 <T au/‘l 5UﬁjffaU|: =

elde edilir.

(k)
Lp

Minkowsky esitsizligini ve trigonometrik polinomlarin tiirevleri i¢in olan esitsizligi

<
k
(p)

kullanarak

(r)
To,...,o

v, <(Zh){
<(Zh){

Kk

<( h){on _____ O(f)L(k)+222r(“l)E Zv(f)L(pk)}s
1

Tz(vrz 2v+1(u11---1u ) T(l’) o (Ul,...,uk)

L ‘

S
k
(P)

S(Z‘,hi)r{ZE ..... o(f)L(k)+22r+lzm: Z 'up My ﬂ(f)L(pk)}S

..... 2 _Tzv,...,zv

v=l =241

Sonug olarak herhangi hv >0(v=12,..,k) Ve,’h;L2 +...+h|f sl i¢in
n

2r+l n

Vo <—— n (v+1)"E, v(f)l_(k) (3.58)

v=0

elde edilir.
(3.60) ve (3.58) degerlendirmeleri (3.54) i ispatlar. Ciinkii 3.6.1 Teorem , (3.56) esitsizligi

ve diizglinliik modiiliiniin 6zellikleri ile

o (f;u,..., k)L(k) > krp Z(V"'l)r lEv v(f)L(k> =

<C.p Z(v+1)r 1Zw(”’(f )L(k), =[p?] m>r

verir. Diizgilinliik modiiliiniin bilinen 6zellikleri kullanilarak

n-1

k
a)r(f;ul,...,uk)L(pk) < Ck,rprz

w=lv=1

1

]

[t (t 1), <
1
v+l

<C,.p" jt - lZa)W(f 1), dt.

u=1
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elde edilir.
3.6.1 Teorem ayrica su bilgiyi verir:

3.6.3 Sonug¢
1< p <o olsun. f(x,y)eL® fonksiyonunun

E,.(f) o = O(i + L) sartin1 saglamasi igin gerekli ve yeterli kosul
Tk m+1 n+1

a,(f;h,h,) o =0(h +h,) degerlendirmesinin dogru olmasidir.

Simdi (2.54) esitsizliginin  P=© durumunda derece anlaminda iyilestirilemez(tam)
oldugunu gosterelim:

3.6.4 Teorem

(k))

n

uay

EM ()0 <Cal(v=12,...k;p =) (359

kosulunu saglayan kiip iizerinde siirekli biitiin periyodik f (Xi, o Xk) fonksiyonlarinin sinifi

olsun.

{a,ﬁv) } v =1,2,...,k sifira dogru azalan keyfi monoton say1 dizisi olmak iizere her bir r dogal

sayisl i¢in

1 1 k n
supw (f:=)  ~ — VA
feB o n)L&) nr;; v (3.60)
Ispat

y(af),...,aﬁ")) smifindan her bir f fonksiyonu igin 3.6.1 Teorem ve (2.45) esitsizligi ile

asagidaki degerlendirme gecerlidir:

C

k,r
r]r

k n
DIV (3.61)

1
a)r(f;—)Lgk)S
n - 1 Ve
pu=1v=1

Diger yandan her bir siirekli f(X;,...,X,) fonksiyonu i¢in
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o, (f ;1) w =0 (f ;1) ©(V=12,..,k) ve dolayisiyla
n't n't

supa, (f; ) o Zsup e (f; —)

feu feu

elde edilir. Simdi:

9.(x,) = Z;(aéj’) —a))cosn,x,
V=

9,(x,) = Z(; (@ —e))sinn,x,
v=

(3.62)

fonksiyonlarin1 géz oniine alalim. Burada N, sayilar1 kaynak [5] de (1.10) ve (1.11) deki

serilerde kullanilan sayilarin aynisidir. Béylece bir u(x=1,2,...,

su (f'l) > M shyragm
Po(T;— Lo = r Z oy
n n v=1

feu

Boylece

1
sfupa)r(f;ﬁ)w > —szr o),
eu

p=1v=1

(3.65) ve (3.63) esitsizlikleri 3.6.4 Teoremin ispatini bitirir.

(3.63)

Ayn1 mantig1 tek degiskenli fonksiyonlarda da uygulayarak; (3.53)ve (3.54) esitsizliklerini

en 1yi yaklasim sayisi cinsinden tam diizgiinliik modiilii kullanilarak (1< p <o) i¢in tam

oldugu ispatlanabilir.

3.6.5 Teorem

Eger f(X,...X)€ L(;)(lé p <o) ise

1
B

1 C... r ;
o, (1:2) ) 2 ;k {z v 1E{_Mv(f)L(pk)}

v=1

y =min(2,P), f =max(2, p) .
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3.6.5 Teorem ile

! S wgll
a)r(f’ﬁ)L(pk) Ezwr (f’H)L(;’

v=1
k

E. n(f)L(pk) = Z Ers\,lgo(f),_%k)

..... 2,
degerlendirmeleri ¢ikar.
Ozel halde 3.6.5 Teorem asagidaki sonucu verir:

3.6.6 Sonuc¢

(1) - AR 4
plIn=1| <C, .o (f;p)w<C, P |In—|.
P ’ P

okr fvep dan  bagimsiz

(Buraday = min(2, p), # =max(2, p), 0< p< % C,,veC,
sabitlerdir.)

3.7 Cok Degiskenli Fonksiyonlarin L° Uzaylarinda Yaklasim Teoremleri

Bu boliimde [22] numarali kaynaktaki makalede elde edilen sonuglar iizerine ¢alisilmistir.

T :=[0,27] olmak iizere L' (T) (1< p<) 27 periyotlu Lebesgue dlgiilebilir

| “|f(x)|pdxj, 1<p<w

Py TN

|f

essup| f (x)|, p=oco
xeT
i¢in
|| f ”LP m S kosulunu saglayan f :T — [ fonksiyonunun smifini gostersin.

r=12,... ve f e °(T) r-mertebeli diizgiinliik modiilii

AT (x) = i(—l)k@ £ (x+(r —k)h)
olmak tizere
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A F(x)

a)r(f,5)p::081ip§‘ L0 (6>0)

LP(
bigiminde tanimlanir.
T, (n=0,1,...)derecesi n’yi gegmeyen trigonometrik polinomlarin kiimesi olmak tizere T,

nin elemanlar tarafindan f € L?(T) nin en iyi yaklasimi

E,(f), =inf

t €T,

[f -t

LP(T)
ile tanimlanir.

L°(T) (1< p <o) uzaylarina ait fonksiyonlarin trigonometrik yaklasimi ile ilgili bir¢ok

sonug vardir. Ozellikle, klasik Jackson teorem

1
E.(f), SC.a)r(f,Ej , N=1,2,... (3.66)

ve zayif tersi olan

n

a)r(f,lj S%Z(k"‘l)rilEk(f)p ; n:1,2, (367)
n), n" & :

esitsizligi trigonometrik yaklasim teorisi i¢in ¢ok Onemli sonuglaridir. Bu teoremler ve

trigonometrik yaklagimin diger sonuglari i¢in kaynak [29] ve [37] ye basvurabilir.

Trigonometrik polinomlarla L?(T) uzaylarinda fonksiyonlarin yaklagim problemleri kesirli

diizglinliik modiilii ad1 verilen pozitif dereceli diizgilinliik modiilii kullanilarak incelenmistir.

f e L'(T) fonksiyonunun kompleks Fourier serisi
1 2z )

c () z—j f(x)e™dx (k e[])
21

Fourier katsayilar1 olmak iizere

kZ ¢ (f)e". (3.68)

bigiminde verilir. (3.70) de ¢, =0 olan L'(T) ye ait fonksiyonlarimin sinifin1 L (T) ile

gosterelim. a > 0 icin a-nc1 mertebeden kesirli integrali f e Ly(T) ve
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(ik)™ :=|k| etk (7= {41 42, igin

I,(x, )= Z ¢ (f)(ik) “e™ olarak tanimlanur.

kell™

a €(0,1) ve r=1,2,... i¢in sag taraflar mevcut oldugunda,

f@(x) :=i I, (% f)
dx

d r+1

£ () = (@ (x))O =
(x) = (£*(x)) v

L (x f)

elde edilir [36].

X,tell ,ael’ =(0,0) ve

Af (x) :zi(—l)k(i]f(xﬂa—k)h), f e }(T)

olgiilebilir fonksiyonunu ele alalim [37]. Binom katsayilari igin

a _ a(a—l)...(a—k+1)| < c _ (keD),
k k! |~ ke

esitsizligi bize

cla) = i (Ok(j <

k=0

sonucunu verir [36].

Ve boylece A7 f (-),[ tizerinde hemen hemen her yerde tanimlandi ve her « €[] * i¢in

||A: f

LP(T) = C(a)” f ||Lp (T) !

(3.69)

ozelligi saglanir. Eger o €] ise 0 zaman Ay f(-) kesirli fark, normal ileri fark operatorii

ile cakigir.

acll*i¢in f e L’(T) de a-nci1 kesirli diizgiinliik modiili

A% f ()

w,(f,0),= OSl:pJ T),(5>0)

LP(

(3.70)

olarak tanimlanir.
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Ct)a( f.) diizgilinliik modiilii 6 > 0nin bir azalmayan fonksiyonudur,

a)a(f ,0)=0ve 620 igin @, (f,+ f2’5)p < a)a(fl’5)p +a)a(f2’5)p

saglanir [37].

Kesirli diizglinliik modiilii hakkinda daha genis bilgiyi [28] ve [37] de bulabiliriz.
c sabitleri farkli yerde olabilen pozitif sabitleri gostersin.

(3.68) ve (3.69) esitsizliklerin benzerleri her @ > 0 igin [37] de ispatlanmustir.
3.7.1 Teorem

1<p<o Ve acll” olsun. Eger f e L°(T) ise

En(f)p Sc.wa(f,lj , h=12,...
n

(3.71)
ve
® (f 3] <5 (k+1)""E(f), , n=12
“U'n), n"& kKA o (3.72)
saglanir.

Kesirli diizglinliik modiilleri ile yaklagim problemleri yakin zamanda 27 periyodik
fonksiyonunun cesitli uzaylarinda incelenmistir. Ornegin [23],[24],[25],[26].[38],[39]ve
[40]da kesirli diizgiinliik modiilii kullanilmistir.

Cesitli degiskenlerin fonksiyonlari i¢in yaklasim problemleri birgok matematikgi tarafindan
incelenmistir. Bu sonuglarin bazilar1 [30],[31],[32] ve [35]de ayrica da 6zetlenmistir. Tim

bu ¢alismalarda matematikgiler tamsay1 dereceli diizgiinliik modiillerini dikkate aldilar.

Bu calismada (3.73) ve (3.74) esitsizlikleri ¢ok degiskenli fonksiyonlarinin Lebesgue

uzaylarinda ele alinmistir.

Simdi Temel sonuglar1 verelim:

T™(m>1) m boyutlu [—72',72']m kiiptinii gostersin. Her degiskene gore 27z periyodik olan

ve m degiskenli tiim Olgiilebilir F fonksiyonlarinin
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U IF (X %) dxi...dxm]p (1< p <o)

”F“LP(T””) -
essup |F(X,.... X,)| p=oo
(XX JET™
||F||LP (rmy < Kosulunu saglayan smifi L*(T™)(1< p < ) ile gosterelim.

™ deki noktalar icin X= (X, X;,) notasyonunu kullanacagiz ve

dx o (@1<i<m).

dx; = dx....dx, ,dX ;.
Ayrica [J ™ {izerinde tanimlanan F(x) fonksiyonlari i¢in
F () = F O X b X X)) @<T<m)

gosterimini kullanalim.

Yaklasim araglarimiz m degiskenli polinomlardir. Bunu ¢ok degiskenli karmasik polinomlar

yardimi ile tanimlamak uygundur:
T" = {T (x)=ReP(e™,....e"):Pe Pn”‘}.

Burada P" derecesi m’yi asmayan kompleks polinomlarin kiimesidir. Yani

R =1P(Z,,...2,)= Z Cy,... kmzlkl"'zkm:ckl ..... kaD

0 <k;<n

Boylece T, derecesi en fazla n olan tim m degiskenli trigonometrik polinomlardan

olusur[32].

T."smifindaki F e L°(T™) ye en iyi yaklagimi

E.(F)

Py Tlg F=Tols ey (n€D)

(3.73)

ile tanimlanir.

Her o €0 * igin F e L°(T™) alip kismi farki tanimlayalim.
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AT (X) = AR (%)
=> (1) ) F (X, X g, %+ (@ = KN, X g0, X
Her o e *igin F e L°(T™)(1< p <o0) nin o — nc1 kismi Kesirli diizgiinliik modiilii

Qa,i(F’d)Lp(Tm) = Sup

0<h<§

AMF

<i<
Lp(-l—m)’(l_l_m) '

F € L°(T™) nin kesirli diizgiinliik modiilii

Q. (F,0) =maxQ, ,(F,o)

LPa™ " icigm ® LP(m)

(0>0)

ile tanimlanir. (3.71) ve Fubini teoremi kullanilarak

Q, (F,8)p n <C[Fopm; (5> 0)

N (3.74)

LP(T™)
elde edilir. Dolaysiyla F € L”(T™) i¢in diizgiinlik modiilii €, ; (F,')Lp(Tm) mevcuttur.
Qi(F.)p (» tanumu kullanilarak kolayca F,G e L"(T™) ve e €0 * igin

Qa,i(F+G’§) <Qa,i(F’5)|_D(Tm)+Qa,i(G’5)

LPam™ =

L (3.75)
elde edilir.

3.7.2 Teorem

m>1,1<p<cw Ve aellolsun. Her F e L°(T") igin

1 _

En(F)Lp(Tm) < CQ&(Fl_j ’ n_1’2’ (3'76)
N

saglanir.

3.7.3 Teorem

1< p<oco Vem2lolsun. acll* ve Fel’(T")

1 C < o

QQ[F,_j S—QZ(k +1) 1Ek(F)Lp(Tm) (377)
n LP(T™™) k=0

saglanir.

3.7.4 Sonuc¢
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1<p<ow,mM21 fell” veFelL’(T™) olsun. Eger

E,.(F) =0(n’), n=12,...

LP(T™)
iseher 6>0 ve o el igin

0(5"), a>p
0,(F.8),,n =10(5" Iog(%)), a=p.

eam

O(0%), a<pf
B >0 alalim. Genellestirilmis Lipschitz sinifi « > S olmak iizere
Lip'(8,p) = {F L’ (T"):Q, (F,6),y 1y = O(5"),6 >0}

ile tanimlanir.

3.7.5 Sonug¢
1<p<ewo , m21 pg>0 veFel’(T") olsun. Eger bazi p>0 igin

E.(F) =0(n*), n=12,..

LP(Tm)
ise F e Lip" (B, p) saglanr.

3.7.3 Teorem ve 3.7.5 Sonucu birlestirirsek Lip” (3, p) smifinm asagidaki dzelliklerini verir:

3.7.6 Teorem

1<p<owo,M21 g>0veF elL’(T") olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) F e Lip" (8, p)
(ii) E,(F) s 1o, =O(n7), n=12,..

Simdi bazi ana sonuglar1 verelim:

WP(T)(a=12,..) f“™ inmutlak olarak siirekli oldugu ve f* e L°(T) 6zelligini saglayan

f fonksiyonlarimin sinifini gostersin. W " (T) tizerindeki

e oy =0l ey + sy

normuna gore Banach uzayidir.
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(1< p<) olsun. f eL"(T) ve §>0 i¢in K fonksiyoneli

K,(f,8)=inf {Ilf L T

. p
e 9EWe } (3.78)

olarak tanimlayalim.

(3.80)deki K fonksiyoneli ve (3.72)deki diizgiinliik modiiliine denktirler:
fel’(T)ve ¢ =1,2,... igin

o, (f,6) 0K, (f,6) (6>0) (3.79)

elde edilir [34].

f elL’(T)ve a el i¢in bir baska diizgiinliik modiiliinii asagidaki gibi ifade edilebilir

i

15
5

At o dh}p, 1< p<oo

LP(T)

@, (f,0)=

o

dh, p=oc0

ASF(X)

L*(T)
3.7.7 Onerme

(1< p<o) ve feL’(T) olsun. Budurumda « =1,2,... i¢in

o,(f,0),06,(1,5),(520)

(3.80)
denkligi saglanir.
Ispat
(1< p < o0)i¢in bu 6nerme kaynak [32] de kanitlanmistir.
Simdi p =1 ve i¢in 6nermeyi kanitlayacagiz. Yeni modiiliin tanimindan,
a,(f,0), <co(f,0
a ( ) p a ( ) p (381)

kolayca elde edilebilir.

Tersini kanitlamak i¢in [34] nolu kaynak sayfa 50 de verilen Steklov fonksiyonunu

kullanalim:
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a-1

s=0

f (%) =hi££ (-1)“*“{2‘} (x+0‘7_3(tl 4o+t )dt..dt ) .

p=1veya P =ocolsun. Bu durumda

1
Lp(T) hl’

| AL <

f (x)dt,..

fun ()= 1(%)

L+ 4,

o'-—.:—
O'—.:‘

a L°(T)

1 (3.82)

hr t1+ +t f(X) dtldta

LP(T)

o'—.:r
O'—.:r

Yaklasim teorisinde bilinen bir metot yardimu ile

Y

9,(x) = %j f .(x)dh (1<&<2).

NS,

(3.83)

tanimlayalim. (3.84) ve Fubini teoremi ile kolaylikla

"ga(x) —f (X)"LP(T) <ca,(f ’5)9 (3.84)

cikar. (3.85) den

gs(a)(x) =

(x) = j £ (x)dh

Dolayisiyla g5 €W (T) dir.

Biliyoruz ki

a—S

f(ﬂf)(x) h- Z( 1)a+s+l[sj( a jAZ_Shf(X). (385)

p =1igin (3.87) i ve Fubini teoremini kullanarak ve @, (f,o), tanimini goz 6niine alarak
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Hgﬁ(a)( )HL(T) I (a)( )H

L(T)

Lj(i( ]( j f s, FOgx dh <
4 0\ s=0 0 a
< C j[“ ( a jjzj , f(xdx h <
_§a+l ~ S 1 - -
c g a 22( 6
35“*15_0[5 (a Sj {! : .. £ 00fdh dx =
C - a a a— 55 )
~ 5o o (a Sj ! A7 f(x)[dh dx <
o(2rx
5;1 [ ( [ A“f(x)‘dx}dtz
o\ o0
o
= o A T 00l =

=co ‘@, "(f,0),.
Ve boylece,

o 9k, <01, e

p = oigin (3.87) i ve Fubini teoremini kullanarak ve @, (f,d), taniminm goz dniine alarak

L1(T) .[
E
c a-1 a o
Sé‘aﬂ (S ( j
s=0
C al(a (
1
§a+ ~ S

(a)

19, (%)

Ll (T)

A, f(odh =

g ot_.cyl

a-s 5

j j A (x)[dt <

JI

Q

A7 ([dt =
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Boylece

|9, (0

oy SCETD N (1,6, .87

cikar.

Bu nedenle p=1 ve p = igin (3.86), (3.88) ve (3.89) dan

K, (F,8), <|[f =Gy r) +6°
<ca,(f,9),

gé'(a) (X)

LP(T)

elde edilir.Simdi (3.81) den
w,(f,0),<cK, (f,0), <ca,(f,0),.

Son esitsizlik ve (3.83) bize (3.2) verir.

3.7.8 Onerme
1<p<w ve f €L’(T) olsun. Her 0 <« < g igin
C?)ﬂ(f '5)p < C.@a(f ,5)p, 0>0 esitsizligi

gecerlidir.

Ispat

[37] deki 5.teorem ile

|azf )

<clagf()

LP(T) LP(T)

buluunur. Bu esitsizlikten 1< p <o igin

p p

Ayt )

sc‘
)

A

LP(T LP(T)

bulunur. Simdi son esitsizligi h’a gore 0’dan 6’ya integrallersek
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J a7 f O, 0 < cI 47 £ O 0
0 >0 oldugundan
—IHM O dh=c IHA"’fOM

Boylece son esitsizlikten

1
LP(T) j

ispat1 P = o0 durumunda benzer bi¢iminde gosterilebilir.

[ 2fleroL o <c s ol

Bu &nerme w,(f,), ve ael” olmak iizere kesirli modiil i¢in [37] nolu kaynakta

kanitlanmustir.

3.7.9 Sonug¢

1< p<ow Ve a el "olsun. Budurumda f e L°(T) igin

5 1
En<f>p3cwa[f,;j n=12,.. (3.88)

p

gecerlidir.

fel’(T)ve aell "igin [a] y1 gergek sayl o nin tam deger kismini alarak gosterirsek,

En(f)p Sca)[a]ﬂ(f’%j

p

bilinmektedir. Bdylece son esitsizlik, 3.7.7 Onerme ve 3.7.8 Onerme ile

1 - 1 - 1
En(f)lJ Scw[a]+2[f’ﬁjp SCQ)[O:]Q[f’H)p SCCO{HZ[f'ij
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elde edilir. Ispat boylelikle biter.

3.7.10 Onerme

m>Laell "ve 1< p<ow olsun. Eger T, e T" ,n>1 ise yalnizca I ve p ye bagh dyle bir

C > Osabiti vardir 6yle ki

o°T,

n

ox;

<c.n” ”Tn”Lp @y

LP(™m)
Ispat
[15] dent, eT, ve 1< p<ooigin

t(a)

n

LP(T) <cn® ”tn“Lp Tm s L& (389)

esitsizliginin gecerli oldugu biliniyor. Bu esitsizlikten

o |-

P

dx; J dx, » <

o |-

0T, (x)
ox”

0T, x(X)
ox?

gt

LP(T™) T

1
b p
<c.n? dx. \ =
LP(Ty—L
Tm-L

=c.n“{ J. ( Tn'iyx(xi)‘pdxi]%}p =

Tn,i,x(xi)

J

:c.n"‘{I|Tn(§)|pdx1,...,dxm}p -

=c.n”|T, (>_<)||Lp(Tm).

elde edilir.

Asagidaki 6nerme, 3.7.10 Onerme ispatinda kullanilan ydntem ve [37] nolu kaynaktaki tek

degiskenli durum ile kanitlanabilir.
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3.7.11 Onerme

m>1,1<p<woVve aell olsun. Eger T, € T",n>1 ise sadece « ve p ye bagl bir C sabiti

vardir ki;

o“T,

Qa,i(Tn7§)|_P(Tm) S OXZ

LP(T™)

Simdi temel sonuglarin ispatlarini inceleyelim :
Ispat

3.7.2 Teoreminin ispatin1 verelim.

f e L°(T) ,Fourier serisi (3.70) ve (3.70) in kismi toplamlar dizisi s, (f) olsun. Yani

s, (F)(¥) =2 ¢, (F)e™ (neN).

[k|<n

Bu s, (f) dizisi i¢in Valle-Poussin ortalamasi
1 2n
vV.(F)X)=——) s (f)(X) (neN
2 (F)(%) n+1k§k( )(X) (neN)

olarak tanimlanir. Agiktir ki

v, €T, (nell) saglanr.
Her f e L°(T)(1< p <) i¢in asagidaki sonuglar elde edilir:

I =V, ()]|os oy <CEL(F),, (3.90)

”Vn(f)”LP(T) SC”f”Lp(T) ' (3 91)

Bunlar i¢in [33] numarali kaynaga bakilabilir.

Her F € L°(T) i¢in
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Vo F() =V, (F,)06) @<i<m)
elde edilir.

(3.92), (3.90) ve Fubini teoremi kullanilarak her 1< p <o i¢in

1

LP(T™) {H(F -V, F)(Z)‘pdxi...dxm}p =

:{TM‘(F" v,F )| dxj ﬁ} =

:LM( ~V,F )|, js

|F~v.,F

1

- R o b -

ol [T (el Jon o | =
Tmfln 0

:>||_‘
AN
o'—.:

[J

A‘“F(x)‘ dx,...dx ]dh} =

1
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Dolayistyla

1

HF -Vi,F Py CEx,, (F’Hj,_pﬁm) (et (3.92)

esitsizligi kismi kesirli modiiller i¢in gegerlidir. Esitlik (3.94) her degiskendeki yaklasim
derecesini vermez. Ancak (3.94) e dayanarak esitsizlik (3.78) i iyi bilinen bir yaklagim
teorisi teknigi ile ispat edilebilir [30]. Ispatin ikinci asamasinda ¢ok degiskenli trigonometrik

polinomlar asagidaki gibi olusturacaktir.
VinF (5) = Vn,lvn,Z"'Vn,m F (5)

(3.93),(3.94) ve Q (F,.) tanimu ile

LP(T™)

LP(T™)

E,(F)yp oy <|F-VoF

= H(F ~V, F)+(V,.F -V, Y, F)+

+...+(Vn,1Vn,2---Vn,m71F _Vn,lvn,z"'V”an) L™ 4
<CQJF VaiFl g <
SC-Zm:Qai(F’Ej SQ{Z(F,EJ

i Ny m NJean

elde edilir.

P =0 igin 3.7.2 Teorem, (3.92), (3.93) ve (3.90) kullanilarak da ispatlanabilir.

1< p<o i¢in 3.7.2 Teorem Vallee-Poussin yerine kismi toplamlar dizisi kullanilarak da
ispatlanabilir.

Ispat

3.7.3 Teoreminin ispatini verelim.

Fel’(T") ve T.(nell) , T." sinifinda F nin en iyi yaklagim polinomu olsun. Modiiliin

alt toplamsallig ile
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Qa,i(Fla) <gzac,i(': _T2V+1'5)

LPam™ =

LP (Tm) S Qa,i (T2v+1 l 5)Lp (Tm)

(3.93)

her v=0,1,... igin (3.76) kullanilarak

Qi (F=Tp0,8) p gmy <C|F =T,

LP(T™) LP(T™) < CEZM(F)

Lan (3.94)

elde edilir. En iyi yaklasim dizisi 3.7.11 Onerme ile azalan oldugundan

<
LP(T™)
} <
LP™)

a N (s+)a
SCé‘ {EO(F)LD(Tm)-i_Z;Z EZS(F)Lp(Tm)}

a
2v+1

0
Q,i(T,.,0) e <co =

LPam

\

8&

X
<cs” {EO(F)LW) +22<S+1>“
s=0

0T, 0T,
ox'  ox’

LP (™) s=0

T25+1 i Tzs

¢ikar. Dahas1 S >1 i¢in ¢” = 2*"olmak tizere

28
(s+)a * a—
2 . EZS(F)LP(Tm) SC Z k lEk(F)LD(Tm) (3.95)

k=241

v
Qa,i (Tzv ,5)|_p Tm) <cs” {Eo(l:)L\",\,'q * kZ:;ka_lEk (F)U’ (Tm)} (3-96)

elde edilir.

Eger v yi 2" < n < 2""1isaglayacak sekilde segersek dyle ki (3.97) ile

2(V+l)aE (F) o
2 A JPam) az a-1
E2v+1(F)Lp(Tm) S 2(V+1)a SC§ k_lk Ek(F)LP(Tm) '

(3.95), (3.96), (3.97) ve son esitsizlikten;
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Q,(F.9)

LP(rn )

2V
a a-1
SCE2v+1(F)Lp(Tm)+C§ {EO(F)Lp(Tm)-F;k Ek(F)LP(Tm)}S

2V
<5y k“E (F)

k=1

2V
+C5a ZkailEk(F)Lp(Tm) + EO(F)LP(Tm)} <

k=1

LPam *

2V

5 {Zk“‘lEk(F)Lpa ny +Eo(F) g )}

>

a

ka_lEk(F)LP(T )+ E (F)Lp(T )}

H

<SS (k+1)"'E,(F)

LPTmy
nak T

Boylece

Q,i(F.6)

LP(Tm) LPmy

=max Q) (F,6),, ) < ciZ(k +1)“"E, (F)
<ism % n“ =

ve 3.7.3 Teorem ispatlanmis olur.
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4. SONUC VE ONERILER

Cok degiskenli fonksiyonlarda fark operatorleri, diizgiinliik modiilleri ile ilgili elde edilen
sonuglar ve yaklagim problemleri yeniden ¢alisilmig olup konuyla ilgili kaynaklar1 tarayip
bu konuda nasil ¢caligmalar yapilmis hangi metotlar kullanilmis incelenerek genis bir 6zeti
ve derlemesi yapilmistir. Ozellikle Tiirkce kaynak konusunda sikint1 yasanildigini goriip bu

konuda daha sonra c¢aligacaklar i¢in bir katki sunulmak istenilmistir.
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