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OZET

ISTATISTIKSEL MANIFOLDLARIN GEOMETRISI
DOKTORA TEZi
HULYA AYTIMUR
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DAL

(TEZ DANISMANI:PROF. DR. CiHAN OZGUR)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2020

Bu tezde istatistiksel manifoldlar {izerinde c¢alisilmistir. Bilinen bazi istatistiksel
manifoldlar iizerinde skaler egrilik i¢in bazi esitsizlikler elde edilmis ve bu manifoldlar
uzerinde Chen- Ricci ve genellestirilmis Wintgen esitsizligi bulunmustur. Bu esitsizliklerin
esitlik durumlar1 gb6zonline almmistir. Ayrica farkli bir istatistiksel manifoldun
submersiyonlar1 incelenmis, bu submersiyonlarin temel ve baz manifoldlarinin bazi sartlar
altinda 6zellikleri arastirilmistir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde tez siiresince bize yardime olacak bazi temel kavramlara yer verilmistir.
Ucglinci bélimde istatistiksel manifoldlar ile ilgili tezin diger boliimlerinde kullanilacak
temel bazi kavramlara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde yar1 sabit egrilikli istatistiksel manifold tanimi verilip; ardindan bir
ornek verilmistir. Bu manifoldun altmanifodlarinin skaler egriligi i¢in esitsizlik verilmis
olup, yine bu tip altmanifoldlar i¢in Chen-Ricci ve genellestirilmis Wintgen esitsizligi elde
edilmistir.

Besinci bolimde Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldlarin istatistiksel altmanifold kavrami
verilmis olup; ardindan ¢esitli 6rnekler elde edilmistir. Ayrica bu tip altmanifodlarin skaler
egriligi icin bir esitsizlik bulunmus olup yine bu tip altmanifoldlar i¢in Chen-Ricci
esitsizligi ifade edilmistir.

Altinct bolimde ise kosimplektik-benzeri istatistiksel manifoldlarin submersiyonlar1 elde
edilmis olup; bazi sartlar altinda temel ve baz manifoldlarinin 6zellikleri incelenmistir. Bu
tip manifoldlarin egrilik tensorlerinin saglamasi gereken bir esitlik tanimlanmis olup yine
bu esitlik altinda temel ve baz manifoldlarinin bazi 6zellikleri arastirilmstir.

ANAHTAR KELIMELER: istatistiksel manifold, Chen-Ricci esitsizligi, genellestirilmis
Wintgen esitsizligi, istatistiksel submersiyon, skaler egrilik, egrilik tensorii, altmanifold
Bilim Kod / Kodlar1 : 20402 Sayfa Sayis1 : 98



ABSTRACT

GEOMETRY OF STATISTICAL MANIFOLDS
PH.D THESIS
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(SUPERVISOR:PROF. DR. CiHAN OZGUR)
BALIKESIR, JUNE - 2020

In this thesis, statistical manifolds are studied. Some inequalities for scalar curvature on
some known statistical manifolds have been obtained and Chen Ricci, generalized Wintgen
inequalities on these manifolds have been found. Equality cases of these inequalities are
examined. In addition, submersions of a different statistical manifold and the properties of
the total and base spaces of these submersions are examined under some conditions.

This thesis consists of six chapters.

The first part is the introduction.

In the second part, some basic concepts are given to help us during the thesis.

In the third part, some basic concepts related to statistical manifolds which are used in the
other chapters of the thesis are given.

In the fourth part, the definition of the statistical manifolds of quasi-constant curvature and
then an example of these manifolds are given. For the scalar curvature of the statistical
submanifold of the these statistical manifolds, an inequlity is found. Chen-Ricci and
generalized Wintgen inequality are obtained for the scalar curvature of the submanifolds of
these manifolds.

In the fifth part, the concept of statistical submanifold of Sasaki-like statistical manifolds is
given and then various examples are obtained. In addition, an inequality is obtained for the
scalar curvature of such submanifolds and Chen-Ricci inequality is given for these
submanifolds.

In the sixth part, submersions of cosymplectic-like statistical manifolds are obtained and
properties of total and base spaces are examined under some conditions. The equality that
the curvature tensors of these types of manifolds should provide is defined and some
properties of the total and base space are investigated under this equality.

KEYWORDS: Statistical manifolds, Chen-Ricci inequlity, generalized Wintgen
inequality, statistical submersion, scaler curvature, curvature tensér, submanifold
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SEMBOL LIiSTESI

E
h,h

*

Istatistiksel submersiyon
Simetrik, 2-lineer fonksiyonlar

Ortalama egrilik vektor alant
Dual konneksiyona gore ortalama egrilik vektor alani

Manifold
Egrilik tensor alani
Dual konneksiyona gore egrilik tensor alani

Ricci egrilik tensor alanm

Dual konneksiyona gore Ricci egrilik tensor alani
O’Neill tensorleri

Dual konneksiyona gore O’Neill tensorleri
Istatistiksel manifold

Dual afin konneksiyon cifti

Levi-Civita konneksiyonu
Skaler egrilik

(11) tipinde tensor alam
vektor alani

1- form

yatay vektor alanlar1 uzayi

dikey vektor alanlar1 uzayi



ONSOZ

Bu calismada cesitli istatistiksel manifoldlar lizerinde Chen-Ricci esitsizligi elde edilmis ve
cesitli istatistiksel manifoldlarda istatistiksel submersiyonlar i¢in bazi sonuglar elde
edilmis, baz1 6rnekler verilmistir.

Bu tezi hazirlarken bana her konuda destek olan, yol gosteren ve her daim yanimda olan
sevgisini, yardimlarini, anlayisini, bilgisini ve deneyimlerini benden esirgemeyen
damisman hocam Prof. Dr. Cihan OZGUR’e, tecriibelerinden ve yardimlarindan cokca
faydalandigim hocam Prof. Dr. Nihal OZGUR ’e tesekkiirii bir borg bilirim.

Bu slrecte tezin sekillenmesinde yardimci olan tez izleme komitesindeki hocalarima ¢ok
tesekkiir ediyorum.

Her turli destegini benden esirgemeyen canim arkadasim Aras. GOr. Dr. Nihal TAS’a
yiirekten tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalarim boyunca hep yanimda olan varligi ile beni giiclendiren canim oglum
Omer’ime varlig: ile bana anlam kattig1 icin ¢ok tesekkiir ediyorum.
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sunarim.

Son olarak, doktora egitimim boyunca maddi desteginden dolay1 “2211-E Dogrudan Yurt
Ici Doktora Burs Programi” na kayith bursiyer oldugum TUBITAK - BIDEB’e
saygilarimla tesekkiirii bir borg bilirim.

Balikesir, 2020 Hiilya AYTIMUR



1. GIRIS

[statistiksel manifold kavramu, istatistiksel dagilimin calisilmasiyla ortaya cikmustir.
[statistiksel manifold, her noktasinda bir olasihk dagilimmi temsil eden bir
diferensiyellenebilir manifolddur. Tim olasilik 6l¢iimlerinin kiimesi sonsuz boyutlu bir
istatistiksel manifold igerir. Kesikli olasilik dagiliminin istatistiksel modeli i¢in farkli bir
geometrik yaklasim Amari [1] tarafindan 1985 yilinda ortaya atilmistir.

Istatistiksel manifoldlarm afin diferensiyel geometri, Hessian geometri ve bilgi
geometrisinde birgok uygulamalar1 vardir. Afin geometride eger bir diizlemsel afin
konneksiyon ile birlikte bir Hessian metrik var ise bu durumda bu manifold bir Hessian
manifold olarak adlandirilir. Hessian manifoldlar istatistiksel manifoldlarin 6nemli bir
smifidir [2].

Istatistiksel manifoldlarin bilgi geometrisinde istatistiksel sonug, lineer sistemler ve zaman
serileri, sinir aglar1 ve lineer olmayan sistemler, lineer programlama, konveks analiz ve
tamamen integrallenebilir dinamik sistemler, kuantum bilgi geometrisi ve geometrik
modelleme gibi ¢esitli uygulama alanlar1 vardir [3].

Reel uzay formlarin altmanifoldlarinin i¢ ve dis degismezleri arasindaki esitsizlikler ilk
olarak 1993 yilinda B.-Y. Chen tarafindan ifade edilmistir [4]. Bu esitsizlik bugiin Chen
esitsizligi olarak bilinmektedir.

Temel dis degismez olarak ortalama egrilik vektorii ve i¢c degismez olarak da skaler egrilik
ve Ricci egriligi verilebilir. Bir reel uzay formunda bir altmanifold i¢in Ricci egriligi ve
ortalama egrilik vektorii arasindaki iliski Chen tarafindan [5] ¢alismasinda verilmistir. Bu
esitsizlik bugiin Chen-Ricci esitsizligi olarak adlandirilmaktadir.

[6] ¢alismasinda I. Mihai ve [7] calismasinda K. Matsumoto ve I. Mihai Sasakian uzay
formlarda altmanifoldlarin ortalama egrilik vektorii ve Ricci egriligi arasindaki iliskileri
elde etmislerdir. Bundan sonra birgok geometrici ¢esitli uzaylarda farkli altmanifoldlar igin
benzer problemleri ¢alismiglardir ([8-12]).

Ayrica [13] caligmasinda M. E. Aydin, A. Mihai ve 1. Mihai sabit egrilikli istatistiksel
manifoldlarin altmanifoldlar i¢in i¢ ve dis degismezler arasindaki iliskiyi elde etmislerdir.
[14] de A. Mihai ve I. Mihai sabit Hessian egrilikli Hessian manifoldlarin istatistiksel
altmanifoldlarin1 ¢alismislardir.

Bir Riemann submersiyonu uzakliklar1 koruyan ve maksimal ranka sahip bir doniisiimdiir
([15-19]). [20] calismasinda, Abe ve Hasegawa, temel uzay bir istatistiksel manifold
oldugunda yatay distriblisyonlari ile birlikte bir afin submersiyon calismislardir.

Takano [21] calismasinda, kompleks yapilarin istatistiksel submersiyonlarini, [22]
caligmasinda, ¢ok degiskenli normal dagilimlarin uzayinda istatistiksel submersiyonlarini,
[23] calismasinda da, hemen hemen kontakt yapilar ile birlikte istatistiksel manifoldlar ve
bunlarin submersiyonlarini ¢aligmistir.

Yukaridaki ¢alismalar dogrultusunda, bu calismada yar1 sabit egrilikli istatistiksel
manifoldlarin altmanifoldlari, Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldlarin altmanifodlar1 ve
kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonlar ele alinacaktir.



Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir.

Ikinci boliimde, diger béliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlardan
bahsedilmistir.

Uciincii boliimde, bu calismanin temel konusunu olusturan istatistiksel manifold kavramu,
tanim1 ve bu manifoldlar ile ilgi baz1 6zellikler ve teoremlere yer verilmistir.

Dordiincii boliimde yar1 sabit egrilikli istatistiksel manifold kavrami tanitilmis ve bu tip bir
istatistiksel manifold 6rnegi verilmistir. Bir yar1 sabit egrilikli istatistiksel manifoldun bir
altmanifoldunun skaler egriligi icin bir esitsizlik elde edilmistir. Ayrica Chen-Ricci
esitsizligi ve genellestirilmis Wintgen esitsizligi de bu tip altmanifoldlar i¢in ifade
edilmistir.

Besinci boliimde, Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldlarin istatistiksel altmanifoldlar:
tanitilmis ve drnekler verilmistir. Bu tip bir manifoldun egrilik tensoriiniin sagladigi 6zel
bir esitlik i¢in altmanifoldun skaler egriligi ile ilgili esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica
devaminda da bu tip istatistiksel manifoldlarin alt manifoldlar1 i¢in Chen-Ricci esitsizligi
bulunmustur.

Son béliminde, kosimplektik-benzeri istatistiksel manifoldlar {izerinde durulmustur. Bu
tip bir manifoldun egrilik tensoriiniin sagladigi 6zel bir esitlik i¢in 6rnekler verilmistir.
Kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonlarin temel ve baz manifoldlarinin bazi
sartlar altinda sagladig1 6zellikler incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilecektir.

2.1 Riemann Manifoldlar ve Levi-Civita Konneksiyonu

Tamm 2.1.1. [24] M bir diferensiyellenebilir manifold ve tzerindeki diferensiyellenebilir
vektor alanlari kiimesi y (M) olsun. Bu durumda

g :;((M )xg(M)—)Cw(M,R)
ile tammli g bilineer formu simetrik ve pozitif tamimli ise, yani VX,Y € y(M ) icin

@ g(X,Y)=g(Y,X),
(b) g(X,X)=0ve VX eyg(M)igin g(X,X)=0< X=0

sartlar1 saglaniyorsa, g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir. Bu
durumda (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir.

Tammm 2.1.2. [25] M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda
XY, Z E}((M), vf,g eCw(M,R) ve a,f R igin

Vig(M)xz(M)—> z(M)

dontlistimii

i) V,(aY+pZ)=aV,Y +pV,Z

i) Vi (fY)=X(f)Y+fVv,Y

i) Vi, wZ=1V,Z+gV,Z

ozelliklerini sagliyor ise V ya bir afin konneksiyon denir.

Tammm 2.1.3. [19] M bir diferensiyellenebilir manifold ve V M (zerinde afin
konneksiyon olsun. Bu durumda

T:x(M)xx(M)—> x(M)
(X,Y) T (X,Y)=V,Y -V, X ~[X,Y]

ile tanimli T tensor alanina V' afin konneksiyonunun torsion tensér alan: denir. Burada [,]
Lie operadriini gostermektedir.

Tamm 2.1.4. [25] (M, g) bir Riemann manifoldu ve

Vig(M)xxz(M)—> x(M)



afin konneksiyon olsun. X,Y,Z € y(M)igin
) V,Y-V,X-[X,Y]=0 (torsiyonsuzluk 6zelligi)
i) Xa(Y.Z)=9(V,Y.Z)+9(Y.V,Z) (paralellik aksiyomu)

ozelliklerini sagliyorsa V ya Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyon adi
verilir.

Tamm 2.1.5. [25] M bir C” manifold ve V M de bir afin konneksiyon olsun. M nin
egrilik tensor alan1 R,

R:ix(M)xx(M)xx(M)— z(M)

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V,,Z

()
ile tammlanur, burada X,Y,Z € y (M )dir.

Onerme 2.1.6. [25] Eger V afin konneksiyonu torsiyonsuz ise R egrilik tensor alani
asagidaki ozellikleri saglar:

i) R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z

i) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0 (1. Bianchi 6zdesligi)
i) (V,R)(Y,Z)+(V,R)(Z, X)+(V,R)(X,Y)=0 (2. Bianchi 6zdesligi)
iv) g(R(X,Y)V,W)=g(R(V,W)X,Y) .

Tamm 2.1.7. [26] M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M nin egrilik tensor alani
icin
R=0
ise manifolda flatdir denir.
Tamm 2.1.8. [25] (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. X |,Y, e T M ve p e M igin
_ g(R(X,,Y,)Y,, X))
g(Xp7Xp)g(Yp’Yp)_g(Xp’Yp)z

bi¢giminde tanimlanan

K(X,AY,)

KID:TMxTM >R
fonksiyonuna X | ve Y, tarafindan gerilen [ duzlem kesitinin egriligi ad verilir.

Tammm 2.1.9. [26] (M,g)n-boyutlu Riemann manifoldu ve M uzerindeki lokal
ortonormal vektér alanlar {E,,...,E,} olsun. Bu durumda vX,Y € (M) igin



Ric: y(M)xx(M)—>C”(M,R)
(X,Y) > Ric(X,Y)=izR(., X )Y

déniisiimii ile tanimli (0, 2)-tipinden
Ric(X,Y)=>g(R(E.X)Y,E)

i=1
tensor alamina (M, g ) manifoldunun Ricci tensér alan: adi verilir.
Tamim 2.1.10. [26] (M,g) bir Riemann manifoldu ve peM noktasindaki tanjant uzay
T,Molsun. T )M uzaymn 2-boyutlu altuzaylarma gore kesit egriliklerinin toplamma M
manifoldunun skaler egriligi denir ve 7 ile gosterilir. Buna gore T )M uzayinin bir

ortonormal bazi {e,,...,e,} olmak lizere

r=>Y Ric(e,¢)
i=1
dir.
Tamm 2.1.11. [10] M ve M birer C* manifold ve
f:M—->M

bir C* fonksiyon olsun. Eger f nin f, Jakobian doniisiimii Vp € M icin regiler ise f ye

Mden M ye bir immersiyon denir. Bir baska deyisle rankf,=boyM ise f bir
immersiyondur.

Tamm 2.1.12.[10] f :(M,g)— (M, @) bir immersiyon olmak tizere VX,Y e (M) igin

9(£.(X), 1.(Y))=9(X.Y)
ise f ye bir izometrik immersiyon adi verilir.

(M,3) ve M sirast ile m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve n-boyutlu bir keyfi manifold

olsun. Bu durumda i:M — M immersiyonunu goz oniine alalim. i immersiyonu M
lizerine i'g ile tanimli simetrik, bilineer ve pozitif tanimli form, yani bir Riemann metrigi

indirger. Bu form g ile gosterilsin. Bu durumda (M,g) bir Riemann manifoldu ve i de
izometrik immersiyon olur. p e M noktasinda altmanifoldun tanjant uzay1 T,;M olsun. Bu

durumda T, M, T, M tanjant uzayinn alt vektor uzayidir [26].

V, M iizerinde Riemann konneksiyonu ve V M iizerinde indirgenmis konneksiyon
olmak iizere, X,Y € (M) igin

10



VY =V, Y +h(X,Y) (2.1)

olarak tammlanir. Burada V,Y ve h(X,Y),V,Y nin sirasi ile tanjant ve normal

bilesenleridir. (2.1) formulli Gauss formili olarak bilinir. h(X,Y) simetrik iki lineer
normal vektor alanina, M altmanifoldunun ikinci temel formu denir [26].

£, M igin bir normal vektor alani ve X de tanjant vektor alani olsun. V, &
ﬁxfz—A§X+Dxc§ (2.2)

olarak tammlanir. Burada —A.X ve D,& swrasi ile V& nin tanjant ve normal

bilesenleridir ve D T*M normal demetinde bir metrik konneksiyondur. (2.2) formiilii
Weingarten formull olarak bilinir ve A, ye & yontndeki sekil operatdrii adi verilir [26].

Onerme 2.1.13. [26]

i) A.X, &veX egoreiki lineerdir.

i) M de herhangi bir & normal vektor alan1 ve X,Y tanjant vektor alanlari igin
g(AX,Y)=7(h(X.Y).&)
dir.

M, m-boyutlu (M, J) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. R ve R
sirasi ile M ve M nin egrilik tensor alanlari olmak iizere; X,Y,Z,W € y(M) icin Gauss,

Codazzi ve Ricci denklemleri sirasi ile

R(X.Y,ZW)=R(X,Y,ZW)+g(h(X,Z),h(Y,W))

~g(h(X,W),h(Y,2)), 23)
(R(X.Y)Z) =(¥,h)(Y.2)-(V,h)(X,2), (2.4)
RD(X,Y,f,n):ﬁ(X,Y,g,n)+g([A§,A7]X,Y) (2.5)

ile verilir. Burada R°® normal konneksiyonun egrilik tensdr alamidir ve

[A. A ]=AA A A.dir [26].

Tanmm 2.1.14. [26] M, m-boyutlu (M,g) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir
altmanifoldu, {e,,...e,}, {€,,;,....€,} M iizerinde siras1 ile T,M ve T,"M nin ortonormal

catilar1 olsunlar. Bu takdirde V ve V° afin konneksiyonlarma gére ortalama egrilik

vektorleri sirasi ile

11



1 n lm—n n " . 5
H ZHZh(ei,ei):F _1(zhii jenwx’ hij =g(h(ei’ei)7en+a)

4L ) 2N e ol e

seklinde tanimlanir.

2.2 Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen kontakt metrik manifoldlar ile ilgili bazi temel kavramlar
verilecektir.

Tamm 22.1. [27] (M,g) (2n+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.
VX,Y,Z € 7(M)igin

¢'=-1+n®¢, n(5)=1, nop=0

g(eX, oY )=g(X,Y)=n(X)n(Y), 7(X)=9(X,&)

sartlarin1 saglayacak sekilde bir (1,1)-tipinde bir ¢ tensor alani, & vektor alani, 7 1-formu
ve g Riemann metrigi varsa, (gp,f,n,g) dortlusiine hemen hemen kontakt metrik yapu,
(M,0,&,m7,9) beslisine de hemen hemen kontakt metrik manifold denir. Eger

dn = <D(X ,Y) =g (X ,(pY) kosulu da saglaniyorsa (M 0, &1, g) bir kontakt metrik
manifold olarak adlandirilir. Buradaki @ doniisiimiine M nin temel 2-formu ad verilir.

Tamm 2.2.2. [27] (M,,&,77,9) bir hemen hemen kontakt metrik manifold tizerindeki
her X,Y,Z vektor alanlari igin

[.0](X.Y) =0 [X.Y]+[oX, 0¥ |-0[oX.Y]-¢[X,¢Y]

ile tanmli [, ] doniisiimiine ¢ nin Nijenhuis torsiyon tensori denir. Eger (¢,&,7,9)

hemen hemen kontakt metrik yapisi igin

[p.0]+2dn®&E=0

ise bu yapiya normaldir denir. Bir normal kontakt metrik manifolda bir Sasakian manifold
ad1 verilir.

Teorem 2.2.3. [27] Bir hemen hemen kontakt metrik manifoldun Sasakian olmasi igin
gerek ve yeter kosul

(V@)Y =g(X,Y)E-n(Y)X

olmasidir.
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Tamm 2.2.4. [27] (V Xgp)Y =0 ve V,& =0 sartlarin1 saglayan bir hemen hemen kontakt
metrik manifolda bir kosimplektik manifold denir.

2.3 Riemann Submersiyonlari

Bu kisimda Riemann submersiyonlari ile ilgili temel kavramlar tanitilacaktir.
Tamm 2.3.1. [28] M m-boyutlu bir manifold olsun. M (zerinde
VM >TM
p—>V,cT,M
ile tanimli ) doniisiimiine bir distriblisyon denir.

Tamm 2.3.2. [28] M bir C” manifold; V', M manifoldu tzerinde C” distriblisyon ve B
M nin bir altmanifoldu olsun. Eger B nin her p noktasinda B nin tanjant uzayi ile 1 aymi

ise B ye V nin integral manifoldu denir.

Tamm 2.3.3. [28] M bir C” manifold ve B, M nin bir altmanifoldu olsun. Eger B nin
her p noktasi i¢gin V' nin p yi kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa V ye
integrallenebilirdir denir.

Tammm 2.3.4. [29] (M,g) ve (B,g') sirastyla m-boyutlu ve n-boyutlu Riemann

manifoldlar1 olmak tizere

7:(M,g)—>(B,g")

bir 6rten C” doniisiimii igin

rankd z, = boyB

ise 7 ye peM noktasinda bir submersiyon denir.

Herhangi bir peB icin F,=7"(p) uzerindeki Iif (M,g) manifoldunun r=(m-n)-
boyutlu bir altmanifoldudur. 7™ ( p) altmanifoldlarina submersiyonun lifleri denir [17].
Herhangi bir ge M igin (M,g) deki V integrallenebilir distriblisyonu

V, =cekr.,

seklinde tanimlamir ve 1) ye submersiyonun dikey distribtisyonu denir [29].

1
H=(%)
seklinde tanimli distribiisyona ise submersiyonun yatay distriblisyonu denir [29].

Teorem 2.3.5. [29] 7:M — B bir submersiyon ve M nin dikey distribisyonu ) olsun.
Bu durumda z(q)=p ve geM icin her 1) dikey distriblisyonu 7~*(p) in tanjant uzay:
ile cakasr.
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Tamm 2.3.6. [29] M Uzerindeki bir X vektor alani yatay distribiisyona ait ise yatay
vektor alani olarak adlandirlir ve yatay vektor alanlarm kiimesi " (M ) ile gosterilir.

Tamm 2.3.7. [29] M (zerindeki bir X vektor alan1 dikey distribiisyona ait ise dikey
vektér alani olarak adlandirilir ve dikey vektor alanlarin kiimesi ' (M) ile gosterilir.

Herhangi bir E€ (M) i¢in E nin dikey ve yatay bilesenleri sirasiyla VE ve hE ile
gosterilir.

Tamm 2.3.8. [29] M ve B Riemann manifoldlar1 olsunlar. Eger bir X yatay vektor alani
ve B Uzerindeki bir X' vektor alani m(X): X' esitligini sagliyor ise X ve X'vektor

alanlarina 7 -baglhidirlar denir. Bu durumda da X vektor alanina temel vektor alan: denir.

Tamm 2.3.9. [29] (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar1 olsunlar. Bir
7:(M,g)—(B,g')

C” submersiyonu eger

i) 7 doniisimii maksimal ranka sahiptir,
i) VgeM noktasinda 7., doniisiimii yatay vektorlerinin uzunlugunu korur. Yani

9 (u.v) = 9% (ﬂ*qu’ ”*qv)’ uvem,

sartlarin1 sagliyor ise 7z ye bir Riemann submersiyonu denir. Bu ise bir g e M noktasinda

7. tirev doniisiminin H, yatay uzaymndan T”(q)B tizerine bir lineer izometri oldugunu

soyler.

Tamm 2.3.10. [29] (M,g) ve (B,g’) Riemann manifoldlari ve 7:(M,g)—(B,g’)bir
Riemann submersiyonu olsun. (1,2)-tipinden T temel tensor alant

T (E, F) =T.F=hV_VF+W _hF, EFe ;((M )

seklinde tanimlidir.

T temel tensor alan1 asagidaki 6zellikleri saglar [17]:

i) Eey(M) igin T, ters-simetrik ve lineer bir operatorduir.

ii) Eey(M) icin T, yatay ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir.
i) T dikey tensér alamidir yani E € (M) icin T, =T, dir.

iv) T dikey tensor alani simetriktir. Yani U,W € " (M) igin
TWw=T,U

dir.
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Tamm 2.3.11. [29] (M,g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar1 ve z:(M,g)—(B,g’) bir
Riemann submersiyonu olsun. (1,2)-tipinden A temel tensér alant

A(E,F)=AF =V, hF +hV,.vF, E,Fez(M)

seklinde tanimlidir.

Atemel tensor alan1 asagidaki 6zellikleri saglar [17]:

i) Eey(M)igin A ters-simetrik ve lineer bir operatérdur.

i) Eex(M)icin A yatay ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir.
i) Avyatay tensér alanidir yani E € y(M) icin A, = A dir.

iv) Avyatay tensdr alani ters-simetriktir. Yani X,Y € " (M) icin

AY =-A X

dir.
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3. ISTATISTIKSEL MANIiFOLDLAR

Olasilik dagilimlarin iizerinde calisilan bilgi geometrisi ilk olarak 1985 de ortaya ¢gikmustir.
Matematikte; istatistiksel sonug¢ c¢ikarma, lineer ve lineer olmayan sistemler, lineer
programlama, konveks analiz, zaman serileri, sinir aglari, integrallenebilir sinir aglari,
geometrik modelleme gibi ¢ok genis uygulama alanlarina sahiptir. Istatistiksel manifoldlar
dokularin renk ve parlakligiyla ilgili olarak goriintii analizinde kullanilir [30].

Tamim 3.1. [31] (Lauritzen) (M , g) n-boyutlu bir diferensiyellenebilir Riemann manifoldu
olsun. X,Y,Z € x(M)icin

D:y(M)xx(M )—)Simemk 7(M)

2 Tneer
g(D(X.Y),Z)=C(X,Y,Z)

déniisiimii yardimuyla tanimlanan
C:x(M)xy(M)xg(M)—"%5C"(M,D)
C(X,Y,Z)=C(Y,X,Z)=C(Y,Z,X)
(C(X,Z,Y)=C(Z,Y,X)=C(Z,X,Y))

tgincti mertebeden simetrik kovaryant C tensdriiniin olusturdugu (M, g,C) yapisina bir
istatistiksel manifold denir. C ’ye de manifoldun ¢arpikiig: yada kibik formu adi verilir.
Simdi istatistiksel manifoldun Kurose tarafindan verilen tanimi verilecektir. Kurose tanimi
[30] ile Lauritzen’ in taniminin denk olmasindan Onerme 3.5 de bahsedilecektir.

Tamm 3.2. [30] (M, g) Riemann manifoldu V torsiyonsuz afin konneksiyon olsun. Eger
Vg tamamen simetrik ise yani X,Y,Z € (M) icin

(Vx9)(Y.2)=(Vy9)(X.2)

oluyorsa, (M vV, g) ucllsiine Kurose anlaminda istatistiksel manifold denir.

Tamim 3.3. [31] (M .0, D) istatistiksel manifold ve V M nin bir afin konneksiyonu olmak
Uzere a —konneksiyon

VY =V, Y ~2D(X.Y). aeD

esitligi ile tanimlanir.

Tamm 3.4. [1] % konneksiyonu, a =1 icin Ustel konneksiyon, a =-1 icin karma
konneksiyon adini alir.

Onerme 3.5. [31] v torsiyonsuz konneksiyondur ve Tanim 3.3 deki sartlar1 saglayacak
sekilde var ve tektir. Daha fazlasi

[%xgj(Y,Z)=aC(X,Y,Z)
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dir.

Tamm 3.6. [32] Eger (V,9g) cifti

(9,0)(¥.2)~(v,0)(X,2)=0

sartin1 sagliyorsa istatistiksel yapt adin1 alir.

Tamm 3.7. [31] (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. VveV M Uzerinde iki

torsiyonsuz afin konneksiyon olmak tizere X,Y,Z € ;((M) icin

Zg(X,Y)=g(V,X,Y)+g(X,V7,Y) (3.1)
ve
2V =V 4V’ (3:2)

esitlikleri saglaniyorsa, M ye bir istatistiksel manifold denir. Burada V ve V~

konneksiyon ciftine dual konneksiyon cifti veya dualistik yap: denir ve V° Levi-Civita
konneksiyonunu gostermektedir.

R ve R” sirastile V ve V' egrilik tensor alanlari olsun. Bu durumda
g(R7(X.Y)ZW)=-g(Z,R(X,Y)W) (3.3)
esitligi saglanir [32].

V° g metrigine gére Levi-Civita konneksiyonu olsun. (3.2) esitliginden (Vo,g) cifti
asikar istatistiksel yapr veya Riemann istatistiksel yapi olarak adlandirilir. Bu durumda
M, (VO, g) asikar istatistiksel yapisi ile birlikte asikar istatistiksel manifold adini alir [32].

Tamm 3.8. [32] (M,g,V) ve (M,g,V) iki istatistiksel manifold ve f:M —M bir
immersiyon olsun. Eger (V,g) cifti Tamim 3.6 daki esitligi saglayacak sekilde bir

istatistiksel yap1 ise, f:M — M immersiyonuna istatistiksel immersiyon denir. Boyle bir

immersiyon taniml1ise M ye M nin bir istatistiksel altmanifoldu ad1 verilir.
Tamm 3.9. [33] M, M nin n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. M nin normal vektor

alanlarmin uzayr y*M ile gosterilsin. h ve h” simetrik ve bilineer fonksiyonlar olmak
tzere X,Y € y(M) ve £e€ y*M igin asagidaki denklemler gegerlidir:
g(AX.Y)=g(h(X.Y).&),

g(A.X.Y)=g(h"(X.Y).&).

Onerme 3.10. [33] V M zerinde afin konneksiyon ve V M {izerinde V den

indirgenmis konneksiyon, R ve R sirastile V ve V nm egrilik tensor alanlar1 olsun. Bu
durumda X,Y,Z,W € y(M) ve &, €z (M )igin Gauss ve Ricci denklemleri sirasi ile

g(R(X,Y)ZW)=g(R(X,Y)ZW)+g(h(X,Z),h"(Y,W))-g(h"(X,W),h(Y,Z)),
g(R (X.Y)En)=g(R(X.Y)Em)+g([ALA]X.Y)
seklinde verilir. Burada [A;, AJ = A;Aw - A7A;dir.

Onerme 3.11. [33] V' M izerinde dual konneksiyon ve V° M iizerinde V~ den

indirgenmis konneksiyon, R” ve R” sirasiile V' ve V'1n egrilik tensor alanlar1 olsun. Bu
durumda Gauss ve Ricci denklemleri sirasi ile
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g(R(X,Y)ZW)=g(R"(X,Y)ZW)+g(h"(X,Z),h(Y.W))-g(h(X,W),h"(Y,2)),
a(R" <xv n)-s(R &)+ a([AA]x.Y)
dir. Burada [ A, A’ |= A.A - AA.dir.

Ornek 3.12. [1] x, X uzaymnn rasgele degiskeni ve p(X,@), 0 ile parametrelenmis,

X Tlzerindeki yaygin ol¢ciim P ye gOre X in olasilik yogunluk fonksiyonu olmak
uzere, S={p(x,0)} bir istatistiksel model olsun. Burada R" n-boyutlu reel uzayin

® acik alt kiimesine ait n-boyutlu 8 = (01,...,9”) seklinde bir parametredir.

Simdi istatistiksel yap1 6rnegi verelim. X, X :{1,2,...,n+1} kiimesi uzerinde rastgele
degisken, x =i igin p;,

z p=1 1>p >0, i=1..n+1

seklinde verilen bir olasilik olsun. Bu durumda p, bir ¢ok terimli dagilim tanimlar.

Eger 6" = p,, 6° = p,,..,0" = p, denirse, ¢ok terimli dagilimin olasilik fonksiyonu

)=>.5(x=i)0'+5(x—n- 1(1 ZHJ

olarak yazilabilir. Burada & kroneker deltasidir. S Uzerinde yukarida tanimlanan ¢ok
terimli dagilim bir ¢ok terimli istatistiksel yap1 olusturur. S ye istatistiksel manifold
denir.

Ornek 3.13. [44] a>0 yaricapli S* kiresi
X+ X5+ X+ X, +x2 =a’

denklemi ile tanimlanabilir. Eger {u,,u,,u;u,} S* kiresi Uzerinde ortonormal baz
vektorleri olmak tzere

X, = acosu, cosu, CoSu, cosu,,
X, =acosu, cosu, cosu,sinu,,
X; =acosu, Cosu, sinu,,

X, =acosu,sinu,,

X; =asinu,

denirse S* kiresi tizerindeki metrik
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1 0 0 0
0 cos’u 0 0
—(q.)=a2 1
J (g”) 0 0  cos’u.cos’u, 0
0 O 0 cos” u, cos” U, cos” U,

seklinde yazilabilir. Herhangi bir « reel sayisi igin «a konneksiyon V(a)ve
0, =0l0u; (i=1,2,3,4) olmak tizere

v\, = (1+a)sinu, cosu,d, + e (tanu, —cotu, )d,,

2

V99, =Vio, =—(1-a)tanu,d,,

V99, =vi9, = -(1-a)tanu,d,,

2

V9o, = (1+ a)(sin U, COS U, COS’ U,, +Ssinu, cosu,o, ) +a(tanu, —cotu,)d,,

3

Vi, =V, = (1-a)tanug,

4
(@)y _ ; 2 2 . 2 .
Velo, = (1+a)(sinu, cosu, cos’ u, cos” u,d, +Ssinu, COSU, COS” Uyd, +SiN U, COS U0,

+a (tanu, —cotu, )d,,
seklinde tanimlanabilir. O halde (s“, g,V(“)) tclust bir istatistiksel manifolddur.

3.1 Kath Carpim Manifoldlarinda Dualistik Yapilar
Tamm 3.1.1. [15] (M,g) ve (N,h) siras1 ile m-boyutlu ve n-boyutlu iki Riemann

manifoldu, f:M — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. VXY eZ(B) icin
B=M xN (zerinde,

g, =79 +(f on)zh

seklinde tanimli g, Riemann metrigi ile belirli (B,gf) ikilisine (M,g) ve (N,h)
manifoldlarinin katl ¢arpimi denir, B=M x, N seklinde gosterilir ve f fonksiyonu da
katly ¢carpim fonksiyonu olarak adlandirilir, g, metrigine ise B nin katli metrigi denir. f

bir sabit ise M x N ¢arpim manifoldu elde edilir.
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L, (M) (veya L, (N)) M xN uzerinde yatay liflerin (veya dikey liflerin) vektér alanlari
kiimesi olsun. Bu durumda

T(MxN)=L, (M)®L, (N)
yazilabilir.

(g;,D,D") MxN iizerinde bir dualistik yapt olsun. X,Y e L,, (M)veU,V eL, (N) icin

7. (DY) = MVXY_Vem(D;Y): VLY

X
ve
0.(DyV)="V\V veo.(DjV)="V,V

U

dir. DveD” M xN {zerinde birer afin konneksiyonlar, = ve o sirasi ile M ve N
tizerinde M x N nin izdiisiim fonksiyonlar1 oldugu i¢in ¥V ve MV’ M (zerinde, "V ve
NV’ N iizerinde afin konneksiyonlardir [38].

Onerme 3.1.2. [34] (g,MV,MV’) iiclisi M (izerinde ve (h,NV,NV’) ticlist N

tizerinde dualistik yapilardir, yani

MV = ( M V)* g metrigine gore

ve

NV = ( N V)* hmetrigine gore

yazilabilir.

(g,V, V*) ve (h, Vv, @*) sirast ile M ve N iizerinde dualistik yapilar olsun.
X,Yel, (M) ve U,V e LV(N) icin

(i) D,Y =(Vy¥)"

(i) D,U = D, X =XT'fu

<U,V >

(i) D,V = — gradf +(V,V)'

ve
() DyY =(V;Y)"

(b) DLU = D} X =XT'fu
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<U\V >

~ ~\V
(©) D)V =— gradf +(v’; v)

dir [38].
Yardimer Teorem 3.1.3. [34] X,Y,ZeL, (M) ve U,V,W e L, (N) icin

@) R(x.Y)Z=("R(X.Y)Z),
(R(V,Y)Z ==THL(Y.Z)V,
i) R(X,Y)V =R(V,W)X =0,
(V) R(X,V )W :—%g(V,W)DX (gradf),

(WR(VW)U =("R(VW)U)

dir.
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4. YARI SABIT EGRILILIKLI iISTATISTIKSEL MANIiFOLDLARIN
BAZI ALTMANIFODLARI iCiN BAZI ESITSiZLIiKLER

Bu boliimde yar1 sabit egrilikli istatistiksel bir manifoldun istatistiksel altmanifoldlar
incelenecektir. Bu tip altmanifoldlar i¢in bazi esitsizlikler elde edilecektir ve bir drnek

verilecektir.

4.1 Yan Sabit Egrilikli Istatistiksel Manifoldlar ve Bunlarin Bazi Altmanifoldlar:

Tamm 4.1.1. [35] Bir (6,@) istatistiksel yapisi igin V nm egrilik tensor alam R

X,Y,Z € y(M)igin eger

Fi(xv)zza{g( Z)X -g(X,z)Y}
+b[T(Y)T(Z)X-g(X,Z)T(Y)P (4.1)
+g(Y,z) (X)P-T(X)T(Z)Y]

esitligini sagliyor ise, (@, 9] ) istatistiksel yapisina yart sabit egriliklidir denir. Burada a ve
b skaler fonksiyonlar; P birim vektor alani olmak tizere, T ¢ (X , P) =T (X) seklinde
tanimli bir 1-formdur. Eger bir M istatistiksel manifoldu (?,g~ ) istatistiksel yapisi ile

birlikte (4.1) esitligini saglayan bir R egrilik tensor alanma sahip ise, bir yar: sabit
egrilikli istatistiksel manifold adimi alir [35]. Eger (4.1) esitliginde b=0 alinirsa, M
istatistiksel manifoldu bir sabit egrilikli istatistiksel manifolda donisir [13]. (3.3)

esitliginden, eger (@, g) bir yar1 sabit egrilikli istatistiksel yapi ise, (@*, g) dual yapis1 da
bir yar1 sabit egrilikli istatistiksel yapidir. Boylece (4.1) esitligi (ﬁ*,g ) yapis1 i¢inde

gecerlidir.

Ornek 4.2.2. [35] | 1-boyutlu istatistiksel manifold, M"(c) ¢ sabit egriligine sahip
istatistiksel manifold ve D, D" dualistik yapilar, 7:M =1xM"(c)—>M"(c) projeksiyon
doniisiimii olmak {izere; (|\7| =1xM"(c),D, D*) dualistik carpim olsun. | {zerindeki

metrik dt? ile gosterilsin. g,,, M"(c) Uzerindeki metrik olmak Uzere,
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g:dt2+g|\/|

yazilabilir. %e 7(1) olmak lizere, »(M ) Uzerindeki bir X vektor alam

X :ﬂ*(x)+g(x,%§ (4.2)

seklindedir. (I\7I =1 xM”(C), D,g ) manifoldunun bir istatistiksel manifold olmasi igin
gerek ve yeter sart (I,V,dtz) ve (M”(C)ﬁ,gM) manifoldlarmin birer istatistiksel
manifold olmasidir [36]. Bu yiizden (|\7| =1xM"(c), D,g) bir istatistiksel manifolddur.

(|\7I =1xM"(c),D, (j) istatistiksel manifoldunun yari sabit egirilikli istatistiksel manifold

oldugunu gostermek icin egrilik tensérinin (4.1) esitligini sagladigi gosterilmelidir. O
halde (4.2) den

dir. R (%,%) Z =0 oldugu bilindiginden, son esitlik
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§(R°(X.Y)ZW)= (R (m.(X).7.(1))ZW)
+G(Y.§jg(ﬁ*(m(x),%jz,w}g(x,%}g(ﬁ*[%,ﬂv)]z,w}

seklinde yazilabilir. (4.2) esitligi kullanilirsa

=§(R (= (X),z(Y))z(Z).W)

+g z,gjg[ﬁ*(m(x),ﬂ (Y))%,W)+9(Y,§J9(R (ﬂ (X),%)m(Z)Wj

+g Y,%)g(z,gjg(ﬁ*(m(x),%)%,W]+Q(X,gjg(ﬁ*(g,mw)jﬂ (z)wj
+§ X,%jg(z,%)g(ﬁf(ﬁ,ﬂv))%w]

[(®X
N

[(eX
=<

[(e)
<
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—g(R" (7 (X), 2 (V)7 (2) 2. (W)
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(4.3)

bulunur. Yardime1 Teorem 3.1.3 geregi, f fonksiyonunun sabit oldugu gézoniine alinirsa ve

7 (X) 2 (), 7 (2), 7 (W) e 2(M7 (c)) ve %e;((l) oldugu icin
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1lirsa,

degerler (4.3) de yerine yaz

. Elde edilen

dir

(4.4)
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sabit egrilikli

M"(c)

Yardimei Teorem 3.1.3 geregi f =sabit alinirsa,

. Ayrica

oldugu i¢in

g(ﬁ*(ﬂ*(x),m(Y))m(Z),m(W))=C(g(m(Y),m(Z))g(m(X),ﬂ*(W))

-9(7.(X). 7. (2)) g (7. (¥), 7. (W))),
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=c(g(m (V). 7(2)) g (7 (X). 7 (W)) (45)
( g(7(

bulunur. Ayrica (4.2) den

- 0 )0
ﬂ*(X):X—g(X,ajE

dir. Buradan

bulunur. Buda R"1n (4.1) esitligini sagladigini gosterir.

4.2 Yar1 Sabit Egrilikli istatistiksel Manifodlarin Baz1 Altmanifoldlari i¢cin Bazi
Esitsizlikler
Bu boliimde yar1 sabit egrililikli istatistiksel manifoldlarin bazi altmanifodlar1 igin,

Pe y(M) olmasi durumunda, baz1 esitsizlikler elde edilecektir. P e y*(M) durumunda
[13] makalesindeki sonuclar elde edilmektedir.
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Onerme 4.2.1. [35] M bir (n+k)-boyutlu yar1 sabit egrilikli istatistiksel manifold ve
M <M n-boyutlu bir altmanifold olsun. Kabul edelim ki h ve h* tensor alanlari
X,Y € y(M) igin

h(X,Y)=g(X,Y)H ve h(X,Y)=g(X,Y)H" (4.6)
esitligini saglasin. Bu durumda M yari-sabit egrilikli bir istatistiksel manifolddur. Burada
H ve H" ortalama egrilik vektor alanlaridir.

ispat. (4.6) esitliginin Onerme 3.10 da verilen Gauss denkleminde kullanilmastyla
G(R(X,Y)ZW)=g(R(X,Y)Z,W)

+{9(X,Z)g(Y.W)-g(X.W)g(Y.Z)}g(H.,H")

olup; M yan sabit egrilikli istatistiksel manifold oldugu icin (4.1) esitligini saglar. Bu
durumda

a{g(Y, Z) (X
+b[T (Z)g
+9(sz) (X)T

%

dir. Buradan
g(R(X,Y)ZW)=a{g(Y,Z)g(X.W)-g(X,Z)g(Y.W)}
+b[T(Y)T(Z)g(X.W)-g(X,Z)T(Y)T(W)

+9 (Y, Z)T(X)T(W)-T(X)T(Z)g(Y.W)]
+H{g(XW)g(Y.2)-g(X.Z)g(Y.W)}g(H,H')

dir. Yukaridaki denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda

g(R(X,Y)ZW)=(a+g(H,H")){g(Y.Z)g(X.W)-g(X,Z)g(Y.W)}
+b[T(Y)T(Z)g(X.W)-g(X,Z)T(Y)T(W)

+9 (Y, Z)T(X)T(W)-T(X)T(Z)g(Y.W)]

elde edilir. Bu da M nin yari sabit egrilikli bir istatistiksel manifold oldugunu gésterir. o

Onerme 4.2.2. [35] M bir (n+k)-boyutlu yari sabit egrilikli istatistiksel manifold,
M M n-boyutlu bir altmanifold ve {E, ,,...,E,.. } (M) nin bir ortonormal bazi olsun.

Ric ve Ric sirastyla indirgenmis V ve V* konneksiyonlarinin Ricci tensor alanlar1 olmak
lizere Ric ve Ric” sirasiyla asagidaki esitlikleri saglar:

Ric(X,Y)=(a(n+1)+b)g(X,Y)+b(n—2)T(X)T(Y)
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+2{9 (A, XY )uAl g (Aff X, AEMY)} (4.7)

ve

Ric’(X,Y)=(a(n+1)+b)g(X,Y)+b(n—-2)T(X)T(Y)

+Z{g (AZ‘ X ,Y)trAEmi -9 (AZ‘MY, A X )} (4.8)

ispat. M, M nm n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. O halde (M) nin bir {E,,...,E,}
ortonormal bazi icin Tanim 2.1.9 geregi Ricci tensor alani

Ric(X,Y)=>" g(R(E;, X)Y,E,) olup; (4.1) ve Gauss denklemi geregi

=t

Ric(X,Y) = i(a{g(X,Y)g(Ej, E;)-9(E;.Y)g(X,E))}

=1

+o{g(E;, E)T(X)T(Y) - a(E;,YIT(X)T(E)) (4.9)
+(XY)T(E)T(E;)-g(X, E)T(V)T(E))}

+9(h"(E;,E)),h(X,Y)) - g(h" (X, E)),h(E},Y)))

dir. Diger taraftan

Safo(X.V)a(E, E))- (€, a(X.E))}

aZ{g(X,Y)g(EJ,EJ)_g(Xlg(EwY)EJ)}

=

a{g(X,Y)n—g(X,Y)}

=a(n-1)g(X,Y), (4.10)

Zi:g(E,-,E,-)T(X)T(Y)=nT(X)T(Y), (4.12)
> 0(E, VT (X)T(E)) = 3T (X)a(8(E, V)E, P
=T(X)g(Y,P) =T (X)T(Y), (4.12)

> 9 (X Y)T(E)T(E) = 90X V) 9(E;, P (E,. P

= g(X,Y) Y 0(g(E, . P)E,,P) =g(X,Y) (4.13)

=1

olup; Tanim 3.9 geregi
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jzi;g(h*(X,Ej),h(Ej,Y)) =g(A X A Y), =1,k (4.14)
ve
zn:g(h*(Ej, E;).h(X,Y)) = g(AEn+iX,Y)trA:n+i, i=1,..,k (4.15)
[
yazilabilir. Boylece (4.10)-(4.15) esitlikleri (4.9) da yerine yazilirsa (4.7) elde edilir.

Benzer sekilde dual Ricci tensor alan1 Ric™ hesaplanarak (4.8) bulunur. o

Onerme 4.2.3. [35] M (n+k)-b0yutlu bir yar1 sabit egrilikli istatistiksel manifold ve
M <M n-boyutlu bir istatistiksel altmanifold olsun. Bu durumda (M,V,g) istatistiksel

manifoldunun skaler egrilik fonksiyonu 7 olmak (zere

2r>a(n?-n)+2b(n-1)+n’g(H,H")-|h][Ih’

dir. Esitsizligin esitlik durumu h||h" olmasi durumunda saglanir.
Ispat. Gauss denklemi ve (4.1) den

R(X,Y,ZW) = a[g(Y,Z)g(X.W)-g(X,Z)g(Y.W)]
+b[g (X W)T(Y)T(Z)-g(X,Z)T(Y)T(W)
+g(Y,Z)T(X)T(W)—g(Y,W)T(X)T(Z)]
+g(h"(X\W),h(Y,Z))-g(h(X,Z),h" (Y, W)).

(4.16)

yazilabilir.

kK n Y 2
[l =22 > ()
a=1i,j=1
ve benzer sekilde

=YY (he)

a=1i,j=1

h*

tanimlansin.

{el, ey en} < T,M bir ortonormal gat1 olsun. (4.16) esitliginden

n

i%R(epepepeiFi;:l[a{g(e,-,e,-)g(ewei)—g(ei,e,-)g(ei,e,-)}

+b{T (&)T(e;)0 (e &) -0 (e )TE)T(E)

+9(e;))TE)T(e)-9(e.8)T ()T ()]
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c0(1(.0).0(ee,) -0 00 (o) (.17

elde edilir. Diger taraftan

.Zn:a{g(ej,ej)g(ei,ei)—g(ei,ej)g(ei,ej)}

- Dafo(ene)ofena)-0(g(ene o)

- ga{g(erej)n—g(ewej )} =a(n® -n), (4.18)
37 (e))T(e))o(e.0)= Xo(er.P)o(e, P)a(ee)

- 20(0(e,P)e; PJo(e.e)=n (419
o(ee)TETe)= Xo(ee)a(e, P)afe.P) = 2o(e.o(e, e o (e.P)
=§9(ewP>9(ewP)=§9(g(ewP)enP)=g(P,P)=1 (4.20)

dir. Benzer sekilde Y g(e;.¢)T(e)T(g)=n ve » g(e.e)T(e)T(e)=1 olarak
ij=1 ije1

bulunur. Buradan ve (4.19) ile (4.20) toplanirsa

Zn:b{T (ej)T (ej)g(ei’ei)_g(ei’ej)T(ej)T(ei)

i,j=1

+9(e;.e;)TE)T(e)-9(e.€)T(e)T (ei)} = 2b(n-1), (4.21)

elde edilir. Diger taraftan

> a(h"(e.e).h(e;e,))=n°g(H" H), (4.22)
> a(h(eve;)h (ene))

= Z G(ﬁ(h(E, eJ) enm)enm,g(h (e, EJ) e, )enm) a=1,..k

- Z g(h(eI ;) ew)g(h’*(eI g ).e, )g(ew €..) a=1..k

= Y nh =1k (4.23)
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dir. (4.18), (4.21), (4.22) ve (4.23) degerleri (4.17) de yerlerine yazilirsa

2r = a(nz—n)+2b(n—1)+n2g(H,H*)—zk: > hehee (4.24)

a=11<i,j<n

elde edilir. ||h||2 ve ”h”2 nin tanimindan
2r> a(n®—n)+2b(n-1)+n*g(H,H")[h][|n"] (4.25)
esitsizligi bulunur. Esitlik durumu igin (4.24) ve (4.25) karsilastirilirsa

Ihlln°]= > ning =g (hh)

1<i, j<n

dir. Ayrica g(h,h*)=||h||||h*||cose oldugundan cos@ =1 olup; buradan h|/h™ oldugu

gorGlur. Burada @, h ve h” arasindaki agidir.o

Diger taraftan, yari sabit egrilikli M istatistiksel manifoldunun istatistiksel hiperyiizeyleri
icin X,Y,Ze (M) olmak uizere; V ve V" konnekiyonlarima gore Gauss denklemleri

sirasiyla

R(X.Y)Z=a{g(Y,Z)X-g(X,Z)Y}

+b[T (Y)T(Z)X =G (X, Z)T(Y)P+G(Y,Z)T(X)P-T(X)T(Z)Y]

+{h(Y,Z)A'X =h(X,Z)A'Y} (4.26)
R'(X.Y)Z=a{g(Y.Z)X -g(X,Z)Y}

+b[T (Y)T(Z)X =G (X, Z)T(Y)P+G(Y,Z)T(X)P-T(X)T(Z)Y]

+{h"(Y,Z)AX =h"(X,Z)AY},

dir [35].

Onerme 4.2.4. [35] M cM (n+l)-boyutlu M vyari sabit egrilikli istatistiksel
manifoldunun bir istatistiksel hiperylzeyi olsun. Bu durumda

2 > a(n” —n)+2b(n—1) +n?||H] [ H [~ |||
dir. Burada 7, (IVI WV, g) istatistiksel hiperyiizeyinin skaler egriligidir.

ispat. {e,...e,} T M bir ortonormal cat1 ve €,, M nin birim normal vektdrii olsun.
(4.26) dan

> g(R(ei,ej)ej,ei): > a{g(ej,ej)g(ei,ei)—g(ei,ej)g(ei,ej)}

1<i, j<n 1<i, j<n
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+b{T(ej)T(ej)g(ei,ei)—g(ei,ej)T(ej)T(ei)
+g(e; ) T(E)T()-9g(e.e)TE)T(E)]
+h(e;,e;)h"(e,,&)—N(e, e)h"(e;.e)

yazilabilir. M bir hiperyiizey oldugu i¢in normal vektér uzaymin boyutu 1 dir. Bu
durumda
H =[H]e

n+1

ve

H*=||H*

en +1

olup

> h(ej,ej)h*(ei,ei)=n2g(H,H*)

1<, j<n

=n’[H[n

bulunur. Buradan

2r = a(n’ —n)+2b(n—1)+n2||H||||H*

a Z hii hlj
1<i, j<n
=[n

> a(n®—n)+2b(n—1)+n’|H|[H" h|.

elde edilir.o

Onerme 4.25. [35] M cM (n+1)-boyutlu yar1 sabit egrilikli M istatistiksel
manifoldunun bir istatistiksel hiperytizeyi olsun. Her X e y(M) igin

Ric(X, X) = a(n—1) +b+b(n—2)T(X)T(X)

+ng(h(X, X),H")= > hh; (4.27)

ve
Ric"(X, X) = a(n—1) +b+b(n—2)T (X)T(X)

+ng(h"(X, X),H)= > hzh,, (4.28)

I<i<n

dir. Burada Ric ve Ric (I\/I,V,g) istatistiksel hiperyiizeyinin sirasiyla V. ve V’
konneksiyonlarina gore Ricci tensor alani ve dual Ricci tensor alanidir.

Ispat. {El,---, En} X (M) nin bir ortonormal ¢atisi olsun. Boylece Tanim 2.1.9 ve (4.1)
den
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Ric(X,X)= > (a{g(X,X)9(E.E)-9(X,E)9(X,E)}

+{T (X)T(X)9(E;, E) —9(E, X)T(X)T(E)
+9(X, X)T(E)T(E) - 9(X, E)T(E)T(X)}
+h(X, X)h"(E;, E;)~h(E;, X)h" (X, E})) (4.29)

dir. Diger taraftan

> a{g(X, X)g(E, E)-9g(E, X)g(X,E)}= D> af{g(X, X)n-g(X,g(E;, X)E)}

1<i<n 1<i<n

=a{g(X,X)n-g(X,X)} =a{n-1} g(X, X), (4.30)

2 T(X)T(X)9(E; E) - 9(E, X)T(X)T(E)}

1<i<n

=nT(X)T(X)- Y 9(E, X)T(X)9(E;.P)

I<i<n

=nT(X)T(X)~- > T(X)g(g(E;, X)E;,P)

I<i<n

=nT(X)T(X)-T(X)T(X) (4.31)
= (n=D)T(X)T(X)
D {9(X, X)T(E)T(E)—-g(X,E)T(E)T(X)}

1<i<n

= 2. {9(X,X)g(E;,P)g(E;,P)~g(X, E)g(E,, P)T(X)}

1<i<n

= 2 {9(X, X)9(E,, 9(E,P)P) - g(g(X, E)E, P)T(X)}

1<i<n
=g(X,X)g(P,P)-T(X)T(X) (4.32)
bulunur. M bir istatistiksel hiperyiizey oldugu igin

Z h(E;, X)h"(X,E) = Zhilhi*l (4.33)

1<i<n 1<i<n

> h(X, X)h*(E;,E) =ng (h(X,X),H")

1<i<n

(4.34)

dir. X =E, i¢in (4.30)-(4.34) degerleri (4.29) de yerine yazilirsa (4.27) esitligi elde edilir.
Benzer sekilde (4.28) esitligi de elde edilir.o

34



4.3 Chen-Ricci Esitsizligi

Bu boliimde bir yar1 sabit egrilikli istatistiksel manifoldun altmanifoldlar: igin Chen-Ricci
esitsizligi elde edilecektir.

Boliim boyunca R°, Ric® ve H®, M istatistiksel altmanifoldunun indirgenmis V° Levi-
Civita konneksiyonuna gore sirasiyla Riemann egrilik tensori, Ricci tensorii ve ortalama

egrilik vektoriinii gosterecektir. h® V° Levi-Civita konneksiyonuna gére ikinci temel form
olsun.

{€,,...€,} ©T,M bir ortonormal baz olmak tizere; Gauss denkleminden
27 =a(n*—n)+2b(n—-1)+n*g(H,H") - Zg(h(ei,ej),h*(ei,ej )) (4.35)
i,j=1

yazilabilir.  (4.35)  esitligine  g(H,H), g(H*,H*),g‘(h(ei,ej),h(e e)) ve

7]

9] (h* (ei €, ), h* (ei €, )) terimleri eklenip ¢ikartilirsa

27 = a(n’ —n)+2b(n—1)+n—22{2g(H,H*)+g(H,H)
+§(H",H")-g(H,H)-g(H",H")}

__{Zzg( (e.€).h" (e ))+9(h( 1€), h(ei,ej))

i,j=1

+g(h*(ei,ej),h*(ei,ej))—g‘(h(ei,ej),h(ei,ej))—g(h*(ei,ej),h*(ei,ej))} (4.36)

olup; (4.36) esitliginden
2
27 = a(nz—n)+2b(n—1)+n7{g(H +H H"+H)-§(H,H)-§(H",H")}

——{Zg( (e,,e) (ei,ej),h*(ei,ej)+h(ei,ej))

() e @3

bulunur. V+V =2V°? esitliginden 2H°=H +H" yazilabilir. Bu durumda (4.37)
denklemi

2
27 = a(n’ —n) + 2b(n—1) + 2n°G(H°, H°)—”7g~(H,H)

2 n

O -2 (1 (o2, ). e, )
i) Z[ ( (el,ej), (e J))+g(h( )h (e,,ej)ﬂ (4.38)

| j=1
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sekline doniisiir. Buradan tekrar V+V" =2V° oldugu gdzoniine almirsa, h ve h™ simetrik

bilineer fonksiyonlari iginde benzer esitlik ifade edilebilir. Boylece (4.38) den

2 2
2z =a(n” —n)+2b(n-1) +2n° ||H°||2 —%”H ||2 _%HH ”2
2+ qhlf + [y

elde edilir. Diger taraftan

k n
[ = > >y
a=1i,j=1
k

D)+ (h5) .+ (he) + (hgy)” + (h5,)° +

a=1

et (B2 + ()7 .+ ()

Sy + (s +.+h2)? ]

a=1
k

-2, 2, hhge2>, > ()’

a=1 2<i#j<n a=11<i<j<n

1 . a a a a a a
EZ{(h11 +he +...+h%) +(h% —hg —...—h?)’}
a=1

+2), > (h)* =2 > hihj

a=1 I<i<j<n a=1 2<i#j<n

1
> —n’[H[ - [hihj - (h§)’]

K
a=1 2<izj<
ve benzer sekilde

K
W =30 T -5 3wy -
a=1 2<i#j<n
yazilabilir. (4.40) ile (4.41) esitsizlikleri toplanirsa
IRf + =20+ 2o o[
k

Y ¥ - ()= Y Iy - ()]

a=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n

elde edilir [13]. Ayrica
[ — ()21 Iy — ()] = B+ e )(h + i) ~hi i ~hyh

i jj i)

esitligi (4.42) de kullanilirsa ve h, h” simetrik bilineer fonksiyonlar oldugu icin
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IR+ = 0 R+ 2 e[

2
k K
_Z Z (hy +hi7a)(hﬁ +h;ja)+22 Z hi?h;ja
a=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n
K
0 > () +(hy)?)
=1 2<iz j<n (4.43)

bulunur. (4.43) esitsizligi (4.39) da kullanilirsa

a(n” —n)+2b(n-1) < 2r - 2n? |H"[ +n_22”H I +n_22||H*||2

og 1 2 1 o, 1l @ | W AV(hE L R : apra
+2|n| il i il IH7| +52 2 (MO +hi) =2 3 hihj

a=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n

23S () )

a=1 2<i#j<n

olup; buradan
2 2
a(n?—n)+2b(n-1) < 27—2n2||H°||2 +”7||H||2 +”7||H*||2 +2||h°||2

2 3 =Y Y nh 2> 3 (9 ) (4.49

a=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n

elde edilir. (4.44) de ((hy)? +(h;*)?) = (h¢ +h;“)? —2hh;* oldugu kullanilirsa,

2
a(n” =)+ 20(n—1) < 2¢ 20 [+ T
T <o <23 3 e
a=1 2<i#j<n

—i > (hﬁh};—“—hﬁh;“)—ii > (he +he)? (4.45)
2

a=1 2<i#j<n a=1 2<izj<n

bulunur. Diger taraftan

> g(Ree.e)e;6)= Y g(R(ei,ej)ej,ei)—;Z g(R(e.€))e;.e)

2<i#j<n 1<i, j<n
- Z g(R(ei1ej)ej1ei)_ z g(R(ei'ej)ej'ei)
j=11<i<n I<i=j<n

dir. Y g(R(e.e;)e;,6)=0 oldugu igin

I<i=j<n
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Z g(R(ei,ej)ej,ei): g(R(ei,ej)ej,ei)

2<i#j<n 1<i, j<n

(4.46)

= 2 9(Ree.eep e )= > g(Reee)e;e)

i=1,1<j<n j=11<i<n
degerini hesaplamak yeterlidir. (4.17) esitliginden

>, 9(Ree.ee; )= [a{g(ej,ej)g(el,el)—g(el,ej)g(el,ej)}
i=1,1<j<n 1<j<n
+b{T (¢,)T(e;)a(e.e)-a(e.e)TE)T(e)
+9(e;e)TEITE)-0g(ee)TE)T ()]
+g(h"(el,el),h(ej,ej))—g(h(el,ej),h*(el,ej ))}
yazilabilir. Buradan

> g(R(ei,ej)ej,ei)za(n—1)+b(1+(n—2)(T(el)z))
i=1,1<j<n (447)
+ @(h*(el,el),h(ej,ej))—g(h(el,ej),h*(el,ej))}

i=1,1<j<n
bulunur. (4.47) esitligine benzer sekilde, z g (R(ei,ej)ej : ei) degeri de hesaplanabilir. O

j=11<i<n

halde (4.46) den

Z d(R(e.€)e;.e)=a(n*—n)+2b(n-1)-2a(n-1)
2<i#j<n 2 k (448)
~2b(1+(n-2)(T(e,) ))+Z‘;22 [hehie —hehe

a=1 2<i#j<n

bulunur. (4.48) den

> R(e.e.e;.6)=a(n-1)(n-2)
2<i# j<n

12b(n-2)(A-T(e))+ > Y [hehie —henpe] (4.49)

a=1 2<i#j<n

olup; (4.49) esitligi (4.45) de yerine yazilirsa

a0 -0+ 200 <252 W+ o |

+2||h0||2 +2Zk: > h2*h2* +a(n-1)(n-2)+2b(n-2)(1-T(e,)?)

a=1 2<i#j<n
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- > R(e.e.e.8)-

2<i#j<n

N |-

k
> > (hy+h)? (4.50)
a=1 2<i#j<n

elde edilir. (h +h;*) =2h* ve

2t = z g(R(ei’ei)eJ’ei)

1<i, j<n

zzjzn;g(R(el,ej)ej,el)+ > g(R<ei’ej)ei’ei)

2<i#j<n

= 2Rice, + Y. g(R(ei,ej)ej,ei)

2<i#j<n

oldugu (4.50) de kullanilirsa

a(n®—n)+2b(n-1) < 2Rice, + 3 g(R(ei,e,-)ej,ei)—an||H°||2+n?:||H||2+nT42||H*||2

2<i#j<n

+2||h°||2 +2§k: > he*h% +a(n-1)(n-2) +2b(n—2)(1-T(e,)?)

a=1 2<i#j<n

- > R(ei,ej,ej,ei)—zzk: > () (4.51)

2<i#j<n a=1 2<i#j<n

dir. Buradae, = X ve Z R(e,,€;,€;,6)=Ric(X) denirse, (4.51) den

I1<j<n

2 2
Ric(X) 2 [~ | |pf

—(i > hehde —(hpe )Zj+ a(n—1)+b+b(n—2)T(X)? (4.52)

a=1 2<i#j<n
elde edilir. Levi-Civita konneksiyonuna gore Gauss denkleminden

> Re.e.e.e)= > {R%e.e.e.6)

1<i#j<n I<i# j<n
+G(h°(e.e;).h"(e.e;)) - G(h°(e,.&),h"(e;.e)))}
=20 —n?g(H°, HO) + | (4.53)

ve
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2 ﬁO(ei’ei'el"ei): 2 R'(e.ee8)

2<i#j<n 2<i#j<n
[

Y 3 [ ()| (450

a=1 2<i#j<n

yazilabilir. (4.53) ve (4.54) esitlikleri (4.52) de kullanilirsa

Ric(X) 2 2¢ [ =~ e ]

+a(n—1)+b+b(n—2)T (X)?

> ﬁo(ei,ej,ej,ei)— > R%e;e;.6,.6) (4.55)
2<izj<n 2<izj<n
bulunur.

2t°= D" R%@e.e;.e,8)+2 ) Re.€;.€,€)

2<i#j<n 1<j<n

ve

> ﬁo(ei,ej,ej,ei)zzz R%(e.e;.e;.8)+2 ) R(e, e €.8)

I<i=j<n <i#j<n 1<j<n

esitlikleri (4.55) de kullanildiginda

2

. . Ny e Ny s
Ric(X) > 2Ric’ (X ) =—[H] —§||H

+a(n—1)+b+b(n—2)T(X)2—2§n:|€°(xAei)

i=2

elde edilir. Burada K°(X A.)= > R°(X,e,,e;, X) dir. Esitlik durumu igin

1<j<n

h=hg+.+he, hi=0, 2<j<n ve l<a<k,
C=R+hE, h9=0, 2<j<n ve 1<a<k

nn 1

veya denk olarak

2h(X,X)=nH(p), h(X,Y)=0, VYey(M)veX LY,
2h"(X,X)=nH"(p), h*(X,Y)=0, VvYey(M)veX LY
oldugu kolayca goriilebilir. Boylece asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.3.1. [35] M cM (n+k)-boyutlu yar1 sabit egrilikli M istatistiksel
manifoldunun n-boyutlu bir istatistiksel altmanifoldu olsun. Bu durumda

2 2 n
Ric(X ) > 2Ric°(X)—%||H||2 —%”H* “ra(n-1)+b+b(n-2)T(X)?—2DR°(X re,)
i=2
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dir. Esitlik durumunda ise

2h(X,X)=nH(p), h(X,Y)=0, VYey(M)veX LY,
2h"(X,X)=nH"(p), h(X,Y)=0, VYey(M)veX LY
gecerlidir. Burada X e T M bir birim vektordr.

4.4 Genellestirilmis Wintgen Esitsizligi

Bu bolimde yar1 sabit egrilikli istatistiksel bir manifoldun altmanifoldlar1 ig¢in
genellestirilmis Wintgen esitsizligi ispatlanacaktir.

M cM (n+k)-boyutlu yari sabit egrilikli M istatistiksel manifoldunun n-boyutlu bir
istatistiksel altmanifoldu olsun. e ,e, e T /M ortonormal vektorler ve [1=sp{e,,e,} olmak

Uzere [ nin kesitsel egriligi K ([37] ve [38])
1 .
K(e, re,) = E[g(R(ereZ)EZ’el) +9(R7(e,,8,)e,,8)] (4.56)

ve {e,....e,} =T ,M bir ortonormal baz olmak tizere M nin normalize skaler egriligi p [39]

Y. K(ene) (4.57)

P =
n(n 1) I<i<j<n

olarak tanimlanir. (4.56) den (4.57) esitligi

1) 2 [9(R(e,.€))e;.6)+9(R (6. €))e; &) | (4.58)

seklinde yazilabilir. (4.1) den

9(R(e.e)e;.e) = a{g(e.e)a(e;.e)-gle.e)g(e.e)}
+b{g (e, e)T(e;)T(e))—a(e.e)T(e)T(e)
+9(e;.€)T(e)T(e)—-g(e;.&)T(e)T(e))}
+G(h"(e.e).h(e;.e)))-a(h"(e. ;). h(e;. &)

dir. 1<i < j<nigin (4.58) de toplam alinirsai = j igin g (ei,ej ) =0 oldugundan

> g(R(e.e))e; e)=a (2 )+b(n—1)

lén{g(h (e.8).h(e; &) - 9 (" (e,.¢)).hiey )|
bulunur. Benzer sekilde

Py \CJ(R"(ei,ej)e,-,ei):a”("2 Y b(n-1)

- Y (300 e )~ Glhe, ) e )

1<|<]<n
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dir. Elde edilen iki esitlik (4.58) denkleminde yerine yazilirsa
2 1

= a+<b- 2g(h(e,,e;),h" (e, ¢,

p = arcb—ris Z{ g(he,e).h"(e;e)) w59)
_g(h(el’ |) h’ (e]’e )) g(h (e|’ |) h(ej’e ))}

bulunur.

hi; = (h(eUe )1 n+r) h*r - g(h (eu J) en+r)

vi,j = 1,.,n and r=1,.Kk,
oldugu i¢in, (4.59) esitligi

=a+ip-— T
P n n(n_l) 1<i< j<n

> (2hihT —hithi —hihi) (4.60)

i j

seklinde de ifade edilebilir.

o normalize normal skaler egiriligi ise

p= {3 > [9(R (e e)e,...e.,) +A(R™(e,.8))e,,. 0. )} (4.61)

n(n 1) 1<r<s<kl<i<j<n
seklinde tanimlanir [39]. Boylece asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.4.1. [35] M cM (n+k)-boyutlu yar1 sabit egrilikli M istatistiksel
manifoldunun n-boyutlu bir istatistiksel altmanifoldu olsun. Bu durumda

1 Sg”an N 3 (4.62)

dir. Burada 5° ve p°sirastyla V' Levi-Civita konneksiyonu ve V° indirgenmis Levi-

Civita konneksiyonuna gore normalize skaler egriligi gostermektedir ve p* (M ,V,g)

istatistiksel altmanifoldunun normalize normal skaler egriligidir.

Ispat. Onerme 3.10 ve Onerme 3.11 den V ve V° dual konneksiyon cifti icin Ricci
denklemi kullanilirsa, €€, eTpM Ve e eT M olmak Uzere;

n+r 7 n+s

O(R (618, )60160) = O(R(E € )er6,) 10 [ AT A e, |

ve

IR €606 0= R (0.0 e, ) 40 [ A AT e,

dir. (4.1) esitliginden

g(R(e; €))e )=0

n+r? n+s
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ve

g(ﬁ*(ei’ej)e en+s):O

n+r?

olup; buna gore (4.61) esitligi yeniden yazilirsa

a n(n 1){L;<kl<§’<n[g([ }ei’ej)

wof[A AL Jae 13 (4.63)

dir. [A; AJ = AA — A A oldugundan, Tanim 3.9 geregi

o[Ar, A, Jeve, )= o (A AL ~ALAT Jeue,)
- g(h*(&nﬂei,ej),ew)—g(h(A::Hei,ej),emj

yazilabilir. A, =g (Ae e,€, )ek yazilabileceginden, Tanim 3.9 geregi

n+s n+s

0 ola, 0 0o
-9(A,_5 0 ) (e

=g(n(ee) e )0 (88

bulunur. Buradan

01" (A, &) e )= 0 (0 (n(ene) )N (Bt ) 0 )

~0(h(ee).e..)a(n (e,

dir. Benzer sekilde

g(h(A::Hei,ej),emj: g(h" (e ) e )9 (N(0re;) 80rs )

yazilabilir. Bu durumda

. ([A::H ! A*ms :|ei ! ej) - hiih*r h'*kthsk (4'64)

n+s

ve (4.64) esitligine benzer sekilde

o[ A A Jeve )=0((A AL -A A Jeue,)

:g(h(;\j;ﬂei,ej),emj o (A, 80 )8 ) = N, - R (4.65)
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elde edilir. (4.64) ve (4.65) esitlikleri (4.63) de kullanilirsa

1<r<s<ki<i<j<n|_ k=1

. 2 1/2
ot 1){ >3 S - e - hh;‘s)”
veya esiti olarak

= 1){ >y [z<(h.i+h::)(h:k+hj‘;) h i —hhey

1<r<s<ki<i<j<n k=1

= (hi +hi")(hs + hie )+ hihs, + it hie) T3 (4.66)

dir. h®, V° Levi-Civita konneksiyonuna gére M" in ikinci temel formu olmak uizere; (3.2)
den 2hX" =h' +h." yazilabilir. O halde, (4.66) esitligi

= 1){ > Y Iy @(nny i)

1<r<s<ki<i<j<n k=1

+(hihs = hehs )+ (e —hishi NP3 (4.67)
sekline doniisiir. (4.67) de
(a+b+c)’ ss(a2 +b? +c2), va,b,ceR

cebirsel esitsizligi kullanilirsa

n(n 1){ Z Z [16{ l(hiish?kr—hiirh?ks)}

1<r<s<k I<i<j<n

k=1 k=1

n 2 2
+[z(h:kh;k—h;h;k )| +| Sy -t [ (@58)

elde edilir. Diger taraftan

>3 (o) sy 3 ()

r=1 I<i r=11<i<j<n

22{ >y (Zn:(hj’khfk—h{khfk)j] (4.69)

I<i<j<n 1<r<s<k \ k=1

esitsizligi benzer sekilde

£ 5 (o) o 3 ()

r=1 I<i<j<n r=1I<i<j<n
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>2n { >y (i(h;;h;—h;h;;)” (4.70)

I<i<j<n 1<r<s<k \ k=1

ve

< 0 0 ’ < or\?
Z >, (" =hi') +2nz > ()
r=1 I<i<j<n r=11I<i<j<n

1/2

22n|: Z (Zn:(h?kthS hl(l)(rh?ks)]] (4.71)

I<i<j<n 1<r<s<k \ k=1

seklinde yazilabilir. (4.69)-(4.71) esitsizlikleri toplanirsa

2

LSS g -ny) +2n(ny) () 2n(hy )

r=1 I<i<j<n

. 2 1/2
+16(he" —h%r )’ +3zn(h;;r)2}zL P2 (kzl(h;khfk —hihj, )j }
<i<j<k 1<r<ssm \ k=

n 2 V2 . , U2
| 2 2 (S| | 2 s |
I<i<j<n 1<r<s<k \ k=1 I<i<j<n 1<r<s<k k=1

(4.72)

bulunur. Diger traftan a;,b; reel sayilari igin

(Si-ur) {0 (50

olarak wverilen esitsizlik Minkowski esitsizligi olarak bilinir. (4.72) esitsizliginde
Minkowski esitsizligi kullanilirsa

FSRN

2

2 T o) san(ng) (=) e2n(y )
n 2
+16(he —h ) +32n(h )32 3 Y (Z(h}khfk—hi[(hjk)j
I<i<j<n 1<r<s<k \ k=1
n 2 n 2
(;(h;krhf—hf{h;f )] +16(k:1(h,°k'h05 hihie )j 3 (4.73)

elde edilir. (4.73) esitsizligi (4.68) de kullanilirsa

2

P I U RIUSLPREL (Y

r=1 1<i<j<n
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k

(- 1)Z > Ay ) +(h) +26(n7)y (4.74)

r=1 1<i<j<n

bulunur. Diger taraftan

dHE-3(En ] LY T om0 S g

r=1 \_i=1l r=1 I<i<j<n

ve benzer sekilde

=5 T ()Y S

r_ll<|<J<n n-—14 1 1<i<j<n
ve
2 1 & 2 2n
2 of° _ or or Or,0r
-y 3 (on) e 2SS g
n-1 r=11<i<j<n n-1% =1 I<i<j<n

olup; buradan

Z Z ( i Jrl) n 1 2||H|| _an Z hih; i’

r=1 1<i<j<n r=11<i<j<n
k

T
>3 (h-h) = (-0’ |H" || —2nz > h'hy,
r=1I<i<j<n r=1 I<i<j<n

Zk: > (R =ho) _(n Hn?[H° || ZnZ > hrhYr

r=1 1<i<j<n r=1 1<i<j<n

esitlikleri (4.74) de kullanilirsa
3 3y
C IR IR T - 2ae

k
n(n 1);L;<n(h"h[] + R —heht +16h0hD)
k (4.75)

n(n l)z Z (( u) ( i ) +16(h0r))

r=1 1<i<j<n

bulunur. (4.75) esitsizliginde 2h)" =hf +h." esitligi kullanilirsa

Pt + 2 + 24

. 1)2 3 (20 —hhi" —heh! +2hihiT —20(h)?) (4.76)
r=1 I<i<j<n

elde edilir. (4.60) dan
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2 - 1 Ly r_ *r
p_a_ﬁb_ n(n—1)1<i§'<n(2h h h h h"h”)

esitligi (4.76) da kullanilirsa

||2+3p—3a—§b
n

C< oM+
2

Z Z (hi'hy —(hi")?) (4.77)

n(n 1) r=11<i<j<n

dir. Normalize skaler egrilik fonksiyonu tanimi geregi

P’ = > R%e.e.e.€)

n(n 1) I<i<j<n

oldugundan, Levi-Civita konneksiyonu i¢in Gauss denkleminden

Fp == LSS - ())

n(n l) r=11<i<j<n

yazilabilir. Elde edilen esitligin (4.77) de yerine yazilmasiyla, (4.62) esitsizligi elde edilir.
Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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5. SASAKI-BENZERI ISTATISTIKSEL MANIFOLDLARIN BAZI
ALTMANIFOLDLARI iCIN BAZI ESITSIZLIKLER

5.1 Sasaki-Benzeri istatistiksel Manifoldlar ve Bunlarin Bazi Altmanifoldlar:
Bu bolimde Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldlarin invaryant ve anti-invaryant

altmanifoldlar1 incelenip, drnekler verilecektir.

[21] numaral kaynakta (¢,&,77) hemen hemen kontakt yapisi ve X,Y € (M) igin

g(4X.Y)+g(X.4Y)=0 (5.1)

kosulunu saglayan (1, 1) tipinde bir ¢ tensér alaninin varhig: ile birlikte bir (M : g) yari

Riemann manifoldu ele alinmistir. Bu durumda (M,g,¢,§,n) hemen hemen kontakt

metrik manifoldun bir ¢esidi olarak adlandirilir [23].
*\2
(87) X ==X +n(X)é&
ve
g(4X.4Y)=g(X.Y)-n(X)n(Y) (5.2)

oldugu kolayca goriilebilir. (5.1) esitligi geregi ¢ tensor alan1 g metrigine gore simetrik
degildir. Bu da ¢+¢" # 0 olmasini gerektirir. & =0 ve 77(¢#X)=0 denklemleri bir hemen

hemen kontakt manifold Gzerinde saglandigindan, hemen hemen kontakt metrik
manifoldun bir ¢esidi lizerinde

#E=0ve n(¢'X)=0
denklemleri elde edilir.

[23] numarali kaynakta Takano hemen hemen kontakt metrik manifoldun bir ¢esidi
tizerinde bir istatistiksel manifold tanimlamistir. Eger

ViE==¢X, (V@)Y =9(X,Y)E-n(Y)X (5.3)
ise, (l\/l V,0,9,¢, 77) bir Sasaki-benzeri istatistiksel manifold olarak adlandirilir.

(M,V,g,¢,§,77) bir Sasaki-benzeri istatistiksel manifold olsun. ¢ bir reel sabit olmak
Uzere; M nin V ya gore egrilik tensor alani R nin
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c-1
4

c+3

R(X,Y)z = g(Y.Z)X —g(X,Z2)Y J+=—={n(X)n(Z)Y

-n(Y)n(Z)X +9(X,Z)n(Y)E-a(Y.Z)n(X)E+G(X,4Z) Y

~g(Y,9Z) X +[g(x,¢v)—g’(¢x,v)}¢z}. (5.4)

denklemini sagladigini varsayalim. (5.4) denkleminde ¢ yerine ¢ alimrsa R egrilik
tensor alani elde edilir [23].

X e y(M) igin PX ve FX ¢X in, P'X ve F'X ¢ X in sirasi ile tanjant ve normal

bilesenleri olmak tlizere
pX =PX +FX
ve
PpX =P X+FX
yazilabilir.
2 n
IPI - 0 (seve)
i,j=
ve
A=izP
ile gosterilsin.

M (2m+1)-boyutlu bir Sasaki-benzeri istatistiksel manifold ve M =M n-boyutlu bir
altmanifold olsun. {e,..e,} ve {e.,...e, .} srasi ile TM ve T, M nin birer

ortonormal gatis1 olsun.

Klasik anlamda bir Sasakian manifoldun invariant ve anti-invariant altmanifold tanimia
benzer olarak, asagidaki tanim verilebilir:

Tanmmm 5.1.1. [40] M bir Sasaki-benzeri istatistiksel manifold ve M =M bir altmanifold
olsun. ¥X e (M) icin eger X € y(M) ise, M ye M nin bir invaryant altmanifoldu,

eger X e y* (M) ise bir anti-invaryant altmanifoldu ad: verilir.

Ornek 5.1.2. [23] {X,.. X1 Yisoonr Yoo 2} Standart koordinat sistemi olmak tizere; R

(2n+1)-boyutlu bir afin uzay olsun. R?"* Uzerinde g yari-Riemann metrigini, V afin
konneksiyonunu, ¢, & ve 7 yi sirasi ile
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Ve O, _ 9 , OY, _ 9 ve oz _9 olmak Uzere
OX,; oy 0z

Vo OX; ==Y,0Y; — Y0y,
Va8 = Vo 0% = yi0x; + (Y, - 26, ) éz,
V02 =V ,0% =0y,

V., 02 =V 0y, =-0x — Y01,

Va0 =V;02=0,

0
0 5 O
g=|-6, 0 0|, &=0z=| [, n=(-Y0,~Y,"¥,,0,1)
0 vy 0 '
1

bigiminde tanimlayalim. Béylece (R>"*,V,g,¢,&, 1) bir Sasaki-benzeri istatistiksel
Y n

manifold olur ve R2"" in egrilik tensér alan1 R, ¢ = -3 icin (5.4) denklemini saglar.
n g

Buradan
0 -6 0
« 1
o :E 45, 0 0],
0 -y O

oldugu kolayca goriilebilir.o

[41] makalesindeki verilen 6rneklere benzer sekilde, Ornek 5.1.2 de verilen Sasaki-benzeri

istatistiksel yapiyr goz oniine alarak R® ve R® Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldlarda
asagidaki ornekler verilebilir:

Ornek 5.1.3. [40] M
x(u,v,t)=(u,0,v,0,t)

esitligi ile verilen 3-boyutlu bir alt manifold olsun. Ornek 5.1.2 geregi
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0 0 1 0O
0 0 0 1 0
¢=|-1 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
0 0 x x, O

dir.

X =x, =(1,0,0,0,0) ,

Y =x =(0,0,1,0,0)

Z =x=(0,0,0,0,1) ,

oldugundan, U € (M), a,b,ce R olmak iizere
U =aX +bY +cZ =(a,0,b,0,c),

bi¢ciminde yazilabilir. Buradan;

0 0 1 0 O0)fa

0 0 0 1 0}0
pJ=-1 0 0 0 Ofb
0 -1 0 0 0}0
0 0 x x, 0){c

=(b 0 -a 0 bx,)

bulunur. Boylece ¢U =bX —aY +bx,Z yazilabileceginden ¢U € y(M) dir. Benzer
sekilde ¢Uey(M) oldugu igin, M istatistiksel manifoldu Sasaki-benzeri
(R5,V, g,¢,§,77) istatistiksel manifoldunun bir invaryant altmanifoldudur.o

Ornek 5.1.4. [40] M

x(u,v,t)=(0,v,u,0,t)

esitligi ile verilen 3-boyutlu bir altmanifold olsun. R® de koordinat fonksiyonlar:
{X %51 X5, X, %} 0lmak Uzere; Ornek 5.1.2 den

0 0 1 0O
0 0 0 1 0
¢=|-1 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
0 0 x x, O

dir.
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X =x,=(0,0,1,0,0),

Y =x =(0,1,0,0,0),

Z=x%=(0,0,0,0,),

oldugundan, U € (M), a,b,ce R olmak iizere
U =aX +bY +cZ =(0,b,a,0,c)

bi¢ciminde yazilabilir. Buradan;

0 0 1 0 0)\o0

0 0 0 1 0fb

J=-1 0 0 0 Offaj=(a 0 0 -b ax)
0 -1 0 0 0}l0
0 0 x5 x, O)lc

bulunur. Ornek 5.1.2. deki yap1 goz dniine alinarak,
g(u,U)=gU.guU’

2+% XX, 0 0 -x
XX, 2+x; 0 0 -x,
=(a 0 0 -b ax)l O 0 -1 0 ©
0 0 0 -1 0

—X, -x, 0 0 1

o O 9 T O
Il
o

ve benzer sekilde

00 -1 0o o
2
00 0 —% 0
= 0 0
2 0 0
00 -8 X
2 2

oldugu g6z oniine alinirsa,
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00 -= 0
2
00 0 -=
puU=1, 0 0
02 0 0
00 -8 X%

2 2

oldugundan,

g(4U,U)=gU.gu’

2+x. xX 0 0 -x

XX, 2+x. 0 0 -x,
0 0 -1 0 O
0 0 0 -1 0
—X, -x, 0 0 1

o O 9 T O

O O 9 T O
I
o

elde edilir. Boylece M, (R®,V,g,4,&,n7) Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldunun bir

anti-invaryant altmanifoldu olur. Diger taraftan,

0 0 1 0 0
0 0 0 1 O
oZ=-1 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
0 0 x x, O

0

O O O

oldugundan, Z=¢ey(M) dir. Uey(M) igin, ey’ (M) ve gUey (M)

oldugundan M, (]RS,V,g,¢,§,77) Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldunun bir anti-

invaryant altmanifoldudur ve & e y(M)dir.o

Ornek 5.1.5. [40] M

x(u,v,w,s)=(0,0,0,0,u,v,w,s,0)

esitligi ile verilen 4 boyutlu bir altmanifold olsun. R°da koordinat fonksiyonlari
(X Xo1 X5, Xg Y1, Yoo Voo Yo, 2} OImak Gizere; Ornek 5.1.2 den;
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0O 0 0 01 0 0 0O
0O 0 0 00O 1 0 00
0O 0 000 0 1 00
0O 0 0 00O 0O 0 1 0

g=|-1 0 0 0 O O O O O
0O -1 0 00 0 0 0 O
0 0 -1 0 0 0 0 0 O
0 0 0 -1 0 0 0 0O
0 0 0 0 v v, ¥ v, O

dir.
X =X, :(0,0,0,0,1,0,0,0,0),

Y =x,=(0,0,0,0,0,1,0,0,0),
Z =x,=(0,0,0,0,0,0,1,0,0),

W =X,

(0,0,0,0,0,0,0,1,0)
olup, U € (M) icin a,b,ce R olmak Uzere
U =aX +bY +cZ+dwW =(0,0,0,0,a,b,c,d,0)

seklinde yazilabilir. V =(0,0,0,0,0,0,0,0,1) vektoriinii ele alalim.

o O O o

o O O O O

O O O O O o o

O O O O o o o -
O O O O O o B+ o
O O O O O+ O O
O O O O O O O
O O O O O O o o o
O O O O O O O o o

o O o o

o o

o O

o |
=

~<

<<

N

<

w

<<

~

=0
oldugundan V = ¢ dir. Ornek 5.1.2 deki yapidan
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2+Yf VY. WWYs VY. O 0 0 0
VYo 2+Y; VY, Y., O 0 0 O
Yi¥s Y. 2+Y: Yy, O 0 0 O
A YiY> Y.y, 2+ yf 0O 0 0 O
g=| O 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0O 0 0 -1 0
0 0 0 O 0 0 0 -1
% —Y, —Ys -y, 0 0 0 O
dir. Buradan
g(£U)=¢£gUT
26;+vy;y; O
£g=(0 000 00O0O0UI 0 -5,
_yj 0
=(-% =¥ -¥; -y, 0 00 0 I
0
0
0
0
g(éU)=(-% —¥, -¥; -¥. 0 0 0 0 1)a
b
C
d
0

bulundugundan, & bir normal vektér alanidir. Yani, £ € 7 (M )dir. Diger taraftan

0 0 0 01 0 0 0 0)0
0 0 00 01 0 0 00
0 0 00 00O 1 0 00
00 0 0 00O 0 1 00

M=-1 0 0 0 0 0 0 O Ofa
0 -1 0 0 0 0 0 0 Ofb
0 0 -1 0 0 0 0 0 Ofc
0 0 0 -1 0 0 0 0 Ofb
0 0 0 0 vy vy, yv; v. O0){0

=(a b cd 00 0 0 ay+hy,+cy,+dy,)
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elde edilir. Ayrica,

g(¢U1U):¢U'g'UT
26, +yy; 0 -y
gug=(a b ¢ d 0 0 0 O ay,+by,+cy,+dy,) 0 -0; 0
-y, 0 1
1<i,j<4

=(2a 2b 2c 2d 0 0 0 0 0)

g(pu,U)=(2a 2b 2c 2d 0 0 0 0 0)

o T o T 9 O O o o
Il
o

bulunur. Benzer sekilde

g(4U,U)=gU.gUT =0

oldugu gosterilebilir. U e (M) icin ¢U e (M) ve ¢U e " (M) oldugundan, M
(Rg,V, g,¢,§,77) Sasaki-benzeri istatistiksel ~manifoldunun  bir  anti-invaryant
altmanifoldudur ve & e y* (M )dir.o

5.2 Sasaki-Benzeri Istatistiksel Manifoldlarin Baz1 Altmanifoldlar: icin Esitsizlikler

Bu bolimde, Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldlarin istatistiksel altmanifoldlart ig¢in bazi
esitsizlikler elde edilecektir.

Onerme 5.2.1. [40] M egrilik tensor alani (5.4) esitligini saglayan (2m+1)-boyutlu Sasaki-
benzeri istatistiksel manifold ve M < M n-boyutlu bir altmanifold olsun.

(i) £ M ’ye teget olsun.
(@) Eger M invaryant ise bu durumda

Ric(X,¥) == (n-1)g (X, Y)

+CT‘1{zg(Px,PY)—(n—l)n(X)ﬂ(Y)—ﬂg(X’ PY)}

2m-n+1

2, oA XY —g(A XA Y]
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dir.
(b) Eger M anti-invaryant ise bu takdirde

Ric(x,v):%3(n_1)g(x,v)

-2 {(n-2)n(x)n(Y)+ g (X.Y)}

n+1

+2mZ {9 (AEM X ’Y)iZA;m -9 (AE X, AEn+iY)}

i=1
dir.
(if) Eger &, M ’ye normal ve M anti-invaryant ise

Rie(X,Y) == (n-1)g (X.Y)

2m-n+1
+ Z {g (AEn+i X ’Y)iZA;mi - g (A;nn X ! AEn+iY)}
i=1
dir.
Ispat. Gauss denklemi ve (5.4) esitliginden,
g(R(OX.Y)ZW) =2 g(V,2) g (X W)-g (X, 2)g (Y. W)]

+E2 0 ()n(2)a (VW) -n(V)(2)g (X W)
+9(X,2)7(Y)n(W)=9(¥.Z)7(X)n(W)+9(X.42)g (4. W)

~9(Y,42)g(#X W)+[9(X.4Y)-g(¢X.,Y)]g(4Z,W)}

—g(h(X,Z),h"(Y.W))+g(h"(X.W),h(Y,Z)) (5.5)
yazilabilir. {E,,...,E, } Ve {E ,,,....E;p.;} 7 (M) iizerinde sirasi ile teget ve normal gatilar

olsun. (5.5) den
o(R(E, X)V.8) =S| ¥ 000 )0(EE))-0(E,¥)o( .,

(X.E;)=n(X)n(¥)g(E.E)

+
/—/‘\—\
=
—_
[
~—
S
—~
<
~
«

+g(E;.Y)n(X)n(E;)-9(X.Y)n(E;)n(E; )+ (E; #Y)g(#X.E,)

—g(x,¢Y)g(¢Ej,Ej)+[g(Ej,¢x)—g(¢Ej,x)]g((;sY,Ej)}
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-9(n(E, ) (x.) +9(1 (£, E,).n(x.v))

dir. Buradan hesaplamalar yapilirsa,

ancff[g(X'Y)g(Ei’EJ)_g(EJ'Y>g(X’EJ)}

:%3Z[Q(X,Y)Q(Ej,EJ-)—g(ng(Ej’Y)Ei)}

:C%f(n—l)g(X,Y),

1 (E)1(Y)g(X.E,)= 20 (E, ¢ )n(v)a(X E,)

=1 j=1

> 0(X,Y)n(E,)n(E)=0(x.V) 0 (0(E, ¢ )E, &)
=9(x¥)g (") =9 (VT

Zn:g(x,¢v)g(¢Ej,Ej) (X,PY) Z;g(PE E;)=9(X,PY)4,

j=1

Zn;g(Ej,¢Y)g(¢X,Ej)=;g(Ej,PY)g(PX,Ej)

j=

n 9(PX,g(E;,PY)E;)=g(PX,PY),

=

- 9(4E, XJa (¢, = o(PE, X Jo Y. E)

=—Zi;g(Ej,P*X)g(PY,EJ) Z;g(PY 9(E;,P'X)E;)=—g(PY,P"X)

bulunur.
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Diger taraftan h ve h” simetrik bilineer fonksiyonlari igin asagidaki esitlikler yazilabilir:

2m-n+l

h(X,Y)= Z g(h(X,Y),E..; JEnsi: (5.15)
h*(Ej,Ej)=2mfl§(h*(Ej,Ej),EM)EM. (5.16)

i=1

Bu durumda, yukaridaki (5.15) ve (5.16) dan

Zn:{é(h*(Ej,Ej),h(x,Y))—é(h(Ej,Y),h*(x,Ej))}

2m-n+l 2m-n+l

:Zn: 5( > g(h(X.Y).E B D g(h*(E,-,E,-),EM)EM)

i=1 i=1

4 2””‘””a(h<v,Ej),Em)emi,z"i”a(hxx,E,->,EM)EM]}
i i=1

= > {o(A, X Y)izA -9 (AL, X A Y (5.17)

i=1
olup; bulunan (5.7)-(5.14) esitlikleri ile (5.17) esitligi, (5.6) da yerine yazilirsa

Ric(x,Y)=%3(n—1)g(x,v)+cT_l{Zg(Px,PY)

{—(n—z)q(x)n(v)—;tg(x, PY)-g(X.Y) €[ +g(P*x,PY)}

2m-n+1

t 2 to(A X Y)izA —g(A XA V)] (5.18)

elde edilir.

i) &, M ye teget olsun. Bu durumda ||§T|| =1 olup; iki durum s6z konusudur:
a) M invaryant olsun. Boylece ¢X = PX ve ¢ X =P X olup;
g(#X.4Y)=g(P"X,PY)=g(X,Y)-n(X)n(Y)

esitligi (5.18) denkleminde kullanilirsa

Ric(X,Y) =S (n-1)g (X.Y)

+CT_1{29(PX,PY)—(n—1)n(x);7(Y)—/1g(x, PY)

2m-n+1

i Zl {g(AEnuX’Y)iZA;mi _g(A;HiX’AE“”Y)}

elde edilir.
b) M anti-invaryant olsun. Bu durumda (5.18) den
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Ric(X.¥) =22 (n-1)g (XY )+ -(n-2)n(X)n(V)- g (X.Y)}

+22+1{9(AEMX’Y)EA;” -9(AL X ALY))

elde edilir.

i) £, M ye normal ve M anti-invaryant olsun. O halde (5.18) esitligi

Ric(X,Y)=C+f(n—1)g(X,Y)
2m-n+1
+ Z {g (AEn+i X ’Y)iZAEmi - g (AEn+i X ! AEn+iY)}
i=1
sekline doniisiir. o
(3.3) esitligi gozoniine alinarak benzer hesaplamalar Ric’ ( X ,Y) icin yapilirsa asagidaki
onerme elde edilir:

Onerme 5.2.2. [40] M egrilik tensor alam (5.4) esitligini saglayan (2m+1)-boyutlu
Sasaki-benzeri istatistiksel manifold ve M = M n-boyutlu bir altmanifold olsun.

(1) &, M ’ye teget olsun.

(@) Eger M invaryant ise bu durumda

Ric*(x,Y)=Cf:3(n—1)9(x’Y)
+CT‘1{2g(P*x, PY)=(n-1)n(X)n(Y)-2g (PX,Y)}

" ; {g(A;miX’Y)iZAEmi _g(A;miY’AE"”X)}

dir.
(b) Eger M anti-invaryant ise bu takdirde

Rie”(X.¥) = S (n-1) g (X.Y)

-2 {(n-2)n(x)n(Y)+ g (XY}

2m-n+

N

+

{o(A x.Y)izA, ~g(A Y. A X)|

i=1
dir.

(if) Eger £, M ye normal ve M anti-invaryant ise
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Ric"(X,Y) = C+3( n-1)g(X.Y)
+2mZ=:':l{g (AE X.Y)izA. —g (AEMY' A, X )}
dir.

Teorem 5.2.3. [40] M egrilik tensor alani (5.4) esitligini saglayan (2m+1)-boyutlu Sasaki-
benzeri istatistiksel manifold ve M < M n-boyutlu bir altmanifold olsun. Bu takdirde

272C%?’(nz—n)JrCT_l{2||P||2—(2n—2)||§T||2
—/12+§n:g(Pei,P*ei)}+n g(H.H")=[n[n] (5.19)
i=1

dir. Burada 7 ile (M,g,V,V")nin skaler egriligi gosterilmektedir. (5.19) esitsizliginin

esitlik durumu h||h™ olmasi durumunda saglanr.

ispat. {el, . en} c TpM bir ortonormal baz olsun. ||h||2 = Zniﬂ Zn: (hi]-" )2 olarak tanimlansin.
a=1 i,j=1

Benzer tanim ”h”2 icinde yapilabilir.

(5.5) denkleminden

Zn:g(R(ei, e;)e; e )= Zn:[CTJrg{( e;)u(e.e)-o(e.e)a(ee)

o {o(e )t -n(e)n(e) o e 0)
+g(ee,)nten(e)-g(e, e, )nie)ne)
+g(ende;)a (e ge;)-a(e; 0,) (e e)
[a(ege))-a(se.¢,)] o (ege,)

+g(h*(ei,ei),h(ej,ej))—g(h(ei,ej), h*(ei,ej))} (5.20)
dir. Buradan hesaplamalar yapilirsa,

ancf:?’{g(ej,ej)g(ei,ei)—g(ei,ej)g(ei,ej)} =n’-n, (5.21)
i,j=1

> 0(ee, e nte) = Yo (e e)a(en )a (e &)

i,j=1 i,j=1
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=g(&.&)=)E"| (5.22)
ICIOECED VIS HIORY
:”jzn:;g(g(eif)ej"fT):”g(f’gT):”“5”2' (5.23)
gn::lg(ej,¢ej)g(¢ei,ei):§:lg(ej,Pej)g(Pei,ei)
:[Zg(ej,Pej)](Zg Pe, €, ) Ad=22, (5.24)
So(e9e,)a(e.ge,)= 0(e.Pe, o e, Pe,)
=Iilg( 9(e,.Pe;)e, Pe; ) = Jzn:;g(Pe Pe, ) =[P, (5.25)
i%g(h*(ei,ei),h(ej,ej))=nzg(H,H*), (5.26)
.ilg (h(ee;).h"(ee;))= 221 éhgh;a (5.27)

bulunur. Diger taraftan €€, €T,M icin g <¢ei '€ ) +0 (ei e ) =0 oldugundan
g(Pei’ei)+ g(eh P*ej)zo

yazilabilir. Buradan,

a(de.e,) (o) = 20(Pe.e,) o[ Pe,)

= 20(ePe)a(ePe) = 20(s(ePe JouPe)
:—ig(P*ej,Pej) (5.28)
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bulunur. Elde edilen (5.21)-(5.28) esitlikleri (5.20) de yerine yazilirsa ve

27 = ig (R (ei € )ej V€ ) oldugu g6zoniine alinirsa

i,j=1

27 = C%?’(n2 - n)+CT_1{2||P||2 ~(2n-2)|"[
n - 2m-n+1 (529)
frg(nm)-S 3wy

a=1 I<i,j<n

z"%:”(nz - n)+CT_1{2||P||2 ~(2n-2)|e"[ - 2*

i=1

Sa(Pe.Pe) (. 17)-[plr]

esitsizligi elde edilir. Esitlik durumu igin (5.19) esitsizligi ile (5.29) esitligi

karsilastirilirsa
il 3 R =g ()

dir. Diger taraftan g(h,h*)=||h||||h*||cosﬁ oldugundan cos@=1 olup; buradan h|/h"

oldugu goriiliir. Burada @, h ve h™ arasindaki agidir.o
5.3 Chen-Ricci Esitsizligi

Bu bolimde Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldlarin altmanifoldlar1 i¢in Chen-Ricci
esitsizligi elde edilecektir.

M, egrilik tensor alani (5.4) esitligini saglayan (2m+1)-boyutlu Sasaki-benzeri istatistiksel
manifold ve M < M n-boyutlu bir altmanifold olsun. {e,,..e,} < T,M bir ortonormal baz
olmak Uizere

3 -1 < .
20 =3 0o S ool - (an-2) -4+ S0 (Pe e

+n2g(H,H*)—Zn:g(h(ei,ej),h*(ei,ej)) (5.30)

ij=1
dir. (5.30) esitliginde G(H,H), §(H",H"),g(h(e.e;).h(ee;)) ve

9] (h* (ei €, ), h* (ei €, )) terimleri eklenip ¢ikartilirsa

R L R o S T |
i=1

+%{ZG(H,H*)+G(H,H)+@(H*,H*)—G(H,H)—G(H*,H*)}
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—%{iézg(h(ei,ej),h*(ei,ej))+g(h(ei,ej),h(ei,ej))
(1 e, ) (008, )) - 0 (e ) 0o, ) 01 ). e, )

bulunur. (5.31) esitliginden

2r = ‘%:*’(n2 - n)+CT_1{2||P||2 ~(2n-2)[¢"[ - 22 Y (Pe.Pe, )}
i=1

2

+n7{g(H+H*,H*+H)—G(H,H)—G(H*,H*)}

n

LS (n(e e+ (o0, 1 (o8, )< (e )

i,j=1

_g(h(ei,ej),h(ei,ej))—G(h*(ei,ej),h*(ei,e,-))}

(5.31)

(5.32)

elde edilir. V+V™ =2V° esitliginden 2H® = H + H" yazilabileceginden, (5.32) esitligi

3 -1 n .
o7 = CZ (nz—n)+CT{2||P||2 ~(2n-2)[¢" ||2—/12+;g(Pei, P ei)}

12n%g(H°, HO)—%Q(H,H)—%Q(H*, H*)—zznlg(h‘)(ei,ej),h°(ei,ej))

i,j=1
18, e )
+§_Zg(h(ei,ej),h(ei,ej))+g(h (e.€).h (ei,ej))
sekline doniisiir. (5.33) den

27 = "%?’(n2 - n)+CT_1{2||P||2 ~(2n-2)|¢"[ - 22

3a(pe, e )2 [ - G-

2+ > gl +{ )

bulunur. Diger taraftan
2m-n+1 n

2 2 ()

a=1 i,j=1

Il

2m-n+1

z {(hﬁ)2 +(h2)? +..+ (h2)? +(h2)? +(h)?

a=1

tot (N2 + (W) +.+ (hr?:m)z}
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2m-n+1

> () +(hg +.+hi)? |

a=1

2m-n+1 2m-n+1

- Y mhEe2 Y > ()’
a=1 2<i#j<n a=1 I<i<j<n

12m R a a a a a a\2

= = Z {(hi+h5 +...+h; ) +(hi—hy —..—h7)}

2m-n+1 2m-n+1

+2 2, 2 ()= 2 D hihj
a=1 1<i<j<n a=1 2<i#j<n

—n+1
> SRS Y g - ) (5.35)

a=1 2<izj<n

dir. Benzer sekilde

e F-S5 5 pen -y (5.36)

a=1 2<i#j<n

yazilabilir. (5.35) ile (5.36) toplanirsa
I 25 4+ 50

2m-n+1 2m-n+1

- Z Z [hn i (hi(jx)z]_ Z Z [hi?ah;a_(hi?a)z] (537)

a=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n

elde edilir [13]. Ayrica
[hieh — (0 )T+ Dhe = ()2 = (g + (s -+ hie) = hich —hih

m-J ([ |

esitligi (5.37) de kullanilirsa ve h,h™ simetrik bi-lineer fonksiyonlar oldugundan

IR+ = 0 R+ 20 e[

2m-n+1 2m-n+1
- Z Z (hi +hi“) (S + ") +2 Z z hihi
a=l 2<izj<n a=1 2<i#j<n
2m-n+1
2 2 () (538)

a=1 2<i#j<n

dir. (5.38) esitsizligi (5.34) de kullanilirsa

Cf:s(“z-”)+CT_l{2llF’llz ~(2n-2)[¢"f —12+§g(Pei, P*ei)}

-4

SZT—ZnZIIH"IIZ+§||H||2+§||H*||2+zllh°l Ll
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1 2m-n+1 2m-n+1

H*||2+§ 2 2 (g +hi) - > > hehie

a=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n

_lnz|
4

1 2m-n+1

_E z Z ((hi?)2+(hiTa)2)

a=1 2<i#j<n
olup; buradan
3 — 3 .
S )+ alel - -2 e [ 47+ Sa e, )
<202 W[ T+ o2

2m-n+1 2m-n+1

0a |0 Al
2 ), 2 hhpt- > > hihy
a=1 2<izj<n a=1 2<izj<n
12m—n+l

=52 > ()

a=1l 2<i#j<n

dir. ((he)? +(h“)*) = (hy +h;)? - 2h b esitligi (5.39) da kullanilirsa

S (o) Sl (-2 [ -4+ S (P e

i

a2 |l ol n_z 2 n_2 |2 a2 ST iy
sze- 2 [ HE e IR T 2 v2 2 3w

2m-n+1 o v 12m—n+1 " o
-2 2 (g -nih; )_E 2 2 (h+n)’

a=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n

elde edilir. Diger taraftan

> 9(REeee)= > g(ReEe)e;6)- > 9(REe)e;e)

2<i# j<n 1<i, j<n i=1,1<j<n
- Z g(R(eilej)ej‘vei)_ Z g<R(eilej)ejlei)
j=1,1<i<n I<i=j<n

yazilabilir. Y g(R(e,.€;)e;,e)=0 oldugu iin

I<i=j<n
> 9(Reee)ee)= > (R e)e; )
2<i#j<n 1<i, j<n
- 2 9(Reee )= > g(Ree.)e;e)
i=11<j<n j=1,1<i<n

degerini hesaplamak yeterlidir. (5.20) esitliginden
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2 g(R(ei,ej)ej,ei): JZ:‘[C%?{Q(ej,ej)g(el,el)—g(el,ej)g(el,ej)}

+CT_1{9 (e, )m(e))n(e) -n(e;)n(e;)g(ene)
+9/(e.e; ) (e, )ne) -9 (e;.e; )n(e)n(e)
+J (eli¢ej ) g (el’¢ei )_ 9 (ej’¢ej ) 9 (¢el’el) +|:g (e1’¢ej)_ 9 (¢el’ei )j| g (e17¢ej )}

+g(h*(e.e,)h(e;.8,))-a(h(ee;).h" (e ))} (5.42)

olup; buradan

Zn:{g(ej,ej)g(el,el)—g(el,ej)g(el,ej )} =i{g(ej,ej)g(el,el)—g(el, g(e.e)e, )}

B ;{9 (e8;)9(ene)-g(ee)} = (el,el){gg (ej,ej)—l} =n-1 (5.43)

n

ZZg (el’ej )77(8,-)77(91) = Zﬂ(el)ig (el’ej ) g (ejyé:)

i1

=20(2)Y 99 (e, )e;.£) = 2n(e)n(e) = 20V’ (5.44)

n n

Z”(ej)”(ej)g(el’el)zén(ei)”(ei)zzg(ei’éﬂ)g(ej’éﬂ)

=Ya(g(e.¢")e, €)= (5.45)
ig (ej!ej )77(91)77(91) = m](el)z’ (5.46)
ig<ej'¢ej)g(¢elle1):g(Pel’el)/ll (5.47)
ig (e, d¢;)9 (e, ¢, ) = ig (e, Pe;)g (e, Pe;)

- ig (Pee;)o(Pee)= ig (Peg(Pe.e;)e;) =g(Pe,Pe,), (5.48)
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n n

29(dee;)alende)=-Da(Pee)g(Pee)

=1 =
n

=—Zg(P*e1,g(Pel,ej)ej):—g(P*el,Pel) (5.49)

j=1
bulunur. (5.43)-(5.49) degerleri (5.42) de yerine yazilirsa
c+3

> g (R(ei,ej )ej,ei ) =T(n —1)+CT_1{277(61)2 _||§T||z

i=1,1<j<n

—nn(e,)* — A9 (Pe,, e ) +29 (P*el, P*el)+ g (Pel, P*el)}
+g~(h*(e1,e1),h(ej,ej))—g(h(el,ej), h*(el,ej))
elde edilir. Buradan

> g(R(ei,ej)ej,ei):C+‘:?’(n—1)+(:—_1{(2—n)77(e1)2

i=11<j<n 4

—”ffT * g (Pe, & )+29g (P*el, P*el)+ g (Pel, P*el)}

+g(h"(e.e).h(e; e ))-a(h(ene;).h" (eney)) (5.50)

olur. Benzer sekilde

3 -1 2
> g(R(ei,ej)ej,ei)=%(n—1)+CT{(2—n)77(el)

j=1,1<i<n

—||f§T ’ —29(Pe,,e)+29(Pe,Pe)+g (Pel, P*el)}

+g~(h(e1’e1)’ h*(ei’ei ))_ g(h(el’ei)’ h’ (el’ei )) (5:51)

hesaplanir. Son olarak

Z‘; [g(h*(ei,ei),h(ej,ej))—g(h(ei,ej),h*(ei,ej))}

i=1,1<j<n

=Y [a(h(ee) i (ee))-g(h(ene). b (ene))]

j=11<i<n

> [g(h*(ei,ei),h(ej,ej))—g(h(ei,ej),h*(ei,ej))} (5.52)

2<i#j<n

dir. (5.50)-(5.52) degerleri (5.41) de yerine yazilirsa
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2

+3 c-1
g(R(e.e))e; )= —(n—l)(n—2)+T{2||P||

2<i#j<n

~(2n-4)[£"[ - 27 + 200~ 2)n(e)? + 229 (Pe &)
—Zg(Pe P*e)—Zg(P*e P*e)—2g(Pe Pe,)

+Zg(Pe Pe)}+ Z > (hehy —hehie)

a=1 2<izj<n
bulunur. Buradan

2SO (b o) = CL‘Q’(n -1)(n-2)+ —{2||P||2

a=1 2<i#j<n
~(2n-4) |§T|| — 22 +2(n-2)n(e,)* +229(Pe,.e,)
—Zg(Pel,P*el)—Zg(P*el,P*el)—2g(Pel,Pe1)

Ji:g(Pei,P*ei B- Y 9(Re.e)e;.e) (5.53)

2<i# j<n

dir. (5.53) esitligi (5.40) da yerine yazilirsa
3 -”)+CT_1{2||PIIZ ~(@n-2)|E"[ - 22 + Y9 (e, P )}
i=1

el R LRSS T R BT W o
a=l 2<iz

i jj

CL3(n _1)(n- 2)+—{2||P|| (2n-8)[€[ - 2% + 2(n-2)n(e,)?

+2/1g(Pel,e1)—2g(Pel,P*el)—Zg(P*el,P*el)—Zg(Pel,Pel)
n 2m n+1

+>g(Pe.PeB- Y 9(R(e.e)e;, e) >3 (e +h) (5.54)
i=1 2<i#j<n a=1 2<i#j<n

elde edilir. (5.54) esitsizligi diizenlenir ve (h{ +h;“) = 2hi?“ oldugu (5.54) de kullanilirsa

c+3
—

—g (pel, P*el)_ g (P*el, P*el)— g(Pe, Pel)}

n-1) ——{||§ || +(n—=2)n(e,)* +19(Pe,e)

<2020 W+ S+ T | 2]
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2m-n+1 2m-n+1

+2 % Y = Y g(Ree.ee e )-2 > > (W)’ (5.55)
a=1 2<i#j<n 2<i#j<n a=1 2<i#j<n
elde edilir. Ayrica

2r= ) Q(R(ei’ei)ej’ei)

I<i, j<n

=2jzzzg(R(el,ej)ej,el)+ > g(R(ei,ej)ej,ei)

2<i#j<n

=2Rice, + Y g(R(ei,ej)ej,ei)

2<i#j<n

degeri (5.55) de kullanilirsa

%3(”—1)—07_1{”9” [ +(-2)n(e) + 29(Pe,.e)

~g(Pe, Pe,)-g(Pe, P, )—g(Pe, Pel)}

. 2 oI n? 2 n? <12 012
<2Rice+ 3 a(R(ene,)e )20 [ 4 R+ 2]
25 3 e Y g(REedee)-2 3 Y ()

a=1 2<i#j<n 2<i#j<n a=1 2<i#j<n

elde edilir. Buradan

Ric(e) > = (n-1) - 2|+ (0-2n(e,)

+49(Pe,.¢)-g(Pe,P'e)-g(P'e,Pe)
~g(Pe, P} [ - R - |

2m-n+1

-3 X [ren ()| (559

a=1 2<i#j<n

bulunur. Diger taraftan Levi-Civita konneksiyonuna gore Gauss denkleminden

> Roeeene)= > (R e;e.8)

I<i# j<n 1<i# j<n
+g(0°(e.e) (e 8) - G(0° (6,8 0Py €)= 260 —n°g(HC, HO)+ o]
yani

nzg(HO,HO):Zr°+||h°||2— > R%e.e.€;.8) (5.57)
1<i# j<n

elde edilir. Benzer sekilde
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50 - 0
> Re.ejee) = D Re.eee)
2<i#j<n 2<i#j<n
2m-n+1

-3 3 [neme—(ne)|

a=1 2<i#j<n

yani
~0
> Ri(e.ee.8) — O Re.e e €)=
2<i# j<n 2<i#j<n
2m-n+1

-3 3 [ ()]

a=1 2<izj<n

yazilabilir. (5.57) ve (5.58) degerleri (5.56) da yerine yazilmasiyla

c+3 c
—(

Ric(e,) >
(e) 2

+19(Pe,&)-g (Pel, P*el)— g (P*el, P*el)—g (Pe,, Pe, )}

N T YOS B T T R

1<i#j<n

+ Z IiO(eilejvej’ei) - Z Ro(ei,ej,ej,ei)

2<i#j<n 2<i=j<n

bulunur. Diger taraftan

2t°= D" R%@e.e;.e,8)+2 ) Re.€;.€,€)

2<i#j<n 1I<j<n

ve

D> R%e.eje.8)= > R'(e.e.e.e)+2) R'e.e.ee)

n-1)- 2 + (- 2m(e.

1<i# j<n 2<i# j<n 1<j<n

dir. (5.60) ile (5.61) degerleri (5.59) da yerine yazilirsa X =e, i¢in

Ric(X) > 2Ric°(X)+C%?’(”—l)—CT_l{“gT ||2

+(n-2)n(X)* + g (PX, X)-g(PX,P"X)-g(P'X,P"X)

N, 2 N2y L2 =0
—g(PX,PX)}—E”H” —?”H | -2> R°(X.e;.e;,X)

1<j<n

elde edilir. BuradaK® (X A.)= >_R%(X,e,,e;, X) oldugundan, (5.62) esitsizligi

I<j<n
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Ric(X) > 2Ric’ (X)+E n-1) ——{]|§ I
+(n=2)n(X)? mg(Px,x)—g(Px,P X)-g(P"X,P"X)

-g(PX,PX)}

—2K°(X A)) (5.63)

seklinde yazilabilir. Esitlik durumu icin (5.63) ile (5.34) esitligi karsilagtirilirsa
hf‘:hgz+ +hy, h=0, 2<j<n ve 1<a<2m-n+l,
=hy +..+hy h=0, 2<j<n ve l<ag<2m-n+l

veya denk olarak

2h(X,X)=nH(p), h(X,Y)=0, VYey(M)veX LY,
2h"(X,X)=nH*(p), h*(X,Y)=0, VY e;((M) veX 1Y
oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 5.3.1. [40] M egrilik tensor alam (5.4) esitligini saglayan bir (2m+1)-boyutlu,
Sasaki-benzeri istatistiksel manifold ve M =M n-boyutlu bir istatistiksel altmanifold
olsun.

(i) &, M ye teget olsun.
(a) Eger M invaryant ise, bu durumda

Ric(X) > 2Ric’ (X)+CL3(n 1)—T{zg(Px X)

+(n-1)n(X)* -g(P"X,P"X )-g(PX,PX )}

—ziKO(eri)

dir.
(b) Eger M anti-invaryant ise, bu taktirde

Ric(X) > 2Ric° (X)+%3( —1)—07_1{1+(n -2)n(X)*}

)

dir.

(if) Eger £, M ye normal ve M anti-invaryant ise,
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Ric(X) > 2Ric°(X)+%3(n ~1)

2 2
TR

F_2YR (X re)
i=2

dir.
Esitlik durumunda ise,

2h(X,X)=nH(p), h(X,Y)=0, ¥Yeyz(M)veX LY,
2h*(X,X)=nH*(p), h"(X,Y)=0, VYez(M)vex LY

gecerlidir. Burada X e T M bir birim vektordr.
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6. KOSIMPLEKTIK-BENZERI ISTATISTIKSEL
SUBMERSIYONLAR VE OZELLIKLERI

[21] numarali caligmada, Takano herhangi X ve Y vektor alanlari i¢in

g(JIX,Y)+g(X,3Y)=0 (6.1)

esitligini saglayan (1,1) tipinde Jve J* hemen hemen kompleks yapisi ile birlikte bir
(M , g) yari-Riemann manifoldunu ele almistir. Bu durumda (M g, J) bir hemen hemen

Hermit-benzeri manifold adini alir.
(J*)* =J, (J*)z =—1 wve g(JX,J*Y) =g(X,Y) oldugunu gormek kolaydir [21].
J? =—1 oldugu igin J tensor alan1 g metrigine gdre simetrik degildir.

[21] numarali makalede, hemen hemen Hermit-benzeri manifold izerinde bir istatistiksel
yapt ele alinmistir. Eger J, V afin konneksiyonuna gore paralel ise bu durumda

(M, V,g,J) bir Kahler-benzeri istatistiksel manifolddur.

(6.1) den

9((Vxd)Y.Z)+g(Y.(Vx37)Z)=0 (6.2)
yazilabilir.

[21] numarali makalede, V afin konneksiyonuna gore R egrilik tensorii

R(X,Y)Z :%{g(Y,Z)X ~9(X,Z)Y -g(Y,32)Ix

+g(x,Jz)JY+[g(x,JY)—g(Y,Jx)]Jz} (6.3)

olan bir (M,V, g,J) Kahler-benzeri istatistiksel manifoldu iizerinde ¢aligtlmustur.

6.1 Istatistiksel Submersiyonlar
(M, g) ve (B,§) sirastyla m ve n-boyutlu Riemann manifoldlar, F :M — B bir Riemann
submersiyonu olsun. pe B i¢cin g indirgenmis metrigi ile tanimh F_l(p) Riemann

altmanifoldu bir lif adim alir ve M ile gdsterilir. Her bir lifin boyutu her zaman
(m—n) = sseklindedir. M nin tanjant demeti TM de, V(M) ve H(M) distribiisyonlar1
sirasiyla dikey ve yatay distribiisyon olarak adlandirilir. M Uzerinde bir X vektor alanina
eger B Uzerinde her ge M igin F*(Xq): X*F(q)esitligini saglayan bir X, vektor alani
karsilik geliyorsa izdiisliriilebilir vektor alan1 denir. Bu durumda X ve X,, F-baghdir.

Eger H(M) Uzerinde bir X vektér alani izdiisiiriilebilir ise temel vektdr alani adini alir
[23].

74



Bir Riemann submersiyonun temel tensorleri [16] numarali ¢calismada O'Neill tarafindan
tanimlanmistir. Bu tensorler bir immersiyonda ikinci temel formun oynadigi rolii oynarlar.
O'Neill tensorleri olarak da bilinen bu tensérler T ve A ile gosterilmek lzere M
Uzerindeki E, F vektor alanlar icin

T.F = hV 0F + 0V, hF (6.4)
ve
A_F = hV, 0F + 0V, hF (6.5)

seklinde tanimlanir.

(M,V,g) bir istatistiksel manifold, F:M — B bir Riemann submersiyon, VvV M
izerinde birer afin konneksiyon olsun. VuV = vV, V ve VoV = vV,V oldugu agiktir. v

ve V afin konneksiyonlar1 § metrigine gore torsiyonsuz ve dual konneksiyonlardir [23].

A~

V', B uzerinde bir afin konneksiyon olsun. Eger ge M i¢in X,Y temel vektor alanlar

F*(vxv)q:(%*Y*)F(q)egiﬂigini saghyor ise  F:(M,V,g)—>(B,V,) Riemann

submersiyonu bir istatistiksel submersiyon adini alir [23]. (6.4) ve (6.5) de V yerine V*
yazilirsa T"ve A’ tanimlanir.

X,YeH(M)ve UV eV(M) igin

g(T,V. X)=-g(V.T;X), g(AY,U)=-g(Y,AU) (6.6)
dir [23].

Yardimer Teorem 6.1.1. [23] X,Y e H(M) icin A Y =—A/X dir.

Yardimer Teorem 6.1.2. [23] X,Y e H(M) veU,V € V(M) icin

V,V =T,V +VuV, ViV =TV + V0V,

V,X =hv X +T, X, ViX =hvi X +T0X,
v,U=AU+uV,U, ViU = AU + 0V U,
V.Y =hV,Y +AY, V.Y =hviY + ALY

dir. Ayrica eger X temel vektor alan1 ise hV; X = AU vehv X = A U olur.

R her bir lifin V indirgenmis konneksiyonuna gore egrilik tensorii olsun. Ayrica

A~

R(X,Y)Z, F*(ﬁ(X,Y)Z): R(F.X,FY)F.Z ile tanimli bir yatay vektdr alam olsun.

Burada ﬁ, V afin konneksiyonuna gore B nin egrilik tensor alanidir [23].
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Teorem 6.1.3. [23] Eger F:(M,V,g)a(B,%,é) bir istatistiksel submersiyon ise,
X,Y,Z,2'eH(M) ve UV,W,W'e V(M) igin

) g(R(U.V)WW')=g(R(U,V)W,W')+g(T,W,T,W')

~g(T,W,ToW),

i) g(R(X,U)V,Y)=g((VT),V.Y)-g((VyA),V.Y)

+g (AU, AV )-g(T, X, T)Y),

i) g(ROGU)Y.V)=g((VT), Y.V )= a((VuA), Y.V)

+9(T, X, T,Y)-g(AU,AV),

iv) g (R( 9(R(x.Y)Z.2')-9(AZ.AZ)

2')=
+g AZA(Z)+g(A +A) YAZZ)

n

{Xl,..,X} ve {Ul,...,Ua} sirastyla ;((M) H(M) ve V(M) nin

n)ve E,., =U,, (1<a<s) olacak sekilde ortonormal bazlari olsunlar.

w’ve o, 1<a,b<m, sirastyla V afin konneksiyonu ve V* dual konneksiyonuna gore

{E E } lokal koordinatlarinin konneksiyon formu olmak tizere (3.1) den

I =
a);b = —w, (6.7)

yazilabilir. [23] den X,Y e H(M) ve E e y(M) igin

g(TX,TY)= Zslg (Tua X ,TUaY)

a=1

dir. Bir lifin ortalama egrilik vektor alan1 V ve V* dual konneksiyon giftine gore sirasiyla

H = ZTU U, (6.8)
a=1

ve

H =>T U, (6.9)
a=1 a

seklinde verilen birer yatay vektor alanlaridir [23].

A H(M) in integrallenebilirligi ile iligkili oldugu ic¢in asagidaki yardimci teorem
verilebilir:
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Yardimci Teorem 6.1.4. H(M ) in V konneksiyonuna gore integrallenebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul A ve A" 1n sifir olmasidir.

Ispat: Ik olarak A ve A" m sifir oldugu kabul edilsin. Bu durumda #(M )nin
integrallenebilir oldugunu gdstermek igin X,Y e H(M) ic¢in [X,Y]e H(M) oldugu
gosterilmelidir. Bunun igin V[X,Y]zO oldugunu gostermek yeterlidir. Lie operatori

tanimindan ve V torsiyonsuz oldugundan

V[X,Y]=wW,Y -wW, X

yazilabilir. Yardimci1 Teorem 6.1.2 den,

V[X,Y]=wW,Y -wW, X

=AY -AX

=AY +AY

olup; buradan A ve A" sifir oldugundan V[X,Y] =0 dir. Bu ispatin yeter kismini
tamamlar.

Gerek kismin ispat1 i¢in H(M) nin integrallenebilir oldugu kabul edilsin. Bu durumda
yukaridaki islemler geregi V[X,Y]=0 ve AY + A",Y =0 dir. Buradan A)Y =-A",Y ve
Yardimer Teorem 6.1.1 den A Y =—-A",Y =A X olur. Bu da A nin simetrik olmasi
demektir. Boylece geliski elde edilir. O halde AY =A",Y =0 dir. Simdi A ve A" m
V(M) iizerinde de sifir oldufunu gdsterelim. V ve V* dual konneksiyon cifti olup,
istatistiksel yap1 belirttiklerinden, &/ € V(M) icin

Xg(Y,U)=g(V,Y,U)+g(Y,ViU)

ve

Xg(U,Y)=g(V,U.,Y)+g(U,V,Y)

dir. Yardimci Teorem 6.1.2 den

0=Xg(Y,U)=g(AY.U)+g(Y,AU)

ve

0=Xg(U,Y)=g(AU,Y)+g(U, AY)

bulunur. AY =A",Y =0 oldugu i¢in yukaridaki denklemlerden g (Y, AU ) =0 ve

g(AU,Y)=0 elde edilir. Keyfi Y e H(M) icin AU =0 ve AU =0dir. O halde A ve

A" sifirdir. Boylece gerek kismin ispati da tamamlanmig olur. o
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6.2 Belirli Kosullar Altinda Kosimplektik-Benzeri Istatistiksel Submersiyonlar

(M , g,¢,§,77) hemen hemen kontakt metrik manifoldun bir gesidi olsun. Eger E € ;((M )
icin

V=0, V.p=0, (6.10)
ise, bu durumda (l\/l vV, g,g0,§,77) yapist kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold adini
alir [42].

Yardimer Teorem 6.2.1. [42] (M,V,q,¢,&,77) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel
manifold olmasi icin gerek ve yeter sart (M,V’“,g,gp",é‘,n) dual yapisinin bir

kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold olmasidir.

Bu bolimde, ¢ bir sabit olmak Uzere, V konneksiyonuna gore R egrilik tensor alani

R(E.F)G :%{g(F,G)E—g(E,G)F+g(E,(pG)(pF

~9(F.¢G)@E +[ 9(E,oF )- g(pE,F) |G +n(E)n(G)F

-n(F)n(G)E+g(E,G)n(F)&-g(F.G)n(E)s}, (6.11)

olan bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold iizerinde calisilacaktir. (6.11) de ¢
yerine ¢" alimirsa R” egrilik tensor alaninin esitligi elde edilir [43].

Simdi asagidaki 6rnekler verilecektir.

Ornek 6.2.2. [43] R* {X,%,,¥,,Y,} lokal koordinat sistemi ile birlikte bir Oklid uzay:

olsun. R* tizerinde J kompleks yapisi

0 0 10
o 0 01
510 00
0 -1 0 0

ve Riemann metrigi olarakg , = 2dx +2dx; —dy; —dy, alindiginda; flat afin
konneksiyonu v ile birlikte (R4,VR4,g,J) bir Kahler-benzeri istatistiksel manifold olur

[23]. (R,V*,dt*) asikar istatistiksel manifold olmak iizere (RxR“ﬁ,ﬁ:dt%gR“)
carpim manifoldu [42] numarali ¢alisma geregi bir kosimplektik-benzeri istatistiksel
manifold olur. (RXR“,%,Q = dt? +gR4,¢,§,77) manifoldunun egrilik tensor alani (6.11)

esitligini ¢ =0 icin saglar [43]. Cunki R*Uzerindeki afin konneksiyon flat oldugu igin
R =0 dir. Benzer sekilde (]R, VE, dt2) asikar istatistiksel manifoldu i¢inde R =0 dur.
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¢,& ven

00 0 00 1
00 0 10 0
»=|0 0 0 0 1/ E=dt=|0
0 -1 0 00 0
00 -100 0

n= (1, 0,-v,,0, —yz) seklindedir. Bu durumda

000 O O
000 — 0

=000 o -
2

020 0 O
002 0 O

bulunur.o

Ornek 6.2.3. [43] R? {X, y} lokal koordinat sistemi ile verilen bir Oklid uzay: olsun. J
kompleks yapisi

0 1
J =
-1 0
. o 2
ve Riemann metrigi olarak 9.

dx? +i2dy2 alindiginda; V** afin konneksiyonu
y y

X

4
Va (’}X = —Vayay =§8y,

ve

V,0,=V, ox= —iax
X y 3y

seklinde tanimlanir ise bu yapi ile birlikte (RZ,VRZ .0, J) bir Kahler-benzeri istatistiksel
manifold olur [22]. (R,VR,dtz) bir agikar istatistiksel manifold olsun. Bir dnceki 6rnege

benzer olarak [42] numarali ¢alisma geregi (RXRZ,%,§:dt2+gR2) yapist  bir

kosimplektik-benzeri istatistiksel manifolddur. ¢ ve &
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olarak bulunur.
(RXR2,§,§=dt2+gR2,gp,§,n) kosimplektik-benzeri istatistiksel manifoldunun egrilik
tensor alani (6.11) esitligini c:—% icin saglar. Gergekten, konneksiyon tanimindan

[Gx,ﬁy] =0 dir. (6.11) esitligi geregi

R (8X, 8y)6y = VaXVayay _Vayvaxay

4 4
=V, |-——dy |-V, | ——ox
a*[ 3y yj f’y( 3y ]

:iiax—izax—iiax
3y3y 3y 3y 3y
:—izﬁx
3y

dir. Benzer sekilde R(&X,W)&X:;izay bulunur. (6.11) esitliginde X =0x,Y =0y ve
y

Z =0y almrsa JX =(0 -1) , JY=JZ=(1 0), g(X,Z)=0 ve g(Y,JZ)=0 olup;

boylece g(Y,z)xz%, g(X,JZ)JY:% ve [g(X,JY)—g(JX,Y)]JZ:S;/iZX

2

bulunur. Hesaplanan degerler (6.11) de yerine yazilirsa

C[ OX 20x 30x
R(0x,0y 6’y=—[—+—+—j
( ) 4 yZ y2 y2
_cbx_ % o
4y 2y

elde edilir. R(@X,Gy)ay degerleri her iki esitlikte de karsilastirilirsa c:—g bulunur.

Benzer islemler R (ax, 8y) OX i¢inde yapilabilir.o
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(M 0,0, 5,77) hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger F : M — B bir Riemann

submersiyonu, her bir lif M nin & vektor alanina teget olan bir ¢ -invariant Riemann
altmanifoldu ise F bir hemen hemen kontakt metrik submersiyon adini1 alir. Eger, X M
tizerinde temel vektor alani ise, yani B zerindeki X, ile X F baglantili ise, bu durumda

pX (ve @'X) temel vektor alanm1 ve JX, (ve J°X,) e F baglantilhi demektir. Bir F
istatistiksel submersiyonu i¢in yatay ve dikey distriblisyonlarin ¢ -invaryant olmasi i¢in

gerek ve yeter sart ¢ -invaryant olmasidir [23].

Eger (M,V,g9,¢,&,n7)  bir  kosimplektik-benzeri istatistiksel ~ manifold ise,
F :(M,V,g)a(B,%,Q) istatistiksel submersiyonu bir kosimplektik-benzeri istatistiksel

submersiyon adini alir, her bir lif M nin ¢ -invariant Riemann altmanifoldudur ve & ye
tegettir [43]. Boylece asagidaki yardimci teoremler verilebilir:

Yardimer Teorem 6.2.4. [43] F:(M,V,g)%(B,%,Q) bir kosimplektik-benzeri

istatistiksel submersiyon olsun. Bu durumda X € H(M) veU € V(M) igin

A =0,

T,¢=0,

vV, £E=0
ve

Vué =0,
dir.

Ispat. & dikey vektdr alam oldugu icin Yardimer Teorem 6.1.2 den

V&= AW, E

dir. M bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold oldugundan V¢ =0 dir. Buradan
AE+VW, E=0

elde edilir. Son denklemde dikey ve yatay kisimlar ayr1 ayri sifira esit olacagindan

A =0
W, &=0

dir. Benzer sekilde
Vié=T,E+wW ;=0

yazilabilir. Bu denklemin de dikey ve yatay kisimlar1 ayr1 ayri sifira esit olacagindan
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T,¢=0
W,é=0

bulunur. VW ¢& = €u§ oldugu i¢in buradan Vy& =0 elde edilir.o

Yardimer Teorem 6.2.5. [43] Eger F :(M,V,g)a(B,%,é) bir kosimplektik-benzeri

istatistiksel submersiyonise X,Y e H(M) ve U,V e V(M) icin

(hV,e)Y =0,
Ao = pAY,
AU =AU,
TLoX =gl X,
Acl = oAU,
(V@)U =0
ve

(Vup)v =0,
dir.

Ispat. Dikey ve yatay distriblisyonlar ¢-invaryant oldugundan, X,Y € H(M) icin

Yardimc1 Teorem 6.1.2 den ve M bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold
oldugundan (6.10) esitliginden

(quo)Y =0,

(V@)Y =V, 0¥ —pV,Y =0

ve

A @Y +hV, oY —pAY —phV,Y =0

yazilabilir. Yukaridaki esitligin dikey ve yatay kisimlarinin ayri ayr sifira esit oldugu
diisiiniildiiglinde

A oY =AY
ve

hV, oY —phVv,Y =0
(hV,p)Y =0
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bulunur. Benzer sekilde, U e V(M) veX € H(M) icin Yardimci Teorem 6.1.2 den ve
(6.10) esitliginden

ToeX +hV pX —pT, X —phV ;X =0

dir. X temel vektér alani ise Yardimci Teorem 6.1.2 geregi hV,X = AU esitligi
kullanilirsa, yatay distribiisyon ¢ -invaryant oldugundan, yukaridaki esitlikte dikey ve
yatay kisimlar ayrildiginda

ToeX =T, X =0,
hv,eX —phV X =0

olup, buradan

TyeX =l X,
AU =AU

elde edilir. Yardimci Teorem 6.1.2 ve (6.10) esitliginden
(ngo)U =0,
(Vx¢)u = anJ —pVyU =0,

A, U +W, U —pA U -—owV,U =0

dir. Yatay ve dikey kisimlarin ayr1 ayr sifira esit olduklar1 diisiiniildiigiinde
Acd =AU,

W, dJ —ovV,U =0,
(VVX5)U =0

bulunur. Son olarak U,V € V(M ) icin (6.10) esitligi ve Yardimci Teorem 6.1.2 den

T, NV +oV, N —gT,V —puV,V =0

yazilabilir. Yukaridakine benzer sekilde yatay ve dikey kisimlarin ayri ayri sifira esit
olduklar1 diisiiniildiiglinde

(gu E)V =0

oldugu goriiliir. o

Yardimci Teorem 6.2.4 ve Yardime1 Teorem 6.2.5 den asagidaki teorem elde edilir:
Teorem 6.2.6. [43] F:(M,V,g)— (Bﬁ, a) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel

submersiyon olsun. Bu durumda (Bﬁ,a) bir Kahler-benzeri istatistiksel manifold ve
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(M,V,g,¢,§,n) istatistiksel altmanifoldu bir kosimplektik-benzeri istatistiksel

manifolddur.

ispat. Yardime1 Teorem 6.2.4 ve Yardimer Teorem 6.2.5 den Vyé=0 ve (§u (;)V =0

oldugundan (6.10) esitligi saglanmis olur. Bu durumda (M,ﬁ 6,;, f,n) bir kosimplektik-

benzeri istatistiksel manifolddur.

Simdi (B,%,@) manifoldunun  bir Kahler-benzeri istatistiksel manifold oldugu

gosterilecektir.

X,Y,Z temel vektor alan1 ve X,,Y,,Z, € B ile F -baglantili oldugu kullanilirsa

~

g ((%*J Y., z*) =g (VY. -3V, 2.

yazilabilir ve F bir kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyon oldugundan,

~

g(§x*JY*—J§xY Z*> = /g\(§F*xF*((pY)—J§F*xF*Y,F*Z)

g(F. (VoY )-F.(oV,Y) FZ)
= g(qupY _(DVXY’Z): g((VX¢))Y,Z)

dir. (M,V,g) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold oldugundan, (V,¢)Y =0

~

dir. Bu durumda yukaridaki esitlikten (%x*\] )Y* =0 oldugu goriliir. Bu da (B,V, a) nin
bir Kéhler-benzeri istatistiksel manifold oldugunu gosterir.o

Yardima Teorem 6.2.7. [43] F:(M,V,g)— (Bﬁ, 6) bir kosimplektik-benzeri
istatistiksel submersiyon olsun. Eger dimM =1 ise H(M) integrallenebilirdir.

Ispat. Yardimci Teorem 6.2.5 den A ¢Y =§AXY dir. Burada Y yerine @Y alimirsa ve
oY ==Y +n(Y)<,

A’ = A (=Y +3(Y)E) = pAcpY

olup boylece

~AY +7(Y)AE—pA QY =0

bulunur. Yardimer Teorem 6.2.4 den A & =0 olup, buradan AY = —pA, oY elde edilir,
dimM =1 oldugundan A, @Y = A& yazilabilir. Boylece A,Y =0 oldugu goriiliir. Buradan

da Yardimci Teorem 6.1.4 kullanildiginda H(M) nin integrallenebilir oldugu sonucuna

ulasilir.o
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(5.2) esitliginde E=F = A Y alimirsa

(5+$)AXY =0 (6.12)
dir.
Onerme 6.2.8. [43] F:(M,V,g)a(B,%,é) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel

submersiyon olsun. Eger rank(§+$) =dimM -1 ise H(M ) integrallenebilirdir.

ispat. Yardime1 Teorem 6.2.5 den A Y = —pA, oY dir. {UpU,,...U_, &}, M iizerinde
bir ortonormal ¢at1 olsun. rank(g;ﬂ;*) =dimM -1 oldugu igin (5+5*)U1, (5+(7)U2 ,

(& +5* )USl vektor alanlar lineer bagimsizdir. Boylece

AGY =3 G(APY U, + gAY &) (6.13)

dir. (6.13) esitligine 5 ve ; uygulanirsa

_ n-1
PA Y :Zg(Ax(DYvUi)Wi

i=1
ve

J—

o n-1
@ AcpY :Zg(Ax(DYvUi)q) U,

i=1

dir. (6.12) den

—_ p— n-1 —_ p—"
(¢+¢ )AxcoY ZZQ(AxcoY,Ui)(qow )Ji =0
i=1
ve (g_0+g_0*)Ul , (g_p+g_p*)U2 - (5+g_o*)Us_l vektor alanlari lineer bagimsiz oldugundan

g(AY,U)=0

bulunur. O halde (6.13) den
AcpY =g(AcpY,8)¢

ve

PAQY =0

85



elde edilir. Yani AY =0 dir. Yukaridakine benzer sekilde Yardimci Teorem 6.1.4
kullanildiginda H (M ) nin integrallenebilir oldugu goriiliir.o

Sonu¢ 6.2.9. [43] F:(M,V,g)a(B,%,a) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel
submersiyon olsun. Eger p = ¢ ise H(M ) integrallenebilirdir.
Ispat. g_o=5 ise (6.12) denkleminden QAXY:O dir. Yardimci Teorem 6.2.5 den

A, Y = @AY olup, bir 6nceki 6nermede A Y = —pA, oY oldugundan burada A, Y =0
bulunur. O halde, Yardimci Teorem 6.1.4 geregi H (M) integrallenebilirdir.o

6.3 Kosimplektik-benzeri Istatistiksel Submersiyonlarin Egrilik Tensorii icin Bazi
Sonuclar

F :(M,V,g)—>(B,§,§) bir kosimplektik-benzeri istatiksel submersiyon olsun. Boylece
Teorem 6.1.3 ve (6.11) esitliginden

g(ﬁ(u,v)w,w' )+g(TUw,TV*W' )—g(TVW,TLjW'):%{g(v,w)g(u ,W')
~g(UW) g (VW J+n(U)r(W)g (VW )-n(v)n(w)g(uw)
n(V)n(W g (UW)=n(U)n(W g (v.W)-g(v.on)g(w )

+g (U)W ) [g(U.v)-g (V) g (v )| (6.14)
g((VxT), V.Y )=g((VuA), V.Y )+9 (AU, AV )-g(T, X,T,Y)

6.15
- ([(UN) 1)) ] (x.¥)-9 (0. )a(ox,Y ), o
g((VxT), Y.V ) =g ((VoA), Y.V )+g (T X, T,Y)-g (AU, AV)
6.16
=~ (L9 UV)=n(U)n(vV)]g(X.Y)-g (V) (X.0Y)]. o

g

—

ﬁ(x,Y)z,z')—g(Ayz,A;z') (A Z,AZ )+g( (Ac+A )Y, A;z')

sfot2ifr 2ot a2 oo s

+g(¢Y,z')g(x,¢z)+[g(x,(pv)—g((px,Y)]g(goz,z')} (6.17)

esitlikleri elde edilir.

Boylece asagidaki 6nerme verilebilir:
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Onerme 6.3.1. [43] F:(M,V,g)—>(B,§,§) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel

submersiyon olsun. Eger H (M) integrallenebilir ve M nin egrilik tensor alani (6.11)
formunda ise B nin egrilik tensor alani (6.3) formundadir.

ispat.H(M ) integrallenebilir oldugundan A ve A sifirdir. M nin egrilik tensorii (6.11)
esitligini sagladigindan (6.17) elde edilir.

X,Y,Z temel vektor alanlar1 ve X,,Y,,Z, vektor alanlarma F -baglantili oldugundan
(6.17) den

F*(ﬁ(X,Y)Z): R(F.X,FY)F.Z :%{ﬁ(v*,z*)x* ~9(X,.2.)Y.

—a(Y*,JZ*)JX*+§(X*,JZ*)JY*+[g(X*,JY*)—g(JX*,Y*)]JZ*}
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.o
Sonu¢ 6.3.2. [43] F:(M,V,g)a(B,%,a) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel

submersiyon olsun. Eger dimM =1 veya rank (5+;) =dimM -1 ve M nin egrilik

tensor alani (6.11) formunda ise B nin egrilik tensor alani (6.3) formundadir.

Ispat. dimM =1 veya rank (g; +g;*) =dimM -1 olmast durumunda Yardimer Teorem

6.2.5 ve Onerme 6.2.8 geregi H(M) integrallenebilirdir. Boylece Onerme 6.3.1

kullanildiginda B nin egrilik tensor alani (6.3) formunda oldugu goriiliir. o

Simdi H(M) integrallenebilir olsun. Bu durumda (6.15) den
0((ViT)VY) =0 (X TY) =2 {[g(UV)=n(U)n(V)]a(X.Y)

-9 (U )g(eX.Y)|

elde edilir. Yukaridaki denklemde U ve V iizerinden toplam alinirsa
S s C

Zg((VXT)U Ua’Y)_Zg(TUaXJTU*aY)=Z{(S_1)9(X,Y)

a=1 a a=1

~(tre) g (ex.Y)}, (6.18)

bulunur. Diger taraftan

;g ((VxT)ua UQ,Y)=;{9(VX (T,U.).Y)

-9 (TvxuauavY)_ g (TuavawY)}
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olup, T nin simetri 6zelligi ve (6.8) kullanildiginda

S

Zi;g ((VXT)Ua Ua,Y)= g(ViH,Y)->{g (Tu,,VanaY)

a=1

+9(Ty, ViU, Y

yazilabilir. (6.6) dan

S

;g((VXT)UaUa,Y):g(VxH,Y)+ 1{g(TU";Y,vaO,)

a=

+g(TU";Y,vxua)}

dir. (6.7) den ViU _ = ZWZjUj ve V,U_= ZWOJ;UJ. yazilabilir. Diger taraftan

i=1 j=1
T'Y =ig(TU*Y,Uj)Uj
« = «
oldugundan

g (T;Y,V;Ua): ZS:ZS:W;jg (TU*uY,U j)

a=1j=1

ve

g (TU:Y,VXUa): iiw;g (TU*;Y,UJ.)

a=1lj=1

yazilabilir. (6.20) ve (6.21) esitlikleri toplanirsa

0T, Y.V30, (T, Y, V,U, )= 33w wl g (T, Y.

a=1j=1

elde edilir. (6.7) esitliginden (W,’ +w.)=0 dir. O halde (6.22) den

g (TU* Y,V’;Ua) =Yg (TU* Y,Van)
a=1 ¢ a=1 “
bulunur. (6.23) esitligi (6.19) da kullanilirsa

>0((V,T), UarY )= 0(V:HY)+ o[ Y.¥,U,

a=1

_Zg (Tu* Y, ViU, )}
a=1 “

elde edilir. Burada V ve V'~ torsiyonsuz afin konneksiyonlar olduklari igin
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VU, -ViU, =V, X -V, X

yazilabilir. Bu durumda

S

;g ((VXT)Ua Ua,Y) =g(VyH,Y)+ {g(TU";Y,VUax)

a=1

g (TU’ZY V5 X )}

a=1

olup, Yardimc1 Teorem 6.1.2 kullanilirsa

> (7,7, U,.Y )= 9(V,H ¥)+ g (TU’ZY,TUax T x) (6.24)
a=1 @

a=1

yazilabilir. (6.24) ve @ (TX ,TY) = 29 (TUa X ,TUaY) esitlikleri (6.18) de kullanilirsa

a=1

g(VXH,Y)—g(T*Y,T*x)=%{(s—l)g(X,Y)—(trg_o)g((oX,Y)} (6.25)

sonucuna ulasilir. Eger hV, H =0 ise (6.25) den

~g(TY,T°X)= %{(s—l)g(x Y)(tre) g (¢X ,Y)} (6.26)
bulunur. (6.26) esitliginden asagidaki teorem ve sonug elde edilir:

Teorem 6.3.4. [43] F:(M,V,g)a(B,%,a) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel

submersiyon ve M nin egrilik tensor alani (6.11) formunda olsun. Kabul edelim ki
H(M ) integrallenebilir ve keyfi X e H(M) igin hv,H =0 olsun.

(i) Eger c=0 ise M ve B flattir ve her bir lif M nin total geodezik altmanifoldudur.
(ii) Eger tro =0 ise dimM >1 dir.

Sonuc 6.3.5. [43] F:(M,V,g)e(B,%,é) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel

submersiyon ve M nin egrilik tensor alan1 (6.11) formunda olsun. Eger H(M)
integrallenebilir ve H sabit ise Teorem 6.3.4 iin sonuglari elde edilir.

Simdi V" afin konneksiyonuna gore Teorem 6.3.4 iin karsilig1 incelenecektir.

R ve R", V ve V' dual konneksiyon ¢iftinin egrilik tensér alanlar1 oldugundan (3.3)
geregi

g(R(X,U)Y,V)=-g(R(X,U)V,Y)
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dir. Burada g(R*(X,U)V,Y) degerini hesaplamak ig¢in Yardimci Teorem 6.1.2

kullanilirsa
g(R(X,U)V,Y)= g(( *XT*)UV,Y)—g((V: A*)XV,Y)
-g(T'X,T,Y)+g(AV,AU)

bulunur. Son iki esitlik ve (6.16) esitligi gozoniine alinirsa
g((ViT7), VY )=g((V) A7), V.Y )= (T, X.T,Y )+ g (AV, AU)
={[o(UV)-n(U)n(v)]g(X.¥)-g (V)9 (X, 0Y))

bulunur. (M) nin integrallenebilir oldugu kabul edilsin. O halde (6.27) den
P « C
0((ViT),v.¥)-g(TX. 1Y) =2 {[a(U.V)-n(U)n(V)]g(X.Y)

~g(AV)g(X.0Y))

elde edilir. (6.28) denkleminde U ve V iizerinde toplam alindiginda

Z{g ((v’;T*)Ua Ua,Y)— g (Tj; X ,TUQY)}: %{(s—l) g(Xx.Y)

a=1

—(trg;)g (X, oY )}

bulunur. T nin simetri 6zelligi, (6.6) ve (6.8) den

S

;g ((V’;T*)Ua Ua,Y) = 9<V;H*,Y)+Z{9(TUQY,V§Ua)

a=1

+g(TUaY,V’;Ua)}

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

yazilabilir. (6.7) den ViU _ = ZW;jU ; veV,uU, = ZWO‘;U ; yazilabilir. Diger taraftan

j=1 j=1
T,Y=>49 (TUQY,Uj)Uj
j=1
oldugundan

0(T,.Y.ViU.)= 2Dl (T, V.U,

a=1j=1

ve
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S S

9(TuaY’Van)=ZZW59(TUHY'U1)

a=1j=1

yazilabilir. (6.31) ve (6.32) esitlikleri toplanirsa

g(T,,Y. ViU, )+a(T, Y.V, U, )= ii(w;i +w!)g(T,Y.U))

a=1j=1

elde edilir. (6.7) esitliginden (W’ +w,)=0 dir. O halde (6.31) ve (6.32) den

gg (To,Y.V3U, )= —gg (T,,Y.v,U,)

bulunur. (6.34) esitligi (6.30) da kullanilirsa

Zg((V;T*)Uaua,Yj g(ViH" Y)+ZS:{ (T, ¥.v,U, )

a=1

g (Tuav,vzua)}

a=1
elde edilir. Burada V ve V' torsiyonsuz afin konneksiyonlar olduklari igin
ViU,-ViU, =V, X-V X

yazilabilir. Bu durumda

;g ((V;T*)Ua Ua,Y) = g(V; H*,Y)+ {g (TUaY,VUa x)
_;g (T, Y. V5. X )}

olup, Yardime1 Teorem 6.1.2 kullanilirsa

Zs:g ((v’;T*)U ua,Y) = g(v*XH*,Y)+ZS:g (TUQY,TUQX -1 x)
a=1 4

a=1

yazilabilir. (6.35) ve g (TX ,TY) = Zg (TUa X ,TUaY) esitlikleri (6.29) da kullanilirsa

g(ViH"\Y)-g(TY,TX)= 4{(3 Dg(X.Y)~(tre)g(X. oY)}

elde edilir. Burada hVy; H™ = 0 ise asagidaki teorem ve sonucu elde edilir:
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Teorem 6.3.6. [43] F :(M,V,g)e(B,%,@) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel
submersiyon ve M nin egrilik tensor alani (6.11) formunda olsun. Kabul edelim ki
H (M) integrallenebilir ve keyfi X e (M) igin hViH" =0 olsun.

(i) Eger c=0 ise M ve B flattir ve her bir lif M nin total geodezik altmanifoldudur.

(ii) Eger tro =0 ise dimM > 1dir.

Sonuc 6.3.7. [43] F:(M,V,g)a(B,@,a) bir kosimplektik-benzeri istatistiksel
submersiyon ve M nin egrilik tensoér alani (6.11) formunda olsun. Eger H(M)
integrallenebilir ve H sabit ise Teorem 6.3.6 nin sonuglarinin benzeri elde edilir.

[23] numarali ¢alismada Takano, F istatistiksel submersiyonunu konformal lifler ile
birlikte ele almigtir. U,V € V(M) igin eger T,V =0 ise F istatistiksel submersiyonu

1
isometrik lifli, eger T,V = gg (U ,V)H ise konformal lifli istatistiksel submersiyon adini
alir. Boylece asagidaki 6nerme verilebilir:
Onerme 6.3.8. [43] Eger F:(M,V,q) —>(B,§, 5) bir konformal lifli kosimplektik-
benzeri istatistiksel submersiyon ise F nin izometrik lifleri vardir.

Ispat. F bir konformal lifli kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyon olsun. Bu
durumda

TUV:%g(U,V)H

1
dir. Eger V =¢ alinirsa Yardimer Teorem 6.2.4 den, gg(U,é‘)H =0 yazilabilir. Bu

durumda U,& € V(M) oldugu i¢in H =0 bulunur. Bu da ispat1 tamamlar. 0

Onerme 6.3.9. [43] F:(M,V,g)e(B,%,a) bir konformal lifli kosimplektik-benzeri

istatistiksel submersiyon ve M nin egrilik tensor alani (6.11) formunda olsun. Bu durumda
her bir lif M nin total geodezik altmanifoldudur ve egrilik tensor alani (6.11) formundadir.

Ispat. Kabul edelim ki F nin konformal lifleri olsun. Onerme 6.3.8 den, F nin izometrik
liflerinin oldugu agiktir. Bu durumda T =0 dir. Boylece her bir lif total geodeziktir. M
nin egrilik tensor alani1 (6.11) formunda oldugundan, (6.14) den, liflerin de egrilik tensor
alaninin (6.11) formunda oldugu goriiliir.o

Teorem 6.3.10. [43] F:(M,V,g)—>(B,§,§) bir izometrik lifli kosimplektik-benzeri

istatistiksel submersiyon ve M nin egrilik tensor alani (6.11) formunda olsun. Eger
H(M) integrallenebilir ise M ve B flatdir.
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Ispat: (6.16) dan,

g((VxT), Y.V )=g((VyA), Y.V)+g(T, X, T,Y)-g (AU, AV)
=—{9(X.Y)g(UV)-g(XY)n(U)n(V)-g (XY )g (V)] (6.36)
g((VyT), X.V)=g((VyA), X,V )+g(T,Y. T, X)-g(AU,AV)

== 2o (V. x)g(UV)-9 (Y. X)7(U)n(V)-g(¥.0X)g (V) (637)

yazilabilir. H(M) integrallenebilir ve F nin izometrik lifleri olsun. Bu durumda (6.36)

esitligi ve (6.37) esitligi
0 :%{g(X,Y)g(U,V)—g(X,Y)n(U)n(V)—g(X,goY)g(EU,V)} (6.38)
ve

:%{g(X,Y)g(U,V)—g(X,Y)n(U)n(V)—g((pX,Y)g(ZJU,V)} (6.39)
sekline dondisiir. (6.38) ve (6.39) birbirinden ¢ikarilirsa
0:%g(aJ,V){g((pX,Y)—g(X,goY)} (6.40)
elde edilir. (6.40) esitligindeU ve V iizerinde toplam alinirsa

0=%(tr5){g(¢x,v)—g(x,¢v)} (6.41)

bulunur. (6.41) denkleminde g(@X,Y)=g(X,¢Y) oldugu i¢in,c=0 veya tro=0 dr.
F nin izometrik lifleri oldugundan, (6.26) esitligi

0=%{(s-l)g(x,v)-(tra)g(gox,v)} (6.42)

seklinde yazilabilir.

Simdi kabul edilsin ki trg =0 olsun. Bu durumda (6.42) den,
c
0=Z(s—1)g(X,Y)
elde edilir. Buradan s>1 oldugu i¢in ¢ =0bulunur. Boylece (M,V,g) ve (Bﬁ,@) flat

dir. Bu da ispat1 tamamlar.o
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Ornek 6.3.11. [43] Ornek 6.2.2 de verilen (RXR“,%,Q = dt2+gR4> bir kosimplektik-

benzeri istatistiksel manifolddur. Simdi F :(RxR“,%, a) N (R4,VR4 , gR4) kosimplektik-

benzeri istatistiksel submersiyonu

F (X0 %0 Y Y2 ) = (%0 %0 Y Ys)

izdiisim  fonksiyonu ile  tanimlansm. Burada V(M )=span {%} ve
0 0 0 0 0 0 0 0
H(M :span{—,—,—,—} dirr, —,—,—,—<€H(M) oldugu i¢in buradan
(M) OX, OX, oYy, 0y, ox, 0X, 0Oy, oY, (M)
A=0 elde edilir.

Ornek 6.3.12. [43] Ornek (6.2.3) de verilen (RXR2,§,§ = dt’ +9R2) bir kosimplektik-

benzeri istatistiksel manifolddur. Simdi F :(Rszﬁ, §) N (RZ,VRZ , ng) kosimplektik-

benzeri istatistiksel submersiyonu

Fltxy)=(xy)

izdiisiim fonksiyonu ile tanimlansin. Burada V(M ) = span {%} ,H(M ) = span {g,%}
X

ve dimM =1 oldugu agiktir.
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