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OZET

DEGISKEN USLU UZAYLARDA KONVOLUSYONLAR VE OZELLIKLERI
DOKTORA TEZi
ELiFE GURSEL
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. DANIYAL ISRAFILZADE)

BALIKESIR, AGUSTOS - 2020
Alt1 boliimden olusan bu tezde, degisken iislii Lebesgue uzaylari, agirlikli degisken isli
Lebesgue uzaylari, konvoliisyonlar, bunlarin 6zellikleri, en iyi yaklasim sayist ile olan
baglantilar1 ve basit baglantili bélgede tanimli analitik fonksiyonlarin degisken tislii Smirnov
smifinda yaklasim teorisinin maksimal yakinsaklik problemleri aragtirilmistir.
Birinci boliimde tez konusu ile ilgili gereken literatiir taramasi yapilmistir.

Ikinci béliimde, tezde kullanilan temel tanimlar ve sonuglar verilmektedir.

Uciincii  boliimde, degisken iislii Lebesgue uzaylarinda konvoliisyon operatorleri
tanimlanmistir. Daha sonra bu konvoliisyon operatdrlenin bazi 6zellikleri elde edilmistir.

Doérdiincii boliimde, agirlikli degisken iislii Lebesgue uzaylarinda konvoliisyon ile en iyi
yaklagim sayisi1 arasindaki iligki incelenmistir.

Besinci boliimde, basit baglantili bolgede tanimli analitik fonksiyonlarin degisken iislii
Smirnov siifinda maksimal yakinsaklik teoremleri kanitlanmistir.

Altinc1 boliimde tezde elde edilen sonuclarin kisa Ozeti verilmistir ve bazi Onerilerde
bulunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Degisken iislii Lebesgue uzaylar1, konvoliisyon operatorleri,
maksimal yakinsaklik, diiz-ters teoremler, Faber polinomlari
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ABSTRACT

CONVOLUTIONS AND THEIR PROPERTIES IN THE SPACES WITH
VARIABLE EXPONENT
PH.D THESIS
ELIFE GURSEL
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. DANIYAL ISRAFILZADE)

BALIKESIR, AUGUST - 2020
In this thesis consisting of six sections, it is investigated variable exponent Lebesgue spaces,
weighted variable exponent Lebesgue spaces, convolutions, their properties and relationship
between best approximation. Therefore, maximal approximation problems are investigated
in variable exponent Smirnov classes of analytic function defined simple connected domain.
In the first section required literature rewiev related to the thesis subject is made.

In the second section basic definitions and results used in thesis are given.

In the third section, the convolution operators are defined in the variable exponent Lebesgue
spaces. Then, some properties of these convolution operators are obtained.

In the fourth section the relationship between convolutions and best approximation numbers
are investigated.

In the fifth section, in the variable exponent Smirnov classes of analytic functions defined
simple connected domain, maximal convergence theorems are proved.

In the sixth section, a short summary of the results obtained in the thesis is given and some
suggestions have been made.

KEYWORDS: Lebesgue spaces with variable exponent, convolution operators, maximal
approximation, direct-inverse theorems, Faber polynomials
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SEMBOL LISTESI

C : Kompleks diizlem
R - Reel sayilar kiimesi
D : Birim Disk
D~ - Birim diskin dis bolgesi
T : Birim ¢ember sinir1
G > G "nin kapanis1
Ly, : 27 periyodik fonksiyonlarin Lebesgue uzay1
L. ([O, 271']) : [0,27] tizerindeki agirlikli Orlicz uzay:
|_§§} : [O, 27[] tizerindeki degisken iislii Lebesgue uzayi
LP0) (Q) . Q lizerinde tanimli degisken tislii Lebesgue uzayi
3, : Derecesi n’yi agmayan trigonometrik polinomlarin sinifi
T, : n dereceli trigonometrik polinom
X . Karakteristik fonksiyon
E,(f )p . L uzaylarinda f ’e en iyi yaklagim hatasi
fxg : f ile g ’nin konvoliisyonu
o ( f ) : Ortalama deger fonksiyonu
E’(G) : Smirnov siifi
EP0 (G) : Degisken iislii Smirnov siifi
R.(z,f) : f(z) fonksiyonunun Faber serisinin n. kalan terimi
S,, : [O, 27[] tizerindeki basit fonksiyonlarin sinifi
: Basit baglantili ve siirl1 bolge
oty (f) : Modiiler fonksiyonel
LE)(') : Degisken tisse sahip agirlikli Lebesgue uzay1
S, ( f ) : f ’in Fourier serisinin agiliminin n. kismi toplami
Ap(.) : Muckenhoupt sinifi
F.(2) : n. dereceden Faber polinomu
K, () . En 1yi yaklasim 6zdesligi
S,.f : Steklov operatorii
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1. GIRIS

Yaklasim teorisi nitelikleri daha az bilinen bir fonksiyona, nitelikleri daha iyi bilinen ve daha
basit yapida olan fonksiyonlarla yaklagim saglanabilir mi, bu yaklasim en iyi nasil elde edilir
ve yaklasim hizi ile ilgili 6nemli sorulara cevap arayan calismalari kapsamaktadir. Bu
sorulardan yola ¢ikarak 1800’lerden baslayarak birgok matematik¢i bu teori {izerinde
caligmalar yapmustir. Basit yapida olan fonksiyonlar kiimesi c¢ogunlukla arastirilan
fonksiyon uzaylarinin bir alt uzayi olarak alinir ve alinan alt uzay verilen uzayda yogun ise
0 zaman yaklagim teorisinin nitelik problemi pozitif anlamda ¢6ziilmiis olur. Bunun en klasik
ornegi 1885 yilinda Weierstrass tarafindan ispatlanan ve reel eksenin araliklarinda tanimli
stirekli fonksiyonlar sinifinda cebirsel polinomlarla istenilen kadar kii¢iik hata ile yaklasimin

miimkiinliiglinii ifade eden teoremlerdir.

Yaklagim teorisinin nitelik problemi pozitif anlamda ¢6ziildiikten sonra nicelik problemine,
yani yaklagim hizinin degerlendirilmesi problemine gegilir. Nicelik problemler iki kisima
ayrilir. Birinci kisim, temel uzaydaki fonksiyonlarin 6zelliklerine gore yaklasim hizinin
iistten degerlendirildigi problemler olan diiz teoremlerden olusur iken, ikinci kisim bunun
tersi olan yani yaklagim hiz1 bilinen fonksiyonun 6zelliklerinin arastirildig: ters teoremlerdir.
Ters ve diiz teoremlerin belli fonksiyonlar sinifinda gerek ve yeter kosul olarak ifade
edilebildigi durumlarda s6z konusu fonksiyon sinifinin konstruktif karakterizasyonu elde

edilmis olur.

[lk olarak 1912 yilinda [O, 27[] araliginda siirekli ve 277 periyotlu fonksiyonlar uzayinda diiz

teoremler Jackson tarafindan elde edilmistir. 1913 yilinda ise Bernstein aynm1 uzayda ters

teoremleri vermistir. Daha sonra yaklasim problemleri Lebesgue uzaylarina tasginmaistir.

Diiz teoremlerin incelenmesi asamasinda en iyi yaklasim sayis1 ve diizgiinlik modiilii

kavramlar1 kullanilir. Ornegin, L , 27z periyotlu p. dereceden Lebesgue anlaminda

~

integrallenebilir fonksiyonlar uzayr ve 3 , derecesi n’yi asmayan trigonometrik

n

polinomlarin ailesi oldugunda f € L) _ fonksiyonu i¢in en iyi yaklasim hatasi
£, (1), = jnf |1 -T,],,
ve alisilmig r. diizgiinliik modiilii

> (1) @ f (x+oh)

v=0

Q,(f,8) =sup

|hl<s

, reN
L,




olarak tanimlanir. L) Lebesgue uzaylarinda diiz teorem genellikle asagidaki sekilde ifade

edilir.

Eger f e L) ve r=12,3,... ise Oyle bir ¢ >0 sabiti vardir ki, her n=1,2,3,... igin

En(f)psmr(f,ij

n+1

esitsizligi saglanir.

Yukarida ifade edilen teorem r=1 ve p=co igin Jackson [1], r=2 ve 1< p<ow igin
Akhiezer [2], r>1 ve p=co igin ise Stechkin [3] tarafindan kanitlanmistir. Yaklasim
teorisinde yaklasan polinomlarin insa edilmesi asamasinda konvoliisyon kavrami

kullanilmaktadir ve klasik anlamda konvoliisyon operatérii f,g e L, olmak izere

(fx)(x):=["f(x-y)a(y)dy

bi¢ciminde tanimlidir.

Konvoliisyon ve konvoliisyon tipi doniisiimler matematigin farkli alanlarinda birgok temel
problemlerin arastirilmasi i¢in dnemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle yaklasim teorisinde
en iyl yaklasim sayisi ile konvoliisyon operatdrii arasindaki iligkiyi inceleme ihtiyaci

duyulmaktadir. Biz burada tezde tanimladigimiz konvoliisyon ile ilgili baz1 6n bilgileri ve

elde edilmis sonuclar1 hatirlayalim:
o, smirli varyasyonlu, j_w do(u) =0 kosulunu saglayan bir fonksiyon ve

D(f:6,h, p) = Hj“; f (x—hu)do(u)

p

olsun. Eger f e L) (1< p<x) ve 0<h<1 ise bu karakterizasyonun en iyi yaklagim sayisi

ile iistten degerlendirilmesi ile ilgili 1971 yilinda M. F. Timan tarafindan

D(f;0,h, p) < Ao, p){i E/ ,(f),67(n,.h) + E,fm(f)p} 7 (1.1)

esitsizligi elde edilmistir [4]. Burada



y =min{2, p},

n,=l<n<..<n <.. n,/n>q>1 n 6 <1/h,
N, -1

5(n,.h)= Y |6(kh)—&((k +1)h)|+|6(n,h)],
k=n,

&(X) = f e “do(u)
ve A(o, p) sadece o ve P ye bagli bir sabittir.
Daha sonra bu iliski Orlicz uzaylarinda arastirilmistir.

¢:[0,00) =[0,0) konveks ve siirekli fonksiyonu ¢(0)=0, ¥x >0 icin ¢(X)>0 ve

IimM:O , IimM

x—0 X Xx—>wo X

=0

kosullarini sagliyor ise ¢ fonksiyonuna Young fonksiyonu denir. Ayrica Yy >0 i¢in
w(y)=max{xy—¢(x):x=0}

bigiminde tanimlanan y fonksiyonuna ¢’ nin tamamlayici Young fonksiyonu denir.

@ bir Young fonksiyon olmak iizere

J.Ohgo(‘ f (X)‘)dx<oo

kosulunu saglayan 27 periyotlu fonksiyonlar uzayma Orlicz uzay: denir ve L¢[0, 27[] ile

gosterilir. ¥, @ ’nin tamamlayici Young fonksiyonu olmak iizere bu uzaylarda
Orlicz normu;
|f], = sup{.[02”| f (x)g(x)|dx: Eﬁz//ﬂg(x)ﬂ dx sl},
Luxemburg normu;
. 2z _
[, =inf (k>0: [ o[k | (x)|]dxg1)
olarak tanimlidir ve bu iki norm denktir.

Lebesgue uzaylarmin bir genellesmesi olan Orlicz uzaylarinda (1.1) esitsizligi V. G.

Ponomarenko ve M. F. Timan tarafindan kanitlanmistir [5].



Oteleme doniisiimiine gére invaryantlik her uzay igin gecerli olan bir dzellik degildir. Bu

ozelligi saglamayan uzaylardan biri L, [0,272'] agirlikli Orlicz uzaylaridir. Bu nedenle
1¢h

tezde teleme doniisiimii yerine (o, f )(X,u) = o IO f (x+ut)dt ortalama deger fonksiyonu

yardimi ile insa edilen

_[jo(ahf)(x,u)da(u)

karakterizasyonu kullanilmaktadir.

Agirlikli Orlicz uzaylarinda ¢ Young fonksiyon olmak iizere

Ji(ah f)(x,u)do(u) y

ifadesi 2010 da D. M. Israfilov ve Y. E. Yildirr tarafindan degerlendirilmistir [6].

D(f,a,h,(p):=

LW) [0,272'] yansimali, f e LW[O,ZE], we Ap(w)[O,Zir], bir ae(O,l) icin  @“

kuvazikonveks olsun ve ¢ fonksiyonu bir ¢ sabiti i¢in

p(uv)<co(u)e(v)

kosulunu saglasin. [6] ¢alismasinda her m dogal sayist i¢in

(/)(\/a) konveks ise

m 1/2
D (fioh) <o 3 (1),.,6%, | +eE (1),
r=0

(/)(\/J) konkav ise

D(f;0,hp)<cinfk” (1+ > co(kE, ,(f),. 52_h)]+cEZM (),

r=0

esitsizlikleri elde edilmistir. Burada

o(am).

r+l

52',h - IZ:

r

&(Ih)-&[(1+1)h]+

sinux
ux

do(u), O<h<z

&(x):=_]jo

dir.



Dogal olarak elde edilen sonuglarin Lebesgue uzaylarindan daha genel ve daha fazla
uygulama alanlarina sahip olan uzaylara tasmabilirligi problemi ortaya ¢ikmaktadir. Bu tip
uzaylardan biri uygulamali matematigin birgok alanlarinda ve 06zellikle mekaniksel
problemlerde, potansiyel teoride ve bir¢ok fizik problemlerinde kullanilan degisken tislii
Lebesgue uzaylaridir. Bu uzaylar ile ilgili detayli bilgi edinmek i¢in [7-9] kaynaklarina
bakilabilir.

L2V degisken iislii Lebesgue uzaylar klasik Lebesgue uzaylarnm, p sabiti yerine p()

degisken fonksiyonunu alarak elde edilen bir genellemesidir. Bu uzaylardan, ilk olarak 1931
yilinda Orlicz bahsetmis daha sonra kendi adin1 tasiyan Orlicz uzaylarimi gelistirmistir. Daha
sonra H. Nakano, Orlicz uzaylariin bir genellestirilmesi olup degisken iislii uzaylara yakin
olan modiiler uzaylari tanimlamis ve bu uzaylarda bir dizi sonuglar elde etmistir [10-12].
Nakano’nun ¢aligmalarini takiben birgok matematik¢i modiiler uzaylar iizerine degisik
konularda ¢alismalar yapmistir. Ozel halde 1970 ve 1980°1i yillarda bu uzaylar basta H.
Hudzik [13,14] ve J. Musielak [15] olmak {izere, Polonyali matematikgiler tarafindan
calisilmistir. Bu ¢calismalardan bagimsiz olarak degisken iislii uzaylarda yaklasim teorisinin
nitelik problemleri I. 1. Sharapudinov tarafindan incelenmis ve yaklagimin nitelik
bakimindan pozitif yonde ¢oziilebilirligi i¢in iis fonksiyonu tizerine gereken kosullar elde

edilmistir [16-18].

Degisken {islii uzaylar son otuz yilda ¢esitli uygulama problemlerinin ¢6ziimiinde basariyla
kullanildiklarindan dolay1 1990 yilindan baglayarak bir¢ok matematik¢i tarafindan 6dnem
verilen bir obje haline gelmistir. Ozellikle diferansiyel denklemler ve matematiksel
modelleme problemlerinde siklikla bu uzaylardan faydalanilmaktadir. Gerek uygulama

alaninda gerekse teorik alanda ¢ok sayida arastirma yapilmis ve yapilmaya devam

edilmektedir [19-27].

Degisken iislii Lebesgue uzaylarinda elde edilen en 6nemli ¢alismalardan biri tartismasiz O.
Kovacik ve J. Rakosnik [28] tarafindan yazilan makaledir, bu makalede R" {izerinde bu
uzaylarin ve degisken iislii Sobolev uzaylarinin temel Ozellikleri detayli bir sekilde
incelenmistir. Bu ve buna benzer konular S. G. Samko ve 6grencileri tarafindan arastiriimis
ve degisken islii uzaylarda potansiyel teori, singiiler operatdr teorisi konularinda klasik

sonugclara benzer sonuclar elde edilmistir [Ornegin: 29,30].

Degisken tislii uzaylarda yaklagim problemleri ¢6ziimiine gelince, klasik Lebesgue

uzaylarindan farkli olarak bu uzaylarin Gteleme doniisiimiine gore invaryant uzaylar

5



olmadig1 goriilmiistiir [28]. Bunun sonucu olarak klasik bir takim sonuglar bu uzaylarda
gecerli olmayabilir veya klasik 6teleme yerine kullanilabilen yeni objelerin tanimlanmasi
gerekebilir. Bu problem 6zellikle yaklasim hizinin degerlendirildigi diiz teoremlerin elde
edilmesi asamasinda ortaya ¢ikmaktadir. Bunun disinda degisken tislii Lebesgue uzaylarinda
yaklagim teorisi ile ilgili bir takim sonuglar elde edebilmek i¢in degisken iis fonksiyonu
lizerine bazi kosullarin konulmasi gerekir. Bu kosullardan ilki iis fonksiyonun esasli sinirlt

olmasi, digeri ise ilk olarak [18] de I. I. Sharapudinov tarafindan tanimlanan

C
POO-PO= gy YIEY?2
log-Holder stireklilik kosuludur. Bu kosullar 6zellikle degisken iislii uzaylarin tamligi ve bu
uzaylarda yaklagim teorisinin nitelik problemlerinin pozitif yonde c¢oziilebilmesi i¢in
gereklidir. Ayrica bu kosullarin maksimal fonksiyonun siirliligi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar oldugu da goriilmektedir. Bu sonugtan hareketle 2010 yilinda [31] ¢aligmasinda A.
Guven ve D. M. srafilov tarafindan degisken iislii Lebesgue uzaylarinda yaklasim teorisinin

ilk defa bir diiz teoremi ispatlanmistir.

Degisken iislii Lebesgue uzaylar1 dteleme doniisiimiine gore invaryant olmadigi i¢in bu
uzaylarda konvoliisyon operatorii Steklov ortalamalart kullanilarak tanimlanir. Bu
tanimlama dogrultusunda (1.1) esitsizligine benzer bir esitsizlik 2016 yilinda [32]
calismasmda D. M. Israfilov ve E. Yirtici tarafindan kamitlanmis olup ayrica bu uzaylarda
yaklasim teorisinde gerekli olan esitsizliklerin elde edilmesinde sik¢a kullanilan ve garpanlar
teoremi olarak bilinen teoremlerde elde edilmistir. Carpanlar teoremi farkli uzaylarda da

incelenmistir. Ornegin, [33-36] caligsmalarina bakilabilir.

Tezin icerigine gelince, tez degisken iislii uzaylarda konvoliisyon tanimi, bu konvoliisyonun
ozellikleri, konvoliisyon operatoriiniin en 1yi yaklagim sayisi ile Ustten degerlendirmesi ve
ayrica degisken iislii uzaylarda maksimal yakinsaklik problemlerinin incelenmesi iizerinedir.
Buradan hareketle tezde degisken islii ve agirlikli degisken iislii Lebesgue uzaylarinda
konvoliisyon operatdrleri tanimlanmis, bu operatorlerin degisik 6zellikleri ispatlanmis ve en
iyi yaklasim sayist yardimi ile iistten degerlendirmeleri elde edilmistir. Benzer sonuglar
kompleks diizlemin bolgelerinde arastirilmis ve bu bolgelerde tanimli Smirnov siniflarinda

yaklasim problemleri incelenmistir.



Daha detayli bakacak olursak, bu tezin ikinci boliimiinde diger boliimler i¢in gerekli olan

temel tanimlar ve teoremler bulunmaktadir. Ugiincii boliimiinde, degisken iislii Lebesgue

uzaylarinda f,g e ! ve

o,f(x,u)==|f(x+tu)dt, O<h<z, xe[0,27], —0<u <o

>
O ey >

olmak lizere

(f*g)(xh):= J‘:ﬂ(ah f)(x,u)g(u)du

bigiminde konvoliisyon operatdrii tanimlanmis ve bu operatorlerin temel bir dizi 6zellikleri

incelenmistir. Ayrica yaklagim i¢in 6nemli bir rol alan {Kn (~)}n€N cekirdek fonksiyonunun

da ozellikleri incelenmistir.

Vurgulayalim ki p(-)=p alinarak elde edilen klasik Lebesgue uzaylarinda, Steleme
operatorii yardimi ile tanimlanan konvoliisyon operatorii ile ilgili 6nemli sonuglar [37] de
bulunmaktadir.

Dérdiincii boliimde, agirlikli degisken {islii Lebesgue uzaylarinda Dw(f;O', h, p())

operatdrii tanimlanmis olup, bu operatoriin en iyi yaklasim sayist yardimi ile istten
degerlendirilmesi yapilmis ve bu uzaylardaki diiz teoremler kullanilarak bir takim sonuglar
elde edilmistir. Yapilan bu degerlendirmeler [4, 32] de elde edilen sonuglardan daha
geneldir.

Eger f (z) fonksiyonu bir K kontinyumunda analitik ise 0 zaman

f(z)=>, ,aR(z), zeK

Faber seri gosterimi vardir ve bu seri K kontinyumu iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
Simdi

R (z.f)=1(2)->, ,aF(2)=2 . aF(z)

olsun. Burada R, (z, f)’e f(z) Faber serisinin n. kalan terimi denir. f, K’ da analitik ve

ze K oldugu durumda Rn(z, f)’in degerlendirildigi problemlere Faber serilerinin

maksimal yakinsaklik problemleri denir.



Besinci boliimde, tiimleyeni basit baglantili bolgeden olusan smirlt bir K kontinyumu
tizerinde maksimal yakinsaklik problemi incelenmistir. f (Z) Smirnov sinifinda oldugunda
Suetin [38], Smirnov-Orlicz sinifindan oldugunda Israfilov, Oktay, Akgiin [39], degisken
iislii Lebesgue uzaylarindan oldugunda Israfilov, Giirsel, Aydin [40] maksimal yakinsaklik

problemlerinin farkli versiyonlarmi elde etmislerdir. Ayrica bu problemler i¢in [41-52]

¢alismalarina da bakilabilir.

Smirnov siniflarinda yaklasim problemlerinin incelenmesi i¢in gereken polinomlar Faber

polinomlar1 olarak bilinen polinomlar yardimi ile insa edilmistir. Bu polinomlar birim
diskteki {Z”} iis fonksiyonlarin kompleks diizleme genellesmeleridir. Faber polinomlari
yardimi ile insa edilen Faber polinomlari serisi basit baglantili bolgelerde analitik
fonksiyonlarin gosterimi i¢in kullanilir. Faber polinomlart serisi |Z—ZO|< R diskinde

analitik bir fonksiyonun

f(2)=2  a(z-2)

Taylor serisinin bir benzeri olup s6z konusu bolge disk oldugu durumda Taylor serisine
doniisiir. Ustelik bu seri de bélgenin kompakt alt kiimelerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
Baska bir deyisle Faber serileri birim disk durumunda ifade edilen Taylor serilerinin basit

baglantili bolgelere genellestirilmis halidir.

Faber [53], ilk kez 1903 yilinda sinirli, basit baglantili keyfi bir G bdlgesi igin bu bolgede

analitik olan ve baz1 ek kosullari saglayan f (Z) fonksiyonunun

f(z)=> . aF(z), 2¢G

bicimindeki bir seriye acilabilecek sekilde {F (Z)} polinomlar sistemini belirleme

problemini aragtirmistir. Burada a, katsayilar1 G bdlgesine bagli olup f (z) fonksiyonu
yardimiyla tanimlanir. Faber bu ¢alismasinda G bdlgesinin sinirmin regiiler egri oldugu

durumu diisiinmiistiir. Daha sonra bu polinomlar kullanilarak degisik fonksiyonel uzaylarda

yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri kanitlanmigtir.

Ayrica birgok diisiinceye temel olusturabilecek c¢alismalar B. T. Bilalov ve digerleri

tarafindan yapilmistir [54-56].



2. ON BILGILER

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1 Tamim [a, b] c R olmak iizere, siirekli bir y: [a,b] — C fonksiyonuna C diizleminde
bir egri denir. 7(a) = ]/(b) Ise y’ya kapali1 egri; y egrisi sadece t, =t, igin 7/(t1) = 7/('[2)
oluyorsa y ’ya Jordan egrisi denir. y' tiirevi var ve siirekli ise y ’ya diferansiyellenebilir
egri, diferansiyellenebilir y egrisi i¢in eger Vt €[a,b] i¢in »'(t)# 0 oluyorsa y ya diizgiin
egri denir [57, sayfa: 120].

2.1.2 Tamm a<t<b i¢in y:z=2z(t)=x(t)+iy(t) siirekli bir egri olsun. [a,b] kapali

araliginin

a=t <t <t;<..<t,=b

bicimindeki pargalanist olan keyfi bir {tm} dizisi i¢in

kzn;|z(tk+l)—z(tk )

toplami sinirli kaliyor ise y egrisine sonlu uzunluklu egri denir [58, sayfa: 417].

2.1.3 Tammm Bir f karmagik fonksiyonu z, noktasinin belli bir D(Zo,é) komsulugundaki

biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyor ise f , z,’da analitiktir denir [57, sayfa:97].

2.1.4 Tammm B, C’de bir bolge olmak iizere f :B — C siirekli doniigiimii verilsin. Eger,

bir z, € B noktasindan gecen ve aralarinda « agist yapan herhangi iki diizgiin y, ve y,
egrilerinin f (,) ve f(y,) resim egrileri de W, = f(Z,) da aralarinda yon ve biiyiiklik
bakimindan a agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z,’da bir konform doniisiimdiir denir.
Eger her z, € B noktasinda f konformise f, B ’de konformdur denir [59, sayfa:295].
2.1.5 Tanim (V,||||) normlu uzay olsun. Eger || normu ile iliskili metrik uzay (V,d) bir
tam metrik uzay ise (V,||||) uzayina Banach uzayt denir [60].

2.1.6 Tanim F:R —C ve xeR olmak iizere

n

T ()= { 3

1

F(xj)—F(xj_l)‘:neN, —oo<x0<...<xn:x}



fonksiyonuna F ’ in total varyasyon fonksiyonu denir. Eger

limT. (X) < o0

ise F, R tizerinde stnirli varyasyonludur denir [59, sayfa:102].

Bir y Jordan egrisinin sonlu uzunluklu egri olmasi igin gerekli ve yeterli kosul X (t) ve 'y (t)

fonksiyonlariin (a, b) araliginda sinirli varyasyonlu olmasidir. Ayrica agiktir ki bir y egrisi

sonlu uzunluklu bir egri ise onun terside sonlu uzunluklu egridir [58, sayfa: 417].

2.1.7 Tammm f Lebesgue Ol¢iilebilir bir fonksiyon ve a,b € R olsun.

esssup f (x)=inf {b: f (x)<b hemen her yerde}

X

ifadesine f fonksiyonunun esasl supremumu denir. Benzer sekilde

essinf f (x)=sup{a: f (x)=a hemen her yerde|

ifadesine f fonksiyonunun esash infimumu denir [59, sayfa:26].

2.1.8 Tammm A Lebesgue 0lciilebilir kiime olsun. 1< p <o igin

J'A‘f (x) dx<o, 1<p<oo

esssup|f (x)| <o, p=oo
xeA
kosulunu saglayan A iizerinde tanimli Lebesgue 6l¢iilebilir f fonksiyonlarinin olusturdugu
kiime L (A) ile gosterilir. L” (A) kiimesine Lebesgue uzay: denir [59, sayfa:27].

2.1.9 Tanim 1< p <o i¢in 27 periyodik ve Lebesgue 6l¢iilebilir tim f fonksiyonlarinin

Lebesgue uzay1 L) ile gosterilir.

2.1.10 Tammm I" sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. 1< p <o i¢in

Up
[l =([ 1 @ lee])  <o0

kosulunu saglayan I" {izerinde tanimli biitiin Lebesgue oOlgiilebilir kompleks degerli

fonksiyonlarin kiimesine Lebesgue uzay: denir ve L’ (T) ile gosterilir. L” (T') uzayr |||, ©

normu ile bir Banach uzayi olur [60].
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2.1.11 Tammm f € L, olmak iizere herhangi bir X 6[0, 271] i¢in

fonksiyonuna, f fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu denir. Burada

supremum X i igeren tiim | C[O, 27[] araliklari tizerinden alinmaktadir [7, sayfa:80]

2.1.12 Tanmm a,,b €R, k=1,2,..,n ve |3 |+|b,|#0 i¢in

T,(x) =%+Z(ak coskx +b, sinkx)

k=1
olarak tanimlanan ifadeye n dereceli trigonometrik polinom denir ve n=0,1,2,... igin
derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarin kiimesi 3, ile gosterilir [61, sayfa:2].
Eger katsayilar

Co =%’ Cy :%(ak_ibk) vec,=C, k=12.n

olarak almir ise trigonometrik polinomun kompleks formu, ¢, eC ve |k|<n igin

T,(x)= > ce"™ bigiminde bir gdsterime sahip olur.

n
k=-n

n
Z:akzk olarak tanimlanan
k=0

2.1.13 Tamm a, C, k=0,12,..,n ve |a,|#0 i¢in P,(z)
ifadeye n dereceli cebirsel polinom denir [61, sayfa:2].

2.1.14 Tamm f e L;_olsun. k =0,1,2,... igin
1 27 1 2z -
a (f)=a, =;j0 f (t)cosktdt ve b, (f)=b, =;j0 f (t)sinktdt

olmak tizere i+Z(ak coskx+b, sinkx) serisine f fonksiyonunun Fourier serisi,
k=1

a, (f), b(f) katsayilarma da f fonksiyonunun Fourier katsayilar: denir ve

f(x)~ %+i(ak coskx +b, sinkx)

k=1

olarak yazilir [62, sayfa:46].
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Fourier serisinin kompleks formu asagidaki gibidir:
2.1.15 Tamm f e L;_ olsun. f > nin k. Fourier katsayist

2z

.1 .
f, =—_[ f(y)e™dy

27,

olmak {izere Z fkeikx serisine f fonksiyonunun kompleks bicimli Fourier serisi denir

k=—0

[62, sayfa:47].

n=0,12,... igin f ’nin Fourier serisinin n. kismi toplami
S, (f )(x)::%+zak coskx=>" f,e*
k=1 k=-n
biciminde gosterilir.

2.1.16 Tamm f ve ¢, R ilizerinde yerel integrallenebilir fonksiyonlar olsun.
(fxg)(x)=[, f(x-y)a(y)dy

fonksiyonuna f ve g ’nin konvoliisyonu denir [7, sayfa:192].

2.1.17 Tannm U, =u, +u, +...+U,, k=1,23... olmak iizere

n
Z uuvu =
v=1l

dontisiimiine Abel déniigiimii denir [63, sayfa:3].

>

n-n

1
U, (v, =V, )+U.V

Il
JUN

1%

2.1.18 Tamm Ej C[O, 27[] i=12,.,n, ikiserli ayrik kiimeler ve a; sayilar1 sonlu tane

birbirinden farkli sayilar olmak {izere

()Zz()

olarak gosterilen S fonksiyonuna basit fonksiyon denir [64]. Basit fonksiyonlarin sinifini

S, ile gosterelim.

2.1.19 Tamim Kompeks diizlemde baglantili ve kapali kiimeye kontinyum, baglantili ve agik
kiimeye de bélge denir [65].

2.1.20 Tamm A:=[0,27] veya I'sonlu uzunluklu Jordan egrisi olduunda Lebesgue
Slgiilebilir bir @: A— [0,] fonksiyonu i¢in @™ ({0, oo}) kiimesinin Lebesgue dl¢iimii sifir
ise @ fonksiyonuna A iizerinde agirlik fonksiyonu denir [66, sayfa:27 ].
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2.1.21 Tammm f, G bdlgesi icerisinde analitik ve p>0 olsun. G igindeki I', > T

Ozelligine sahip sonlu uzunluklu kapali Jordan egrilerinin bir {Fn} dizisi i¢in

p
_[Fn|f (z)| |dz|<M
kosulunu n’ den bagimsiz bir M sabiti ile saglayan f fonksiyonlarinin sinifina Smirnov
sinifi denir ve EP(G) ile gosterilir. Ozel halde G:=D ::{Z :|Z| <1} ise HP(D) Hardy

uzayi elde edilir [58].
2.1.22 Teorem (Cauchy Integral Formiilii) G bir bolge ve  bu bélge iginde kapali bir

¢evre olsun. Eger @, y i¢inde bir nokta ve f(z), G de analitik ise,

1J‘Edz

fla)=—
(a) 277 z—a
olur [57].

Asagidaki teorem sinirsiz bolgeler icin kullanilan Cauchy integral formiiliinii ifade eder.

2.1.23 Teorem G sonlu uzunluklu bir Jordan egrisiyle sinirlanmis sinirh bir bolge ve I’

bunun pozitif yonlendirilmis sinir1 olsun. f , C—G bolgesinde analitik bir fonksiyon ise

1 f(g)dgz{f(oo)—f(z), 2eC-G

2_7riT§—z f(oo) , 2€G

olur [67, sayfa: 486].
2.1.24 Teorem (Riemann Konform Doniisiim Teoremi) G — C sinir1 en az iki noktadan

olusan basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu durumda G bdlgesini birim disk D ’ye
f (ZO) =0 ve f '(Zo) > 0 kosullar1 altinda resmeden bir tek konform doniisiim vardir [68].

2.1.25 Teorem E — C en az iki noktadan olusan, basit baglantili timleyene sahip sinirli

bir kontinyum olsun. Bu durumda C\ E bolgesini C\ D bolgesine

@(0) =00 ve IimM>O

Z—0 Z
kosullar1 altinda resmeden ¢ konform doniisiimii tektir [68].
2.1.26 Teorem Eger G bolgesinin sinir1 bir Jordan egrisi ise G bolgesinden D birim diske

her konform déniisiim G ’ye bire bir ve siirekli olarak genisletilebilir [69, sayfa: 24].

13



2.2 L°V (Q) Degisken Uslii Lebesgue Uzaylar: ve Bazi Temel Ozellikleri

221 Tamm QcR Lebesgue olgiilebilir bir kime ve p(-):Q—>[Lx) Lebesgue

P(x)

f(x
Olgiilebilir bir iis fonksiyonu olsun. En az bir A >0 i¢in IQ‘# dx <o kosulunu

saglayan tiim Lebesgue Olgiilebilir f fonksiyonlarinin kiimesine degisken iislii Lebesgue

uzayr denir ve L") (Q) ile gosterilir [7].

p() iis fonksiyonu, degisken islii fonksiyon uzaylarinin yapisal 6zelliklerini arastirmak
icin 6nemli bir role sahiptir. Bu uzaylarda belirli sonuglari elde etmek i¢in bir takim kosullara

ihtiyag vardir. p(-) fonksiyonu Q iizerinde taniml1 bir iis fonksiyonu ve

p_:=essinf p(x), p, =esssup p(x)

xeQ xeQ

olsun.

2.2.2 Onerme p(-):Q —)[1,00) Lebesgue olciilebilir fonksiyon olsun. L0 (Q) uzayinin

bir vektor uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul p(-) is fonksiyonu igin p, <oo

olmasidir [7].

2.2.3 Tanim p() Q- [1, OO) ve f Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlar olsun.

fonksiyoneline modiiler fonksiyonel denir [7].

2.2.4 Teorem p () Q- [1, oo) Lebesgue dl¢iilebilir bir fonksiyon olmak tizere p, < oo igin

LY (Q) uzay || ”p(.) =inf {}L >0: py, (f/a)< 1} normu ile bir Banach uzayidir [7].

2.2.5 Teorem p(-):Q—)[l,oo), p, <o olsun. O zaman siirekli fonksiyonlar simnifi

L0 (Q) uzaymnda yogundur [28].
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L’ (Q) degisken iislii Lebesgue uzaylarmda p(-)=p alindigi durumda L°(Q) klasik
Lebesgue uzay: elde edilir. Bu durumda | f ||p(') =|f ||p halini alir. Buradan da anlasilacag:

tizere degisken tislii Lebesgue uzaylari, klasik Lebesgue uzaylarinin genellestirilmis halidir.

Klasik Lebesgue uzaylarinda bildigimiz Holder esitsizligi, Minkowski esitsizligi gibi bazi

esitsizlikler degisken tislii uzaylarda da gegerli olur. L° (Q) uzaylarinda iyi bilinen bazi

teoremler L") (Q) uzaylarinda asagidaki gibi ifade edilir.

2.2.6 Teorem (Holder Esitsizligi) p() Q- [1, oo) Lebesgue olgiilebilir bir fonksiyon ve

1/ p(.)+]_/ p'(.):]_ olsun. Her f € Lp(')(Q), ge Lp’(')(Q) icin fg e Ll(Q) ve

[ 00g(|ax <k, 1], ol

: 1 1 . _
dir. Burada K, =———+1 dir [7, sayfa: 27].

O pp,

2.2.7 Teorem (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) p() Q> [1,00) fonksiyonu i¢in

f:QxQ— R Lebesgue dlgiilebilir fonksiyonlar ve her y e Q igin f (- y) e L (Q) olsun.

Bu durumda

ot ens], < ullr el o

dir [7, sayfa: 34].

2.2.8 Teorem (Goémiilme Teoremi) p(-),q(-):Q—>[1,oo) Lebesgue Olgiilebilir iki
fonksiyon ve Q kiimesinin Lebesgue 8l¢iisii || < o olsun. L9 () < L?Y(Q2) olmast igin
gerek ve yeter kosul hemen her yerde p(X)S q(x) olmasidir. Ayrica bu durumda

|| f ||p(‘) < (1+|Q|)|| f ||q(') esitsizligi gecerli olur. [7, sayfa: 41].

2.2.9 Sonug¢ p() Q- [1, OO) oOlciilebilir bir fonksiyon ve |Q| <o olsun. O zaman dyle

C,,C, > 0 sabit sayilar1 vardir ki (:1|| f ||p < || f ||p(‘) <c, ||f ) esitsizligi saglanir [7].
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2.2.10 Tanim Q= [0, 271] veya I sonlu uzunluklu Jordan egrisi ve @, A {lizerinde agirlik

fonksiyonu olsun. of e L2V kosulunu saglayan f : A— R fonksiyonlarinmn simifi L? (Q)

n(")

(2]

ile gosterilir. L (Q) siifina degisken iisse sahip agwrlikli Lebesgue uzayt denir.
LZ(') (Q) smnifi || f ||p(‘) L= ||a)f ||p(_) normu ile bir Banach uzayi olur.

2.2.11 Tanim p(-):Q —)[1,00) vel<p < p(X) < p, <o olmak iizere pozitif bir d sabiti

2

x=Y|

icin ‘p(x)—p(y)‘ln <d ; x,yeQ ve x=#Yy kosulunu saglayan tiim Lebesgue

olgtilebilir, 27 periyotlu p() iis fonksiyonlarinin kiimesi g/o(Q) ile gosterilir. go(Q)
kiimesinin p_ >1 kosulunu saglayan alt kiimesi ¢, (Q) ile gosterilir.

2.2.12 Tamim Verilen bir p() € §, (Q) igcin
-1 _
supt[ el |7, <=2

kosulunu saglayan @ agurlik fonksiyonuna A —Muckenhoupt kosulunu sagliyor denir.

()

A - —Muckenhoupt kosulunu saglayan @ agirlik fonksiyonlarimin sinifi Ap(_) ile gosterilir.

p()
Burada q(-), p(-) fonksiyonunun q(x):=p(x)/(p(x)-1) olarak tanmli eslenik
fonksiyonu, |I|, I = Q2 ’nin Lebesgue 6l¢iimii ve y,, | 'nin karakteristik fonksiyonudur.

2.2.13 Tamim p(-)ego([O, 27r]) olsun. f e Lp(')([O, 27[]) icin

E, ( f )p(-) - inI‘n

T,€3

T,

sayisina, f fonksiyonuna, derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlar sinifinda en iyi
yaklasum sayisi veya en iyi yaklasim hatast denir. T, ( f ) =T, trigonometrik polinomuna da

f fonksiyonuna en iyi yaklasan n dereceli trigonometrik polinom denir.

[70, sayfa: 2, Teorem 1.1] den n=0,1.. icin p(-)epo([O,Zﬂ]) oldugunda

f L") ([0,27]) igin

En ( f )p() = Hf _Tn*

p()

olacak sekilde T, € 3, trigonometrik polinomunun varhig: goriiliir.
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Degisken iislii Lebesgue uzaylar1 6teleme doniisiimiine gore invaryant uzaylar degildir. Yani
f(x)e LPY iken f(x+ h)e L"Y olabilir [28]. Bu nedenle konvoliisyon operatdriinii klasik

durumdaki gibi tanimlayamayiz. O nedenle

o, f(xu)==|f(x+tu)dt

>
O ey >

olarak taniml1 Steklov ortalamalarini kullanarak konvoliisyon operatoriinii tanimlayacagiz.

2.214 Lemma Eger p(-)egp,(Q) ise o zaman Mf Hardy-Littlewood maksimal

operatoriiniin sinirli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul w € Ap(‘) olmasidir [71].

Bu Lemma’dan da anlasilacagi iizere p(-) € p,(Q) ve we Ay kosullart o f: LS)(') - Lz(')

lineer operatoriiniin sinirliligini garanti eder.

Kompleks diizlemde yaklagim teorisi ile ilgili inceledigimiz problemlerde yaklasan

polinomlarin insa edilmesi agsamasinda gereken bazi 6n bilgileri verelim:

Sinir1 T Jordan egrisi olan basit baglantili bir G bélgesi verilsin dyleki G =G UT kapali
bolgesinin tlimleyeni oo’u igeren basit baglantili G~ bdlgesi olsun. Riemann konform
doniigiim teoremine gore G~ bolgesini D™ bolgesine resmeden ¢ konform doniisiimii

vardir. Ustelik bu konform doniisiim

go(oo):oo, IimM:7>0

Z—0 Z

kosullar ile tektir. Bu kosullar bize gosteriyor ki w= go(z) dontlistimii z=00 diginda D~

bolgesinde analitik olur. z=o00 da basit kutup noktasidir. Boylece z =0 noktasinin belli

bir komsulugunda ¢ ’nin Laurent seri agilimi

(o(z)=yz+yo+ﬁ+y—§+...+7—t
7 1z z

+...

formundadir. n € N olmak tzere her iki tarafin n. kuvveti alinir ise

gpn(Z)Z(}/Z—I—}/O+ﬁ+y—§+...+7/—t+...j
z 2 z

M pn b
=y"2"+a" " a2y ral"z+alY + i +2
z Z

gosterimi elde edilir. Bu esitlikte z ’nin negatif olmayan kuvvetlerinden olusan kismin1
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n-2

F.(z)=y"2"+a"z" +a"z" % +..+a"z +a)"

n

ile gosterelim.

2.2.16 Tamim Fn(z) cebirsel polinomuna G bolgesi i¢in n. dereceden Faber polinomu

denir.

z "nin negatif kuvvetlerini igeren terimlerin toplami

B bl o™

-E (z2)=2—+2+..+5—+..
()=
ile gosterilir ise F, (z [(p ] , 2eG elde edilir.

@ doniisiimiiniin ters donlisimiinil y ile gosterelim.

I, :={ZEG’:|¢(Z)|=R veR>1}

smirma sahip olan bolge G, oldugunda F n [go ] +E,(z), zeG™ esitliginde

Cauchy integral formiilii ve sinirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral teoremi uygulanirsa

R R T

{—z 27i

elde edilir. Bu esitlikten goriiliir ki F, (Z) Faber polinomlar1 D™ bdlgesinde analitik olan

y'(w)

( ) fonksiyonunun oo *un komsulugundaki Laurent katsayilaridir.
w(w)—2

Boylece we D™ i¢in

bigiminde ifade edilen seri gosterimi varligi goriliir. Ayrica bu seri gosteriminin yani sira

F,(z) polinomunun integral gdsterimi de mevcuttur.

Eger ze G ise

F.(2)=[¢

jEw n=012,..
272'|

18



olur.

Burada I'; egrisine G~ bdlgesinin ¢ doniigiimiine gore seviye egrisi denir. W:qo(z)

doniistimii konform ve univalent oldugundan bu egri kapali analitik egridir.
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3. DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA
KONVOLUSYONLAR VE BAZI OZELLIKLERI

3.1 LSST) Uzaylarinda Konvoliisyonun Temel Ozellikleri

Bu boliimde matematigin farkli alanlarinda 6nemli bir rol oynayan, 6zel halde degisken iisli
Lebesgue uzaylarinda yaklasim teorisinde yaklasan polinomlarin insasinda kullanilabilen
konvoliisyon operatdrii tanimlanacak ve onun temel 6zellikleri incelenecektir. Degisken tisli
Lebesgue wuzaylar1 oOteleme donilisimiine gore invaryant uzaylar olmadiklari igin

konvoliisyon operatoriinii agagidaki gibi tanimlayacagiz:

3.1.1 Tamm f,g e L' olsun. O zaman

o,f(x,u)==|f(x+tu)dt, 0<h<z, xe[0,27], —o<u<oo

>
O ey >

olmak tlizere

2z
(f*g)(x.h):= jo (o, )(x,u)g(u)du
bi¢iminde tanimlanan operatore konvoliisyon operatorii denir.

3.1.2 Lemma Vf,qg, je ng) ve Ya €R i¢in agsagidaki 6zellikler saglanir:

) ((ef)*g)(xn)=a(T g)(xh),
) ((9)* ))(xh)=(1* ))(xh)=(g)(xh).

Kamt a) Konvoliisyon tanimini kullanacak olursak, Vf,g, j € Lgfr') igin

((@f)*g)(xh) =], (o (af))(xu) g (u)du
:J':”(%Lhaf (x+tu)dt]g(u)du

=a.[02”(%_[0h f (x+tu)dtjg(u)du =a(f*g)(xh)
b) ((f £9)*)(xh)= [, (o3 (f £))(xu) j(u)au

:joz”%joh(f +g)(x+tu)dtj(u)d (u)
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='[02”%I0 f(x+tu)dtj (u JO h-[ g (x+tu)dtj(u)d(u)
=(f=j)(x,h)x(g*j)(xh).o

Tanimlamis oldugumuz bu konvoliisyon operatorii, klasik uzaylarda dteleme doniisiimii ile

tanimlanan konvoliisyon operatorii gibi degisme 6zelligini saglamaz. Ornegin; f (X) =1 ve

g (X) = X fonksiyonlarini tanimlarsak

1

(f *g)(x,h):_[oh(ﬁjoh f (x+tu)dt)g(u)du

= r”(ljhldtjudu =27t
o {hJo
iken

1

(g*fxxm):Lffﬁﬁg(x+w)mjf@udu
:IOZH(%IOh(xHu)dtjdu
:J‘OZH(x+h7ujdu = (2x+7h)

olur.Buda f *g=g=*f oldugunu gosterir.

3.1.3 Teorem p(-) € o, ([O, 27r]) olmak iizere eger f e L2 ve g e L, ise o zaman yle bir

Col sabiti vardir ki
[0l =< S [ Pl Il
esitsizligi saglanir.

Kamt f e L;’f,) olsun. O zaman sirastyla 2.2.7 Teorem ve 2.2.14 Lemma kullanilarak

[ g, jz”gh u)du

p(-)
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<yl lonf (:u),,,Jo (u)au

< Cp(~) ” f ||p(-) ||g||L1

istenilen sonug elde edilir. o

Bu 6zellikler konvoliisyon operatdriiniin integrallenebilirligini gostermektedir.

3.1.4 Teorem p(-) & 2, ([0,27]) olmak iizere eger f e L2 ve g e} ise 0 zaman f *g
konvoliisyon operatdriine f ’in ortalamalarinin sonlu lineer birlesimi ile yaklasilabilir. Yani

Ve>0 igin dyle {4} <R ve {u.}’ =[0,27] say: kiimeleri bulunabilir ki

<&
n(")

(1+0)(0)- T e ()

esitsizligi saglanir.

Kamt S, , [0, 27r] tizerinde taniml basit fonksiyonlarin kiimesi olsun. S, kiimesi Lt
siifinda yogun oldugundan bu teoremi g €S, fonksiyonu i¢in kanitlayacagiz. Ayrica
[0, 272'] iizerinde tanimli her basit fonksiyon [O, Zﬂ]’nin bazi1 alt kiimelerinin lineer

kombinasyonu olarak temsil edilebildiginden teoremi

9(u) = Zu (u)::{l’ ueM

0, ugM

fonksiyonu igin gdstermemiz yeterli olacaktir. Burada M =[a,b], O<a<b<2r,

bicimindeki keyfi araliklardir.

Verilen bir 6 >0 sayist igin M kiimesini dyle sonlu |, alt araliklara bdlelim ki |Ik| <0,

i#jigin I, I, = ve M =UI, kosullar saglansi. O zaman
k

(f *g)(x,h)zj.oh((;hf)(x,u)g(u)du
=" (e f)(x.u) 23 (u)du

:'[M(ahf)(x,u)du
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elde ederiz. Simdi u, € I, alarak

(Fxa)(xh)=2[1l(an F)(xu)
=Zk:-[lk(0“ f )(x,u)du—zk:jlk(ahf)(x,uk)du

- %, [(en 1) (x) (o ) () J

esitligini elde ederiz. 2.2.7 Teorem ve normun tiggen esitsizligi kullanilir ise

(120)0)- (o) oo

n(")

oo

p(")
<c, Z_[ (e, f ~(o, f (.,uk)||p(')|du| (3.1)

olur. o, f ortalama deger operatoriiniin siirekliliginden soyleyebiliriz ki her £ >0 sayisi

igin 8yle bir >0 sayist vardir ki |I,| < & bigimindeki her I, cM ve uel, igin

(o ) (Cu)=(en )Gl <&/ (27c,,) 3.2)

esitsizligi saglanir. Boylece (3.1) ve (3.2)’den

(1+0)0)- Il ) )

< Cp(')zk:-'-lk edu

p(-)
=Cy(y |M |5/(27ch(,)) <g

sonucu elde edilir. Burada |M |, M ’nin Lebesgue olgiistidiir. o
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Simdi yaklasim teorisinde 6nemli rol {istlenen ¢ekirdek fonksiyonlarin bir dizisini
tanimlayalim:
3.1.5 Tamm Asagidaki kosullar1 saglayan {Kn (-)}nEN c L (—z,7) dizisine konvoliisyon

icin yaklagim birimi veya yaklagim ozdesligi denir [37]:

) suplK, |, <o,
n

b) Iimii K, (x)dx =1,

n—oo 272-

-

0 limt [ K.(x)dx=0, v5e(0,7).
e 27 s<|X<m

3.1.6 Teorem {Kn (~)}neN yaklagim birimi olsun. O zaman p() € ([O, 27[]) olmak tizere

her f e L™V ([0,27]) igin

fxK,
2

lim

n—oo

—f| =0

p(")

esitsizligi saglanir.

Kamt Varsayalimki f eC ([0, 27[]) olsun. Uggen esitsizliginden

< frK, 1= f (1)K, (u)du

-1, 4|
o) 27 2790

fxK,
27

p()

+

% [ ()K, (u)du—1 () (33)

p(")

yazilir. (3.3)’lin sag tarafindaki ilk terim i¢in asagidaki degerlendirme elde edilir:

(f*K,)(x,h) 1 (o=
‘T o f (x)K, (u)du

1 2

- EJ'OM(%J’: f (x+ut)dtj K,(u)du—=—| " f(x)K,(u)du

2770

= %K”(%ﬁ(f (x+ut)— f (x))dtj K, (u)du
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1 2r 1 h
S 1 (R I )= (o), ()l
£>0 alalim. 0<t<h oldugundan ve f fonksiyonunun siirekliliginden h<¢ kosulunu

saglayan dyle bir 0 >0 sayis1 bulunabilir ki ‘f (x+ut)—f (X)‘ <& saglamir. Boylece

yaklasim biriminin (a) 6zelliginden

‘—(f*K”)(X'h) ! 2”f(x)Kn(u)du

27 _Z 0

< gij';” K, (u)|du<ce (3.4)

2r
esitsizligini elde ederiz. Ote yandan yaklasim kimliginin (b) 6zelliginden

lim = {7 £ (x)K, (u)du = f (x), xe[0,27]

n—oo 27[ 0

ve verilen bir £>0 sayisi i¢in dyle bir ny € N sayist bulunabilir ki her n>n, igin

=8 (K, (u)du—f ()

il < 3.5
o € (3.5)

n()

dir. (3.3) esitsizliginde (3.4) ve (3.5) kullanilirsa

—f

H K, <ce (3.6)

27

p()
olur.
f e L"Y([0,27]) olsun. C([0,2]) kiimesi L*"([0,27]) uzaymda yogun oldugundan [29],

her £>0 iginbir geC ([0, 27[]) fonksiyonu vardir ki

|f-af,,<e 3.7)

dir. Yaklagim biriminin (a) 6zelliginden ve 3.1.3 Teorem’ den &yle bir M, pozitif sabiti

vardir ki

Hf*Kn_g*Kn” =||(f—g)*Kn
)|

2 2r || B 2r ‘ o0)
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0
<Lt —g)] Ko <Mye @9

elde edilir. Burada M sabiti n den bagimsizdir.
Simdi Vn 2 n, icin (3.8), (3.6) ve (3.7) iliskileri kullanilarak

[f*K, g*K|| +||g>x<K

—f
|p(~) ” 27

<
o) h 2 2

Hf*Kn "
-9

27

+|f -l
0 p()

p
<Mye+ce+e=(My+c+l)e
istenilen sonug elde edilir. o

Burada elde edilen sonuglar p () € 0, ([O, 272]) kosulu altinda gézlemlenmistir. Bu kosulun

Oonemi maksimal operatorlerin siirliligini garanti etmesi ve bdylece tanimladigimiz

ortalama operatdriin anlamli olmasidir. Ancak maksimal operatdrin = smirliligin

kullanmadan direkt olarak Steklov ortalamalarinin smirliligini kullanarak p() tizerine

konulan kosulu biraz daha esnetebiliriz. Yani p_>1 durumu ig¢inde bu sonuglar elde

edilebilir. Asagidaki tanimlamalar ve teoremler ile bunun nasil gergeklestigini

gozlemleyebiliriz.

/1,7>0 ve |r|§7[//17 olsun. (SA,Tf)(X):=ﬂJ-X+HUM

x+7-1/22

f (t)dt bigiminde tammh S, f
Steklov operatoriinii alalim.

3.1.7 Teorem p(-) € p([0,27]) ve 0<y <1 olsun. Bu durumda Syle bir ¢(p) pozitif sabiti
bulunabilir ki 1<A<oo ve |z'| <zlA i¢in S, f Steklov operatdrleri LPO) ([O, 272'])

uzayinda diizgiin sinirhidir ve

HSM(f)Hp(') SC(p)”f”p(.), 1<A<oo, |T|£7z/2/

esitsizligi gecerlidir [72].

1 px+un 1 px+uh/2+uh/2

u_h X f (S)dS =u_h x+uh/2-uh/2 f (S)dS :[Sl “th(X)

uh' 2

1 ¢h
HJO f (x+ut)dt=
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esitliginden faydamilarak 3.1.3, 3.1.4 ve 3.1.6 numarali teoremlerin p(-)ego([o, 27[])

kosulu altinda saglandigi agik olarak gozlemlenebilir. Burada A:=1/uh, 7:=uh/2 olarak

tanimlanmustir.

Klasik Lebesgue uzaylarinda benzer problemler, 6teleme operatorii yardimi ile tanimlanan

konvoliisyon operatorii i¢in [37] de yeterince ¢aligilmistir.
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4. AGIRLIKLI DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA
KONVOLUSYONLAR VE EN iYI YAKLASIM

4.1 Yardimci Sonuclar
4.1.1 Teorem p(-):[0,27] >[Lx) olmak iizere f:[0,27]x[0,27] >R Lebesgue
Ol¢iilebilir fonksiyon ve her y [O, 271] icin f ( y) € LZ(‘) olsun. O zaman dyle bir C( p) >0

sayist vardir ki

_[02” (. y)dpr(.),w <c( p)_[ozﬂ

f (.’ y)Hp(')lw dy

esitsizligi saglanir.

Kamt Her y e[0,27] i¢in f (- y)e LP" olsun. O zaman agirlikli norm tammindan ve L5

agirliksiz uzayindaki Minkowski esitsizliginden [7, sayfa: 34]

J-zfz ¢ (.’ y)dy

: [t Cy)dy)e()

p()e

p()
<c(p)], [ C.y)e(),,dy

=c()], 1 (¥l O

elde edilir. o

4.1.2 Lemma p(-)€@,([0,27]) ve we A, olsun. O zaman her f e PO icin Syle bir

c(p)>0 sabiti bulunabilir ki, her neN i¢in

[ =S: . <c(P)EL(f)y.,

esitsizligi saglanir. Burada S, f , f ’in Fourier serisinin n. kismi toplamidir.
Kanit f e LZ(') fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom T, olsun. O zaman

[ =0 flly <IF=Tall iy 180T =Talls.

<E,(f )p(_)’w +

S,(f-T,)

()@
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elde edilir. [69] ¢alismasindan sdyleyebiliriz ki 6yle bir C( p) sabiti vardir ki

[82 ()00 (Pl

esitsizligi saglanir. O halde || f - S, f ||p(_)’w <¢(p)E,(f),, esitsizligi kanitlanmis olur. o

p().
Simdi konvoliisyon operatoriiniin degerlendirilmesi i¢in gereken bazi yardimci sonuglari
verelim.

v € Z olmak lizere c, reel katsayilar1 igin

v
A, (x )= Z ce"

M=2n—1

A

u

olsun.

4.1.3 Teorem Eger p(-) < ,([0.27]) ve we A, , ise 0 zaman her f e L") igin dyle

()
c;(p).c,(p)> 0 sabitleri bulunabilir ki
- 2 12
Zel]] -
7))

()@

=2

¢ (p)

p().0

<c,(p) (E‘A#‘Zj

p().o
esitsizligi saglanir [73].

4.1.4 Lemma Ay, A4,,...

A<M, S 1A = A<M (K, j=0,12,..)

k=211
kosulunu saglayan sayilarin  bir dizisi, p(-) e, ([O, 27[]) ve weA,, olsun.
a.b, (k=12,..) saylar, feLs)(') fonksiyonunun Fourier katsayilari olmak iizere

aoﬂol2+i/lv(au cosvx+b, sinvx)

v=1

serisi bir F e L")

(]

fonksiyonunun Fourier serisidir ve
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IFl0 <l
esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ >0, f fonksiyonundan bagimsiz bir sabittir [73].
4.1.5 Lemma p(-)egoo([o, 27z]), weh,, Ve y:= min{2, p_} olsun. O zaman ¢, € L*

fonksiyonlarinin {goj}r?1 keyfi sistemi i¢in

m 1/2
[Zcofj
j=1

esitsizligi saglanir [73].

m 1/y
/4
<[,

p(
fe LZ(') ve G(U) reel eksen tizerinde tanimli, sinirlt varyasyonlu bir fonksiyon olsun.
f (on fXudo(u), xe[0,27], 0<h<l, —o<u<ow

fonksiyonu i¢in

Dw(f,O',h, p(-))::

I_Z(ah f)(,u)do(u)

p().@
ifadesini tanimlayalim.

4.2 Ana Sonuglar

4.2.1 Teorem p(-) € g, ([O, 27z]) ve e A, olsun. O halde 6yle bir c(p) sabiti bulunabilir

kiher f e Ls)(') ve m dogal sayisi i¢in

Dw( f,o.h, p(-))<c( p){[kzm; El . (f )p(.),w 527%} 7 +E.. (f )p(,)m}

esitsizligi saglanir. Burada
2k+1 -1

Sy n= 2 J6h)-5(1+2n)+]a(zn],

1=2%

5= [~ O goy), h< 2

- UX

y:=min{2,p_}
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dir.

Kamit f e Lz('), meN alalim. f ’in Fourier serisinin 2™ inci kismi toplamini S, ile

gosterelim. Ayrica h < 2™ olsun. Normun ii¢gen esitsizligi dzelliginden

D, (f,0.0,p(-))<|[” [ (00T )(-u) (8,0 f)(-u) [dou

p()

+ [’;(ahszw f)(~u)dou (4.1)

p().

esitsizligini elde ederiz. Sag taraftaki ilk terime sirasiyla 2.2.7 Teorem, 2.2.14 Lemma ve

4.1.2 Lemma uygularsak

I [0t w)= (0380 ) ) Jdor

p()e

gc(p)f;

(6 1))~ (8, 1)), [dor(u)

p()e

=c(p)].,

oy(1=8,. 1) dor(u)

SCS(p)'[jOHf —S,..f

‘p(.)’w da(u)|

<G (P)E,u(f )p(-),w Ii‘dG(U)‘

<¢(P)E,(f )p(')’w (4.2)

elde ederiz. Simdi (4.1) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terimi degerlendirelim: Genelligi

kaybetmeden f ’in

D A()=2 T (x)e"

o0 0
k=1 k=1

Fourier serisi igin

[ (0380 F)(x,u)do(u)

:Ii{z—lhjhhsz f (x+tu)dt}da(u)
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h 2rn+1_l

- % '3 fe vt |do(u)
L k=1 -

=3 A (0 (0 43

elde ederiz. (4.1), (4.2) ve (4.3) birlikte diisiiniiliir ise

2m+1 1

D,(f,o.hp(-))< é&(x)&(kh) +¢,(P)Epna ()00 (4.4)

()@

esitsizligi ~ saglanir. Her a,beRve0< p<ligin (a+b)” <a’ +bPesitsizligi

saglandigindan 4.1.3 Teorem ve 4.1.5 Lemma kullanilarak

304(p)[§u%u; W} @5)

elde edilir. Burada y :=min{2, p_} dir. Simdi | <2 -1 i¢in A =0 durumunda

2k+171

Ao = Z A (X)&(Ih)

|=2
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toplamina Abel doniigiimiinii uygularsak

Ay, = 22?[5, (f.%)=S,s,(F.x)][&(IN)-6((1+1)h) ]

+[ Sy, (F,X)=S,, (.x)]6(2°N)
oldugu goriiliir. Buradan da

2k
HAK,GHPW < .ZZ: IS ()=S0, (%)

[6(1h)—&((1+1)h)

()@

+

SZkﬂ—l( f, X)_ Szkfl( f, X)H ) &(Zk h)‘

p(-)@

S, (.0) =S, ()], [6(2n)=6((2* +2)n)

p(-).@

+...+

s((2-2n)-o((2*-1)

&(2%)\

Sy (1) =S, (Fx)]

p(-) o

+

Szk*1—1( f, X)_ 82"—1( f. X)H ()

p(-).@

d

Sy, (F,X)— 1 (x)Hp(,)J &(2h)-&((2" +1)h)‘

S, (10T (0], +

roct|

52k+1,1( f, X) —f (X)Hp(')v“’:|><

Sy (1)~ F ()], +

X

(2 2)n)-o((2* )
|

52“1—1( f, X)_ f (X)H +

p()e

Szu( f, X)_ f (X)Hp(-)’w}

&(2%)\

<CEy, ()0 P (4.6)
olur. Boylece (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri birlikte diisiiniiliir ise
P m Uy
> AMSHY  =a(p) S (1,5, @
B p().e -

oldugu goriiliir. (4.4) ve (4.7) den de istenilen esitsizlik elde edilir. o
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4.2.2 Teorem p(-)€ g, ([0,27]) ve we A, olsun. F siirli varyasyonlu bir fonksiyon,

yani, h<2™" olmak iizere

IF|<c., Zil‘F (6h)-F((6+1)h)|<c,

o=2*

olsun. Eger o, ve o,

61(x) =6, (X)F(x), [x<1

kosulunu saglayan fonksiyonlar ise 0 zaman her f e Ls,(') fonksiyonu ve m dogal sayisi igin

dyle bir ¢(p) sabiti bunulabilir ki

D, (f.00 p()) <e(p)] D, (F.020 () + Epus (), |

esitsizligi gecerlidir.

Kamt f € szfr) i¢in 4.2.1 Teorem’in kanitinda D, ( f,o,h, p()) "nin degerlendirmesi i¢in

kullanilan teknigi tekrarlarsak,

D,(f;o.h p())<

_[i(ahszm )(',u)da1 (u)

B +CE2m+1 ( f )p(.),w

elde edilir. Ote yandan 4.1.4 Lemma ve (4.3) kullanilar ise

2m+1 1

> A()a ()

'[_O;(O'hszm+1 f )(, u)dal(u)

p().@

p()
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=c(0) [ (048, ) ()00 (1)

0

=¢(p)| ] S, (01, 1) () dor, (1)

—o0 p(-).@

=c(0)[S,.. [ () (.)d, )

j-ah u)do,(u)

p()e

=D, (0,0 p()

oldugu goriiliir. Boylece (4.8) ve bu esitsizlikten istenilen elde edilir. o

4.2.3 Tanum Verilen bir p() €, ([O, 272']), weA  ic¢in fe Ls)(') ve

n(")

x)::zr:(—l)”s(;jf(x+st), r=12.

s=0

olmak lizere

, 0>0

Qr(f,5)p(.)’w =sup )
p(+) @

\h\<<5

jAf x) dt

degerine f fonksiyonunun r. diizgiinlitk modiilii denir.
p(-) €, ([0.27]), we A, olmak iizere f LPY) ise 0 zaman r=1,2,...

E,(f )p(.),w <c(p,r)Q, (f,1/ n)p(')’w

diiz teoremi gegerlidir [74]. Bu teoreme dayanarak asagidaki sonuglari elde edebiliriz.

424 Sonug p()ep,([0,27]) ve weA,, olsun. O halde dyle bir ¢(p,r) sabiti

bulunabilir ki her f e LY ve m dogal sayis1 igin
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D,(f,o.h p())<c( pr“ZQy(

esitsizligi saglanir.

4.2.5 Sonu¢ p() €, ([O, 27[]) Ve we Ap(.) olsun. Varsayalim ki F ’ de sinirli varyasyonlu

bir fonksiyon olsun. Eger o, ve o,
61(x) =6, (X)F (%), |x<1

kosulunu saglayan fonksiyonlar ise o0 zaman her f e Lp fonksiyonu ve m dogal sayisi igin

dyle bir ¢( p,r) sabiti bulunabilir ki

D, (f,0.h, D('))sc(p,r)[Dw(f,021h’ P('))+Qr(f’l/zmﬂ)p(»),w}

esitsizligi saglanir.
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5. DEGISKEN USLU SMIRNOV SINIFLARINDA FABER
SERILERININ MAKSIMAL YAKINSAKLIGI

5.1 Temel Tanimlar ve Yardimci Teoremler

G, kompleks diizlemde, I" sonlu uzunluklu Jordan egrisi ile sinirlandirilmis sonlu bir bolge

olsun. Bu bélgenin timleyenini G~ :=C\G ile gosterelim. Ayrica D= {We C:|wi <1},
D™ :={weC:|w{>1} ve T:=aD olsun.

Riemann konform doniisiim teoreminden sdyleyebiliriz ki G~ bolgesini D~ bolgesine

resmeden ve ¢(x)=c0, IimM>O normlayici sartlara sahip W=¢(z) konform

Z—>0 Z
doniigiimii vardir. Bu konform doniisiimiin ters doniisiimiinii y ile gosterelim. ¢ ve w
doniigiimleri sirasiyla T" ve T {izerine siirekli genislemeye sahiptir. Tiirevleri olan ¢’ ve '

doniigimleri de sirasiyla I" ve T iizerinde hemen her yerde tegetsel olmayan limit
degerlerine sahiptir ve istelik bu limit fonksiyonlar1 Lebesgue oOlgiimiine gore

integrallenebilirlerdir [58, sayfa: 419-438].

5.1.1 Tamm p(-):T" —[1,0) Lebesgue dlgiilebilir fonksiyon olsun.
E(G)={f eE'(G): f el’(I)]

kiimesine G de analitik fonksiyonlarin degisken iislii Smirnov sinifi denir.

Degisken iislii Smirnov simifi f € E™(G) igin |f ||Ep(_)(G) =|f ||L,,<_)(r) normu ile bir Banach

uzay1 olur.

Simdi tiimleyeni baglantili olan sinirhi bir K kontinyumunu alalim. G =K :=C\K ve
I, :={z el:|p(z)= R} ve K, =intl',, R>1
olsun. ¢ doniisiimii konform ve univalent oldugundan I'; kapali ve analitik bir egri olur.

Eger f €E P (Ky) ise 0 zaman [38, sayfa:199] da gorebilecegimiz gibi

f(z):iakd)k(z), zekK, (5.1)
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Faber seri gosterimi vardir. Bu seri K iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Burada @, ,

k=0,1,2,..., K igin Faber polinomlari, a, , k=0,1,2,..., ise

_ 1 flv()
ak'zz;ziL At k=01.2..., (5.2)

bi¢imindeki Faber katsayilaridir. Ayrica @, polinomlari

v'(w = D
l//'(VEI)—Z kz:; VCk(Jrl)’ |W|>1' ZEK’

seri gosteriminin Taylor katsayilari olarak karsimiza ¢ikar. Faber polinomlari, Faber serileri
ve bu serilerin yaklasim ozellikleri i¢in daha detayli bilgi edinmek icin [38, 75, 76]

monografilerine bakilabilir.

(5.1) kullanilarak

R.(z,f)= f(z)—kz:;akcbk(z): i a,®,(2), zeK (5.3)

k=n+1
elde edilir.

Ayrica (5.2) ve (5.3) esitlikleri kullanilarak da

R (105 1) 3 %0

27” k=n+1

elde edilir. Eger p, derecesi en fazla n olan trigonometrik bir polinom ise

R (2.1) = {f(w(o)—pn(w(t))}{i‘D;kff)}dt 5.4

270 o7 K=n-+1
olur. E,, K™ bolgesinde analitik ve
[(o ] + E , 2e K™

oldugundan
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elde edilir.

Buradan (5.4) kullanilarak

ooWk
:E: k+1

k:n+lt

Ry (2 1)< 5= [T ()= (w (1)

|

1

+z MZR‘ f (V/(t))_ Pn (V/(t))‘

1

> E, (v (W)

k=n+1

|dt| (5.5)

elde edilir.

y'((t) 1

F(z,w)= (O (W) —

7|>1, [w>1

olmak tlizere ana sonuglarimizi kanitlamak i¢in |W| >r >1 oldugunda

1 ) (1) 1
E (v (W)=, 7 L’ (tlgl—v/ o —t_W}dr (5.6)

iligkisini ve agagida ifade edilen Lebedev’in bilinen sonucunu kullanacagiz.

5.1.2 Teorem Eger r >1 ve |w|> p >1 ise 0 zaman

1

2
r
277 Jir _

2
S0 L_ (5.7)

1 p*-1

v 1|
Oy (w) T

esitsizligi saglanir [38, sayfa 63-205].
5.2 Ana Sonuclar

5.2.1 Teorem p(-)e o, (') olsun. Eger R>1 igin f € EPY(Ky) ise o zaman

c
Rn(z,f)|sw¢En(f,KR)p(A)\/nlnn, zeK

(R-1)

esitsizligi saglanir.

Kamt zel,, 1<r<R ve p, , feE")(K;) fonksiyonuna derecesi n’yi gegmeyen

trigonometrik polinomlar sinifindan en iyi yaklasan polinom olsun. Boyle bir polinomun her

zaman var ve tek oldugu [77] de goriilebilir. Ayrica [70] monografisine de bakilabilir.
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L= )-p )| S 2

k:n+1t

]

1

= o T @)= (v (1)

> E (v (W)

k=n+1

|dit|.

olmak tizere (5.5)’den gorebiliriz ki

R (z. f)[<1,+1, (5.8)

dir. R>1 i¢in I'; analitik bir egri oldugundan |W| =R egrisi iizerinde oyle bir ¢, >0,

i =1, 2,3, 4sabitleri bulunabilir ki

O<c <

y' (W) <c, <o, 0<c, <

go’(w)‘ <c, <o (5.9)

esitsizligini elde ederiz [78]. Holder esitsizligi ve (5.9) den

b= o T (0) =P (w (1) th— ]

=i ()= (€) k;[E:D((;))]]:ﬂ ¢'(¢)d<]
<L HO-p ()2 [Eog”(gz))]]kﬂ ¢

<=1 () p Oy, z%

e RO R “%(-)"J?Sg-)n\i\Mz)\)‘ .
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dir. Boylece

n+1
L <SPe (rk) T

— 5.10
"0 R (R—T) (5.10)

degerlendirmesini elde ederiz. Simdi |, integrali i¢in bir degerlendirme yapalim. (5.6)

esitliginden
L & E(w(w)
!> :Z \t\:R‘ f (‘/j(t))_ P, ('//(t))‘ kgl d (tk+l ) |dt|

fa

F (T,W)Hdr|}|dt|

- E =R {‘ f (l//(t))_ P (l//(t))‘ k—iﬂ{%jrfrklz (T’W)d j| k+1

< % MzR‘f (w(t))-p, (v/(t))\{%ft=r ki til

=n+1

n+1

= % \t\:R‘f (W(t))_ pn (w(t))‘{%jt W

IF(z.w Hdr|}|dt|

saglandig1 goriiliir. Fubini teoreminden

1 n+l
| 2 < z I‘r‘:r |T|

T|dt|}|df|

ot~

(el L) )

n+1

il ) 0)- ) e

r
= 27R™ J.\f\:f

elde edilir. Daha sonra degisken degistirilip sirasi ile (5.9), Holder esitsizligi ve 5.1.2 Teorem

kullanir ise

2 = 2:;“ Jo i) {%L f(¢&)-p, (4)\%“14}“14
_G(p)r™ ()
<= R IH F(r,w)\{Hf (£)= P (O, (p(';o_(o(z) Lq()(m|dr|}
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Cs(p)rm—l 1
SWJ‘M:I’ F(T,W) En(f’KR)p(A) R_r|dT|

B Cs(p)rnﬂ
~47°R™(R-) B (T Ka)y IH

n+1

c(p)r

< 5.11
47°R™(R-r) G.11)

elde edilir. Simdi (5.8), (5.10) ve (5.11) esitsizlikleri kullanilarak

C (p)rn+1 r.n+1
R(z,f)ls——""— _E (f,K _—
n(z )‘ 27Z_Rn+l(R_r) n( R)p(.) Rn+1(R_r)

n+l 2 2

c(p)r r r

E (f,K ——In——
+47z2R“+1(R—r) o (F Ky o1 o1

esitsizligi goriliir. Bu esitsizlikte ze K alip r =1+ 1 yazarsak bir ¢, ( p) >0 sabiti i¢in
n

Rn(Z, f)‘g%En(f,KR)M)

Jninn

elde ederiz. o

5.2.2 Tamm p(-) e o, (T )igin f € L*(T) olsun,

Q( ),y = Sup [f()-onf ()

p(")
0<h<s ()

bigiminde tanimli Q( f,-) 0,00) —[0,0) fonksiyonuna f ’in diizgiinliik modiilii

p(-).T : [
denir.

En iyi yaklasim sayist ile diizgiinliik modiilii arasindaki iligkiyi ifade eden diiz teoremlerin
bu uzaylarda gegerli olmasi aym zamanda bize R, (z, f) kalan fonksiyonun diizgiinliik

modiilii ile arasindaki iliskiyi incelememize olanak saglamaktadir. Simdi bu iliskinin

incelenebilmesi i¢in asagidaki tanimlamayi yapip sonucumuzu ifade edelim:
fo(w):= f (v (R) ve py(w) = p(v (Rw)

olmak iizere D. M. Israfilov ve A. Testici [46] calismasinda
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|f-P.(. f)||L,,(_>(F) <c(p)(fl/n),
diiz teoremi kanitlamigtir.

5.2.3 Sonug p(-)e o, () olsun. Eger R>1 igin f € EPY(Ky) ise 0 zaman

c
Ry (2, f) <=7l —Q(f,,1/n)_ninn, zeK

Rnﬂ(R—l) Po()

esitsizligi saglanir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda yeni bulgular tigiincii, dordiincii ve besinci boliimlerde yer almaktadir.
Ugiincii boliimde, daha &nce klasik Lebesgue uzaylari igin tanmimlanan konvoliisyon
operatorii i¢in elde edilen bir dizi Ozellikler daha genel olan degisken iislii Lebesgue
uzaylarina uygun bir 6teleme operatdrii kullanilarak taginmistir. Ayni zamanda yaklasim
teorisinde yaklasan polinomlarin insast i¢in kullanilan yaklasim birimi ile ilgili genel
ozellikler kanitlanmigtir.

Dordiincii boliimde degisken tislii Lebesgue uzaylarinin bir genellesmesi olan agirlikli
degisken tislii Lebesgue uzaylar1 tanimlandi. Bu uzaylarda konvoliisyon operatorii en iyi
yaklagim sayisi ile iistten degerlendirilmis olup, daha sonra fonksiyonun diizgiinliik modiilii
kullanilarak somut esitsizlikler elde edilmistir.

Besinci bolimde, basit baglantili bolge durumunda degisken tisli Smirnov simiflar
tanimlanmis ve bu siniflarda maksimal yakinsaklik problemi incelenmistir.

Kompleks diizlemde bakilan yaklagim problemlerinde Smirnov siniflart Dini diizgiin egriler

ile sinirli bolgelerde tanimlanmaktadir. Bunun nedeni p {iizerine konulan kosullarin olduk¢a
genel olup, sadece sinirda gegerli olma isteginden kaynaklanmaktadir. Biz p(-) iizerine daha

kisitlayict kosullar koyarak Smirnov siniflarini daha genel smirli bolgelerde, 6zel halde
regiiler egriler ile sinirli bolgelerde tanimlamay1 ve bu durumda yaklasim problemlerini

incelemeyi diisliniiyoruz.
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