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OZET

HEMEN HEMEN GORENSTEIN TEKTERIMLi EGRILER
YUKSEK LiSANS TEZi
AYSE CALISKAN
BALIKESIR UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi PINAR METE)
BALIKESIR, TEMMUZ - 2020

Tekterimli egriler, geometri, cebir ve kombinatorik arasinda bir baglant1 sagladiklar1 i¢in
egrilerin 6nemli bir sinifin1 olustururlar. Bu, tekterimli egriler ve sayisal yarigruplar
arasindaki iligkinin dogrudan sonucudur. Aj, afin uzayindaki C=C(n: ,...,ne) tekterimli
egrisi, eger S=< Ny ,...,ne > sayisal yarigrubu hemen hemen simetrik ise, hemen hemen
Gorenstein egri olarak adlandirilir. Bu tezde, hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar ele
alinacaktir. Bu ¢alisma, sirasiyla Herzog-Watanabe’ nin [9] hemen hemen simetrik sayisal
yarigruplar ve Eto’ nun [13] hemen hemen Gorenstein tekterimli egriler ile ilgili
makalelerindeki sonuglarin bir derlemesidir.

ANAHTAR KELIMELER: Hemen hemen simetrik sayisal yarigrup, RF-Matrisler,
Tekterimli egriler.

Bilim Kod / Kodlar : 20401 Sayfa Sayisi : 58



ABSTRACT

ALMOST GORENSTEIN MONOMIAL CURVES
MSC THESIS
AYSE CALISKAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. PINAR METE )
BALIKESIR, JULY - 2020

Monomial curves constitute an important class of curves since they provide a link between
geometry, algebra and combinatorics. This is a direct consequence of the relation between
the monomial curves and numerical semigroups. The monomial curve C=C(nz ,...,ne) in the
affine space Aj, is called almost Gorenstein, if the numerical semigroup S=<ny,...,ne > is
almost symmetric. In this thesis, we revisit almost symmetric numerical semigroups. This
study is a survey of the results of the papers of Herzog-Watanabe [9] and Eto [13] about
almost symmetric numerical semigroups and Gorenstein monomial curves, respectively.

KEYWORDS: Almost symmetric numerical semigroup, RF-Matrices, Monomial curves.
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SEMBOL LIiSTESI

S=< N1 ..y Ne >
G(S)

9(S)

F(S)

PF(S)

t(S)

<

Maksimaller <s (2\ S)

Ap(a.,S)

K[S]

1(S)

der ¢

UF

RF(f)

C=C(N1 ,...,0¢)
I(C)

K[ X1 yeeenXe ]

KI[ X1 5eee5xe ]

I N1,...,ne sayilar ile liretilen sayisal yarigrup
: S’ nin bosluklar1

> G(S)’ nin eleman sayisi

: S’ nin Frobenius sayisi

. S’ nin s6zde-Frobenius sayilarinin kiimesi

: S” nin tipi

: S lizerinde kismi siralama bagintisi

: Z\'S’ nin <5 kismi siralama bagintisina gére maksimal
elemanlarinin kiimesi

> a’ nin S i¢indeki Apery kiimesi
: S’ nin yarigrup halkasi
: k[S] yarigrup halkasinin ideali
. ¢ binomunun derecesi
: Tek tiirlii faktorizasyon
: P nin RF-matrisi
& afin uzayinda tekterimli egri
: C’ nin tanimlayan ideali
. k cismi {izerinde x1,...,xe degiskenli polinom halkas1

. k cismi iizerinde x1,...,Xe degiskenli kuvvet serileri halkasi



ONSOZ

Degismeli cebir ve cebirsel geometrinin gizli diinyasi ile tanistirtp, utkumu genisleten, tez
calismamda, planlanmasinda, aragtirilmasinda, yiiriitiilmesinde ve olusumunda ilgi ve
destegini esirgemeyen, engin bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim, yonlendirme ve
bilgilendirmeleriyle ¢alismami bilimsel temeller 1518inda sekillendiren degerli danigman
hocam Dr. Ogr. Uyesi Pmar METE’ ye sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Hayatim boyunca bana giivenen, her zaman yanimda olan, en biiyiik destek¢im canim aileme
sonsuz tesekkiirlerimi sunuyorum.

Balikesir, 2020 Ayse CALISKAN



1. GIRIS

Tekterimli egriler, onemli bir egri sinifim1 olustururlar. Yarigrup halkasina bagh olarak tekterimli
egri ile toplamsal yarigrup arasinda bir baglanti vardir. Bu ag¢idan, tekterimli egriler, geometrik,
cebirsel ve aritmetik tekniklerin uygulandigi ortak bir alan olarak goriilmektedir. Tekterimli
egriler, tek bir tekil noktaya (orjinde) sahiptirler ve bu tekil noktanin ne kadar kotii olup olmadigi

hala acik bir problemdir.

Simetrik sayisal yarigruplarin dogal bir genellemesi olan hemen hemen simetrik yarigruplar,
Barucci ve Froberg [1] tarafindan tanimlanmistir ve oldukca ilging Ozelliklere sahiptirler.
Hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar, Nari [2] tarafindan kesfedilen sdzde-Frobenius
sayilarinin simetrisi ile ayirt edilirler. Hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar, sayisal
yarigruplardaki indirgenemezlik 0©zelligini genellestirmelerinden dolayr son dénemlerde
oldukca calisilmaktadirlar. Yine, bir boyutlu halkalardaki Gorenstein 6zelliginin bir genellemesi
olmalarindan dolay1 dogal olarak ilgi ¢ekicidirler. Pek ¢ok calisma, bu yarigrup 6zelliklerinin

nasil olusturulacagi ile ilgilidir.

2. Bolim’ de, hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarinin yapisi, Apery kiimeleri ve sozde

Frobenius sayilar1 kullanilarak caligilmistir.

3. Bolum’ de, ilk olarak sayisal yarigrup halkalarinin ideali tanitilmis ve bu idealin iirete¢lerinin
nasil bulundugu calisilmistir. Yine, bu boliimde bir sayisal yarigrubun minimal iiretecine gore

tek tiirlii faktorizasyonu tartisilmagtir.

4. Bolim’ de, hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin ¢alisilmasinda 6nemli bir rolii olan

ve bir sozde-Frobenius sayisana bagl olan RF-matris kavrami detaylica anlatilmaktadr.



5. Boliim’ de, tekterimli egriler tanimlanarak Gorenstein ve hemen hemen Gorenstein tekterimli
egriler ve tanimlayan idealleri verilmistir. Onceki boliimlerde elde edilen sonuglar hemen hemen

Gorenstein tekterimli egriler icin kisaca agiklanmustir.



2. HEMEN HEMEN SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

Bu boliimde, sayisal yarigruplar teorisinin temel kavramlar1 ve drnekler verilecektir.

2.1 Sozde-Frobenius Sayilar: ve Apery Kiimeleri

2.1.1 Tammm. N negatif olmayan tamsayilarin bir kiimesi ve S C N olsun.
Hoes

i)V, yeSigin x+yeS

(iii) N\ 'S sonlu bir kiime

sartlarin1 saglayan S alt monoidine bir sayisal yarigrup denir.

2.1.20rnek. S = (3,5) = {32 +5xy | 71,75 € N } kiimesinin bir sayisal yarigrup

olup olmadigini inceleyelim.

(1) r1y=220=0€N ve 0=3.0+5.0 oldugundan 0 € S’ dir.
(i) x,y € S olsun. Bu durumda,

= 3x1 + dxo

y = 3y1 + 5y2

olacak sekilde x, xo, y1, yo € N vardr.
r+y=3(x1+y1)+ 5(z2+ y2)

ri+y=2 €N, oty =9y €N
oldugundan x +y € S” dir.

(i) S=(3,5)=1{0,3,5,6,8,9,10,11, ... }
oldugundan

N\S={1,2,4,7}

kiimesi olur ki, bu sonlu bir kiimedir.



Boylece, S kiimesi, (i), (i7), (7i7) kosullarimi sagladidi i¢in bir sayisal yarigruptur.

S bir sayisal yarigrup olsun. Bu durumda S” nin 7 = 1,2,...,% i¢in n; ler pozitif tamsayilar

olmak iizere, bir tek {nj,ns,...,n.} minimal tirete¢ kiimesi vardir [3].

2.1.3 Not. S bir sayisal yarigrup olsun.

a<;b<s b—aesS

bagintisi, Z iizerinde bir kismi siralama bagintisidir :
eqg € Zicn 0=a—a € § = a <5 a
ea,b € Zicin a <g b ve b <g a olsun.
= b—a € Svea—-bes

= b—a=s,9% €5

a—b=35y, 8 €8

s1 = —s9 ve S C N oldugundan

= $=0=b—-—a=0= a=05b

ea,b,c e Zicin a <g b ve b <g c olsun.
a <gb=>b—ac€clS

b<sc=c—-belS

S bir sayisal yarigrup oldugundan, (ii)’ den
b—a)+(c—=b)=c—a € S

elde edilir.

2.1.4 Tanim. S bir sayisal yarigrup ve {n,ns,...,n.}, S’ nin bir iirete¢ kiimesi olsun. h € S

alalim. Her ¢ = 1,2, ..., e i¢in «; ler negatif olmayan tamsayilar olmak iizere,

h=ain + aong + ...+ aene =y o auny

olarak yazilabilir. 4’ nin bu gosterimine A’ nin bir faktorizasyonu denir.

{n1,n9,..,n.} kiimesi, S’ nin bir iirete¢ kiimesi ise, S = (ni,na,...,n.) seklinde yazilir.
Bu {ni,ns,..,n.} irete¢ kiimesinden n;’ lerin hicbirisi ¢ikarilamiyor ise {ni,no,..,n.}

kiimesine, S’ nin minimal tirete¢ kiimesi denir. S sayisal yarigrubunun minimal iiretec



kiimeleri tek turliidiir [3].

S = (ny,...,n.) bir sayisal yarigrup olsun. {ns,ns, ...,n.} kiimesinin S’ nin minimal iirete¢

kiimesi, obeb(nq,...,n.) =1 ve S # N oldugunu varsayalim.

2.1.5 Tamm. G(S) = N\S kiimesi iistteki kabuliimiizden dolay1 bos olmayan sonlu bir

kiimedir. Bu kiimenin elemanlarina, S’ nin bogluklari denir. G/(S)’ nin eleman sayis1 g(S) ile

gosterilir. S” nin en biiyiik bogluguna, S’ nin Frobenius sayist denir ve F'(S) ile gosterilir.

2.1.6 Ornek. S=(3,5)=1{0,3,5,6,8,9,10 —} sayisal yarigrubunu ele alalim.

S’ nin bogluklarinin kiimesi,
G(S)=N\S={1,2,4,7},
S” nin Frobenius sayis1

F(S) = maks(N\S) =7

olarak bulunur.

2.1.7 Tanm. S = ( ny, no,...n.) bir saysal yarigrup ve f € Z\S olsun. Vi=1,2,...;¢
icin f+mn; € S ise, f elemanina bir sozde - Frobenius sayist denir. S6zde - Frobenius
sayilarinin kiimesi  PF'(S) ile gosterilir. Bu kiime,

PFS)={f ¢ S|f+n € S,Vi=12,..,e}

olarakta yazilabilir.

S’ nin Frobenius sayis1 F'(S)’ yi alalim.

F(S) = maks(N\S)

oldugundan, Vi =1,2,...,e icin

F(S)+n, €S

olur. Bu Frobenius sayisinin bir sézde-Frobenius sayis1 oldugunu gosterir.

f, S’ nin sozde - Frobenius sayist olsun. 2.1.7 Tamim’ dan [ € G(S) oldugu agiktir .



2.1.8 Ornek. S = (5,9,21) = {0,5,9,10, 14, 15,18,19,20,21,23 —} sayisal yarigrubunu
ele alalim. S’ nin s6zde - Frobenius sayilarini bulalim. S nin bosluklari,

G(S) =N\S ={1,2,3,4,6,7,8,11,12,13,16,17,22 }

kiimesidir. Bu kiimenin eleman sayisi

9(8) = [G(S)] =13,

S” nin Frobenius sayisi,

F(S) = maks(N\S) = 22

olarak bulunur. 16 € G(S) ve

16+5=21 € §

16+9=25 ¢ S

16+21=37 € S

oldugundan 16 € PF(S)’ dir. Ayrica F'(S) = 22 € PF(S) oldugunu biliyoruz. z € G(S5)
ve © # 16 ve x # F(S) icin PF(S) tammndan, « ¢ PF(S) oldugu goriiliir. Bu durumda
PF(S) = {16, 22} olarak elde edilir.

2.1.9 Tammm. PF(S) kiimesinin eleman sayisina, S nin tipi denir ve ¢(.5) ile gosterilir.

2.1.10 Ornek. S = (11,13,19,36) sayisal yarigrubunu alahm. S yi listelersek,

S ={0,11,13,19, 22,24, 26, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 38, 39,41, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51,
52,54,55,56 —}

olarak yazilir.

G(S) =N\S

=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14, 15,16, 17, 18, 20, 21, 23, 25, 27, 28, 29, 31, 34, 40, 42, 53}
kiimesi, S’ nin bogluklaridir.

F(S) = maks(N\S) = 53

S’ nin Frobenius sayisidir. PF(S) = {25, 28,53} kiimesi, S’ nin sdzde - Frobenius sayilarinin

kiimesidir ve eleman sayist 3 oldugundan ¢(S) = 3 bulunur.

2.1.11 Not. PF(S)’ nin elemanlari, (Z\S , <g) kismi sirali kiimesi (poseti)’ nin maksimal



elemanlardir :

(Z\S , <g) kismi sirali bir kiime oldugunu gostermistik. Eger her a , b € Z\S igin

a <g b veya b <g a ise, a ve b elemanlarina kiyaslanabilir denir. ( Z\S , <g) kismi
stiralt kiimesinin bir B altkiimesini alalim. ¢ € B olsun. ¢ <g b kosulunu saglayan her
b € B i¢in ¢ =b oluyorise, ¢’ ye B’ nin maksimal elemani denir. Z\S” nin,
PES)={x €Z\S|xz+n, € S,Vi=12,..e}

={x €Z\S| z+s €85,Vs € S\{0}}

altkiimesinin, S sayisal yarigrubunun sozde - Frobenius sayilarinin kiimesi oldugunu
biliyoruz. Z\S’ nin <g kismi siralama bagintisina gére maksimal elemanlarinin kiimesini
Maksimaller< (Z\S) ile gosterelim. Bu durumda,

PF(S) = Maksimaller<,(Z\S)

esitligini ispatlayalim.

r € PF(S) olsun. PF(S)’ nin tanimindan, Vs € S\{0} i¢in z+s € S olarak yazabiliriz.
y € Z\S ve x <gy oldugunu varsayalim. Eger = # y ise y—x # 0 ve = <g y olmasindan
y—xes.

= y—x=s,se S\{0}

= y=x+s,se S\{0}

Vs € S\{0} i¢in 2+ s € S oldugundan y € S olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda, = =y
olur. Boylece, maksimal eleman tanimindan

r € Maksimaller<,(Z\S)

elde edilir.

r € Maksimaller<,(Z\S) alalm. Bir s € S\{0} icin

r+ s ¢ S oldugunu varsayalim.

= r+seZ\S

(x+s)—x=s ve se€ S\{0} olmasindan

r <g r+s

olur. Fakat x, Z\S’ nin maksimal elemani oldugundan, maksimal eleman tanimindan,
r=x+s

olmalidir. s # 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bu durumda, V s € S\{0} i¢in z+s € S
elde edilir.



Bu, z € PF(S) demektir.

2.1.12Not. x € Z\S olsun. Budurumda f —x € S olacak sekilde f € PF(S) vardir:

x € Z\S olsun. z € PF(S) ise,

O=xz—2 €8

oldugundan iddia dogrudur. = € Z\S ve z ¢ PF(S) oldugunu varsayalim.
F(S) € PF(S) dur.

= F(S) € Maksimaller<, (Z\S)

= F(S)—z€S.

Sayisal yarigruplar ile ilgilenenler icin Apery kiimeleri 6nemli araglardan birisidir. S sayisal
yarigrubu ikiden fazla eleman tarafindan iiretildiginde, bu gruplarin Frobenius sayilarini ve
cinslerini veren genel bir formiil bilinmemektedir. Bununla birlikte, yarigrubun sifir olmayan

bir elemaninin Apery kiimesi biliniyor ise her iki invaryantta hesaplanabilmektedir.

Simdi, Apery kiimelerini kisaca tanitalim.

2.1.13 Tanim. a € S olsun.
Ap(a,S)={seS|s—a¢ S}

kiimesine, ¢’ nin S icindeki Apery kiimesi denir.

|Ap(a, S)| = a [3].
0€S ve 0—a¢ S oldugundan 0 € Ap(a,S) .

S = (ny,ng,...,n. ) sayisal yarigrubunda, Vi =1,2,...,¢e igin n; € S’ dir.
a # n; alahm. n; —a € S oldugunu varsayalim.

= n—-—a=s,s €8

= n=a+s,a €S ve s €S8

olur. Bu, n; € S elemanlarinin, S’ nin minimal elemanlar1 olmasi ile celigir.
= n; € Ap(a,s)

elde edilir.



Her a € S icin a+ F(S) , Ap(a,S) kiimesinin en biiyiik elemanidir :
a+ F(S)+1 € Ap(A,S) oldugunu varsayalim.

= (a+F(S)+1)—a=F(S)+1 ¢ S

Bu bir celigkidir, ¢iinkii F'(S), S” nin Frobenius sayisidir.

2.1.14Ornek. S = (5,7,9) ={0,5,7,9,10,12,14, 15,16 —} sayisal yarigrubunu ve
a=25 € S alahm.
Ap (5,S)={s € S|s—5 ¢ S}={0,7,9,16,18 }

olarak elde edilir.

2.2 Simetrik , Sozde - Simetrik ve Hemen Hemen Simetrik Sayisal Yarigruplar

Simetrik sayisal yarigruplar, olduk¢a kullanigh 6zelliklere sahip olmalarindan dolayr oldukga
calisilmaktadirlar. Simetrik sayisal yarigruplarin dogal bir genellemesi olan hemen hemen
simetrik sayisal yarigruplarinda ¢ok ilgin¢ 6zellikleri vardir. S6zde-simetrik kavrami ise hemen

hemen simetrik sayisal yarigruplarin 6zel bir sinifidir.

Simdi, simetrik sayisal yarigrup tanimini vermeden Once tanim i¢in gerekli olan bir gozlem

verelim.

S = ( ni,ng,...,n. ) saysal yarigrubunu alalim. Her h € S i¢cin F(S) — h ¢ S oldugunu
gorelim.

F(S)— h € S olsaydi, a; ’ ler negatif olmayan tamsayilar olmak iizere

F(S)—h=>3an,

= F(S)=> amn;+h € S

olur ki bu bir ¢eligkidir.

Her h € S ve h < F(S) i¢in

¢ S — Z\S

h — F(S)—h

doniigiimii tammlanabilir. Boylece, h < F'(S) olan S’ nin her k elemani S’ nin bir bogluguna

tasinabilir.



2.2.1 Tamm. S sayisal yarigrup olsun. Her h € S i¢in S’ nin her boslugu, F'(S) — h
formunda ise, S ye simetrik sayisal yarigrup denir.

Bir bagka deyisle,

S simetriktir < {a€ S < F(S)—a¢ S},

ve buradan,

S simetriktir < ¢g(S)=|{ he S|h < F(S) }|

oldugunu elde ederiz.

2.2.2 Teorem. S bir sayisal yarigrup olsun.

S simetriktir < ¢(S) tek say1 ve 2¢g(S) = F(S)+ 1.

ispat: [4].

t(S), S sayisal yarigrubunun tipi olmak iizere,
29(5) = F(S) +t(5)
oldugunu biliyoruz [2] . Bu durumda, 2.2.2 Teorem’ den #(S) = 1 olan sayisal yarigruplar

simetriktir diyebiliriz.

2.2.3 Tammm. S bir sayisal yarigrup olsun. Eger,
2g(S) = F(S) +t(9)

esitligi var ise S’ ye hemen hemen simetrik sayisal yarigrup denir.

2.2.4Ornek. S = (11,13,19,36 ) sayisal yarigrubunu alalim . S” yi listelersek,

S ={0,11,13,19, 22,24, 26, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 38, 39,41, 43, 44,45, 46,47, 48, 49, 50, 51,
52,54,55,56 —}

olarak yazilir. S’ nin bosluklarinin olusturdugu kiime

G(9) =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 14, 15,16, 17, 18, 20, 21, 23, 25, 27, 28, 29, 31, 34, 40, 42, 53}
olarak bulunur. ¢(S) = |G(S)| =28 ve F(S) = 53’ dir.

PF(S) = {25,28,53} oldugundan ¢(S) = 3’ diir.
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29(S) = 2.28 = 53+ 3 = F(S) + #(S)

esitliginden S hemen hemen simetrik yarigruptur.

2.2.5 Tammm. S bir hemen hemen simetrik yarigrup ve #(S) = 2 olsun. Bu durumda, S’ ye

sOzde - simetrik yarigrup denir.

2.2.6 Not. S bir sozde-simetrik sayisal yarigrup olsun. Bu durumda, 2.2.5 Tanim” dan S
hemen hemen simetrik ve #(S5) = 2’ dir.

= |PF(S5)| =2

F(S) € PF(S) oldugundan, f bir sdzde-Frobenius sayisi olmak iizere

PE(S)={f, F(5)}

yazabiliriz. Simdi, f = £(S) oldugunu gorelim.

2
@ ¢ S’ dir, ¢iinkii @ € S olursa,bir s € 5 igin
£(S)

2 =5
= F(S)=2s €8
elde edilir. Bu bir celigkidir.

= 9 ¢ 7\s

2.1.12 Not’ tan

-2 es

olacak sekilde f € PF(S) vard.
f= @ alirsak,

Fo F(QS) _ F(2$) . F(QS) —0e S

saglanir . Dolayisiyla , @ € PF(S) elde edilir. f # @ ve f € PF(5)

ise, bu durumda,

S
PR(S)={f. 22, F(5)}
olur. Buradan |PF(S) = 3| elde edilir. Halbuki, S s6zde - simetrik oldugundan
t(S) = 2’ dir. Boylece, |PF(S)| = 3 olamaz. Bu durumda, f # @ ve f € PF(S)
kabulii yanlistir.

= PF(S)={%2 F(9)}
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elde edilir.

2.2.7 Yardimci Teorem. f; < fo < ... < f;_1 olmak iizere

PF(S) = { fl , f2 s ey ft,1 ,F(S) } olsun.

Bu durumda, S’ nin hemen hemen simetrik sayisal yarigrup olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
1=1,2,...,t—1 igin

fi+ fiei = F(S)

olmasidir.

ispat: [2].

2.2.8 Ornek. 2.2.7 Yardimei Teoremini érnek iizerinde gorelim. S = (11,13,19,36 )

sayisal yarigrubunu alalim. 2.2.4 Ornek’ ten, S’ nin Frobenius sayisinin F(S) = 53 ve
sozde - Frobenius sayilarmin PF(S) = {25,28,53} oldugunu biliyoruz.

fi =25, fy =28 dersek,

i=11i¢in fi+ fo=25+28=53=F(9)

i=21i¢in fo+ f1 =28 +25="53=F(9)

oldugu goriiliir. Boylece, S bir hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.
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3. SAYISAL YARIGRUPLARDA FAKTORIZASYON

Bu boliimde, ilk olarak bir sayisal yarigrubun idealini ve S sayisal yarigrubunun bir minimal

liretecine gore tek tiirlii faktorizasyonunu ¢alisiyoruz.

3.1 Sayisal Yarigrup Halkasimn Ideali

3.1.1 Tammm. Bir k sonsuz cismi iizerindeki A vektor uzayi, her x, y, 2 € A ve
a, B €k igin,

(1) vy = yx

(i) z(yz) = (zy)z

(iii) z(y+2) =2y + 2

(iv) a(zy) = (az)y = z(ay)

v) a(fz) = (ab)z

ozelliklerini saghyor ise , A’ ya degismeli k -cebiri denir .

3.1.2Tanim. A ve B, bir k cismi iizerinde k -cebirlerive f: A — B bir fonksiyon

olsun. Her =z, y € A ve c € k i¢in
@) flz+y)=flz)+ f(y)

(i) f(z.y) = f(z).f(y)

(i) f(cx)=c.f(x)

ozelliklerini saglayan f fonksiyonuna k -cebir homomorfizmasi denir.

t, k cismi iizerinde bir bilinmeyen olsun. S =< nq,...,n. > sayisal yarigrubunun k[S]

yarigrup halkasi,
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E[S] == k[t™, ..., t™] C k[t]

olarak tanimlanir.

klxy,...,x.] , k cismi lizerinde x1, ..., x. bilinmeyenli polinom halkasi olsun.
T k[ry, xe, .. x] — K[S]

=t i=1,2,...e

bir 6rten k -cebiri homomorfizmasidir.

cekm={f € klxy,...,z.] | n(f)=0}.

Ideali, ¢ek m = I, olarak gosterilir.

3.1.3 Tanmm. I, idealine, k[S]| halkasinin tanimlayan ideali denir.

I; bir homojen idealdir ve binomlar tarafindan iiretilir [11] .

3.1.4Not. ¢ =[], 2% — ], = binomunu alalim.

i=1Li i=1Li
¢ €1, & Yl in =) Bin
oldugunu gorelim.
p €I, & ¢ €Cekm
& (@) = Oy
o m (a8 ate — o 2Py =0
& (tm)er, . (tre)e — (tm)Pr | (tre)fe = ()
o pornitetacne — phinit..+Bene
e Y tam; = Y|P .
Burada, ¢ ’ nin derecesi,
der (¢) = 327 i

olur.

3.1.5 Ornek. S = ( 22,28,47,53 ) sayisal yarigrubunu alalim. Burada,
ny =22, ng =28, n3 =47, ny = 53 olur.

PF(S)={f ¢ S|f+n; € S,Vi=1,23,4} esitliginden,
PF(S) = { 25,258,283 } .
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fi=25, fo =258, F(S) =283 ve fi+ fo =25+ 258 =283

olmasindan 2.2.7 Yardimci Teorem’ den S hemen hemen simetriktir ve ¢(S) = 3’ diir.

Simdi, I, idealinin elemanlarini bulmaya ¢alisalim. 3.1.4 Not’ tan,
o el, & Z?:l ain; = Z?:l Bin;

oldugunu biliyoruz.

1.22 4153 =1.28+1.47

esitliginden

oy + auang = Pang + Pang

elde edilir. Bu,

¢ = ai'agt — wytey

¢ = 11Ty — TaT3

demektir. Boylece,

¢ = x104 — Tox3 € I

bulunur. Benzer sekilde,

s — 2% rird — wyxy , vy — oy, ot — 2l xdwe — 2k € 1

elde edilir.

3.2 Tek Tiirlii Faktorizasyon (UF)

Bu boliimde, S sayisal yarigrubunun bir minimal iiretecine gore, tek tiirlii faktorizasyonunu

calisiyoruz.
PF'(S)=PF(S)\{ F(S) } olsun.

3.2.1 Yardimc1 Teorem. a € S ve h € Ap (a,S) olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.

(i) h, W eS veeger h+h' € Ap (a,S) ise h,h' € Ap (a,S5) .
(ii) S hemen hemen simetrik olsun. h € Ap (a,S) ise,

(a+ F(S))—he Ap(a,S) veya h—ae PF'(S).
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Ispat: (i) h, I/ ¢ Ap (a,S) oldugunu varsayalim.
h ¢ Ap(a,S) = h—a € S

h ¢ Ap(a,S) = h'—a € S

yazabiliriz. S bir sayisal yarigrup oldugundan
(h—a)+ (W —a)=(h+h)—2a € S

olur. a € S oldugundan,

(h+h')—2a+a € S

= (h+h)—a € S

ve Apery kiimesi tanimindan,

h+h" ¢ Ap(a,S)

elde edilir. Bu, b + 1’ € Ap (a, S) olmasiyla celisir. Boylece, h , h' € Ap (a,S) olur.

(i) Her a € S i¢in a+ F(S) € Ap (a,S) oldugunu biliyoruz. h € Ap (a,S) iken
(a+ F(S))—he Ap (a,S)

veya

(a+ F(S) — h & Ap (a,9)

olabilir. Varsayalim ki, (a + F'(S)) —h ¢ Ap (a,S) olsun. Eger,
(a+F(S)—h¢S

ise,

(a+ F(5)) —heZ\S

olur. 2.1.12 Not’ tan

f—(a+ F(S)) —h €S olacak sekilde f € PF(S) vardir. b’ € S olmak iizere
f—(a+F(S)—h)=H

= f=(a+F(S)—h)+h.

h € Ap (a,S) olmasindan h —a ¢ S’ dir.

f=(@+F(S)—h)+ 1

ifadesi F'(S)’ ye esit degildir ¢iinkii, f = F'(S) olsaydi,
F(S)=a+F(S)—h+HN

= h—a=~H

ve h' € S olmasindan h —a € S celiskisi elde edilirdi.
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= [ # F(5)

S hemen hemen simetrik olmasindan, 2.2.7 Yardimci Teorem geregi,
F(S)=f=[" ' €PF(5)

= f'=F(S)—[(a+ F(S)) —h+}]

ff=(h—-a)—h € PF'(S)

= (h—a)— I

[ € PF'(S) ve W € S

= f'+h €8

olmalidir, fakat h —a ¢ S oldugundan
h =0

olur. Bu f’=h—a, veburadan h —a € PF'(S) demektir.

h—ae PF'(S) & (a+ F(S)) —he PF(5)

h—a e PF'(S) = PF(S)\{F(S)} ise,bir f € PF'(S) i¢in h—a = f olur. 2.2.7 Yardimc1
Teorem’ den

[+ =F(S), [ e PF'(S)

~ F(S)-f=f

= F(S)=(h—a)=f

= f'=(F(S)+a)—hec PF(S)

Diger taraftan, (a + F(S)) —h € PF(S) ise, yine 2.2.7 Yardimc1 Teorem’ den,
F(S)—(a+ F(S)—h) € PF'(S)

= F(S)—a—F(S)+he PF(S)

= h—ae€ PF'(S)

elde edilir.

3.22 Tanim. S = ( ny,...,n. ) bir sayisal yarigrup olsun. Her 1 <i < e igin
on; = ZE:M# QT
ve «; ler minimal pozitif tamsayilar olacak sekilde «; sayilarimi tamimlayabiliriz. Genellikle,

ay;” ler tek tiirlii degildir.

3.230rnek. S = (6,7,9,10) sayisal yarigrubunu alalm. ny, =7 € S icin
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QpNp = Q1M + Qia3N3 + Qlo4Tly
esitliginde, o, =4 minimal sayis1 i¢in, ;" ler
aone =4.7=3.6+09+1.10
agne =4.7=0.6+29+1.10

olarak iki tiirlii yazilabilir.

3.2.4 Yardimcir Teorem. 1 < i, k < e icin ¢ # k olan her 4, k tamsayilar1 i¢in,

(a; —)n; € Ap(ng,S) .

Ispat: Ap(n;,S)={hecS|h—n; ¢S} oldugunu biliyoruz.

i <k olsun. (a; — 1)n; ¢ Ap(ng, S) oldugunu varsayalim.

= (;—1)ni—ng e S=(ny,..n)

= (a; — 1)n;=mn1+ .. + 9 + oo+ g + oo+ Yele + ng

olacak sekilde negatif olmayan -; tamsayilari vardir.

= (v —Dng=mni+ .. +vn; + ..+ (e + Dng + ...+ Yene

= (a; — D)ny —ying = mng + oo+ Yicani—1 + Yigrigr + o+ (e + Dng + o+ Yene
= (a;—v—Dn; =yng + . + Y1 + Yiz1nis1 + -+ (e + D+ oo+ Yente
elde edilir. Burada, 3; = a; —; — 1 alirsak,

0<pBi<a; ve i #Fk igin B;; =+, , 1=k i¢in B;; = + 1 olmak iizere

Bimi = 251 i Bign;

elde edilir. Ancak, bu 3.2.2 Tanim’ daki «a;n; = 25:1, i ijny esitligini saglayan a;” lerin

minimal olmasi ile ¢eligir. Varsayim yanlhistir. Boylece, (a; — 1)n; € Ap(ng, S) olur.

325 Tanm. S = (ny,...,n. ), { ny,...,ne } sayilar ile minimal olarak iiretilen bir sayisal
yarigrup olsun. h € S’ nin bir tek faktorizasyonu var ise, h’ ye UF’ ye sahiptir denir. Bir
bagka ifadeyle, h € S’ nin bir tek faktorizasyonu var ise,

h =>"7_, a;n; esitlifinde «; > 0 tamsayilar tek tiirliidiir.

3.2.6 Ornek. S = (6,7,9,10 ) sayisal yarigrubunu alalim. h = 20 € S eleman1

20=0.6+0.7+0.9+2.10
20=16+274+0.9+0.10
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olarak iki tiirlii yazilabileceginden h = 20 € S” nin tek tiirlii faktorizasyonu yoktur.

3.2.7 Not. h € S” nin tek tiirlii faktorizasyonu olmadigini varsayalim. «; , 5; > 0 olmak
lizere

h=) i aimi = Bin

olarak yazabiliriz. Bu durumda, bir ¢ = []_, zi" — [[;_, 2}* € Is i¢in

h—>%  amn;=0"dir

¢ € Ig icin h — der(¢) € S’ dir. Ciinkii h = der(¢) ise h — der(¢) =0 olur. Bu durumda
¢ € Ig icin der(¢) <g h’ dir.

I ={h €S| Wnin UF'si yoktur.} kiimesini alalim. I’ min S’ nin bir ideali oldugunu
gosterelim :

hi,ho €1 olsun. I’ nin tanimindan,

hi ve hy’ nin UF’ leri yoktur. 3.2.7 Not’ tan, ¢q, ¢ € Ig igin hy >g der(¢;) ve

he >s der(¢y) yazabiliriz. Burada,

¢1 = [T xf” — I, 2, der(¢1) = Yo cim

b =TTy ol —[I 2l s der(én) = S0 @

hi + hy € 1 oldugunu gormek icin, bir ¢ € Is olmak tizere hy + hy >g der(¢) olmaldir.

O = ¢102 alirsak, ¢; € Is, ¢o € Is ve Ig ideal oldugundan ¢,¢, € Ig’ dir. Yine,
der(p1¢2) = der(¢1) + der(¢o)

(h1 + hy) — der(¢) = (hy + ha) — der(p1¢2)

= (hy + ho) — (der(¢y) + der(¢s))
= (h1 — der(¢1)) + (he — der(¢2))

hy >g der(¢1)’ den hy — der(¢y) € S
ho >g der(¢y)’ den  hy — der(¢y) € S

olmasindan,

(hy — der (1)) + (hy — der(¢2)) € S

elde edilir. Boylece, hy + hy € I bulunur.

h € S,h €1 olsun. h.hy € T gostermek igin bir ¢ € Ig olmak iizere h.h; >g der(¢)
olmalidir. hy; € I’ dan hy” in UF” si yoktur ve 3.2.7 Not’ tan bir ¢y € Ig igin hy >g der(¢y)
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yazabiliriz.
¢ = (¢1)h alalim. Yine Ig ideal oldugundan (¢1)h € Iy’ dir.
der(¢) = der(¢1)" = der(p11...61)

—_———

h—kere
= der(¢1) + ... + der(¢1)
h—7€rere
= h.der(¢1)

h.hy — der(6) = h.hn — h(der(¢n))

— (i — der(61))

hy >s der(¢1)’ den hy — der(¢1) € S

= (hy —der(¢1)) + ... + (hy — der(¢y)) € S

S

-~

h—kere

= hhy —der(¢) € S
= hhy >g der(¢)

3.2.8 Not. Simdi, I ={ h € S| h'nin UF'si yoktur } ve { der(¢) | ¢ € Is } kiimelerinin
ayni olduklarini gorelim :

h € I olsun. I’ nin tanimindan

< h’nin UF” si yoktur.

S h=>7  an; =Y Bin; olacak sekilde «;,3; > 0 vardir.

Sh=3_an =0, ¢=[[_ 2" —I[ )

< h—der(¢) =0

< h=der(¢p), ¢ €lg

Boylece, I = { der(¢) | ¢ € Is } elde edilmis olur.

3.2.9 Yardimc1 Teorem. ¢ = m; — msy , I idealinin bir minimal binom {iireteci olsun.

Bu durumda agagidakiler saglanir :

(i) der(¢) <s f+n; +n; olacak sekilde i # j tamsayilari ve f € PF(S) vardir.
(i) ¢ ve j tamsayilart x;|m; ve z;|ms olacak sekilde olsunlar. Bu durumda bir
f e PF'(S) igin

der(¢) = f+n;+n; & F(S)+n;+n; —der(¢) ¢ S dir.

Ispat: (i) ¢ = | PR [ P xf
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¢ = afh. xoe — gt af

binomunun Ig’ nin eleman: olmast i¢in gerek ve yeterli sartin > s ayn; = > ., Bin; ve

der(¢) = Zle a;n; = aqng + ... + aen,. oldugunu biliyoruz.

my = a2t 2% ve my = it ... P olsun. x;lmy ve x;|my olacak sekilde i ve j

tamsayilart secelim. ¢ < j olsun.

der(¢) —n; —n; = aqng + ... + ayn; + ... + aynj + ... + aene — n; —n; € S oldugunu
varsayalim.

h=amn; +..+amn+..+on;+ ..+ an. —n; —n; dersek, der(m) = h olacak sekilde
ai—1 a1

i -z’ .. xge monomu vardr.

bir m=al"...z
der(m)+n; =h+n;
=any + ... +on; + ...+ U + .o Faene —ny — 15 + n;

=ang + ... + (o — D)ng + ... + aene

ol et J Qe
- zp bz tx) L xe
x5 T

= J :x?l T
der($t) = onni + ...+ (o — D)y + ..+ ajng + .. + Qene

f‘i_l... x&e olduguna dikkat edersek,
=+ ...+ (o — )ng + ...+ (o — D)nj + ... + @ene + 1y

= der(m) + n;

Bu esitlikten, der(m) +n; = der(%*)

= ma; — 2 elg

elde edilir. Benzer sekilde m.z; — ’;—f € Is bulunabilir. Ig bir ideal oldugundan

zi(m.a; — 7)) + xj(mea; — 7;—]2) €lg

. B
a1 &g mfl 7. fe

= xi[(x?l...xf‘i_l...x?j_l...x‘g‘E)xj -4 xz% ]—I—xj[(xf”...xf‘i_l...x?j_l...x?e)xi — gifj =]
=t ade — el L aal ade — . xfj e
=22 a0 — o gl = ¢

esitlifi bize, ¢’ nin m.z; — ’g’% ve m.xr; — Tg—f binomlar tarafindan elde edilebilecegini

sOyler. Bu, ¢’ nin Ig’ nin minimal binom iireteci olmasi ile ¢elisir. Bu durumda,
der(¢) —n; —n; ¢ S olmalidir.

= der(¢) —n; —n; € Z\S

2.1.2 Not’ tan, f — (der(¢) —n; —n;) € S olacak sekilde bir f € PF(S) vardir.
= der(¢) <g f+n; +n,.
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(ii) Ispatin (i) sikkindan der(¢) —n; —n; ¢ S oldugunu biliyoruz. Bunu ve
Ap(n;,S)={heS|h—n; ¢S}

tanimini gézoniine alirsak, der(¢) — n; € Ap(n;,S) elde edilir. 3.2.1 Yardimci Teorem’ de,
a=n; €S ve h=der(¢) —n; € Ap(n;,S) alirsak,

h—ae PF'(S) & (a+ F(S)) —he PF(5)

ifadesinden, bir f € PF'(S) icin der(¢) = f 4+ n; +n; olmasindan

der (o) — - = f e PF'(S)

a

& (F(S)+mi) — (der(9) —ny) € PF(S)
elde edilir.

f € PF(S) olmak iizere, f + nj elemanlarinin faktorizasyonlari, S = ( ny,...,n. ) sayisal

yarigrubunun yapisinin anlagilmasinda énemli bir rol oynamaktadir.

3.2.10 Yardimc1 Teorem. f € PF(S) olsun. Asagidakiler saglanir :
i) f+mng= Z#k Bin; vebir i i¢in ;> o, ise, ay, =0 dir.
(i) Bir k # 4 igin f + ng = byn; ise, b; > «o; — 17 dir.

(iii) Birk # 4 igin f 4+ ny <g (a; — )n; ise, f+nx = (a; — 1)n; .

ispat: (i) 3.2.2 Tamm’ dan, oyn; = ), i QiR olacak sekilde «; minimal pozitif
tamsayilarinin oldugunu biliyoruz.

= Zk#i opng — oyn; = 0

= Zk;ﬁi gy — g + Bing = Bing

= D Qi + (B — i)y = Bing

Bunu, f+n; = Z#k i Pjng + Bini esitliginde yerine yazarsak

fame =270 i Bing + D Cirmi + (B — i)y

= f= Ez‘;ék,j;éi Bin; + Zk;ﬁi(aik — Dng + (B — cu)ny

olur. Eger oy > 1 olursa f € S olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda, «a;; = 0 olmalidir.

(ii) Bir £ # ¢ icin f + ni = b;n; olsun. Esitligin her iki tarafina n, ekleyelim.
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Bir j # 4 icin f+n; =, ¢jn; oldufundan,
(bl + 1)711 = Zj;éi Cin; + ng
olur. Esitligin sag tarafinda n;’li terim yoktur. Bu durumda 3.2.2 Tamim’ dan b; +a > o

olmalidir.

(iii) Bir k #4 i¢in f + ny <g (o — 1)n; olsun.

= (g, —Uny—(f+ng)=h, hel

= (q;—1)nj=f+n.+h, hes

f € PF(S) olmasindan, f bir sozde-Frobenius sayisidir. Bu durumda, 2.1.7 Tamim’ dan, (;’
ler negatif olmayan tamsayilar olmak iizere [+ n, = > ; Bjn; olur. Yine,
heS={(ny,..,n.) olmasindan da ~;” ler negatif olmayan tamsayilar olmak iizere
h=3_;vn; yazhr

= fHn+h=3,8m+ > 7n;

=258 +v)ng + Bini + vini

f+np+h=( —1)n; esitligini kullanirsak,

(i = 1) =3 ,(Bj +v)ny + Bini + vimi

= (o — V)ng — Bing — yimi = 3By +v5)ny

= (=18 —y)n = Zj;ﬁi(ﬁj + 75)n;

3.2.2 Tanim’ daki «;’ lerin minimal olmasindan o; —1— /3, —7; =0 ve j#iigin 3; =0
elde edilir.

[ =325 8mn; = Bin

—1=Fi-%=0= pfi=(—-1) -y

= fi<a;—1

bulunur. f + ny = B;n; ve (il)’den [; > a; — 1 olur. Boylece, 3; = o; — 1’ dir.

[+, = Bing = (i — 1)n;

elde edilir.

S bir hemen hemen simetrik sayisal yarigrup olsun. Bu durumda f + n; elemanin

faktorizasyonu hakkinda daha fazlasini sdyleyebiliriz.
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3.2.11 Yardimc1 Teorem. S = (n4,...,n.) bir hemen hemen simetrik sayisal yarigrup olsun
ve f € PF'(S) olsun.

(1) B; >0 icin f+ng = Z#k Bjn; oldugunu varsayalim. Bu durumda, j # ¢ i¢in a; > 3;
ve ;i =a; +1 olacak sekilde F'(S)+mny *nnbir F(S)+ny =), a;n; faktorizasyonu
vardir.

(i) F(S) +ng’ mn F(S) +n, = >, a;n; olarak bir UF” si oldugunu varsayalim. Bu
durumda, bir i # k igin [+ ng = (a + 1)n;” dir.

Ispat: (i) h = (f +ng —n;) alalm. B; > 0 iken f +ng = > iz Bin; oldugunu
varsaymigtik. Buradan, h =) itk Bin; —n;

=D ik iz Bing + (Bini — ny)

= h=2 kg Bini + (B — 1)

yazilir. 3; > 0 iken S; — 1 > 0 olacagindan h € S olur.

h = (f +nx) —n; esitliginden,

= f+n,=h+n;

= F(S)+ny+f=h+F(S)+n;

= F(S)+ny=h+(F(S)—f)+n,

bulunur. S hemen hemen simetrik sayisal yarigrup oldugundan 2.2.7 Yardimci Teorem
geregince F'(S) — f € PF'(S) olur. Simdi, (F(S) — f) + n;’ nin faktorizasyonunda n;
elemaninin olamayacagini gorelim. F'(S) — f € PF'(S)’ den f' € PF'(S) olmak iizere
F(S)— f = f' alabiliriz. Tersini kabul edelim.

= F(S)—f+ni=>75_am; ve a; > 1

olsun.

= fldni =000 amy + ain,

= =2 g 0y + (i = D)ny

ve «; > 1 olmasindan «; — 1 > 0. Buradan, f’ € S olur ki bu bir ¢eliskidir.
Boylece, (F(S) — f) + n;” nin faktorizasyonunda n; olamaz. v; > 0 olmak iizere,
(F(S) = f) +mi =32 507m

elde edilir.

F(S)+ny=h+(F(S)—f)+mn

= Zj;ék Bing —ni + Zj;éi ik Vit
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= Zj;ék,j;éi Binj + (B — 1)n; + Zj;éi,j;ék Vi

= Zj;ék,j;éi(ﬁj +y)n; + (B — Dy

bulunur. j # ¢ i¢in a; = §; +; ve j =1 i¢in a; = B; — 1 dersek,
F(S) + k=225, a5m;

faktorizasyonunu elde ederiz.

(i) B; > 0 iken f +n; = Z#k Bjn; olsun. 3, > 0 iken bir ¢ # i oldugunu varsayalim. Bu
durumda, (i)’ den 3, = a, + 1 elde edilir. Boylece, a, < (3,” dir. Bununla birlikte, 5; > 0
olmasindan yine (i)’ den her j # i igin a; > $3;” dir. Ozel olarak, a, > 3, olur. Bu, a, < f3,
olmasiyla celigir. Bu durumda, j # ¢ i¢in (; = 0 dir.

[t =232 8n; = Bini = (a; + 1)ny

bulunur.

3.2.12 Sonuc. S = (nq,...,n.) sayisal yarigrubunun hemen hemen simetrik oldugunu
varsayalim. f € PF’(S) olsun. Eger, bir %k igin f + n;’ nin birden fazla sifir olmayan

katsayili bir faktorizasyonu var ise, F'(S) + n;, tek tiirlii faktorizasyona sahip olamaz.

Ispat: 3.2.11 Yardimci Teorem (ii)’ den aciktir.

3.2.13 Yardimc1 Teorem. F'(S) + n;’ nin tek tiirlii faktorizasyonu oldugunu varsayalim.

Bu durumda asagidakiler saglanir :

(i) Her j #k F(S)+n; — (aj — 1)n; € S ise, budurumda F(S) +ng =3, (a; — 1)n
olur.

(i) Ustelik, eger S hemen hemen simetrik bir sayisal yarigrup ise, bir f € PF'(S) ve i # k

icin f + ng = q;n;’ dir.

Ispat: (i) F(S)+n, = Y, a;n; , F(S) 4 ny’ nn tek faktorizasyonu olsun. Bu durumda,
(1)’ deki hipotez geregi

F(S)+np— (aj —1)nj € S = (ng, ..., ne)

ise, 7; > 0 olmak iizere,

F(S)4+mnk =i vini + (o — 1)n;
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=D i1 iz Vil Ty + (@ — D)y

=2 i iy Vil + (75 + (a; = 1))n;

ve F(S)+mny, =3, an; olmasindan, her j # k igin a; =7, + (a; — 1)’den

a; > (o; — 1) elde edilir. Simdi, a; = o; — 1 oldugunu gorelim. Eger, bir ¢ # k icin

a; > o; ise,t > 0 olmak iizere a; = «; +t olur.

= Dk O = D (i + )0y

olarak yazilabilir. Bu, F'(S) + n;’ nin bir diger faktorizasyonu olur ki, F'(.S) + n;’ nin tek
faktorizasyonu oldugu kabul ettigimizden bu bir celigkidir.

= j#kicin a;j=0; -1

= F(S) +nme =32 (0; — D)y

elde edilir.

(ii) S” nin hemen hemen simetrik oldugunu varsayalim. F'(.S) + n;’ nin tek tiirlii faktorizas-
yonu oldugunu kabul ettigimizden, 3.2.11 Yardime1 Teorem (i)’ den F'(S) +nj, = > i Q1
iken bir i # k icin f +n, = (a; + 1)n;’ dir. (i)’ den j # k i¢in a; = o; — 1 oldugundan
f+ng=(a; + 1)n; = ayn;

elde edilir.

3.2.14 Yardimc1 Teorem. S = ( ny,nq,n3,ny ) ve f € PF(S) olsun. Bu durumda
asagidakiler saglanir:

(i) Eger, f 4+ n;’ nin tek turlii faktorizasyonu yok ise, bir ¢ i¢in f + n, >g a;n;

(i) f+n.’ nin herhangi bir faktorizasyonu ve her ¢ i¢in a; < «; iken f+n; = ZZ 2k = QT

ise, bu durumda f + n;’ nin faktorizasyonu vardir.

Ispat: (i) f -+ n; mn
f+n,= Zj;ék Bin; ve f+ng = Zj;ék B;nj

olmak {iizere iki farkli faktorizasyonu olsun.

Bu durumda, [] i itk fo —1I i itk xfj , Is’ nin sifirdan farkli bir binomudur. Varsayalim ki

j#k ve j#1i icin xf * ortak ¢arpan olsun. 3; < 3; ' iken

= 2 (Tjpn 7" = g i %y’) € Ls
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xf "¢ Is ve Ig asal ideal oldugundan kalan ¢ = m; — ms € Ig olur. f + ny’ nin tek tirli
faktorizasyonu olmamasindan ve 3.2.7 Not’ tan f + ny >g deg(¢) elde edilir. ¢ = mq — my

binomunda j # k oldugundan ¢ , x; degiskenini icermez. Bu sebeple, ¢, en fazla 3

!

degiskenlidir. Yine, ¢ = mj; — msy binomu, [] ; x?j — I xfj binomunun ortak ¢arpanlari

atilarak elde edilen bir binom oldugundan obeb(m;, my) = 1’ dir. Boylece, ¢, b > «; iken
b

bir x; monomu icermelidir.
b> o = bnz >5 ;N

= f+4+ng >g der(¢) >s bn; >s a;n;

(i) (i)’ den f + ng’ nin UF” siyok = bir ¢ i¢in f + n; >g a;n; oldugunu biliyoruz. Bu
ifade, V ¢ icin f + np <g ayn; = [ + ng’ nin UF’si vardir 6nermesine denktir. Simdi,
her ¢ i¢in a; < a; iken f + n;’ nin bir faktorizasyonu icin f + nj, = ZZ 2 QiTi oldugunu
varsayalim.

= amn; — f+n=an; — Z#k a;n;

= amn; — f+np = (0 —a)n,

a; < «;’ den S’ nin elemani olmasi anlamina gelir.

= [+ <gan;

= f + n;’ nin tek faktorizasyonu vardir.

3.2.15 Ornek. S = (22,28,47,53 ) sayisal yarigrubununu alalim. 3.1.5 Ornek’ ten,

S’ nin tipi 3 olan bir hemen hemen simetrik sayisal yarigrup oldugunu ve

Is = (1124 — 2o, 1123 — 23 | 2303 — w3wy , 21303 — 2wy, 2t — 2l 2wy — 22)
oldugunu biliyoruz. Burada, a; =14, ay =11, ag =4 =2

f=25¢€ PF'(S) alalim. S = ( 22,28,47,53 ) sayisal yarigrubundan,

ny =22, ny =28, ng =47, ng =53.

25+ n; =25+22=1.n;

esitliginden a3 = 1 < a3 = 2 oldugundan 3.2.14 Yardimci Teorem’ in (ii) sikkindan
f -+ ny’ in bir tek faktorizasyonu vardir. Benzer sekilde V ¢ = 1,2,3,4 icin f + n;’ nin
tek faktorizasyonunun oldugu gosterilebilir. Ancak, f = F(S) = 283 alirsak,

283 +47 =283 + n3 = 330 = 15.22 4 0.28 + 0.53
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283 +47 =283+ n3 =330=1.22+11.28 +0.53
283 + 47 = 283 + n3 = 330 = 0.22 + 8.28 + 2.53
Benzer sekilde, 283 + 53 = 283 + ny ’ tin 3 farkli faktorizasyonu vardir.

3.2.16 Yardimci Teorem. S’ nin hemen hemen simetrik bir sayisal yarigrup oldugunu

varsayalim. Bu durumda, asagidakiler saglanir.

(i) e =4 olsun. Her i # k vebir k igin «y;, > 1 ise, F(S)+ n;’ nin bir tek faktorizasyonu
vardir.

(i) F'(S)+ny = >4, Bjn; oldugunu varsayahm. Eger, F'(S)+ny’ nin bir tek faktorizasyonu
varise ng = [[;,(8; +1) +tip(S) — 1.

Ispat: (i) '(S) + n;, birden fazla faktorizasyona sahip ise, 3.2.14 Yardimci Teorem (ii)” den,
bir ii¢in B; > «; iken F(S)+ ny = [;n; faktorizasyonu vardur.

= F(S)+npg=..4+08mn;+ ...

ve bir ¢ icin (; > «; ise, B; = a; + 1’ dir.

= F(S)+np=...+ (a; +t)n; + ...

= F(S)+np=...+amn; + ..

3.2.2 Tanim’ dan, a;n; = Zi:l oti QUi Tk olmasindan

F(S)+n,=..+ Zk# Nk + ...

= F(S) = ...+ > pulaim — Dng + ..

ve «yr > 1 kabuliimiizden oy, — 1 > 0 ve buradan F(S) € S olmak zorunda kalir. Bu bir

celigkidir. Boylece, F'(S) + ny bir tek faktorizasyona sahiptir.

(i) ng € S ic¢in 2.1.13 Tanim’ dan,

Ap(ng, S)={heS|[h—n ¢S}

kiimesi, n;’nin S’ deki Apery kiimesidir. Yine, |Ap(ng, S)| = nx ve Ap(ng,S)’ nin en
bityiik elemant F'(S) + ny oldugunu hatirlayalim.

f € PF'(S) iken, f+n, € S dir.

(f+me)—ng=[f¢&S

oldugundan f € Ap(ng,S)’ dir.
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F(S)+ny—he€S olan h € S leri alahm.

= s € S olmak iizere F(S)+n,—h=2S5

= F(S)—s=h—mny

F(S)—s¢ S’ dir, ciinkii F(S)—s € S olsayd

F(S)—s=s1, s1 €S olurdu. Bu, F(S)=s+s; €S ¢eliskisini verir.

= F(S)—s¢ S

= h—n ¢S

= h € Ap(ng, S)

Boylece,

Ap(ng, S)={heS|h<sgF(S)+n,} U {f+n]|[fePF(S)}

elde ederiz.

= |Ap(ni, S)| = [{ he S[h<s F(S)+nm }| + { f+n|[fePF(S)}
[Ap(ne, S)| = nw , £ f + e | f € PF'(S) }| = |[PF(S)] =1 ve |PF(S)| = t(5)
olmasindan

ng=1t(S)—1+|{heS|h<gF(S)+n}|

bulunur. Simdi, her h <g F'(S) 4+ n; olan h € S’ nin tek faktorizasyonu oldugunu
gorelim. h <g F'(S) +ny olan h € S elemanlarinin, ~y; # 7} ler negatif olmayan
tamsayilar olmak {izere

hi=2 5 mm ve b= n;

olacak sekilde iki faktorizasyonu oldugunu varsayalim. F'(S) 4+ ny, — h € S olmasindan bir
se€ S igin F(S)+ ng —h = s yazabiliriz.

= F(S)+ny=h+s

= F(S)+ny =370+

= F(S)+mnp =3 7m +s

yazabiliriz. F'(S) 4+ n;’ nin tek faktorizasyonu oldugundan

= D Vil TS =D i i+ S

= >y —ny=s5s—-s=0€S8

n;” ler 0° dan farkli pozitif tamsayilar oldugundan

V=7 =0= ="

olur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece, her h <g F(S) + ny, i¢in h € S’ nin

29



= h= Zi;ﬁk Vil

tek faktorizasyonu vardir.

F(S) 4w — b= 3250 Bimy = 225 Vi

= Zj;ﬁk(ﬁj = Y)n;

ve F(S)+ng —h e S oldugundan 5; —~; > 0 olmaldir.

Boylece, h =), i, Yin; faktorizasyonunda 0 < ; < [; olmalidir. Yine, benzer sekilde
tersine )., yin; toplami igin

oldufundan ., vin; <s F'(5) +ny olur.

Buradan,

{hes|h<s F(S)+m } = [Tw(Bi+ 1)

bulunur.
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4. SAYISAL YARIGRUPLARDA RF-MATRISLER

Bu bolimde, S = (nq,...,n.) sayisal yarigrubu icin, A.Moscariello [5] tarafindan verilen
ve hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin siniflandirilmasinda olduk¢a kullanigli olan RF

(satir-faktorizasyon)-matrisler kavrami aciklanacaktir.

4.1 RF-Matrisler

4.1.1 Tanmm. f € PF(S) olsun. f’ nin RF-matrisi, her ¢ i¢in a; = —1, her i # j igin
a;; €N veher 1=1,...,e i¢in

> ain; = f

olarak tanimlanan bir exe-boyutlu A = (a,;) matrisidir.

4.1.2 Ornek. S = (6,7,9,10 ) sayisal yarigrubunu diisiinelim. S” yi listelersek,
S={0,6,7,9,10,12,13,14,15,16,17 — }

yazilabilir. Boylece, F'(S) = 11’ dir. Yine, S’ nin s6zde-Frobenius sayilarinin kiimesi,
PF(S)={f¢S|f4+n €S Vi=1,23,4}

oldugunu biliyoruz. S’ nin bosluklarinin kiimesi,

G(S)=N\S=1{1,2,3,4,58,11 }

kiimesidir. ny =6, no =7, n3 =9, ny = 10’ dur.

f=1lolsun. 1+7=8¢S = f=1¢ PF(S)

f=2alam. 2+6=8¢95 = f=2¢ PF(5).

f=3ikn f+6=9, f+7=10, f+9 =12 ve f+ 10 = 13 € S oldugundan
f=3¢€ PF(S)’ dir

Benzer sekilde, f =8 € PF(S) olur. Ve F(S)=11¢€ PF(S)’ dir.
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= PF(S) ={3,8,11}

elde edilir.

f =8¢ PF(S) alalm. a;; = —1 olmak iizere

8 = a11.6 + a12.7 + a13.9 + a14.10

olacak sekilde a5, a3, a;4 € N sayilarint bulalim.

8=(—1).6+2.7+0.940.10

esitliginden a5 =2, a;3 =0, a4 = 0 bulunabilir. Boylece, f =8 € PF(S) elemani i¢in
RF-matrisinin ilk satirin1 elde ederiz. Yine, ays = —1 olmak iizere

8 = a91.6 + a99.7 + a93.9 4+ a94.10

esitliginden ve

8=16+(-1).7+1.9+0.10

olmasindan, as; =1, asg3 =1, agy = 0 bulunur.

Benzer sekilde,

8=06+174+(-1)9+1.10 ve 8=0.6+0.7+29+ (—1).10

esitliklerinden, as; = 0, azs =1, agy =1 ve ayy =0, ago =0, ay3 = 2 bulunabilir.

Dolaysiyla, f =8 € PF(S)’ nin RF-matrisi

-1 2 0 0
1 -1 1 0
o 1 -1 1
o 0 2 -1

olarak yazilir. f =8 € PF(S) igin
8=36+0.7+09+(—1).10
esitliginin de saglandigin1 gozoniine alirsak, iistteki matrisin son satirt igin a4 = 3,

ass =0, ay3 = 2 alnabilir. Boylece, f = 8 € PF(.S) nin RF-matrisi

-1 2 0 0
1 -1 1 0
0o 1 -1 1
3 0 0 -1

olarak da yazilabilir. Bu bize, f € PF(S)’ nin RF-matrislerinin tek olmak zorunda olmadigini

gostermektedir.
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Siradaki Yardimci Teorem, RF-matrislerinin en onemli 6zelligini vermektedir.

4.1.3 Yardimc Teorem. f, f' € PF(S) ve f+ f' ¢ S olsun. RF(f) = A = (a;;) ve
RF(f") = B = (b;;) alalim. Bu durumda, her i # j i¢in a;; = 0 veya b;; = 0 dir. Ozellikle,
eger RF(@) = (a;;) ise, her i # j icin a;; =0 veya aj; =0 dir.

Ispat: f € PF(S) icin f’ nin RF-matrisi A = (a;j) ise,4.1.1 Tanmm’ dan, i =1,...,e ve
[ =anny +apng + -+ a n; + -+ Qene

ve her ¢ i¢in a; = —1 oldugundan

f=ann +apng + -+ (=1)n; + -+ + aiene

= f+n;=aan; + -+ AGin_n)N-1) T Qi+ Nig1 T+ QieNe

= f4+n; = Zk# Qi Mg

elde edilir. Benzer sekilde, f' € PF(S) ve f’’ nin RF-matrisi B = (b;;) ise, yine 4.1.1
Tanim’ dan,

[y =320 b

bulunabilir. a;; > 1 ve bj; > 1 ise,

F=anmi+-+(Dnit -+ ayn; + - + aene

fr=bjani+ -+ bni 4+ -+ (=1)n; + - + bjene

esitliklerini taraf tarafa toplarsak,

f+f =(an+ba)ni+---+ (bji—ni+ -+ (ai; — )nj + - - + (@i + bje)ne

1 =5 = Dni + (ai; — Vng + 32,45 (s + bjs)ns

elde edilen esitlik S” nin bir elemani olur. Bu f + f' ¢ S olmasi ile ¢elisir. Boylece, a;; > 1
ve b;; > 1 varsayimi yanhstir. Bu durumda, her ¢ # j i¢in a,; =0 veya b;; = 0 olur.
Eger Y5 ¢ PF(S) ve RF(@) = (a;j) ise, tistteki ifade de f = £8) ve f = @ ve

2 2

RF(f) = RF(2) = (a;;) , RF(f') = RF(Z2) = (b;) = (a;;) yazabilecegimizden, her

2

i # 7 icin a;; =0 ve bj; = a;; = 0 elde edilir.

4.1.4 Ornek. S = (ny,ny,n3) ve bir sézde-simetrik sayisal yarigrup olsun. f = @ alalim.

RF(f) = (a;;) dersek, 4.1.3 Yardimci Teorem’ den her ¢ # j igin a;; = 0 veya aj; =0
dir.
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Bu durumda, as; = a3 = aszs = 0 kabul edebiliriz.

—1 a12 0
= RF(f) = 0 -1 ass
asq 0 -1

olarak yazilir. Bu matristen,

= f= @ = (—1).n1 + aja.ng + 0.13
f= @ = 0.n1 + (—1).ng + agz.n3
F(S)

[ == =as.n; +0ng + (—1).n3

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri kullanarak RF'(F'(S)) = (b;;) matrisini bulmaya ¢aligalim.
F(S) = (—1).n1 + biz.ng + biz.ng

esitligindeki by5 ve by3 sayilarini bulmak igin

@ = (—]_)’I’Ll + a19.1m2 + 0.n3

@ = 0.n1 + (—1).ny + ags.n3

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

F(S) = (=1).n1 + (a12 — 1).ng + asz.n3

esitligi elde edilir. Boylece, bjo = a1 — 1 ve b3 = ao3 olarak elde edilir. Yine,
F(S) = by1.n1 + (—1).ng + beg.ng

ifadesindeki bo; ve bog sayilarimi bulmak icin

@ = ag;.ny + 0.ng + (—1).n3

esitliklerini taraf tarafa toplarsak,

F(S) =as;.ni + (—1).ny + (ag3 — 1).n3

bulunur ki, buradan by = a3; ve beg = ass3 — 1 yazilir. Son olarak,
F(S) = b31.n1 + bga.ng + (—1).n3

esitligindeki b3, ve b3s sayilarini bulalim.

@ = (—]_)’I’Ll + aq9.1m2 + 0.n3

@ = ag;.ny + 0.ng + (—1).n3
esitliklerini toplarsak,
F(S) = (a31 — 1).n1 + argng + (—1).n3

esitligi elde edilir. Buradan, b3; = a3 — 1 ve bzs = ajp bulunur. Bdoylece, F'(S)’ nin
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RF-matrisi

—1 a12 — 1 923
as1 -1 axp—1
asy — 1 a19 -1

olarak bulunur.

Simdi, RF(f) matrisinin satirlarinin, Is idealinin binomlarini nasil iirettigini gérelim. Bunun

icin Oncelikle agsagidaki kavrama ihtiya¢ duyacagiz.

4.1.5 Tanim. a = (ay, ...,a,) € Z™ vektorii igin, a™ vektorii, eger i. vektér a; > 0 ise
at =(0,...,0,a;0,...,0)

ve a~ = a' — a olarak tanimlanir.

Bu durumda,

a=at —a"

yazilir.

4.1.6 Ornek. a = (2,—1,3,0, —5) € Z° vektoriinii alalm. a* ve a~ vektorlerini bulalim.
ap=2,a3=3,a,=0>0 ve ag =—1, a5 = —5 <0 oldugundan a™ = (2,0, 3,0,0)

olarak bulunur.

0 =at —a=(20,3,0,0)—(2-1,3,0,—5) = (2— 2,0 — (=1),3 — 3,0 — 0,0 — (—5))
a= =(0,1,0,0,5) € N’

vektoridiir.

4.1.7 Yardimc1 Teorem. a1, ..., a. vektorleri, RF(f) matrisinin satir vektorleri olsun ve

1 <i < j < e olanher ¢,j sayilan i¢in a;; = a; — a; alalm. Bu durumda 7 < j igin
¢ = X% — X% €1y olur. Ustelik, der(¢;;) < f+ni+n;’ dir.

ispat: ai,...,a., vektorleri RFE(f) matrisinin satir vektorleri olsun. Bu durumda,
1<i<j<e icin

J=anni+ -+ aiy i+t diene
~—
-1
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f:aj1n1+"'+ Cljj nj+---+ajene
~—

-1
Ve

a; = (aﬂ?ai?? coy Qg eeey Qg ”'7aie)
~—
-1
a; = (ajl,(ljg, vy Ay oeny Qg ,...,(lje)
~
-1
yazabiliriz.

F=anni 4+ (=1)n; 4+ ayn; + - + aiene
= [f+ni=agn+ -+ a-nyni-1 + 0.0 + airynipr + 0 agng £+ Giene

Bu esitligin her iki tarafim1 n; ile toplarsak,

= fHni+n;=ann +- -+ i+ 0.0+ airnni -+ (@ )04+ gene
elde edilir. Boylece, f + m; 4+ n; ’ nin bir faktorizasyonunun katsay1 vektorii

(@it oo @igit1)5 0, Qi) oo @i + 1, o, Qi)

olarak yazilir. $imdi, bu vektoriin a; + e; + e; vektoriine egit oldugunu gorelim.

a; +e; + €;
= (a“,...,ai(i_l),—17612'(1'4_1),...,0,@']',...,aij,...aie)+<0,...7 1 ,,O)—i—(O,?l,,O)
i.bilesen

= (i1, -, Qigi—1), =1 + 1, Qigig1), s @i + 1, 0, aze)

= (@1, -, Qi(i-1), 0, Qii+1), -, Qij + 1, .0, Qie)

olarak bulunur. Benzer sekilde,

f:aj1n1_|_..._|_aj1ni_|_..._|_ ajj nj+ -+ ajene
—~—

-1
= [Ani=apn+ - A aini+ oo+ ajgoyngon + 005 + iGN+ Qgene

Esitligin her iki tarafin1 n; ile toplarsak,

fHmni+n;=aun+--+ (a+ni + -+ ajg-1ni-1 + 005 + ;1041 + 0+ Qjene
bulunur ki, bu esitlikten f + n; + n; * nin bir faktorizasyonunun katsay1 vektorii

(@ji,..yaj +1,.,a5-1), 0, G415 s Qje)

olarak bulunur. Yine,

aj+ei+ej:(aj1,aj2,..., Qi ,...,—1,...aje)—|—(0,..., 1 ,...,0)+<0,..., 1 ,...,0)
i.Ee/s-:n j-bilesen i.bilesen

= (aﬂ, ceey Qg + 1, ceny -1+ 1, ceny G]’e)
= (Cljl, ey A4 + 17 ...,0, ‘--7aje>

oldugundan a; + e; + e; vektoriide bu katsay1 vektoriine esit olur.
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(ai—i‘@i‘l'ej)—(&j“‘ei"‘ej):ai_aj:aij

Ve a;; = (ai1, Gig,s -y —1, -5 Qg ey Qie) — (ijh ooy @iy ey — 1, ---aje)
= (aﬂ — Qj1, .-y -1+ Ajiyoney Ajj — ]_, veey Qe — aje)
olur.

(air —aj)ny + -+ (=1 +ao)ni + -+ (ay; — nj + -+ + (Gie — aje)ne

= (apmi+- -+ (=D)ni+- - +agn;+ - Faiene) —(ajini+- - 4ain+- - +H(=1n;+- - +ajene)
=/ =0

olmasindan ¢; = (a;; — aj;) sayilari a;; vektoriiniin bilesenleri iken ) ;_, c¢xny olan a;;
vektorii elde edilir. Buradan,

= ¢y = X% — X% € Ig

olur. Yine, f + n; 4+ n; ’ nin iki faktorizasyonu olmasindan ve 3.2.7 Not’ tan

der(¢) <s f+n; +n; elde edilir.

4.2 RF-Bagmtilar

4.2.1 Tanim. S = (ny,...,n.) sayisal yarigrup ve f € PF’(S) olsun. ay,...,a. vektorleri
RFE(f)’ nin satir vektorlerive 1 <i¢ < j <e i¢in a;; = a;, — a; iken ¢;; = X% — X% ¢ Ig

formundaki binom bagintisina RF(f)-bagint1 veya RF-bagint1 denir.

4.2.2 Ornek. S = (7,12,13,22) sayisal yarigrubunu alalim.

S =1{0,7,12,13,14, 19, 20, 21, 24, 25, 26, 27, 28, 31, 32, 33 — } oldugundan
PF(S)={15,30} olarak bulunabilir.

f=15€ PF'(S) i¢in, RF(f)-matrisini bulalim.

15 = (—=1).7+0.12 4 0.13 + 1.22

15 =27+ (=1).12 4+ 1.13 + 0.22

15 = 4.7+ 0.12 + (—1).13 + 0.22

15=0.7+212+ 1.13 + (—1).22

olmasindan,
-1 0 0 1
2 -1 1
RE(f=15) = 4 0 -1 0
o 2 1 -1
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olarak bulunur. RF(f)-matrisinin satir vektorleri

a; = (—1,0,0,1), az = (2,—1,1,0) , ag = (4,0,—1,0) , ay = (0,2,1, —1) vektorleridir.
(x1,x9,23,24) = (x,y,2,w) olarak alalm. RF(15) matrisinde birinci ve ikinci satirlarin
farklarini alirsak,

ajp =a; —ag = (—1,0,0,1) — (2,—1,1,0) = (—3,1,—1, 1) elde ediriz.

ajp = (=3,1,—1,1) € Z5 vektorii igin

ajy = (0,1,0,1) olur. aj, = aj, — ajz olmasindan

ap =(0,1,0,1) — (—=3,1,—-1,1) = (3,0,1,0) olarak bulunur.

Bu durumda, 4.1.7 Yardimci Teorem kullanilarak,

g0t = 209y 20wt ve 2% = 2302 "

olmak iizere ¢;o = yw — 23z € Iy binom iireteci elde edilir.
Benzer sekilde,

a;3 =a; —az=(—1,0,0,1) — (4,0,—1,0) = (—

ap; = aj; —az = (0,0,1,1) — (=5,0,1,1) = (

ajy =a; —ay =(—1,0,0,1) = (0,2,1,-1) = (-1 —1,2) ve
af, = (0,0,0,2) , aj; = afy —ay = (0,0,0,2) — ( 1 —2,—1,2) = (1,2,1,0) olmasindan

5,0,1,1) ve afy = (0,0,1,1),

5,0,0 O) vektorlerinden ¢q3 = 2w — 2°,

2 2
P14 = W — xY°2,

(os = as — az = (2,—1,—1,0) — (4,0, -1,0) = (=2, —1,2,0) ve

afy = (0,0,2,0) , az = aly — ass = (0,0,2,0) — (=2, -1,2,0) = (2,1,0,0) olacagindan
s = 2% — 2%y,

agy = as —ay = (2,-1,1,0) — (0,2,1,-1) = (2,—-3,0,1) ve

asy = (2,0,0,1) , ay, = agy — asy = (2,0,0,1) — (2,-3,0,1) = (0,3,0,0) esitliklerinden
Pos = 2*w — y )

ve son olarak,

31 = az — as = (4,0,—1,0) — (0,2,1, 1) = (4,2, -2,1) ve

azy = (4,0,0,1) , a3y, = a3y —azs = (4,0,0,1) — (4,-2,-2,1) = (0,2,2,0) esitlikleri

kullamlarak ¢34 = 2*w — y?22 € Ig binom iiretegler elde edilir. Burada,

31 = viw — y?2? € Iy lireteci,
P34 = rtw — y222 = 352(33210 - ?/3) - 92(22 - 5529) = 932¢24 - ?/2¢23

olarak yazilabileceginden ¢34, Is’ nin minimal iireteci degildir. Boylece, Ig idealinin 5 tane
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minimal iireteci elde edilmis olur.

4.3 Sayisal Yarigruplar ve RF-Bagintilar

Bu bolimde, S = (ng,...,n.) bir sayisal yarigrup iken Ig idealinin minimal iiretecleri ile
RF-bagmntilar arasindaki iliskiyi inceleyece8iz. f € PF(S) iken RF(f) matrisinin satirlarinin
RF(f)-bagintilar ile Ig’ deki binomlar1 nasil tirettigini bir 6nceki bolimde inceledik. Bu
durumda, "Bir sayisal yarigrubun tiim minimal iiretecleri RF-bagintilarindan m1 elde edilir?"’
sorusunu sormak dogaldir.

Bir sonraki Yardimci Teorem, Ig idealinin RF-bagintilar ile iiretilmesini garanti eden bir kosul

Verir.

4.3.1 Yardimci Teorem. ¢, ..., ¢; € Is veher k igin, v ve v monomlart z;/u ve z;/v
olacak sekilde ¢, =u —v ve der(¢x) = f + n; +n; olacak sekilde f € PF'(S) ve i < j

oldugunu varsayalim. Bu durumda, Ig, RF-bagintilar tarafindan iiretilir.

Ispat: ¢, = u — v binomu, her % igin u ve v monomlart i < j i¢in z;/u, z;/v ve

f € PF'(S) igin der(¢x) = f + n; +n; olacak sekilde tanimlansin. v’ = % olsun. Bu
durumda,

der(u') = der(;-) = der(u) — der(z;)

olmasindan der(u) = (f +n;) +n; ve der(u') = f +n; olur. der(v') = f +n; olan bir ¢/
monomu alalim.

der(z;.v") = der(x;) + der(v')

= n; + (f +n)

Yr =u — x;.0" binomuigin der(yy) = (f +n;) +n; ve 1’ nin yapist 4.1.7 Yardimci
Teorem’ deki binomlarin formunda oldugundan ¢, = v — z;.v" bir RF-bagintidir.

der(

2) = f+n; =der(v') olmasindan = — o' € I’ dir ve
J J

(8 +:)3j(fj —v)=u— xjv’%—xj(fj — )

=u—0v= ¢

ve boylece, m = (1, ..., z.) maksimal ideal olmak iizere
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Or = VY + :vj(% — ') € 1y + mIg bulunur. Buradan,
(D1, ey Om) + mIg = (Y1, ..., ¥) + mIg yazabiliriz. Nakayama Yardimci Teoreminden [6]
Is = (Y1, ..., ¢n) elde edilir.

e = 3 oldugunda, S = (nj,ng,n3) sayisal yarigrubunun tiim minimal iireteclerinin

RF-bagintilar oldugunu gormeden Once literatiirde bilinenlerden bazilarini verelim.

4.3.2 Onerme. S = (ny,ny,n3) simetrik olmayan bir sayisal yarigrup olsun. Bu durumda,

gr =2t =y gy =yt a0 gy = 2 —yPa olmak iizere s = (g1, 9, gs)
ideali g1, g2, g3 minimal binomlari ile iiretilecek sekilde «, 3,v ve o/, 3,7 pozitif sayilart
vardir. Burada,

(a4 a)ny = p'ng +yng , (B+ B )ne = any ++'n3, (v +7)ng = a'ny + pns
nm=B+)y+089,nn=0+7)a+va ve ng=(a+d)s+aF".

ispat: [7].

4.3.3 Onerme. S = (ny,ny,n3) simetrik olmayan bir sayisal yarigrup ise,
f=am + (v+9)ns — (n1 +no +ng)

=82+ (v +7)ns — (n1 +n2 + n3)

olmak tizere PF(S)={f, f'} olur.

ispat: [8].

4.3.3 Onerme’ den,

f=anm +(v+7)ns — (m +nz + ns)

= f=ani+(y+7)ns —ni —ny —ns

= [+ =an +yn3+7'n3—ny—n3

= (ani +7v'ng) — na + (ynz — n3)

ve 4.3.2 Onerme’ den (3 + 8')ny = any +4'n3 olmasindan
f+n =B+ 08)ny—ny+ (yn3 — ns)

fHn =B+ -1na+ (v —1)ns

= [=(Dm+@B+8 —Dna+ (y—1)ny
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elde edilir. Boylece, RF(f) matrisinin ilk satir1 bulunmus olur.
f=ani+(y+7)ns — (n1 + n2 + n3)
= f=(a=Dn+ (=na+ (v +7 = Dny
esitliginden RF(f) matrisinin 2.satir1 yazilir. Yine,
f=ani+(y+7)ng —n1—ng —ng
= [f4+ns=(a=1)ni+(y+7)ns —n2
ve (v+7)n3 = a'ny + Bny olmasindan
f+ns=(a—1)n + (a'ny + fng) — no
=(a+do —1)n; + (8 —1)ny
= f=(a+d —1)ni+ (B —1)ny+ (—1)n3
olur. Bu esitlikten, RF(f) matrisinin son satir1 bulunur. Boylece,

-1 g+08 -1 -1
RF(f) = a—1 -1 v+ -1

a+ao —1 -1 -1

matrisi elde edilmis olur.
ap = (=1, g+p-1,v=1), aa=(a—1, =1, v++'—1) ve a3 = (a+a'—1, f—1, —1)
vektorleri olsun.
ag—ar=(a+a =1, -1, -1)= (=1, +8-1,7-1)
=(at+a', =p", =)
am—a=(-1,+f-1,y=-1)—(-a-1, -1, 7v+9 1)
=(-a, B+, =)
ve ag—az=(a—1, -1, v+ —-1)—(a+a' =1, -1, —1)
=(=a, =B, 7v+7)
vektorleri elde edilir.
az1 = (a+a', =8, =) ve aj; = (a+a', 0, 0)
ay = a3 —an =(a+a, 0,0)—(at+a', =f,0)=(0, 4, 7)
bulunur. Bu durumda, 4.1.7 Yardimc1 Teorem’ den
g1 = 2% — g9 = gote’ — T = g
ireteci bulunur. Benzer sekilde, ¢15 = go ve @93 = g3 esitlikleri gosterilebilir.

Simdi, S = (ny,ns,n3) sayisal yarigrubunun simetrik oldugunu varsayalim. Bu durumda,
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obeb(a,b) =1 ve ny = d.a, ny = d.b ve n3y = aa — Bb olacak sekilde a,b,d pozitif
tamsayilari ve yine Ig idealiig¢in bny = any , dnz = any + Pny ireteg bagintilari ile
Is=(g=a"—y", go=2'—ay")
oldugu bilinmektedir [9]. S simetrik sayisal yarigrup ise, PF(S) = {F(S)} ve
F(S) = (deg g1) + (deg g2) — ny — ny — ng olduklari bilinmektedir [3], [10].
g1 = 2® —y® ve bn, = any *den deg g1 = bny
go = 24— 2%y® ve dns = ani + fns > den deg go = dng
Boylece,
F(S) =bny +dnz —ny —ng —ng
bulunur. Bu esitlikten,
F(S)+ny =bny +dng —ny — ng
=ang +dns — ny — n3
= (a—1)ng+ (d— 1)ns
elde edilir. Bu esitlikten, RF'(F'(S)) matrisinin ilk satirt bulunur. Yine,
F(S)=0bny+dn3 —ny —ny —ng
= F(S)+ng =bny +dng —ny —ns
=(b—1n +(d—1)n;
olur. Bu esitliktende RF(F'(S)) matrisinin ikinci satir1 elde edilir.
F(S) +ng =0bny +dng —ny — ny
=bny + (any + Bng) —ny — ng
= (bny + any —ny) + (Bng — no)
=b—-14a)n+(8—1)ny
esitliginden, RF'(S)’ nin son satirt bulunur. Boylece, eger 3 > 0 ise,
—1 a—1 d—1

RF(F(9)) = b—1 -1 d-1

b—14+a -1 -1
olur. Yine,eger # =0, a > 0 ise,
F(S) +ng =0bny +dng —ny — ny
= ang + (any + Bng) —ny — ny

= (any + Bng — ng) + (any — ny)
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=(a—1ni+(a—1+4+P)ny

olur. Boylece,

—1 a—1 d—1

RF(F(S)=|b—-1 -1 d—1
a—1 a—-14+p8 -1

bulunur.
£ > 0 oldugunu varsayalim. a; = (-=1l,a—1,d—1) , aa = (b—1,—-1,d - 1),
az3=(b—1+a,8—1,—1) olsun.
as —ay; = (b, —a,0) ve az —ay = (o, 5, —d) vektorleri elde edilir.
as; = (b, —a,0), ag; = (b,0,0) , ay; = ag; — as = (b,0,0) — (b, —a,0) = (0,a,0)
olur. Bu durumda, 4.1.7 Yardimci1 Teorem’ den,
b

+ —
¢21 =qg% — g% =2 — 2% =

tireteci bulunur.

az = (a, B8, —d) , ag; = (o, 8,0) , az; = (0,0,d)

olur. Yine, 4.1.7 Yardimci Teorem’ den,

Bao = 2% — 1% = 2%yP — 2% = g,

ireteci bulunur. « > 0 oldugu durumda,
a=(-l,a—1,d=1),aa=(b—-1,-1,d=1), a3 =(a—1,a—1+,-1)
Burada, a3 —a; = az; = («, 5, —d) olur.

ag; = (o, 3,0) , az = (0,0,d) olmasindan ve 4.1.7 Yardimci Teorem’ den,

P31 = a1 — p%1 = goyf — ¢

elde edilir.

Boylece, S = (nj,ny,n3) sayisal yarigrubu igin tiim minimal iiretecler RF-bagintilardan elde

edilir sonucuna varabiliriz.

S = (ny,n9,n3,ny) sayisal yarigrubu sozde simetrik veya hemen hemen simetrik
yarigrup oldugu durumda da ayni sorunun cevabi olumludur [9]. Bununla ilgili detaylara
deginmeyecegiz. Simdi Moscariello [5] tarafindan verilen ve ana fikri RF-matrislerindeki

sifirlarin yerlerini ve sayilarini belirlemek olan sayma argiimanini gérelim.
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4.3.4 Yardima1 Teorem. [5]. S = (nq,ng, ns, ny) bir hemen hemen simetrik sayisal

yarigrup, f € PF(S)\{F(S)} ve M, f igin bir siitununda hi¢ pozitif eleman1 olmayan bir

F(5)

RF-matris olsun. Bu durumda, f = F2 olur.

Ispat: Genelligi kaybetmeden
=1 miz myz my

| 0 =1 mo3 mou
RF(f) o 0 mso -1 ms3q
0 My TNy3 -1

oldugunu varsayalim. d = obeb(ng, ng,n4) olsun.

RF(f) matristen,

f=(=1)ny + mians + mizng + mygny

f=0.n1 + (—1)ng + magng + magny

yazabiliriz. d = obeb(ny, ng,ny) olmasindan d/ny , d/ng, d/n, "’ dir.

= d/(—1)ng + mazng + mogny

= d/f

olur. Yine,

f = (=1)ny + mqang + myzng + mygny

= ng = (Miang + mazns + mygng) + (—1)f

ve d/(miang + mysns + mygng) , d/f olmasindan d/n, elde edilir.

d/ny, d/ny, d/ng, d/ng ve obeb(ni,ny,n3,ny) =1 olmasindan d =1 olmalidir.
obeb(ng,ng,n3) = d = 1’ den S = (ng,n3,ny) bir sayisal yangruptur. f ¢ PF(5)
oldugunu gorelim.

PF(S))={x¢ S |z+n, €85 ,i=23,4}

oldugunu biliyoruz. f’ nin M , RF-matrisinden

f+ng9 =mogng +momny € S

bulunur.

Benzer sekilde,

f 4 ng =mgang + maang € Sy

J 4y =mang +myzng € 5

yazilir. f +ns, f+ng ve f+mny, Sy’ inelemani oldugundan f € PF(S;) olur.
S1CS = (N\S)c (N\S))
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= maxz(N\S) < (N\5)

= F(5) < F(S)

olacaktir. f € PF(S)\F(S) ve F(S) < F(Sy) den f # F(S;)’ dir.

S1 = (ng,n3,ny) sayisal yarigrubu 3-iireteclidir. Bu durumda, S’ nin tipi en fazla 2’ dir [3] .
f € PF(Sy) ve F(Sy) € PF(Sy) > den t(S;) = 2 olur. Simdi, F(S;) — f’ yi diigtinelim.
f # F(S1) olmasmdan f € PF(S))\{F(Sy)} dir. F(S1) — f € Sy olsaydi, ¢y, ¢3, ¢4
negatif olmayan sayilari icin

F(S1) — f = cong + canz + cyny

= F(S1) = [+ (cang + c3nz + cany)

olurdu. f € PF(S;) olmasindan, her = € S;\{0} i¢in f+x € S, dir.

CoNg + c3nz + cang € Sy den,

= f 4+ (cang + csng + c4ny) € 51

= F(51) €5

celigkisi elde edilir. Boylece, F'(S1) — f ¢ Sy’ dir.

= F(S) - f € (2\S)

t(S1) =2 ve f, F(S;) € PF(S;) olmasindan PF(S;) ={f, F(S1)}’ dir. Bu durumda,
2.1.11 Not’ tan, f ve PF(S1), (Z\S:, <g,) posetinin maksimal elemanlaridir:

F(S1) = f <s, [ veya F(51) — f <s, F(51)  dir.

F(S)) — f <s, F(51) ise, F(S1) — (F(S1) — f) € S; veburadan f € S; elde edilir ki,
bu bir ¢eligkidir. Bu durumda, F(S) — f <g, F(S;) olamayacagindan F(S;) — f <g, f
olmalidir. Diger yandan, F'(S) ¢ S ve S 2 S; den F(S) ¢ S, dir. f € PF(S)\{F(S1)}
olmasindan F(S) > f’ dir.

f < F(S) < F(5)

= F(S)—f <5 F(S1)—f <s f

= F(S)—f <s [

= F(S)—f <s [

Son olarak, S hemen hemen simetrik oldugundan, 2.2.7 Yardimci Teorem’ den

F(S)— f e PF(5)

= F(S)—f=f

= F(S)=2f
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- g=5

elde edilir.

Simdi verecegimiz Yardimci Teorem, 4.3.4 Yardimci Teorem’ in biraz daha gelistirilmisidir.

4.3.5 Yardimc1 Teorem. [9]. S = (ny,ns,n3,ny) hemen hemen simetrik bir sayisal

yarigrup olsun. f € PF(S), f # F(S) ve M = RF(f) = (m;;) alalim. Bu durumda, her
J i¢in, m;; > 0 olacak sekilde ¢ # j vardir. Bir bagka deyisle, M/ matrisinin herhangi bir

slitunu bir pozitif bilesen icermelidir.

Ispat: Genelligi bozmadan i = 2,3,4 icin m;; = 0 oldugunu varsayalim. 4.3.4 Yardimc1
Teorem’ in ispatindan F'(S) = F(S;) ve S; ’ in sozde simetrik oldugu goriiliir.

S1 = (ng,m3,ny) sozde simetrik oldugundan

g(S1) =3 41

S D S; U {n;} olmasindan,
9(8) < g(S1)—1=5 =52

Bu ise bir celigkidir. Bu durumda, varsayim yanlistir. Boylece, M matrisinin 1. siitununda

mutlaka bir pozitif bilesen bulunmalidir.

S = (ny,n2,n3,n4,n5) oldugunda 4.3.4 Yardimci Teorem dogru degildir. Buna bir 6rnek

verelim.

4.3.6 Ornek. S = (10,11,15,16,28) sayisal yarigrubunu alalim. S * nin s6zde-Frobenius
sayilarinin kiimesi PF'(S) = {5,17,29, 34} ’diir. Boylece, S tipi 4 olan hemen hemen

simetrik sayisal yarigruptur.

f=5¢€ PF(S) alalim.

5=(-1).10+0.11+1.15+0.16 4+ 0.28
5=0.10+ (—1).11 + 0.15 + 1.16 + 0.28
5=2.10+0.11 4 (=1).15 + 0.16 + 0.28
5=1.10+1.11 4 0.15 + (—1).16 + 0.28
5=0.1043.1140.15+0.16 + (—1).28
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olmasindan

-1 0 1 0 0
0 -1 0 1 0
RF(f=5=]2 0 -1 0 0
1 1 0 -1 0
0 3 0 0 -1

olur. Burada, RF'(5) ’ in 5.siitununda hi¢ pozitif bilesen yoktur.
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5. GORENSTEIN TEKTERIMLI EGRILER

Bu boliimde, ilk olarak tekterimli egriler, Gorenstein ve hemen hemen Gorenstein egriler
tanitilacaktir. Sonrasinda, hemen hemen Gorenstein tekterimli egriler i¢in bilinen sonug¢lardan

bahsedilecektir.

5.1 Tekterimli Egriler

ni,...,ne ~ler negatif olmayan tamsayilar olmak iizere,
S = <TL1, "'7n€> = { n ’ n = Z;‘i:l a;n; , a; € Z’ZO}

kiimesi, nq,...ne  ler ile liretilen toplamsal yarigrup olsun.

5.1.1 Tanm. n,,...,n.’ ler, (n1,...,n.) = 1 olacak sekilde pozitif tamsayilar olmak iizere,
bir k£ cismi lizerindeki Af afin uzayindaki C tekterimli egrisi,

r1=1t" | 29 =1" ..., x, =1"°

parametrik gosterimi ile verilir. Bir bagka deyisle,

C={({",.. th)e A |tek}

kiimesidir.

5.1.2 Ornek. (n,n9,n3) = (2,3,4) =1 iken
C={,3,t"Ye Ab|te R}

A3 afin uzayinda bir tekterimli egridir.

Tekterimli egriler, binomlar tarafindan iiretilen afin varyetelerdir [11] .
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5.1.3 Tammm. Bir A{ afin uzayindaki C' tekterimli egrisinin I(C') tanimlayan ideali

I(C)={ f(z1,...,ze) € klxy,.cyxe] | f(E™ ..., t™) =0}

olarak tanimlanir.

Tezin 3.1 Boliimiinden,

T o k[ry, . me] — k[ 7]

T; >t

homomorfizmasinin bir 6rten k-cebiri homomorfizmasi oldugunu biliyoruz. Yine,

Gor(m) = k[t™ ..., t"]

kiimesini, S sayisal yarigrubu ile iligkilendirilmis yarigrup halkasi olarak adlandirip,
Gor(m) = k[S] ve Cek(m) =Ig olarak gostermigtik.

Cek(m) = { f € ke, ...z | n(f) =0}

=1I(C)

= I =1I(C)

bulunur. I. izomorfizma Teoreminden,

klxy,...,x.]/Cek(m) = Gor(m) = k[t™ ..., t"]

= klzy,...,z]/I(C) = k[t™ , ..., t"]

elde edilir. Bu izomorfizma, tekterimli egri ile yarigrup arasindaki bagintiyr gosterir. I(C')
idealini k[[z1, ..., z|] formal kuvvet serileri halkasinin bir ideali olarak diisiinebiliriz. Bu
durumda,

El[x1,...,x]]/I(C) = k[[t™ ..., t"]]

bir lokal halkadir.

I(C) ideali, tekterimlilerin bir farki olan binomlarin sonlu bir kiimesi iiretilir [11] .

5.2 Gorenstein Tekterimli Egriler

S=(ny,..n)={>7  ,amn; | a € Zso } sayisal yarigrubunu alalim. 2.2.1 Tamim’ dan, S
sayisal yarigrubu simetriktir < F'(S), S’ nin Frobenius sayist olmak tizere
|[{in¢S,0<n< FW&)}=|neS,0 < n< F(9)]

oldugunu biliyoruz. Bu tanima bir 6rnek verelim.
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5.2.1 Ornek. S = (4,5,6) = {0,4,5,6,8,9,10,11,12,...} sayisal yarigrubunu alalim.

S’ nin Frobenius sayist F'(S) =7 dir.

{n¢sS,0 <n < F(S)}={1,2,3,7}

{nesS,0 < n< F()}={0,4,506}

ve bu kiimelerin eleman sayilar1 esit oldugundan 2.2.1 Tanim geregi S = (4,5,6) sayisal

yarigrubu simetrik yarigruptur.

5.2.2 Tamm. C = C(ny,...,n.) , A} afin uzayinda bir tekterimli egri olsun. Eger,

S = (ni,...,n.) saywsal yarigrubu simetrik ise, C' = C(nq,...,n.) tekterimli egrisine

Gorenstein tekterimli egri denir.

5.2.30rnek. C = C(4,5,6) € A}, tekterimli egrisini alalim. 5.2.1 Ornek’ ten,

S = (4,5,6) sayisal yarigrubu simetrik bir yarigruptur. Bu durumda, 5.2.2 Tanim’ dan,
C' = (C(4,5,6) bir Gorenstein tekterimli egridir.

Simdi, A} ve A} afin uzayindaki tekterimli egrilerin tanimlayan ideallerinin iiretegleri ile
simetrik yarigruplar arasindaki bagintidan bahsedecegiz. Herzog [7] makalesinde C =
C(ni,ne,ng) tekterimli egrisi icin, I(C') tanimlayan idealinin 2 tirete¢li olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogsul S = (ny,ng, n3) yarigrubu simetriktir onermesini ispatlamistir. e=3 durumunda,

I(C) idealinin binom iireteglerinin nasil bulunduguna bir drnek verelim.

5.2.4 Ornek. S = (6,7,10) sayisal yarigrubunu alalm. Burada,

4.6 =2.7+1.10
47=36+1.10
210=1.6+2.7

yazabiliriz. Béylece, I(C) = (2? — 3?2z, y* — 232, 2% — zy? ) elde edilir.

e = 4 oldugunda, Bresinsky, C' = C'(ny,nq,n3,ny) tekterimli egrisi i¢in, eger
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S = (ny,ng,n3,ny) simetrik yarigrup ise I(C), 3 veya 5 eleman tarafindan tretilir [12] .
Ayn1 makalede, Bresinsky, I(C') idealinin 5 iiretegli oldugu durum igin, idealin iireteclerini

acik olarak vermektedir.

5.3 Hemen Hemen Gorenstein Tekterimli Egriler

5.3.1 Tanmm. C = C(ny,...,n.) , Af afin uzaymnda bir tekterimli egri olsun.Eger,

S = (nq,...,n.) sayisal yarigrubu hemen hemen simetrik ise,

C =C(ny,...,n.) (veyaI(C))’ ye hemen hemen Gorenstein denir.

5.3.2 Ornek. S = (11,13,19,36) sayisal yarigrubunu alalim. 2.2.4 Ornek’ ten, S’ nin

hemen hemen simetrik yarigrup oldugunu biliyoruz. Bu durumda, C' = C(11,13,19,36) egrisi

hemen hemen Gorenstein tekterimli egridir.

Tezin 4.3 Bolumiindeki;

"Bir sayisal yarigrubun tiim minimal iirtecleri RF-bagintilarindan elde edilir mi ?"” sorusunun
cevabinin, S = (ny,ns,n3,ny) saysal yarigrubunun hemen hemen simetrik yarigrup oldugu
durumda olumlu oldugunu biliyoruz [9] . Simdi, Eto’ nun [13] makalesinin 5. Boliimiinde,
S = (ny,n2,n3,ny) hemen hemen simetrik sayisal yarigrubu i¢in I(S) idealinin minimal
tireteglerini  RF-matrislerinden nasil elde ettigini detaylara girmeden tek bir durum icin

anlatacagiz.
S = (ni,ns,ng,ny) hemen hemen simetrik sayisal yarigrup olsun. Eto [13] makalesinin
3. Bolumiinde, f sozde-Frobenius sayist olmak iizere, RF(f) matrislerinin ilk 6rneklerini
vermektedir.
S = (n1,n9,n3,ny) bir hemen hemen simetrik yarigrup olsun. Bu durumda, #(S) < 3 oldugu

bilinmektedir [5] .
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5.3.3 Teorem. [13]. S = (ny,ng,n3,ng) , t(S) =3 olan bir hemen hemen simetrik
sayisal yarigrup olsun. Her ¢ € {1,2,3,4} i¢cin F(S) + n; ’ nin tek tiirlii faktorizasyonunun
olmadigini varsayalim. nq,ns, ns, ny ’ in uygun bir sira degisimi icin, f, , fo € PF'(5)’

lerin agagidaki tipten biri RF-matrisi vardir:

—1 0 0 ags—1 —1 1 a3—2 0
0 -1 1 @4—2 Oél—l -1 0 0
0 as-1 -1 0 | |ar—2 0o -1 1| @UFD
1 aa—2 0 —1 0 0 a3—1 -1
veya
—1 Oég-l 0 0 —1 042—2 063—1 0
0 —1 0[3—]_ 0 0 —1 (,143—2 (1/4—]_
0 0 1 a—1]" |a—1 0 1 a2 UFD
041—1 0 0 -1 041—2 042—1 0 —1

Ispat: [13].

5.3.4 Ornek (Watanabe nin drnegi ). S = (21,18,23,26) sayisal yarigrubunu alalim.

PF(S) ={31,66,97 } * dir. S, t(S) = 3 olan bir hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.
f=31 € PF(S) alalm.

31 = (—1).21 + 0.18 + 0.23 + 2.26

31 =0.21 + (—1).18 + 1.23 + 1.26

31 =0.21+3.18 4+ (—1).23 4+ 0.26

31=1.214+2.18+0.23+ (—1).26

oldugundan,
-1 0 0 2
0o -1 1 1
RF(31) = 0 3 -1 0
1 2 0 -1

-1 1 3 0
4 -1 0 O
RF(66) = 3 0 -1 1
0o 0 4 -1
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RF(31) matrisi, 5.3.3 Teorem’ in (nUF1)” deki
ay—1=2 = a,=3

a—1=3 = =14

ve yine RF'(66) matrisi,

a3—2=3 = az3=>

a;—1=4 = a1 =5

oldugu durumdur.

5.3.3 Teorem’ de f,, fo € PF'(S)’ lerin RF-matrisleri,

-1 0 0 ay—1 -1 1 az;—2 0
. 0 -1 1 044—2 . Oél—l —1 0 0
RE(f1) = 0 ap—1 —1 0 . RE(f2) = a;—2 0 -1 1
1 a—2 0 1 0 0 az—1 -1

oldugunu biliyoruz. Bu matrislerden,

fi=(=1)mn; + +(ay —1).ny
fi= (—=1).ne + 1.ng + (o — 2).ny
fi= (g —1)mg + (—1).n3
fi=1ni+ (ag —2).ny + +(—1).nyq

ve

fo=(=1)ny + 1.ng + (a3 — 2).n3

fo=(ar—1)n; + (=1).ny

fo= (a1 —2).ny + +(=1).n3 + 1.0y

fo= (g —1).ng+ (—1).ny

esitlikleri elde edilir. .S hemen hemen simetrik oldugundan, f; + fo = F(S) ’ dir. Boylece,
f17in 1. esitligiile f5 * nin 4. esitligi toplanirsa

fitfo=(=1Dmni+ (a3 —1)n3+ (ag—1—1).ny

elde edilir.

= F(5)=(—-1)n1 +0na+ (a5 — 1).ng + (g — 2).n4

bulunur ki, buradan F'(S)’ nin RF-matrisinin ilk satir1 elde edilir. Yine, f; ’in 2. esitligi ile
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f2 * nin 3. esitligini toplarsak,

fitfo=(a1—=2)ny+(=1)me+ 1+ (=1))ng+ (g — 2+ 1).ny4
= F(S) = (a1 —2).nm + (—1)na+0.ng + (g — 1).14

elde edilir. f; *in 4. esitligiile f> * nin 3. esitligini toplarsak,
fi+tfo=004+(aq —2))n + (g —2).ny + (—1).n3 + 0.ny

= F(5) = (a1 — 1)+ (g — 2).ng + (—1).n3 + 0.n4

bulunur. Son olarak, f; ’in 3. esitliiile f; *nin 4. esitligini toplarsak
= fitfo=0n1+(ag—1)me+ (a3 —1—1)n3+ (—1).ng

= F(S)=0n; + (a2 — 1)ne + (a3 — 2).n3 + (—1).n4

elde edilir. Boylece,

-1 0 063—1 044—2
ar—2 -1 0 oy — 1
ar—1 ag—2 -1 0

0 0[2—1 063—2 —1

RF(F(S)) =

yazilir.

0T =31 e v L

Siaie Y amg

a=>_a; € V(S) =¢eky , a* =) maks{a;,0}e; ve a= = ) maks{—a;,0}s; olmak
iizere, F'(a;) = X" — X* formundaki binomlar ile iiretildigini biliyoruz.

a; = (a1, =2, —a3 +2,0) , ay = (0,9, =2, —ay + 2) , a3 = (—ay + 2,0, 3, —2) ,

ag = (=2, —as +2,0,4) ,w = (1,—1,1,—1) alalim. Burada,

ar=a3=5ve ag =4, a4 =3

oldugunu biliyoruz. Bdylece,

a1 = (5,—2,—5+2,0) = (5,—2,-3,0)
as = (0,4, -2, =3 +2) = (0,4, -2, —1)

(5+205 2):(305 —2)
ay = (—2,-442,0,3) = (=2, -2,0,3)

bulunur.
V(S)=Zay +Zay+ Zw , a; + a3 =2w ve a; +as+az+ays =0

olur. Bu durumda,
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I(S) = (F(a), F(az), F(as), F(as), F(w), F(a; — w), F(as + w))

elde edilir.

F(ay) = X — X1 = F(ay) = 2% — 233

(as) = X% — X% = F(ap) = v}

F(as) = X% — X% = F(a3) = 2} — 23232
(a4) — X4 = F(ay) = 23 — 2222
(W) = X*" — X = F(w) =123 — To74

ay —w= (5a _27 _37 O) - (17 _17 1, _1)

Flay —w) = X@=0)7" _ X(@-0)" = P —w) = ztay — zo2

a5 +w = (0,4,—2,—1) + (1,—1,1, —1)

—(1,3,-1,-2)

Flay +w) = X(et0)" _ X(@+tw)™ = P(gy +w) = z,23 — 2307

ve boylece, S = (21,18,23,26) i¢in

Is = (27 — 2373, x5 — x3xy, 5 — 2303, 3 — 2303, T113 — X9y, TiTy — ToT, TYTS — 377)

elde edilir.
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