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OZET

DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA ESITSiZLiKLER
YUKSEK LiSANS TEZi
EMINE KIRHAN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DAL
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. DANIYAL ISRAFILZADE)

BALIKESIR, OCAK - 2020

Bu tez calismasinda degisken tislii Lebesgue uzaylarinda yaklasim teorisi iizerine yapilan
arastirmalarin bir 6zeti verilmistir. Tez alt1 béliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimidiir.

Ikinci béliimde temel tanimlara yer verilmis olup, dzel halde degisken {islii Lebesgue
uzaylari tanitilmigtir.

Ugiincii  boliimde degisken iislii Lebesgue uzaylarinda yaklasim problemlerine yer
verilmigtir, agirhikli ve agirliksiz durumda yaklasim teorisinin es zamanli yaklagim
teoremlerine bakilmistir.

Dordiincii boliimde degisken iislii Smirnov smiflarinda yaklasim teorisinin diiz ve ters
teoremleri ifade edilmistir. Ayrica, Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu ile yaklasim hizi
konusunda bazi esitsizlikler verilmistir.

Besinci boliim bu tezde elde edilen sonuglarin 6zetinden olusmaktadir.

Altinc1 boliimde ise tez ¢aligmasinda kullanilan kaynaklara yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Degisken iislii Lebesgue uzayi, diiz teorem, ters teorem,
Lipschitz sinifi, Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu
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ABSTRACT

THE INEQUALITIES IN LEBESGUE SPACES WITH VARIABLE EXPONENT
MSC THESIS
EMINE KIRHAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. DANIYAL ISRAFILZADE )

BALIKESIR, JANUARY - 2020

In this thesis a summary of the results obtained on approximation theory in the Lebesgue
spaces with variable exponent is given. The thesis consists of six chapters.

The first chapter is the introduction.

In the second chapter, basic definitions are given and Lebesgue spaces with variable
exponents are introduced in a special case.

In the third chapter, approximation problems in variable exponential Lebesgue spaces are
given, and theorems related to the simultaneous approximation of approximation theory in
weighted and non weighted situations are examined.

» fourth chapter, direct and inverse theorems of approximation theory are expressed in
variable  exponential  Smirnov  classes. In  addition, some inequalities,
relating the approximation properties of Faber-Laurent rational functions, on the rate of
approximation are given.

The fifth chapter consists of a brief summary of the results obtained in this thesis.

In the sixth chapter, the references used in the thesis are given.

KEYWORDS: Lebesgue space with variable exponent, direct theorem, inverse theorem
Lipschitz class, Faber-Laurent rational function.

Science Code / Codes : 20404 Page Number : 46



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ...t i
AB ST RACT Lottt e et e et e e e et e e e b et e et e be e rreare e I
ICINDEKILER .........ooooioioeeeeee ettt ettt eeeeees iii
SEMBOL LISTESI .....coouiiiiiiiiiiiee ettt iv
ONSOZ ..ot Vi
(R €1 1 21 £SO 1
2. ONBILGILER........cooiiiiiiiiice sttt 6
2.1 Temel TaNIMIAT .......ccoiiiiiiie e e e e e e e e saee e e nrneeaneeeas 6
3. LPO([0,2m]) DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA YAKLASIM
PROBLEMLERI........ocouiiiiiiiiic it 12
3.1 Genellesmis LP©)([0,27]) Lebesgue Uzaylarmda Trigonometrik Yaklagim................. 12
3.1.1 Temel Tanimlar ve Yardimct SONUGIAT .........ccovvveeiiiieeiie e 12
3.1.2 ANA SONUGIAT .....vviiciie e e et e et e e e na e e e nne e e e nreeeanneas 14
3.2 LZ(')([O,Zn]) Agirlikli Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Diiz ve Ters Teoremler 15
3.2.1 Yardimcet SONUGIAT .......ccueiuiiiiieieiie ettt e e sra e e e s e eaesneennees 15
3.2.2 AN SONUGIAT ....eiiiiiiii et e e res 17
3.3 Degisken Uslii LPO)([0,27]) Lebesgue Uzaylarinda Es Zamanh Yaklasim.................. 22
3.3.1 Yardime1 SONUGIAT .......coiiiiiiiiiieiie ettt 22
3.3.2 AN SONUGIAT .....viiiiii e 23
4. DEGISKEN USLU SMIRNOV SINIFLARINDA YAKLASIM PROBLEMLERI
.................................................................................................................................... 26
4.1 Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Faber - Laurent Rasyonel Fonksiyonu ile
Y AKIASIIN Lttt 26
4.1.1 Temel Tanimlar ve Yardimct Sonuglar..........ccocceiviiiiiiiiiiieie e 26
4.1.2 ANQ SONUGIAT ...ttt 32
4.2 Degisken Uslii Smirnov Uzaylarinda Operatdrler ve Ters Teoremler ..............cu.......... 34
4.2.1 Degisken Uslii Smirnov Siniflarinda Operatorler ............ococevevriveererererseeeceererennnn, 34
4.2.2 Degisken Uslii Smirnov Siiflarinda Bir Ters Teorem (r = 1 Durumu)................... 35
4.3 Degisken Uslii Smirnov Smiflarinda Yaklasim ve Carpanlar Teoremi ........................ 36
4.3.1 Yardimel SONUGIAT .......ceiiiiiiiiie sttt e s e 36
TG TR AN 4T B 1) 110 163 £ PP 38
5. SONUCLAR VE ONERILER ...........cccccocevitiiiiirieeeteeseee s senn s sanees 42
6. KAYNAKLAR ..ottt e bbb a e e be e raeere e 43
L0 Z.€] 0105\ 1 1RO 46



SEMBOL LISTESI

C : Kompleks diizlem

D : Birim disk

T : Birim ¢ember veya [0,27] araligi

R : Reel sayilar kiimesi

LP([0,2m]) : [0,27] tizerinde Lebesgue uzayi

WP([0,2m]) : [0,27] lizerinde Sobolev uzayi

M(f) : [0,27] tizerinde Hardy-L.ittlewood maksimal fonksiyonu
T,(x) : n dereceli trigonometrik polinom

I, : derecesi n ’ yi gegmeyen trigonometrik polinomlar ailesi
P,(z) : n dereceli cebirsel polinom

D, (t) : Dirichlet ¢ekirdegi

F,(t) : Fejér gekirdegi

S.(f) : f 7 in Fourier seri agiliminin n. kismi toplami

V.(f) : f 7 in de la Vallée-Poussin ortalamasi

K, : De la Vallée-Poussin ¢ekirdegi

o.(f) : f 7 in Cesaro ortalamasi

LPA ([0, 2x)) : [0,27] tizerinde degisken tislii Lebesgue uzayi

wrO([0,2m])  :[0,2m] iizerinde degisken iislii Sobolev uzay1

2,(f,8),0) : LPO([0,27]) * de diizgiinliik modiilii

E.(f)p0) : LPO([0,27]) * de en iyi yaklasim hatas

T3(f) . f e en iyi yaklagan n dereceli trigonometrik polinom
T»(f) . f ° e hemen hemen en iyi yaklasan trigonometrik polinom
LippOa : LPO([0,27]) * de genellesmis Lipschitz smifi

r : Sonlu uzunluklu Jordan egrisi

(O : Carleson egri ailesi

D : Dini diizgiin egri ailesi

G : Basit baglantili ve siirl1 bolge

G . G bolgesinin kapanist

G- :C\G



E?(G)
EPO(G6)
Sr(f)
Mr(f)
Fy(2)
Fi(1/2)
R.(f.2)
LPO(r)
EPO(G)
EPO(G)
E.(fep0)
Ax(f)(2)
4,(H)(2)

. G bolgesinde Smirnov sinifi

: G~ bolgesinde Smirnov sinifi

: Cauchy singiiler integrali

: I izerinde Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu
: G bolgesinin n dereceli Faber polinomu

: G~ bolgesinin Faber rasyonel fonksiyonu

: f 7 in n dereceli Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu
: I iizerinde degisken {islii Lebesgue uzay1

. G bolgesinde degisken iislii Smirnov sinifi

: G~ bolgesinde degisken iislii Smirnov siifi

: EPO(G)' de en iyi yaklasim hatasi

: EPO(G)’de Faber seri agilimmin Lacunary kismi toplami

: EPO(G)’de Faber seri agilimmin Lacunary kismi toplami
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1. GIRIS

Yaklagim teorisinde belli bir normlu uzaydan olan fonksiyonlara bu uzaym belirli alt
uzayindan olan fonksiyonlarla yaklasim problemleri incelenmektedir. Yaklasim teorisinde
polinomlar ve rasyonel fonksiyonlar bu tiir alt uzaylar olarak diisiiniilebilir.

Alt uzaya bir 6rnek verelim:

a,b € Rigin [a, b] ile R nin bir kapali araligini ve (a, b) ile agik araligini gosterecegiz.
Crop ile [a, b] kapal1 araliginda siirekli fonksiyonlarin uzaymni gosterelim.

Her bir P(x) = ap,x™ + ap_1x" 1+ -+ a;x + ay ,n €N, polinomu igin her zaman
P(x) € Ciqp) yazilabilir. I, ile tim P(x) polinomlarinn olusturdugu kiimeyi
isaretlersek ITj, p) © Ciqp OlU.

Boylece Il[4p) , Clq,p) uzaymin alt uzayi olur.

II[q ) alt uzayin Cj,p) uzaymdan farkli kilan en dnemli 6zelliklerden bir tanesi ITj, p) alt
uzayindan olan her P(x) polinomunun her mertebeden siirekli tiireve sahip olmasi ve
tistelik bu tiirevin Ij,,; Yye dahil olmasidir. Boylece I,y alt uzaymdan olan

fonksiyonlarin daha iyi 6zelliklere sahip oldugu goriilmektedir.

Bir X normlu uzay1r ve bunun Y c X alt uzay1 verildiginde Vx € X ve Ve > 0 i¢in
lx — y|l < e olacak sekilde y €Y elemam1 bulunabiliyorsa X wuzayindan olan
fonksiyonlara Y alt uzayindan olan fonksiyonlara istenilen kadar kii¢iik hata ile yaklagim

miimkiindiir denir.

Yaklagim teorisinin iki dnemli problemi vardir:
1. Nitelik problemi

2. Nicelik problemi

Nitelik problemi, bir uzaydan olan her f fonksiyonuna alt uzaydan olan fonksiyonlarla
istenilen kadar kiigiik hata ile yaklasilabilmenin aragtirtlmasi problemidir.
Ornegin; Cia,p) Yukarida tanimladigimiz uzay, IIj, ;) ise yukarida tanimlanan polinomlar

uzay1 olsun.

f € Ciqp) Olsun. Eger Ve > 0 i¢in

IF =l = max|fG) - PG| <e

b]



olacak sekilde bir Py € IIj4 ) bulunabiliyorsa Cigp) de polinomlara yaklasim icin nitelik

problemi pozitif ¢oziimlenmistir denir.

Ikinci problem sadece birinci problem pozitif ¢dziimlendigi durumda devreye girer. Ikinci
problemde yaklasimin hizi degerlendirilir. Yiiksek hizli yaklasim daha az islem

gerceklestirerek baslangicta verilen fonksiyona daha hizlica ulasmamiza imkan saglar.

Nicelik probleminde temel olarak iki problem yer almaktadir. Birinci problemde yaklagim
teorisinin diiz teoremleri incelenmektedir. En iyi yaklasim sayisinin {istten diizgiinliik
modiilii ile degerlendirildigi teoremlere yaklasim teorisinin diiz teoremleri denir. Belli
fonksiyonlar ailesinde yaklasim hiz1 verildiginde fonksiyonlarin diizgiinliik 6zelliklerinin

elde edildigi teoremlere, yaklagim teorisinin ters teoremleri denir.

f € LP[0,2m] ve II,, derecesi n yi asmayan cebirsel polinomlarin bir sinifi olsun.

E.(f)p = inf If = Rulliriozm

PrEl,

sayisina [, smifinda f fonksiyonuna en iyi yaklasim hatasi denir.

Eger II,, sinifinda nitelik problemi pozitif ¢éziimlenmis ise E,,(f) = 0 , n — oo olur. Bir

baska deyisle
limE,(f) =0
n—oo

olur.

f € LP[0,2m] i¢in r € N oldugunda r. diizgiinlik modiilii

,6>0

0(f,8)p = sup, ;(—1)“” (;) fCx +vh)

LP[0,27]

olarak tanimlanir.
LP[0,27] uzayinda bir diiz teorem asagidaki sekilde ifade edilir:

Eger f € LP[0,27] , r = 1,2, ... ise pozitif bir ¢ > 0 sabiti vardir 6yle ki Vn = 1,2,3, ... i¢in

By <. (frog)

esitsizligi saglanir.



Yukarida verilen diiz teoremr = 1 ve p = oo i¢in Jackson [1] tarafindan,r =2 ve
1 < p < oo i¢in Akhiezer [2] tarafindan, r > 1 ve p = oo igin ise Stechkin [3] tarafindan

ispatlanmstir.
LP[0,21] uzayinda ters teorem asagidaki sekilde ifade edilir:

Eger € LP[0,27t] , r = 1,2, ... ise pozitif bir ¢ > 0 sabiti vardir 6yle ki Vn = 1,2,3, ... igin

Q, (f, 1) < %i VT E, 1 (F)yp

n
v=1
esitsizligi saglanir.
Yukarida verilen ters teorem r > 1ve 1 < p < oo igin A.F. Timan ve M.F. Timan [4]

tarafindan 1950 yilinda, r =1 ve p = oo igin Stechkin [3] tarafindan 1951 yilinda

ispatlanmustir.

Zaman zaman klasik Lebesgue uzaylarindan daha genel uzaylarda da yaklasim problemleri

incelenmektedir. Vurgulayalim ki,
Klasik Lebesgue uzaylarinda bazi fonksiyonlarin 6zelliklerini arastirmak zordur.
Ornegin;

fx) = |x|73
fonksiyonunu disiinelim. Bu fonksiyon ¢ok iyi 6zelliklere sahip olmasina ragmen [1, o)
araligindaki higbir p degeri i¢in LP(R) smifina giremez. Ancak burada R kiimesini

pargalayarak

feL*([-22]) ve feL*(R\[-22)])
elde edilir.

Bu yontemle devam edilirse daha karmasik fonksiyonlari incelemek i¢in daha fazla parca

ve daha fazla fonksiyon simifina ihtiya¢ duyulur.

Ornegin;

g = x|73 + [x —1|7/*

fonksiyonu i¢in g € L?[-1,1 /2], g € I3[1/2,2]ve g € L°/?(R\ [-1,2])

Bu yaklagimin pek kullanisl olmadigi goriilmektedir.



Bu gibi durumlarda bélgeleri ayirmak yerine p sabitini bir fonksiyon kabul ederek yeni

fonksiyon siniflar1 tanimlanabilir.

Ornek verdigimiz fonksiyonlar i¢in

Ix|+2 9 5/2

PO) =T ¥1 -2 I+ 1

us olarak alabiliriz.

Buradap(0) =2 ,p(1) =11 /3 vep(x) -9 /2, |x| » o, ve kolayca goriilebilir ki

f FOIPD dx < oo ve f 19GOIPD dx < oo.
R R

Boylece yeni degisken iislii fonksiyon uzaylarin arastirilmasi ve bu uzaylarda yaklagim

problemlerinin incelenmesi problemi ortaya ¢ikmustir.

Bu tez calismasinda iizerinde durulan LPO) degisken iislii Lebesgue uzaylar1 bu fonksiyon

uzaylarina bir 6rnek olarak gosterilebilir.

N:[0,00) — [0,00] konveks ve soldan siirekli bir fonksiyon olsun. Eger N(0) =0 ,

tlimN(t) = oo Ve tlirgng(t) = 0 ise bu fonksiyona Young fonksiyonu denir.

Hemen Vx € 2 igin ¢(x,") bir Young fonksiyonu olmak tizere ¢:2 X [0,00) — [0, 0]

fonksiyonunu alalim. En az bir 1 > 0 sayisi igin

oo = [ o (w5 ax <o

E

kosulunu saglayan fonksiyonlar siifina Musielak-Orlicz Uzay1 veya genellesmis Orlicz

uzay1 denir. Orlicz Uzay1 L? () ile gosterilir. Bu uzay,
Il oco = inf{d > 0: pp(f) < 1}
normuyla bir Banach uzay1 olur.

Ozel halde, t nin bir fonksiyonu olmak iizere ¢(x,t) = ¢(t) olarak alindiginda Orlicz
Uzayr elde edilir. Eger ¢(x,t) = tP©) alnrsa degisken iislii Lebesgue uzayi, Eger
d(x,t) = tPOw(x) alimirsa agirlikli Lebesgue uzay: elde edilir. [5]

Bu tez calismasinda degisken iislii uzaylarda yaklasimla ilgili:
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2. ON BILGILER
2.1 Temel Tamimlar
2.1.1 Tammm g, [0,27] € R iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. t;,t, € [0,27] ve § > 0
i¢in
w(g,6): sup {lg(t,) —g(t)[}
|t1—t2]<8

ifadesine g fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

fn w(g,t)

t

dt < oo

0

kosulunu saglayan g fonksiyonuna Dini-Siirekli fonksiyon denir [6].

2.1.2 Tanmm I:y,(t),0 < t < 27 bir Jordan egrisi olsun. Eger I' diizgiin egri ve y,(t)
fonksiyonu Dini-siirekli ise I' egrisine Dini diizgiin egri denir. Kompleks diizlemde tiim
Dini diizgiin egrilerin ailesi D ile gosterilir [6].

2.1.3 Tamim f Lebesgue 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve a, b € R olsun.

ess sup f(x) = inf{b: f(x) < b hemen hemen her yerde}
X

ifadesine f fonksiyonunun esasli supremumu denir. Benzer sekilde

ess inf f(x) = sup{a: f(x) = a hemen hemen her yerde}
X

ifadesine f fonksiyonunun esasli infimumu denir [7].

2.1.4 Tammm f € L*(T) olsun. k =1,2,3,...i¢in

1 ; 1 ;
a, = ap(f) = - ]f(t) cosktdt , by =b(f) = - Jf(t) sinkt dt

—TT —TT
olmak tizere
Qo N ,
> + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1
serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir ve
200 N .
flx)~ > + E(ak cos kx + by sin kx)
k=1

ile gosterilir.

Burada ay (f), by (f) katsayilarina f fonksiyonunun Fourier katsayilar1 denir [8].



2.1.5 Tammm f € L'(T) olsun.

1 f®
f(x)_EJ. 2tan(t—x)/2dt

-7

ifadesine f fonksiyonunun eslenigi denir ve

o)

f(X)~Z ay sinkx — by cos k x
k=1

olarak yazilabilir [9].
2.1.6 Tamm f € L*(T) ve a,(f), by(f) Fourier katsayilar1 olsun.

S.(f) =85S, (HH(x) = % + zn:(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

ifadesine f fonksiyonunun n’inci Fourier kismi toplami denir [10].

2.1.7 Tamm ay, by € Rve k = 1,2,---,nolsun. |a,| + |b,| # 0 i¢in
n
Qo .
T,(x) = > + Z ay(cos kx + b sin kx)
k=1

ifadesine n dereceli trigonometrik polinom denir [10].

Simdi asagida LP uzaymda énemli olan iki trigonometrik ortalamay1 tanimlayalim.

2.1.8 Tammm {p,, }¢" pozitif bir reel say1 dizisi olsun.

olmak tuzere

1 n

NI =5 D PrmSn(H@)
n m=0
1 n

Ru(HG) =5 D pmSn(N@)

" m=0

3
I

strastyla f fonksiyonunun Fourier serisine gore Norlund ve Riesz ortalamalari denir.

2.1.9 Tamm {p,,}g’ pozitif bir reel say1 dizisi olsun. p, = 1, n > 0 olmak iizere

1 n
() = —= > Sn(0)
m=0

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisine gore Cesaro ortalamasi denir.



2.1.10 Tanim 1 < p < o igin T,(f)(x) == f(x + h) — f(x) olarak tanimlansm. § > 0
i¢in

wy(f,6) = I'o;ﬁtsz%IITé(f)IIp

ifadesine LP (T) uzayinda siireklilik modiilii denir [11].

2.1.11 Tammm f € L! olsun. x € [0,27] i¢in

M(f)(x) = supiff(t) dt , x €[0,2m]
xEIllll

ifadesine Hardy-Littlewood maximal operatdrii denir [11].

2.1.12 Tammm f € L*(T) olsun.
2n—-1

1
D@ = () == > S,(NE

ifadesine De la Vallee Poussin ortalamasi denir. Bu ortalamanin integral gosterimi

Vo(F) = V(F)(x) = f = DK (©) dt

bi¢imindedir. Burada

1sin(3nt/2) sin(nt/2)
T 2n sin?(t/2)

K, (t) =
De la Vallee Poussin ¢ekirdegi olarak tanimlanir [12].

Simdi asagida iki 6nemli trigonometrik toplami1 verelim:

sin((2n+ 1)t/2)
2sin(t/2)

n
1
D, (t) =§+Zcoskt=
k=1

ve

B n _ 1 sin((n + Dt/2)]
F() = m;Dk(t) T2+ 1) I sin(t/2)

sirastyla Dirichlet Cekirdegi ve Fejer Cekirdegi olarak tanimlanir [10].
2.1.13 Tamm f € L*(T) olsun.

1 n
Ka(f)(x) ==n—+125k(f)<x> , n=012,..
k=0

ifadesi f fonksiyonunun kismi toplamlarinin n. aritmetik ortalamasi olarak tanimlanir. [3]

calismasinda



kD@ = [ FORG- D d
T

oldugu goriilmiistiir [9].

2.1.14 Tammm A := [0,2rr] veya I' sonlu uzunluklu Jordan egrisi oldugunda, Lebesgue
olgiilebilir bir  w: A — [0, ] fonksiyonu i¢in w~1({0, o0}) kiimesinin Lebesgue dl¢iimii

sifir ise w fonksiyonuna A iizerinde bir agirlik fonksiyonu denir [13].

2.1.15 Tamim [a, b] € R olsun. Siirekli bir I': [a‘b] — C fonksiyonuna C de bir egri denir.

I" bir gembere homeomorfik (topolojik esyapili) ise buna Jordan egrisi denir.

2.1.16 Tamim [ egrisi sinirli degisimli bir parametrizasyona sahip ise bu egriye sonlu

uzunluklu egri denir.

2.1.17 Tammm I" sonlu uzunluklu bir egri ve z € I'" olsun. € > 0 i¢in
I'(z,e) ={teCL|t—z| <&}
olsun. Eger

I'(z,
reol

sup sup
e>0 zel
ise I'  ya Carleson egrisi denir. Carleson egrilerinin kiimesi € ile gosterilir [13].

2.1.18 Tamim I" sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve w, I" lizerinde bir agirlik fonksiyonu

olsun. 1 < p < © i¢in

L [r@ro@ia "
1)

kosulunu saglayan I' lizerinde tanimli biitiin Lebesgue Olgiilebilir kompleks degerli f

fonksiyonlarinin kiimesine agirlikli Lebesgue Uzay: denir ve LY, (I') ile gosterilir [14].

2.1.19 Tamm G c C sinirh, basit baglantili bir bolge, f,G bolgesinde analitik bir

fonksiyon olsun. Eger limy, = dG olacak sekilde bir (y,) € G sonlu uzunluklu y,
n—-oo

egrilerinin dizisi i¢in
[ir@rlz <c <o 1sp<o
Yn

kosulu saglaniyorsa f € EP(G) denir.



2.1.20 Tamim w, I' lizerinde taniml1 bir agirlik fonksiyonu olsun. 1 < p < oo igin

Eo(G) ={f € EN(G): f € L, ()}

olarak tanimlanan kiimeye G bolgesinde analitik fonksiyonlarin agirlikli Smirnov simifi
denir [14].

Simdi asagida degisken iislii Lebesgue uzalarinda yer alan temel tanimlari verelim:

2.1.21 Tammm p(-): T := [0,21r] - [1,00) ve p(:) Lebesgue olgiilebilir 27t periyodik bir

fonksiyon olsun.

1<p_:=essinf p(x) < esssupp(x):=p* <o
x€T x€T

ve pozitif bir ¢ sabiti i¢in

1
)Sc, x,VyET, 0<|x—-yl<=

PG =)l in <>

1
lx =yl
kosullar1 x, y den bagimsiz bir ¢ sabiti ile saglaniyorsa p(-) € P(T) denir. Eger p_ > 1 ve
p(:) € P(T) ise p(-) € Py(T) denir [9].

2.1.22 Tammm p(x): T — [1,00) Lebesgue dlgiilebilir bir tis fonksiyonu olsun.

2T

Ppy(f) = fo |f ()P dx < oo

kosulunu saglayan tiim Lebesgue ol¢iilebilir f fonksiyonlarinin kiimesine degisken iislii
Lebesgue uzayi denir ve LPO(T) ile gosterilir.

LPO(T) uzay1 1 < p* < oo oldugunda

Ifllpcy = inf{2 > 0: pyey(f / 1) < 1}

normuyla bir Banach uzayidir [9].

2.1.23 Tammm p(:): T — [1,0) Lebesgue 6l¢iilebilir, 27t periyodik bir fonksiyon olsun.
WPO(T) = {f: f* mutlak sirekli ve f® € LPO(T)} k =1,2,..

kiimesine k. mertebeden degisken {islii Sobolev uzay1 denir.

Ayrica Wkp(')(’ﬂ"), 1 < p* < w oldugunda

1 lypomy = 1Flpe + IF 9l oo

normuna gore bir Banach uzayi olur [12].

10



2.1.24 Tammm Eger p(+) s fonksiyonu i¢in

0, <, 1/pO+1/p(O) =1

ol

sup8y|” ||| o

kosullar1 saglaniyor ise w € Ap()(T) denir. Burada supremum tiim B; € T agik araliklar

tizerinden alinmistir, XB; ise B; nin karakteristik fonksiyonudur [9].

2.1.25 Tamm f € L’Zf')(’ﬂ‘) , p(-) € Po(T) ve w € Ay (T) olsun.

, 6>0
r()w

h
3[[ﬂx+o—f@nm

2(f, 6)p()w = Sup A

|h|<é

ifadesine agirlikli diizgiinliik modiilii denir [9].

11



3. LPO([0,2m]) DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA
YAKLASIM PROBLEMLERI
3.1 Genellesmis LP®) ([0, 27t]) Lebesgue Uzaylarinda Trigonometrik Yaklasim

3.1.1 Temel Tamumlar ve Yardimci Sonuclar
Her seyden 6nce LP)([0,27r]) uzaylarinda [11] calismasinda elde edilen diiz teoremi

verecegiz. Bu teoremi vermeden 6nce gereken On bilgileri ve yardimci sonuglart verelim.
p € P(T) yani p(x) , 2m periyotlu olup
1 <p_ <p(x) < p,; < oo vepozitif bir ¢ sabiti i¢in

1
, 0<|x -yl <3

c
lp(x) —p()| < m =3

kosullar1 saglansin.

3.1.1.1 Tammm p € P(T) ve f € LPO olsun.

1 h
T =1 [ 176+ 0 - Feolde
0

olmak lizere

2,0)(f,6) = |illi%IITh(f)Ilp(.) , 6>0
ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir [11].

3.1.1.2 Tammm Verilen p(-): T - [0,00) Lebesgue Olgiilebilir bir f fonksiyonu igin
f € LPO(T) olsun. LP®) uzayinda

=y o (D farsy =12
s=0

her pozitif r tamsayist i¢in r. diizglinlik modiilii

h

1
02.(f,0),) == su —fr x) dt , h>0
r(f )p() |h|5p5 h tf( )

0 j240]

olarak tanimlanir.

p(-) € P(T) olsun. Eger f,fi, ve f, € LPO(T) ise o zaman r. dizgiinlik modiilii
asagidaki ozelliklere sahiptir:

12



() 2,(f,8), § > 0 i¢gin negatif olmayan, siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.
(i) 2,(f,8) , LPO(T) uzayinda diizgiin sinirlt bir fonksiyondur.

(il) Lim 2, (f, 6)y = 0

(iv) 2, (fi + f2, O)p(y) < 20 (f1, Op(y + 2 (f2, 8)p(y [12].

3.1.1.3 Tamm p € P(T) ve f € LP® olsun. IT,, derecesi < n olan trigonometrik

polinomlarin kiimesi olmak {izere

En(f)p(») = lnf{”f - Tn”Lp('): Tn € Hn} ’ n=0,12,..
olarak tanimlanan sayiya f in n dereceli polinomlar sinifida en iyi yaklasim sayisi denir

[11].

3.1.14 Tammp € P(T) ve 0 < a < 1 olsun.

Lip(a,p(")) ={f € LPO: 0,y (f,8) = 0(8%), &> 0}
kiimesine a dereceden Lipschitz sinifi denir [11].

A9n =gn = Gn+1 » dmg(mm)=gmm)—gnm+1)

sayilarin1 tanimlayalim.

{pn}3 , reel sayili bir dizisi verildiginde sadece bu diziye bagli olup tim n = m ler i¢in

Pn < CPm, (CPn = Pm)
esitsizligini saglayacak sekilde bir ¢ sabiti bulunuyorsa diziye hemen hemen monoton

azalan (artan) dizi denir.

Boyle dizileri {p,}3 € AMDS ({p,}3° € AMIS) bigiminde isaretleyecegiz.

Simdi asagida yardimer sonuglari verelim:

3.1.1.5 Lemmap € P(T) ve f € WP olsun. V n = 1,2, ... igin

1
En(Dptr = 0 (=17 o

esitligi saglanir.

3.1.1.6 Teorem Eger p € Py(T) ise f € LPO) igin

1
En(f)p(.) =0 (.Qp(.) <f, E)) , N = 1,2,

esitligi saglanir.

13



3.1.1.7 Lemmap € Py(T) ve 0 < a < 1 olsun. Vf € Lip(a,p(*)) igin
If = Su(Ollpey =0m™%) , n=12,..

esitligi saglanir [11].

3.1.1.8 Lemma p € Py(T) olsun. Eger f € Lip(1,p(-)) ise f fonksiyonu mutlak siirekli ve
£ € LPO dir. Yani f € wPO [11].

3.1.1.9 Lemmap € Py(T) ve f € Lip(1,p()olsun. n = 1,2, ... igin

”Sn(f) - O-n(f)”p(-) = O(n_l)
esitligi saglanir [11].

3.1.1.10 Lemma {p, }g’ pozitif bir say1 dizisi olsun. Eger {p,}g° € AMDS veya
{pn} € AMIS ve (n+ 1)p, = 0(B,) ise, 0 < a < 1 igin
n
D
m=1

esitligi saglanir. Lemma 3.1.1.10 [15] ¢alismasinda ispatlanmuistir.

3.1.2 Ana Sonuglar
3.1.2.1 Teoremp € Py(T) , 0 <a < 1, f € Lip(a,p(-)) ve {p,}§ pozitif bir say1 dizisi
olsun. Eger {p,,}5° € AMDS veya {p,}; € AMIS ve (n+ 1)p,, = 0(B,) , ise

If = Nu(Pllpey = 0(n™%)

esitligi saglanir.
Ispat
n
1
F0) =5 > Pumf (@)
n
m=0

esitligi kullanilirsa

1 n
)= Np (@) =5 > PromlF @) = Sn(HE)
" m=0

elde edilir. Lemma 3.1.1.7 ve Lemma 3.1.1.10 kullanilarak

1 n
IF = NPl < 5 ZO Pamllf = Sm(Fllpcy

14



1 v n
- > DuemOm) + % If = So(Pllpcy

= %O(n‘“Pn) +0 (n_j—l) =0(n%)

elde edilir.
3.1.2.2 Teorem p € Py(T) , f € Lip(1,p(-)) Ve {p,}§ pozitif bir say1 dizisi olsun. Eger

n-—1

> kla,,| =0

k=1

veya

n—-1 P

n
Yl =0(2)
k=0
ise n=1,2,..i¢in

If = Nu(Dllpey = 0(n™1) elde edilir.

3.12.3 Teoremp € Py(T) , 0 <a <1, f € Lip(a,p(-)) Ve {p,}§ pozitif bir say1 dizisi

olsun. Eger

n-1

> Jalg) =0 ()
m+1 n+1

m=0

ise n=1,2, ...

If — Rn(Ollpy = 0(n™)

elde edilir.

3.2 LZ(')([O, 2m]) Agirhikh Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Diiz ve Ters
Teoremler

3.2.1 Yardimc1 Sonuglar
3.2.1.1 Teorem p(-) € Po(T), f € IP(T) olsun. M maksimal operatdrii, L2S(T)

uzaymda sinirhdir, ancak ve ancak w € A, (T). Pozitif bir c(p) sabiti vardir dyle ki
Vf € IPY(T) igin
IMfllp)w < cC@fllpe)w

esitsizligi saglanir [16].
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3.2.1.2 Lemma p(-) € Po(T) ve w(-) € A,)(T) olsun. Pozitif bir c(p) sabiti vardir

syleki Vf € IPY(T) icin

1]

esitsizligi saglanir.

3.213Lemma f € qu(')('ﬂ“) ve p(-) € Py(T) olsun. Eger w(-) € A,y (T) ise pozitif bir

c(p) sabiti vardir 6yle ki n = 1,2, ... igin

1Sn (P llpr.0 < c@Ifllpo)w

esitsizligi saglanir.

3.2.1.4 Lemma T,, , n. dereceden bir trigonometrik polinom olsun. O zaman pozitif bir
c(p) sabiti vardir 6yle ki § > 0 ve n € N i¢in

(T, 8)p)w < c@ Tl

esitsizligi saglanir.

3.2.1.5 Lemma p(-) € Py(T) ve w(:) € Apy(T) olsun. O zaman pozitif bir c(p) sabiti
vardir oyle ki Vf € Lﬁ)(') (T) igin

K (D llprw < c@fllpyew » n=12..

esitsizligi saglanir.

32.1.6 Lemma f € I2(T) , p(-) € Po(T) Ve w(:) € Ayey(T) olsun. Eger T, n.
dereceden bir trigonometrik polinom ise pozitif bir c(p) sabiti vardir 6yle ki r = 1,2,3, ...

i¢in

| 1,2, ..

< c(In" [Tyl , n
BT OU LM
esitsizligi saglanir.

3.2.1.7 Lemma f € IE(T) , p(-) € Po(T) Ve w(:) € Ap(y(T) Ve Ty, n. dereceden bir

trigonometrik polinom olsun. Eger {M,,} ve {N,} reel say1 dizileri olup

”f - Tn”p(-),w < Mn ve ||T7;||p(-),w < Nn
ise pozitif bir c(p) sabiti vardir 6yle ki
-Q(f: S)p(-),w < C(p){Mn + (SNn} ) 6>0

16



esitsizligi saglanir.

3.2.1.8 Lemma f € [27(T) , p() € Po(T) Ve w(-) € Ayey(T) olsun. Eger T, f’e en iyi

yaklasan polinom ise pozitif bir c¢(p) sabiti ve k = 1,2,3, ... i¢in

n
||(T1?)(k)||p(,)'w < C(P)z v E,(Fpow » n=12,..
v=1

esitsizligi saglanir [9].

3.2.2 Ana Sonugclar
3.2.2.1 Teorem Eger f € WP'M(T) |, p(-) € Py(T) Ve w(-) € Ay(y(T) ise pozitif bir
c(p) sabiti vardir 6yle ki

If = SOl = C(n—p)En(f’)p(.),w , n=12,..

esitsizligi saglanir.

Ispat
uy(fx) = % ve ui(f)(x) := (aycoskx + by sin kx)

Fourier katsayilar1 olmak tizere

n

Sn(f) :Zuk(f)(x) , n=12,..

k=0
f’in Fourier serisinin n. kismi toplamini goz oniine alalim. Kolayca goriilebilir ki
w(f) () = kue (), k=12,..
Sk(f") — f' fonksiyonunun eslenigini, (S,(f") — f')~ olarak gosterelim. Lemma 3.2.1.2

ve Lemma 3.2.1.3 kullanilarak

[0e]

Z ur ()

[ee]

D pul)

If = Sn(Nlprw =

k=n+1 r()w k=n+1 ()
o o1 1 a1 U
=2, G ) B0 - 1= g ) - 7
k=n+1 p()w
o1 1 O 1 =
= 2, e ) IS =Pl 7 190D = Pl
=n
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=1 _ 1 _
=Y () G = Pl + g 1560 = Pl

k=n+1

) (E_m)u(sk(f) I Moo + 7= 16D = £ llper
k=n+1

) (P)

<c1<p)k;1 (5= ) 1S40 =l + 220G = F s

C3 (p)

1S, (F) = Fllpe,0
esitsizligi elde edilir.
TX(n=12,..),f"€ Lﬁ,(') (T) ye en iyi yaklasan polinom olsun. Yani

If" = Tllpow = En(f Dporw

0 zaman

1S (F) = F'llpew < 1Sn(F) = TRllpo,w + ITR = f'llp0,w
= 15.(f) = TRy + If = TR llp,0

<caIf' = Tlp)w = cA®E(f)py0

”f - Sn(f)”p(»),w < C(n_p)En(f’)p(-),w

elde edilir.

3.2.2.2 Teorem Eger f € I2(T) , p(-) € Py(T) Ve w(-) € Ay (T) ise pozitif bir c(p)

sabiti vardir 6yle ki n = 1,2, ... i¢in

En(f)p(~),a) < C(p)ﬂ(f' 1/n)p(~),w

esitsizligi saglanir.
3.2.2.3 Teorem p(-) € Py(T) ve w(-) € Ayy(T) olsun. f € PY(T) igin vardir bir

c(p) > 0 sayisi dyle ki

Qf, 1/ pey 0 < %Z E(Fpow »  n=12,.
k=0

ispat T?, f € [’Y)(T) ye en iyi yaklasan polinom olsun. 2™ <n < 2™*1:meN ve

verilen bir n € N igin

0 0
n(f, 1/n)p(_)’w < .Q(f — Tym+1, 1/n)p(.)’w + .Q(sz+1, 1/Tl)p(.)_w
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elde edilir.
.Q(f - T20m+1, 1/n)p(.)’wc(p)||f — T20m+1 ”p(~),w = C(p)E2m+1fp(,)’w

Minkowski ve

2 KE i (fpey < 2% Z B (Ppow,  J21

p=2i-141
esitsizligi kullanilarak
2(m+1) ch(p) 2™
<c(p) Eym(f)p)ew < Ex(fpo)w
k=2m-14+1
c(p)
O(Tgnss, 1/m) | < ||(T2m+1) ||p(.)’w
c(p)
=+ 2.3 - ]
n
r()w
C( ) ’
<=1 Tporw + [( o) = (1)
r().w
() N
Cs\p 0
< n ”Tlo”p(-),w + z 2v+1”T2”+1 - TZO””p(.)’w>
v=0
®) N
Ce\D
< 6n Eo(fprw t Z 2v+1E2”(f)p(-),w>
v=0
) N
CelD
= n Eo(f)p(-),a) + 2E1(f)p(~),w + Z 2v+1E2”(f)p(-),w>
v=1
m 2v
c7(p)
< 7n 3Eo(fprw + z z Ex(f)p0)w

v=1 k=2V"1+1

Eo(f)pore T z Ex(Fpore | = Csr(lp) Z Ex(f)p)w
k=1 k=0

2m

co(p)

k=2m-14+1

< erfp) 2 Ex(F)p)w
=0

Zm
.Q(f, 1/n)p(-),w < Ek(f)p(-),w + Z Ek(f)p(-),w
k=0
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3.2.2.4 Sonug f € W(f(')’l('ﬂ‘), p() € Po(T) ve w(:) € Ap()(T) ise o zaman vardir bir

c(p) > 0 sayis1 dyle ki

c(p)
En(f)p(.)’w < T.Q(f , 1/n)p(.)’w , n=1.2,..

esitsizligi elde edilir.

3225 Sonug fe€P(T), p()EP(T) ve w(-) €Ay, (T) olsun. Eger
En(f)p(-)w =0(n %) ise a > 0i¢in

0(6%) , a<l
2, )p)w =10 (6 |log (%)D , a=1
0(6) , a>1

3.226 Tanim 0 < a < 1 olsun.

Lip(a,p(-), w) = {f € I2O(T): 2(f, 6) ()0 = 0(5%),8 > 0} ,

ifadesine genellesmis Lipschitz sinifi denir ve Lip(a,p(:), w) ile gosterilir.

3.2.2.7 Sonug f € [27(T) , p(-) € Po(T) Ve w(-) € Ap(y(T) olsun. Egera € (0,1)
i¢in

En(f)prw = 0Mm™%) ise feLip(a,p(), w).

3.2.2.8 Teorem f € L7 (T), p(-) € Py(T) Ve w(-) € Apy(T) olsun. va € (0,1)
() feLip(a,p(1), w) ,

(1) En(f)prw = 00", n=123,..

kosullar1 denktirler.

3.2.2.9 Teorem f € IX(T), p() € Py(T) Ve w(:) € Ay(y(T) olsun. Eger T € II,,

f’e en iyi yaklasan polinom ise pozitif c(p) sabiti vardir dyle ki

”fl - (T;)I”p(-),w < C(p)En(fl)pC),w , n=123, ..

esitsizligi saglanir.

3.2.2.10 Teorem f € LEX(T) , p() € Py(T) Ve @ € Ap((T) olsun. Eger
z Ev(f)p(-),w <

v=1

ise 0 zaman f € W(ﬁ’(')'l(?l‘) ve pozitif bir c(p) sabiti i¢in
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En(f,)p(),w < C(p) {nEn(f)p(~),w + Z Ev(f)p(),w}’ n= 0,1,2,

v=n+1

esitsizligi saglanir [9].

3.2.2.11 Teorem f € IX(T), p() € Po(T) ve w(-) € Ap((T) olsun. Eger

z Ev(f)p(-),w < ©
v=1

ise 0 zaman f € WP (')'1(’11‘) ve pozitif bir c(p) sabiti i¢in

n

1 [ee]
.Q(f’, 1/n)p(.),w < C(p) {Ez UEv(f)p(.),a, + Z Ev(f)p(.),w}, n=201,2,..

v=1 v=n+1

esitsizligi saglanir.[9]

3.2.2.12 Sonug f € IEV(T) , p() € Po(T) Ve w(-) € Apy(T) olsun. Eger a >0,

n=0,1,2,...i¢in
En(f)p(»),w = O(n_l_a)
ise 0 zaman

FeWPOUT)ve 6> 0 igin

0(6%) , a<l
A", 8)peyw =10 (5 |log (%)D -
0(6) , a>1

esitligi saglanir.

3.2213Tanm 0 < @ < 1 olsun.

Lip(a,p(),w)" = {f € WSO (T) - (", 8)pr0 = 0(89), 8 > 0}

ifadesine genellesmis degisken tslii Lipschitz simifi denir ve Lip(a,p(-),w)* ile

gosterilir.

3.2.2.14 Sonug f € I2O(T) , p(-) € Py(T) Ve w(-) € Apy(T) olsun. Egera >0

n=0,1,2,..1i¢in

En(f)p(-),a) = 0(77._1_“) ise

f € Lip(a,p(-),w)" .

Sonug 3.2.2.4 ve Sonug 3.2.2.14 birlestirilerek Lip(a, p(-), w)* smifi i¢in asagidaki teorem
elde edilir.
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3.2.2.15 Teorem f € LEX(T), p(-) € Py(T) ve w(-) € Apy(T) olsun. 0 < a < 1 igin
() f € Lip(a,p(1), )",

(i) En(Npy = 009, n=12,..

kosullar1 denktirler.

3.3 Degisken Uslii LP©)([0,2m]) Lebesgue Uzaylarinda Es Zamanh Yaklasim
3.3.1 Yardime1 Sonuglar

Belirli bir mertebeye kadar tiirevlenebilen 27 periyodik bir f fonksiyonuna en iyi yaklasan
n dereceli trigonometrik fonksiyon T, olsun. f,k = 1,2,3,... tiirevlerine karsihk T,
polinomunun ayni1 mertebeden tiirevi alinarak olusturulan trigonometrik T, polinomu ile
U tirevine yaklasim hizimin arastirildigi teoremlere yaklasim teorisinin es zamanl

yaklagim teoremleri denir.

Bu bolimde yapilan ¢aligmalarda Muckenhoupt agirliklar sinifi A,y (T) smifindan

kullanilacaktir.

3.3.1.1 Teorem p(-) € P(T) ve T,, , n. dereceden bir trigonometrik polinom olsun. Pozitif

bir c(p) > 0 sabiti vardir 6yle ki Vn = 1,2, ... igin
G| |, < c@mn TG

n Lp() —_ n Lp()
esitsizligi saglanir [18].

3.3.1.2 Teorem Eger f € LPO(T) , p(-) € P(T) ise pozitif bir c(p) > 0 sabiti vardir Syle
Kivn =1,2,...i¢in

En(fpey < c@2-(f, 1/n)p(y
esitsizligi saglanir [19].

3.3.1.3 Teorem Eger f € LPO(T) , p(-) € P(T) ise pozitif bir c(p) > 0 sabiti vardir dyle
Kivn =1,2,...i¢in

0,(f 1 /)y < @Zm + DB

esitsizligi saglanir [19].

3.3.1.4 Sonuc Eger f € Wkp(')(’ﬂ‘) , p(-) € P(T) ise pozitif bir c(p, k) > 0 sabiti vardir
Oyle ki vn = 1,2, ... igin
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(p,

If = Vol pos < 2, (f9,1/n),

esitsizligi saglanir.

3.3.2 Ana Sonugclar

3.3.2.1 Teorem p(-) € P(T) olsun. Her f € WP(T) ve n € N igin vardir bir pozitif
c(p, k) sabiti dyle ki

||f(k) - (T;)(k)”Lp(-) S C(p; k)En(f(k))p()

esitsizligi elde edilir.

Bu teorem klasik Lebesgue LP(T) uzayinda 1 < p < oo i¢in [20] ¢alismasinda ispatlandi.
Ayrica k € R* durumu igin agirlikli Lebesgue uzayr ve agirlikli Orlicz uzaylarinda

sirasiyla [21] ve [22] calismalarinda ispatlandi. Teorem 3.3.2.1 k € R* ve p(-) € Py(T)

durumunda [23] ¢alismasinda ispatlandi.

3.3.22 Teorem p(-) € P(T) , f € WPO(T) ve r =1,2,... olsun. Eger T, € I, bir

trigonometrik polinomu igin

| f— Tl pe> <% (f(k) ) . n=12..
p()
ise pozitif bir c(p, k, r) sabiti vardir 6yleki m = 0,1, ..., k i¢in
[rem =1 < L k) (f(k) )
O T ke p()

esitsizligi elde edilir [12].

Asagidaki teorem De la Valle Poussin ortalamasinin es zamanli yaklasim 6zelligini ifade

eder.

3.3.2.3 Teoremp(:) e P(T) ve f € Wkp(') (T) olsun. Pozitif bir c(p, k, r) sabiti vardir dyle
kim=0,1, ...,k i¢in

. @k1) (o 1
7 =™l = T (1)

Lp)

esitsizligi saglanir.
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Teorem 3.3.2.3 m = 0 ve r = 1 durumunda Sharapudinov tarafindan [24] ¢alismasinda

ispatlandu.
3.3.2.4 Teorem Eger k<r , f€ er_(,'()(']l") ve p(-) € P(T) ise pozitif bir c(p,r) >0
sabiti vardir dyle ki

c(®,7) i e
& (f,1/Mpo < — % £ 0+ Yn=123..

esitsizligi saglanir.
Teorem 3.3.2.4 agirlikli ve agirliksiz Lebesgue uzaylarinda farkli diizglinlik modiilleri
kullanilarak sirasiyla [25], [26] ve [27] ¢alismalarinda elde edildi.

3.3.2.5 Teorem f € LPO(T) ve p(-) € P(T) olsun. Eger k = 0,1, ... i¢in

(o]

z VEE, (f)py < 0

v=1

ise f € Wkp(') (T) ve pozitif bir c(p, k) > 0 sabiti vardir 6yle ki

En(f("))p(.) < c(p, k) {nkEn(f)p(.) + z vk‘lE,,(f)p(.)} , n=01.2,..

v=n+1

esitsizligi saglanir [12].

3.3.2.6 Teorem f € LPO(T) ve p(-) € P(T) olsun. Eger k = 0,1, ... i¢in

o

Z Uk_lEv(f)p(.) <

v=1

ise £ € WPO(T) ve pozitif bir c(p, k,7) > 0 sabiti vardir Syle ki n = 1,2, ... igin

n

1 oo
.Qr(f(k), l/n)p(.) <c(pkr) {FZ vk+r—1Ev(f)p(.) + z Uk_lEv(f)p(.)}

v=1 v=n+1

esitsizligi saglanir [12].
3.3.2.7 Sonug f € LPO(T) ve p(-) € P(T) olsun. Eger @ > 0 ve k = 0,1, ... igin

E.(f)p) = On ™% ,n=12,.. ise f€ Wkp(')(']l‘) ve her § > 0i¢in

o(n™%) , T>a
2.(f®, 1/n)p(_) ={0(n%logn) , r=a
on™T) , r<a

3.3.28 Tamm r := [a] + 1 > 0 i¢in
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LipfQ(T) = {f e PO (M:0,(F9,8) | =0(5%),8 > 0}

kiimesine Wkp(') (T) uzayindaki genellesmis degisken tislii Lipschitz sinifi denir.
3.3.2.9 Sonug f € LPO(T) ve p(-) € P(T) olsun. Eger

E.(fpy = 0(m7* %), n=0,12,..

k=01,. ve a>0 ise f€Lipt")(T).

Sonug 3.3.2.7 ve Sonug 3.3.2.9 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir.
3.3.2.10 Teorem f € LPO(T) , p(-) € P(T) ve a > 0 olsun. Vk = 0,1,2, ... igin
(i) f € Lipkg (D)

(i) E,(f)py =0(m™**) , neN

ifadeleri denktir.
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4. DEGISKEN USLU SMIiRNOV SINIFLARINDA YAKLASIM
PROBLEMLERI

4.1 Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Faber - Laurent Rasyonel Fonksiyonu ile
Yaklasim

4.1.1 Temel Tanimlar ve Yardimci Sonuglar

4.1.1.1 Tammm I sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve p(z):I" - [1, ) is fonksiyonu I

tizerinde Lebesgue Olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Verilen p(z) fonksiyonu igin

frl f(2)|PP@|dz| < o kosulunu saglayan I' iizerinde tim Lebesgue Olgilebilir f

fonksiyonlarmin kiimesine degisken iislii Lebesgue uzay denir ve LPO)(I') ile gosterilir.

LPO(IM) degisken iislii Lebesgue uzay1 p, = ess sup p(z) < o i¢in

”f”Lp(-)(p) =inf 4> 0:j ‘#

normu ile bir Banach uzayidir. T :={w € C:|w| =1} ve I' :=T oldugu 6zel halde

p(2)
|dz| <1 <

kompleks diizlemdeki T ve reel eksendeki [0,27] araligi 6zdes oldugundan LPC)(T)

degisken iislii lebesgue uzaymnda norm

p(e't)

it
”f”Lp(-)(T) = inf !I A>0: ‘f( ) |dt]| < 1L =:fllpey

|
L3 )

olarak elde edilir.

G sonlu uzunluklu bir I" Jordan egrisiyle sinirlandirilmis sinirl bir bolge olsun.

G- =ExtI', D=1IntT ve D™ = Ext T olarak tanimlayalim:

F, [0,2m] aralig1 veya diizgiin bir Jordan egrisi olmak tizere

p(:): I -» R* := [0, ») Lebesgue 6lgiilebilir fonksiyonu igin

1<p_:=essinf p(z) <ess sup p(z) =:pt < (4.1)

ZEF
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oldugunu varsayalim.

4.1.1.2 Tammm Eger bir p(-) fonksiyonu pozitif bir c(p) sabiti i¢in (4.1) kosulu ve

Ip(z1) — p(z2)| ln( > <c(p) , Vz1,2, €F , z; # 7,

|2, — 2,
esitsizligini saglarsa p(:) € P(F) olur.
Burada |F|, F i¢in Lebesgue 6l¢timiidiir.

Eger p(-) € P(F) ve p_ > 1 ise p(-) € Py(F) olarak gosterecegiz [28].

4.1.1.3 Tamm p(z):I - [1,00) iis fonksiyonu I' iizerinde Lebesgue Olgiilebilir bir

fonksiyon olsun. Verilen p(z) fonksiyonu i¢in

EPO(G) = {f € EX(G): f € LPO(I)}
olarak tanimlanan kiimeye G bdlgesinde analitik fonksiyonlarin degisken iislii Smirnov

sinifi denir [29].

4114 Tamm p(z):I - [1,00) s fonksiyonu I' tizerinde Lebesgue Olgiilebilir bir

fonksiyon olsun. Verilen p(z) fonksiyonu i¢in

EPO(GT) = {f € EN(G7): f € LPO(I) ve f(e0) = 0}
olarak tanimlanan kiimeye G~ bolgesinde analitik fonksiyonlarin degigken iislii Smirnov

sinifl denir.

EPO(G) ve EPO(G™) smifindan olan fonksiyonlar icin norm
”f”Ep(')G = ”f”LP(')([') Ve ”f”Ep(')(G_) = ”f”LP(')([')
biciminde tanimlanir ve boylece EPO(G) ve EPO(G™) degisken iislii Smirnov smniflarinin

pt < o oldugu durumda Banach uzayi oldugu goriiliir.

LPO(T) uzayr klasik Gtelemeye gore invaryant olmadigi igin bu uzayda diizgiinlik

modiiliiniin ingas1 i¢in agagida verilen lineer operatdrii tanimlayalim:

p(-) € P(T) olsun.
1 g .
ahf(w):zﬁjf(we”)dt, weET, 0<h<m
0

olarak gosterecegiz.
onf (W) lineer operatorii LPO) (T) uzaymnda smirhdir [29].
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3.1.1.2 tamiminda r = 1 oldugunda asagidaki tanim elde edilir.

4.1.1.5 Tamm f € LPO(T) , p(-) € P(T) ve 2(f,")p(y: [0, ) — [0, ) olsun.
A pey = sup IF () = onf Oll oy

0<hs<é
ifadesine f fonksiyonunun 1. mertebeden diizgiinliik modiilii denir [28].

@ Ve @, ile sirastyla G~ ve G bolgelerinin U™ iizerine konform dontistimlerini gosterelim.

Bu déniistimlerin

() =00, lim p(2)/z>0

¢1(0) =00, Lim = z¢;(2) >0

biciminde normalize edildiklerini diisiinelim. ¢ ve ¢;° in ters doniistimlerini sirasiyla

ve 1P, ile gosterelim.

' € D olsun. f ve p(-) is fonksiyonu i¢in
fow) = flyw)] ve fi(w) = flh1(w)]

Po(w) = plpW)] ve p,(w) = plp,(w)]
fonksiyonlarini olugturalim.

4.1.1.6 Tammm f € LPO(I") fonksiyonu igin

1
for(w) = i {0_(‘[3‘} dt,w €D
T
fit(w) = % f_(Tj/ dt,weD
T
1
fo w) = ol {0_(?/ dr,w € D™
T

esitlikleri ile belirli Cauchy tipi integralleri, sirasiyla verilen D ve D™ bdlgelerinde

analitiktir.

4.1.1.7 Tamm f € LPO(T), p(-) € Py(T) ve

T

ATf(w) = Z(—l)”s (Z) f(wei“) , r=123,..

s=0
olarak tanimlansin.

h
1
0,.(f, 6)11‘,;)(-) = ﬁ}ﬂ?g EfA’;f(W) dt , 6>0
- 0

LPO(T)
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ifadesine f fonksiyonunun r. mertebeden diizgiinliik modiilii denir [29].

f € EPO(G) ve f € EPO(G™) igin 1. mertebeden diizgiinlik modiilleri

2(f, 5)G,p(-) = 0(fy", 5)11‘,p0(-) )

Q(f,8)6-pe) = 21" 8)rp,) » >0

olarak tanimlanir.

Derecesi n ‘yi agmayan kompleks degiskenli cebirsel polinomlar ailesi 11, , n = 0,1,2, ...
ile gosterilsin.

4.1.1.8 Tamm G c C, T ile stirh bir bélge, f € EPO(G) ve p(-) € Py(I") olsun.

En(fepey = nf IIf = Bullpor

Pp€lly

ifadesine f fonksiyonuna EP)(G) uzayinda IT,, sinifinda en iyi yaklasim hatas1 denir [29].

4.1.1.9 Tamm I € D ve p(-) € Py(I") olsun. f € LPO(I') fonksiyonuna karsilik gelen

o

> adF@ + ) aFi(1/2)
k=1

k=0
ifadesine £~ in Faber-Laurent seri agilim1 denir. Burada F,(z) ve F(1/z) sirasiyla G ve

G~ kiimelerinin Faber polinomlar1 olup ileride tanimlanacaktir. Ayrica

1
ar = ap(f) = Z_mf %dw , k=012, ..
T

1 1 1
G = ar(f) = Zm'f d (xki?)) dw , k=1.2,..
T

katsayilarina £’ in Faber-Laurent katsaylar1 denir.

4.1.1.10 Tamm f € LPO(I), ' € ® ve p(-) € Py(I') olsun.

n

Ru(f,2) = ) a2 + ) aFie(1/2)
k=1

k=0
rasyonel fonksiyonuna f ’in n. Faber-Laurent kismi toplam1 denir.
I' € D ise pozitif bir ¢; > 0 sabiti i¢in 6yle ki i = 1,2,3,4
0<cslWW)|<c,<w , 0<c3<|p'(@)|<c, <o

esitsizlikleri sirasiyla I' iizerinde hemen her yerde saglanir [30].

41111 Lemmarl € D ise 0zaman

f eI’ & f, € LPO(T) & f;, € LP1O(T)
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p € Po(I') & po € Po(T) & p; € Py(T)
denklikleri saglanir. Ayrica

IfollLpoery < csllfll ooy < cellfoll poor(r)
Ifilleeocry < csllfll ooy < cellfill oo (-

I" sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve f € L*(I") olsun.

1
SH @) = — (P - V) j T grmim— | g

e—>0 2mi (—z
r'\r(ze)

ifadesine z € I' noktasinda Cauchy singiiler integrali denir. Burada
I'(z,e)={(€r:|(—z|l<e}, Vzel, €¢>0
olarak tanimlidir.

Eger f € LPO(I) ise

2mi

Fm sk f(z) 1j
T

seklinde tanimlanan fonksiyonlar sirastyla G ve G~ i¢inde analitiktirler ve

f~(c0) =0 dur.

1
ft(z) =— @ j fo(w)dw , ZEG (4.2)
T

w)l

Ys ()_Zf1(W)dW , ZEG™ (4.3)

[
1 (

Boylece, I' ’nin her iki tarafi iizerinde bulunan acgisal yollar boyunca limit alinarak I’

tizerinde hemen her yerde gecerli olan

F*@) = 5D +5f@ (44)
@ = 51N ~ 5/ (45)
esitlikleri elde edilir ve bu esitsizlikler yardimiyla

f@=f"@-f (2 (4.6)
formiiliine ulagilir [6]. Ayrica

fo () = fi () =0 (4.7)
fow) = fo" (W) — fo~ (w) (4.8)
fiw) = i W) = fi”(w) (4.9)

4.1.1.12 Lemma Eger g € LPO(T) ve p € Py(T) ise
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2(Stlgl)pe) < c@)R(9,)p0)

olacak sekilde bir c(p) > 0 sabiti vardur.

4.1.1.13 Lemma Eger g € LPY(T) ve p € P,(T) ise, 0 zaman

209%)p0) < c(0)2(9,)p0)

41.1.14 LemmaTl €D ve p € Py(I') olsun. Eger f € LPO(I), T €D ve p € Py(IN)
ise f* € EPO(G) ve f~€EPOGT) [29].

41.1.15 Lemma g€ EPO(D) ve p € Py(T) olsun. Eger Z:zo ar(Ow* |, g
fonksiyonunun orjindeki Taylor serisini n. kismi toplami ise n den bagimsiz bir c(p) > 0
sabiti i¢in

n

gw) — Z ar (9w

k=0

<c(@P(@1/n)pc , VREN

LPO(T)

esitsizligi saglanir [29].

Asagidaki Lemma ayni zamanda yaklasim siirecinde kullanacagimiz Faber polinom ve

rasyonel fonksiyonlarinin tanimini da ifade etmektedir.

4.1.1.16 LemmaEger z € G ve z' € G~ ise 0 zaman

o)

P'w) T F(@) _
w(W)_Z_kZoWkH , YweD

ve

piw) N R(1/7) _
W—;—W ) vw e D

esitlikleri saglanir [29].

Faber polinom ve rasyonel fonksiyonlarinin integral gosterimleri asagidaki Lemma ile

ifade edilir.

41.1.17 LemmaEgerz € G~ vez' € G ise 0 zaman k = 0,1,2, ... i¢in

o*(0)
(—z

1
R = 0"+ o | 220,
r
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- 1 k
F(1/2") = ¢¥(2') — o ?1_(?,
r

dq.

Burada F,(z) , G bdlgesinin Faber polinomu, F,(1/z") ise G~ bdlgesinin Faber rasyonel
fonksiyonudur [29].

4.1.2 Ana Sonuclar
41.2.1 Teorem ' €D ve p(-) € Py(I') olsun. Eger f € LPY(I") ise n den bagimsiz
pozitif bir c(p) > 0 sabiti vardir ki

1 1
If = RuC D oy < () [ﬂ (fo:g)p o +0 (fl’_)p (.)l , VneN

n

esitsizligi saglanir.

ispat  f € LPO(I) olsun. Esitsizligin gegerliligini ispatlamak igin (4.6) esitligi
kullanilarak

@+ ) ak/m|  <c@(fulfn), (4.10)
k=1 PO
ve
@)=Y ak@|  <c@olfo V), (411)
k=0

LPO)

esitsizliklerinin ispatlanmasi gerekir.

(4.8) ve (4.9) da w yerine sirastyla @(z) ve ¢4 (z) yazilarak I' iizerinde hemen her yerde
f@ =[fs (0(@) - f5 (p(2))] (4.12)
f@ = [fif(01(2) = fi (9:1(D))] (4.13)

esitlikleri saglanir.
Once (4.10) esitsizligi ispatlayalim. (4.11) benzer sekilde ispatlanir.

z' € G alalim. Lemma 4.1.1.17 ve (4.13) kullanilarak

n _ n 1 n_ _ k(()
Z afi(1/2') = Z arpy (') — Z_mf 2 jemy Qe i
r

_Z’
k=1 k=1 {
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-y ot -+ f L 8O (0 ©)

(—2z'
f fi (‘.01(()) f() dc
2mi 2w r(—z

Lemma 4.1.1.14 ten fi (¢1(0)) € EPO(G) c EX(G) ve bundan dolayr Cauchy integral

formiiliine gore

d¢ = fi (‘Pl(z))

J. fi (‘P1(O)

2mi

elde edilir. Boylece

n n

Z aFi(1/2") = z a2

k= =1

] Zk 1ak<P1(O fi (‘P1(§))

-z

d¢ = fi (p1(2)) = f* (2.

2711

ve (4.5) bagintilar1 yardimiyla I” {izerinde hemen her yerde

n n n

- 1
Y ah(1/2 =) apk@ - 5| Y @t - £ (9:()

k=1 k=1 k=1

n

=5r| Y @k @ - £1(0@) | - 7 (0:) - £+

k=1
oldugu goriiliir. (4.6) ve (4.13) esitlikleri kullanilarak

n

o 1
fr@+ kz aF(1/2) = 5| ) @@~ £ ()

k=1

n

=5 Y @t - £ (0:)

k=1
elde edilir.
Simdi S, singiiler operatdriniin LPO(I') uzayindaki smirhhigmi kullanalim. Lemma

4.1.1.15ve Lemma 4.1.1.13 ten

n

1D awi@ - £t (0 @)

k=1

<

Hf‘(z) + ) aF(1/2)
k=1

LPO() LPO()
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+|[Sr Z dk‘P{c(Z) - i (‘P1(Z))
k=1 PO
<D awt-frw| o[> awk - A
k=1 LP1O(T) k=1 LP1O(T)

<c)||) @k - firw)

k=1 LP1O(T)
=) || alfiwk = fiF w)

k=1 LP1O(T)
< c(PQ(f, 1/m)p, ¢y < cP)Q(f1, 1/M)p, ()

elde edilir.

4.1.2.2 Sonu¢ Eger f € EPO(G) , T €D ve p(-) € Py(I') ise n den bagimsiz pozitif
bir c(p) > 0 sabiti vardir ki

”f - Pn('l f)”LP(')([') = C(p)n(fOJ 1/n)p0(.) , VYn€eN

esitsizligi saglanir. Burada B, (z, f) = Y;—o @x Fx (2) bigiminde tanimlidur.

4.1.2.3 Sonug Eger f € EPO(G™) , I €D ve p(-) € Py(I') ise n den bagimsiz pozitif
bir c(p) > 0 sabiti vardir ki

If = Pa1/ Oll oy < €@I2(fis 1/Mpycy VR EN

esitsizligi saglamr. Burada P,(1/z, f) = ). " @i F.(1/2) biciminde tanimhdir.

k=0

4.2 Degisken Uslii Smirnov Uzaylarinda Operatérler ve Ters Teoremler
4.2.1 Degisken Uslii Smirnov Simiflarinda Operatorler
Bu alt boliimde diskte elde edilen sonuglarin basit baglantili bolge durumuna taginmasina

imkan saglayan operatorleri tanimlayacagiz.

11, derece kisitlamasi olmayan tiim cebirsel polinomlarin kiimesi, IT(D) ise IT
kiimesindeki elemanlarin D {izerindeki izleri kiimesi olsun. Eger I1(ID) kiimesinde T

operatoru

T(P) : 1 P(W)IP'(W)d

= —— - , ZEG
2mi ) Y(w) —z v z
T
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ise

T <zn: akwk> = i a, F (z)

k=0 k=0

esitligi saglanir. Burada F (z)

ZEG , weD™

Y i Fi(2)
Yy(w) —z & wk+1 "’
seri agilimina gore belirlenen k dereceli Faber polinomudur [31].

4.2.1.2 Lemma T, , n. dereceden bir trigonometrik polinom olsun. V8 > 0 i¢in
(T, 8)pcy < c(PISNTallpc

esitsizlligi saglanir [31]

4.2.1.3 Teorem I' € D ve p(-) € Py(I') olsun. T: [1(D) c EPoO (D) —» EPO(G) operatdrii

lineer ve sinirhidir. [31]

4214 Lemmal €D ve p(-) € Py(I') olsun. Siirekli fonksiyonlarmn kiimesi LPO)(I")
uzayinda yogundur. [31]

Lemma 4.2.1.4 {in sonucu olarak w kompleks degiskenine gore cebirsel polinomlarin
kimesi  EPoO)(D) uzaymnda yogundur. Béylece T operatérii  IT1(D) kiimesinden

EP°O)(D) sinifina lineer ve siirl olarak genisletebiliriz. Sonug olarak

fw)y'(w)

OE dw , f € EPO(D) , z€G

1
O =5 |
T

1 [ fw)y, W)

r1() -
i D) — 2 dw , feEEPY(D), z€G
T

T()(2) =

operatorleri sirasiyla EPoO (D) ve EP1O(D) uzaylarinda tanimlanmis olur.
4.2.15 Teorem I' € D ve p(-) € Py(I") olsun. T: EPoO (D) - EPO(G) operatorii birebir
ve iizerinedir. Ayrica f € EPoO(G) igin T(f;F) = f olur [31].

4216 Lemma I' € D ve p(-) € Py(I') olsun. Eger f € EPO(G) ise n' den bagimsiz

pozitif cg ve cy sabitleri i¢in

En(f0+)]D),p0(-) < C8En(f)G,p(-) < C9En(f0+)]D),p0(~)

esitsizligi saglanir.
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4.2.2 Degisken Uslii Smirnov Simflarinda Bir Ters Teorem (r = 1 Durumu)

3. Boliimde ispatlanan 3.2.2.2 teoreminde w = 1 alirsak asagidaki teorem elde edilir.
4.2.2.1 Teorem Eger f € LPO(T) , p(-) € Py(T) ise n’ den bagimsiz pozitif c(p) > 0

sabiti i¢in

c(p)
O, 1/n)pey < —ZE (Fpey
esitsizligi saglanir.

Simdi bu teorem yardimiyla Smirnov siniflarinda r = 1 durumunda bir ters teoremi ifade

ve ispat edelim.

4.2.2.2 Teorem I' € D olsun. Eger f € EPO(G), p(-) € Py(I') ise n den bagimsiz bir
c(p) > 0 sabiti vardir ki

c(p)
00 1/map0 < —ZE Popy » n=12,..
esitsizligi saglanir.

ispat f € EPU(G) olsun. Lemma 4.2.1.1 kullanilirsa £y € EPoO(D) olur. g := f; ve

Lemma 4.2.1.6 nin ilk esitsizligini kullanarak

2,1/ pe) = 25, 1/M) 0y < %Z Ey,(fo ) pp)

@) 1\ c®)
< SN B (Papr < pZEmcpo
v=0

elde edilir.

4.2.2.3 Sonuc ' € D ve p € Py(I') olsun. Eger a € (0,1) i¢in E,,(f) g p) = O(n™%) ise

f € Lipp(.) (G, Of).

4.3 Degisken Uslii Smirnov Simflarinda Yaklasim ve Carpanlar Teoremi

Simdi r € N durumunda gegerli diiz ve ters teoremleri verelim.

4.3.1 Yardimal Sonuglar

Birim ¢gember durumunda elde edilen diiz ve ters teoremleri hatirlayalim.
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4.3.1.1 Teorem f € LPO(T) , p(-) € P(T) ve r € N olsun. Vn € N icin pozitif bir c(p,r)

sabiti vardir Oyle ki

En(f)p(.) < c(p,r).(f, 1/n)’]I"p(.)

esitsizligi saglanir.

4.3.1.2 Teorem f € LPO(T) , p(-) € P(T) ve r € N olsun. vn € N i¢in pozitif bir c(p,r)

sabiti vardir dyle ki

c(p,1)
nr

0, (£ 1/ M) S o= ) (e + D B (P
k=0

esitsizligi saglanir.

Bu teoremler yardimiyla Smirnov siniflarinda diiz ve ters teoremleri elde edecegiz. Bu

amagla yukarda insa edilen operatorleri kullanacagiz.

4.3.1.3 Teorem I' € ® ve p(-) € Py(I") olsun. Cauchy singiiler operatoriic = S-(f) ,
LPO(I") uzaymda smirhdir [29].

4.3.1.4 Lemmal € Dvep(:) € Py(I') olsun. O halde

(i) T: EPoO(D) —» EPO(G) operatdrii; lineer, smirly, birebir ve iizerinedir.

Ayrica Vf € EPO(G) igin T(fy) = f [29].

(i) T: EP1O (D) - EPO(G™) operatdrii; lineer, smirli, birebir ve iizerinedir.

Ayrica Vf € EPO(G7) igin T(f) = f [29].

4.3.1.5 Lemma I' € D ve p(-) € Py(I") olsun. O zaman pozitif ¢;(p) , i = 10,11,12,13,

sabitleri vardir dyle ki

(i) Eger f € EPO(G) ise En(fg )po() < 10@En(Nep) S ct1@En(fe o
(ii) Eger f € EPO(G7) ise En(fi)p, ) < c12®En(Fo-p0) < c13@En(fi)p,00
elde edilir [29].

{35, bir ¢ sabiti ile

ALES|
|Ak| <c ) z |Ak - Ak+1| <c (4‘14)
k=2m-1

kosullarini saglayan kompleks bir say1 dizisi olsun.
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4.3.1.6 Lemma p(-) € Py(I') ve {Ax}5 (4.14) kosullarini saglayan kompleks saylarin say1
dizisi olsun. Eger g € EPY) (D) Taylor serisi

gw) = > plgwk , weD
k=0

olan bir fonksiyon ise 0 zaman Taylor serisi

g w) = Z MBr(wk , weD
k=0

seklinde olan bir g* € EPY (D) fonksiyonu vardir ki pozitif bir ¢(p) sabiti i¢in

”g*”Lp(')(']I’) < C(p)”g”LP(')(']I‘)

esitsizligi saglanir [29].

4.3.2 Ana Sonuclar

Once bir diiz teoremin ifadesini verelim:

4.3.2.1 Teorem I' € D olsun. Eger f € EPO(G) , p(-) € Py(I') ve r = 1,2,3 ... ise pozitif
bir c(p, r) sabiti vardir 6yle ki

E‘I‘L(f)G,p(-) < C(p; T).Qr(f, 1 / n)G,p(-) ] n= 1;2;3;
esitsizligi saglanir.
ispat Eger f € EPO(G) ise, 0 zaman f;" = T~1(f) € EPoO)(D) olur. Lemma 4.3.1.5 (i)

esitsizligi ve Teorem 4.3.1.1 kullanilarak

En(f)G,p(~) < C14(p)En(fO+)p0(~)
= 014(}9)0(}9, T)Qr(f0+' 1/n)']I‘,p0(~) =0 (p' T)Qr (f' 1/n)G,p(-)

elde edilir.

4.3.2.2 Teorem I € ® olsun. Eger f € EPO(G) , p(-) € Py(I) ise pozitif bir c(p, r) sabiti

vardir oyle ki her r = 1,2,3 ... igin

c(p, 1)
nT'

n
0 (£, Wy S =2 Y e+ DB (opey » 1= 123,
k=0

esitsizligi saglanir.

Teorem 4.3.2.1 ve Teorem 4.3.2.2 r = 1 drumunda [31] ¢alismasinda ispatland.
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ispat f € EPO(G) ise, Lemma 4.3.1.5’ten f;t € EP°O(D) olur. £y’ nin smir degeri igin
Teorem 4.3.1.2 ve Lemma 4.3.1.5 (i) esitsizligini kullanirsak

c(p,7)

& (f,1/Mepey = (o', 1/ Mmpy(y < —

Z(k + 1)r_1Ek(fO+)p0(-)
k=0

(»,Mes(P) X .
< wkZ(k + D En(Fepe

<

C2 (p; T)
nT

n
Z(k + D" En(Nep(y
k=0
elde edilir.

4.3.2.3 Sonu¢ I' €D ve p(-) € Py(I') olsun. Eger f € EPO(G) ve n=1,2,3,... i¢in
En(f)G,p(') =0, a>0 ise

0(5%) , r>a
2,(f,8)p) = 0(6r log 1/5) , T=a
0(s") , r<a

saglanir.

4324Tanima >0, r:=[a] + 1 igin
Lip(G,p(), @) = {f € EPO(6): 2.(f, 8 py) = 064 , & > 0}

ifadesine EP)(G) simifindaki genellesmis degisken iislii Lipschitz sinifi denir.

4325 Sonuc ' €D , p() € Py(I) olsun. Eger f € EPO(G) ve n=1,23,..icin
En(Depey = 0™ , a > 0ise f € Lip(G,p(), @) .

Ayni zamanda 4.3.2.1 teoremden asagidaki sonug elde edilir:

4.3.2.6 Sonug Eger f € Lip(G,p(),a) ve a >0 ise E,(f)gpc) =0m™%) olur.
Sonug 4.3.2.5 ve Sonug 4.3.2.6 birlestirilerek asagidaki teorem elde edilir.

4.3.2.7 Teorem I’ € D ve p(:) € Py(I') olsun. a > 0 i¢in
() f € Lip(G,p(), @) |

(i) Ex(fgpey =0m™) n=1.23,..

ifadeleri denktir.

Asagidaki teorem degisken iislii Smirnov siiflarinda bir ¢arpanlar teoremidir.
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4328 teorem I' € ® ve p(-) € Py(I') olsun. Eger f € EPO(G) fonksiyonuna karsilik
gelen Faber serisi Y- ar (f)Fr(2) ve {A}y (4.14) kosulunu saglayan bir kompleks say1

dizisi ise 0 zaman &yle bir F € EPO(G) ve pozitif bir c(p) > 0 sabiti vardir ki

F(2)~ Y=o ear(FIF(2) , z € G ve [IFll oy < cllfll oo
() )

saglanir.

ispat f € EPO(G) olsun. Tanim 3.1.1.9 kullanilarak

L fow) 1 ffw) 1w
ak(f)—ﬁ Wkﬂdw_ﬁ de_ﬁ Wd
T 5 ]
1 f0+(W)
T omi | Twkti dw = B.(fo") , k=0,1.2,..
T
elde edilir.

a, (f) Faber katsayilar1 f;" fonksiyonunun orjindeki Taylor katsayilaridir. Yani

oo

ffw) =) aHwk , weD

k=0

elde edilir.

f € EPO(G) oldugundan  fyf EPoO(D) elde edilir. Lemma 4.3.1.7°den Oyle bir
Fy € EPoO) (D) fonksiyonu vardir dyle ki B (Fo) = A4Bi(fsH) = Apar(f) , k =0,1,2, ...
i¢in

”FOHLpo(-)(T) < C(p)||f0+”Lpo(-)(11~) olur.

Lemma 4.3.1.4 kullanilarak F := T(F,) € EPO(G) olacak sekilde bir F fonksiyonu
alalim.

Br(Fy) = Axar(f) ,k =0,1,2, ... Taylor katsayilar1 i¢in

F@) =TFE)@D~ ) hax(HF(@) , 2€G
k=0
elde edilir.

T operatoriiniin sinirliligi, Teorem 4.3.1.3 , (4.4) ve (4.5) ifadeleri kullanilarak
1F Nl pory = ITED o < ITHFoll oo
< C(p)||f0+||LPo(-)(']1*) < C16(p)”f0”Lpo(-)(']r) < C17(p)”f”Lp(-)(p)

esitsizligine ulasilir.
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f € EPO(G) fonksiyonunun Faber serisinin lacunary kismi toplami

2k_q

LH@D = GPED , k=12

j=2k—1
olarak almirsa EPO)(G) smiflart i¢in Littlewood-Paley tipi teorem asagidaki sekilde ifade

edilir.

4.3.2.9 Teorem I' € D ve p(-) € Po(I') olsun. Eger f € EPO(G) ise o zaman pozitif

c18(p) Ve ci9(p) sabitleri vardir 6yle ki

0 1,
ClS(p)”f”LP(')(F) < (ZlAk(f)|2> = C19(p)”f”Lp(')([')
k=0 PO

esitsizligi saglanir.

4.3.2.10 Teorem I' € D olsun. Eger f € EPO(G™) , p(-) € Py(I') ve r = 1,2,3, ... ise
pozitif bir c(p, r) sabiti vardir 6yle ki

En(f)G‘,p(-) < C(P, r)-Qr(f, 1/n)(;—,p(.) ) n=1273,..

esitsizligi saglanir.
43211 Teorem '€ ® ve p(-) € Py(I') olsun. Eger f € EPO(G™) fonksiyonuna
karsilik gelen Faber serisi Z:; e (HF.(1/2) ve {A,33, (4.14) kosulunu saglayan bir

kompleks say1 dizisi ise 0 zaman dyle bir F € EPX(G™) fonksiyonu ve pozitif bir c(p)

sabiti vardir ki

F~ ) W@(DF(/7) , z€6
k=1

ve
IF Il ooy < c@fllpo g

saglanir.

f € EPO(G™) fonksiyonunun Faber serisinin lacunary kismi toplanu

2k_q

EH@= ) aPFA/ , k=12..

j=2k—1
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olarak alimrsa EPO) (G ™) smiflari icin Littlewood-Paley tipi teorem asagidaki sekilde ifade

edilir.

43212 Teorem I' € D ve p(-) € Py(I") olsun. Eger f € EPO(G™) ise pozitif c,o(p)

Ve c,1(p) sabitleri vardir 6yle ki

o 1,
CZO(p)”f”LP(')([') < (lek(f)F) < CZl(p)”f”Lp(')([')
k=1

LPO)
esitsizligi saglanir.

5. SONUC VE ONERILER

Reel eksenin [0,27] arahginda tammli LPO([0,27]) degisken iisli Lebesgue

uzaylarinda yaklasim teorisinin temel problemleri incelenmis olup:

- Yaklasim teorisininin diiz teoremleri
- Yaklasim teorisinin ters teoremleri
- Belli siniflarin konstruktif karakterizasyonlar1 konularinda elde edilmis onemli

sonugclarin bir 6zeti verilmistir.

Ayrica, bu sonuclarin kompleks diizlemdeki benzerleri ile ilgili sonuglar da bu

tezde ele alinmustir.

Yapilan incelemeler ileride degigken {islii uzaylarda yapilmis olan diger sonuglari
da kapsayacak sekilde genisletilebilir. Degisken {islii uzaylarda elde edilen sonuglar
uygulamali matematigin giincel problemlerinin ¢6ziim siireglerinde  kullanilabilir.
Matematik literatiirde degisken tslii uzaylarda potansiyel teori, operatorler teorisi
alanlarinda yapilan ¢aligmalarin genis 6zetleri bulunmaktadir. Ayni 6zetin yaklagim teorisi

alaninda da yapilmasi 6nerilebilir.
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