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OZET

SERBEST COZULUMLER VE SIMPLISYAL KOMPLEKSLER
YUKSEK LiSANS TEZi
NESE TUTAR
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI:DR. OGR. UYESi PINAR METE)
BALIKESIR, OCAK - 2020

Ideallerin minimal serbest coziiliimlerinin agiklanmasi, degismeli cebirin onemli
problemlerinden birisidir. Ozellikle, karesiz tekterimli ideallerle ilgilendigimizde, bu
tip ideallerin ¢oziilimlerinin yapilar1 olduk¢a az bilinmektedir.

Bu tezde, serbest ¢oziiliimler ve simplisyal komplekslerin kombinatorikleri arasindaki
iligkiyi anlamak i¢in, ilk olarak temel kavramlari veriyoruz ve sonrasinda simplisyal
kompleksler ve serbest ¢oziiliimler arasindaki karsilik gelmeyi gosteriyoruz.

ANAHTAR KELIMELER: Simplisyal kompleks, Stanley-Reisner karsihik gelmesi,
serbest ¢oziiliimler, simplisyal homoloji.
Bilim Kod / Kodlar1 : 20401 Sayfa Sayisi : 75



ABSTRACT

FREE RESOLUTIONS AND SIMPLICIAL COMPLEXES
MSC THESIS
NESE TUTAR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSIST. PROF. DR. PINAR METE)
BALIKESIR, JANUARY - 2020

The description of the minimal resolution of ideals is one of the important problems in
commutative algebra. In particular, when we restrict our attention to squarefree
monomial ideals, very little is known about the structure of the resolutions of these
kind of ideals.

In this thesis, we study the relation between the free resolutions and combinatorics of
simplicial complexes. To understand this connection, first we give basic concepts and
then we show the correspondence between simplicial complexes and free resolutions.

KEYWORDS: Simplicial complex, Stanley-Reisner correspondence, free resolutions,
simplicial homology.
Science Code / Codes : 20401 Page Number : 75
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SEMBOL LISTESI

multideg(f)  : f polinomunun katli derecesi

LC(f) : f polinomunun en yiiksek dereceli teriminin katsayisi
LM(f) : f polinomunun en yiiksek dereceli tekterimlisi

LT(f) : f polinomunun en yiiksek dereceli terimi

<LT(I)> : LT(I) kiimesinin elemanlar tarafindan iiretilen ideal
fr : F=(fy, ..., f5) siral1 s-lisine gore bélme isleminden kalan

depth(m, M) :m maksimal ideal olan R lokal halkas1

S(f,9) : fve g polinomlarinin S-polinomu

(R,m) . R lokal halkas1

G - V sonlu kiime, ECV XV olmak tizere (V, E) seklindeki ikililer, cizge
deg x - x kOsesinin derecesi

#comp(G) . G ¢izgesinin baglantili bilesenlerinin sayis1

Gg : Kose kiimesi S olan G ¢izgesinin indirgenmis alt gizgesi
G* . G ¢izgesinin tiimleyeni

Vg . G ¢izgesinin kose kiimesi

Eg . G ¢izgesinin kenar kiimesi

Cq . q uzunlugundaki bir ¢cevrim

K, > n koseli tam cizge

Kuom : tam olan iki parcali ¢izge

P(V) >V’ nin kuvvet kiimesi

dimF : F € A olmak iizere F’ nin boyutu

|F| : F’ nin eleman sayis1

A(G) > G sonlu ¢izgesinin klik kompleksi



Ce, - G ¢izgesinin n-uzunluklu bir klik kompleksi

fi(A) : A simplisyal kompleksinin i-boyutlu yiizlerinin sayisi
\Y4 . A simplisyal kompleksinin koselerinin sayisi

d0F :F € N igin F’ nin golgesi

Ssy,7(F) : Shifting (Kaydirma) operatorii

Ip : A simplisyal kompleksinin Stanley-Reisner ideali

r - Multikompleks, yar1 simplisyal kompleks
Gor(Pr+1) ;.. in goriintii kiimesi

Cek(qy) D ¢, nin gekirdegi

Br(M) : M modiiliiniin k. Betti sayis1

Syz(fy, ..., fx) :fi, ..., fx elemanlar1 arasindaki sizigilerin kiimesi

Fi(A) : A simplisyal kompleksinin i-simplekslerinin kiimesi

KkFi(®) : k cismi {izerinde bir vektor uzay1

0; . i-simpleksinin sinir doniigiimii

H;i(A,k) . A simplisyal kompleksinin k vektdr uzayinda indirgenmis homolojisi
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1. GIRIS

Degismeli cebir ve cebirsel topolojide pek ¢ok uygulamaya sahip olan simplisyal
kompleksler olduk¢a yaygin kullanilan yapilardir. Bilhassa, istenilen 6zellikleri tasiyan
tekterimli boliim halkalarii karakterize etmek icin, simplisyal kompleksler ve tekterimli
idealler arasindaki Stanley-Reisner karsilik gelmesi g6z Oniine alindiginda simplisyal

kompleks oldukga kullanigh bir aragdir.

Degismeli cebirin temel problemlerinden birisi de, ideallerin minimal ¢oziiliimlerini

yazmaktir.
Bu tezde, serbest ¢oziilimler ve simplisyal kompleksler arasindaki iliskiyi inceleyecegiz.

Tezin, 2. ve 3. Bolimlerinde gizgelerin simplisyal kompleksleri, Kruskal-Katona teoremi
ve simplisyal komplekslerin Cohen-Macaulay (CM) olmasi ile ilgili tanimlar ve teoremler
verilmektedir. Degismeli cebir ile kombinatorik arasindaki merkez baglanti olan Stanley-
Reisner teorisi anlatildiktan sonra shellable simplisyal kompleksler, Cohen-Macaulay
(CM) kompleksler anlatilmaktadir.

Tezin 4. boliimiinde, kompleksler ile serbest ¢oziiliimler arasindaki iliski, Hilbert Sizigi

Teoremi ve Grobner bazlar ile sizigiler anlatilacaktir.

Tezin 5. boliimiinde ise simplisyal homoloji ile simplisyal kompleksler arasindaki baglanti

verilecektir.



2. CEBIRSEL ALT YAPI

Bu boliimde tez boyunca kullanacagimiz bazi temel kavramlar, teoremler ve ornekler

verilecektir.

2.1 Karesiz Tekterimliler ve Siralamalar

2.1.1 Tanmm K[x4, ...,x,], k cismi {izerinde ¢ok degiskenli bir polinom halkasi olsun.
a=(ay, ...,ay) negatif olmayan tam sayilar olmak {izere, m=x;%1x,%2...x,% seklinde
tanimlanan ¢arpima tekterimli denir.

Tekterimliler tarafindan iiretilen ideale ise, tekterimli ideal denir.

2.1.2 Ornek K[x,y], k cismi {izerinde iki degiskenli bir polinom halkas1 ve
I=<x*y?, x3y*, x2y5> < K[x,y] bir ideal olsun. | bir tekterimli idealdir.

2.1.3 Tamim a; € N olmak iizere m=x;%x,%...x,% tekterimlisinde, eger 0<a;<I ise m’
ye karesiz tekterimli denir.

Eger I ideali (karesiz) tekterimliler tarafindan tretiliyor ise, I’ ya bir (karesiz) tekterimli
ideal denir.

2.1.4 Ornek K[x,, x,, x3, x4, x5 ] k cismi iizerinde bir polinom halkas1 olsun.

I=<x1X,, X,X5, X3X5, X1 X3, X1 C K[Xq, Xy, X3, Xy, X5] karesiz tekterimliler tarafindan iretilen

bir idealdir.

2.1.5 Tamim k cismi lizerindeki, K[Xy, ..., X,] bir polinom halkasin1 alalim.

Z"., veya buna denk olarak oo € Z ™., X* = x;%1x,% ...x,"n tekterimliler kiimesi
tizerindeki ">" bagintisi ,

(i) Z ™, tizerinde ">" bir tam (lineer) siralama ,

(i) a>PveyeZ™gikena+y>p+y

(iii) >, Z ", tzerinde iyi-siralidir,

ozelliklerini sagliyor ise ">" K[X4, ..., X,] de bir tekterimli siralamasidir.

Simdi, alfabetik (lex) ve ters alfabetik (grevlex) siralamalarindan bahsedecegiz. Diger

siralama gesitleri igin, bakiniz [1].



2.1.6 Tamim (Alfabetik (Lex) Siralama) o = (&, ..., &) Ve B= (B, ...B,) € L">q
olsun.

a-B = (=P, 0n=B,) € Z™ vektor farkinda en soldaki sifirdan farkli koordinat

pozitifise a,_ P denir. Eger o> B ise X* > X7 yazlr.

2.1.7 Ornek k cismi iizerindeki K[X,y,z] polinom halkasini alalim. m;=xy? ve m,=y3z*
tekterimlilerini alfabetik (lex) siralamasina gore siralayalim.

m,= Xy? i¢in a= (1,2,0)

m,=y3z* i¢in p= (0,3,4)
olur.

a-B=(1,20)-(0,34)

= (1-0, 2-3, 0-4)
= (1, -1, -4)

en soldaki sifirdan farkli koordinati 1>0 oldugundan o, B dir. Buradan, xy? > y3z*

olur.

2.1.8 Tamim (Derecelendirilmis Lex (Grlex) Siralama)

a=(a, .., o) Ve f= (B, .., B,) € Z "5, olsun.

|a|=zn:ai>|,3|=zn:ﬁi
i=1

i=1
veya

— H >
loo | =[B |iken a7 B

>
grlex

Bdenir.o. > PBise X* > XPyazlr.

oluyor ise a griex griex

2.1.9 Ornek k bir cisim, k[x,y,z] bir polinom halkas1 olsun.

my=xXy*?z3 ve m,=x3y? tekterimlilerini grlex siralamasina gore siralayalim.
my = xy?z3 icin o = (1,2,3)
m, = x3y? i¢in B = (3,2,0)

olur. |a|=1+2+3=6 , |3|=3+2+0=5 oldugundan |o| > |B| dur.

> > -y
Buradan Oy rex B olmasindan m, griex M2 elde edilir.

3



2.1.10 Tamim (Ters Alfabetik (Grevlex) Siralama)
o= (a, ., o) Ve f=(B,, .., B,) € L "5, olsun,

|m=i%>w=i@

i=1

veya
loo | =B [ iken a-B = (on—B,, .., on—p,) € L™

>
grevlex

vektor farkinda en sagdaki sifirdan farkli koordinat negatif ise o [ denir. Eger

a > PBiseX* > XPyazlir. Busiralama Z ™ iizerinde bir tam siralamadir.
grevlex grevlex =

2.1.11 Ornek k bir cisim, K[x,y,z] bir polinom halkasi olsun.

my=x3y?z ve m,=x2y®z? tekterimlilerini ters alfabetik (grevlex) siralamasma gore

siralayalim.
my = x3y%zigin a = (3,2,1)
m, = x2y%z12 i¢in B = (2,6,12)
olur.
a-B=(321)-(26,12)
=(3-2, 2-6, 1-12)
=(1,-4,-11)

en sagdaki sifirdan farkli koordinati -11<0 oldugundan o~ B dir. Buradan

grevlex
3,,2 > 2,,6,12
X°YZ oo X Y Z olur.
Simdi Ui¢ elemanli bir kiimenin grevlex siralamasma gore alt kiimelerinin nasil

siralanacagini gosterecegiz.

2.1.12 Ornek V={x;,x,,X3} iin iicli elemanlar1 X;X,X3, X;X3Xp, X;X;X3, XpX3Xy,
X3X1X5 ,X3XpXq seklindedir.

X1XoX5 i¢in o= (1,2,3)

X1X3X, i¢in o= (1,3,2)

X,X1X3 i¢in az= (2,1,3)

XX3Xq i¢in o= (2,3,1)



X3X1X, i¢in ag= (3,1,2)
X3X,X i¢in o= (3,2,1)
olmak {izere, bu elemanlari, indislerine ters alfabetik siralama uygulayarak ve ters alfabetik
siralamanin bir tam siralama bagintisi oldugunu da goz Oniine alarak, yeniden siralayalim.
o — a,=(3,2,1) - (2,3,1)

=(3-2, 2-3,1-1)

=(1,-1,0)

sagdan sifirdan farkli ikinci koordinati -1<0 oldugundan o, > a, olur. Buradan
g

revlex
> -y =
X3X2X1 ooy X2X3X1 elde edilir.

oy — a5=(2,31) - (3,1,2)

=(2-3,3-1,1-2)
=(-1,2,-1)
sagdan sifirdan farkli ilk koordinati -1<0 oldugundan Oy 25 olur. Buradan
X3X3Xq gr;}lex X3X1%, elde edilir.
as — o= (3,1,2) - (1,3,2)
=(3-1,1-3,2-2)
=(2,-2,0)
sagdan sifirdan farkli ikinci koordinati -2<0 oldugundan asgreilex a, olur. Buradan

X3X1 X5 gr;lex X1Xx3%, elde edilir.
0!2 - a3: (1,3,2) = (2,1,3)
=(1-2, 3-1, 2-3)
=(-1,2,-1)

sagdan sifirdan farkli ilk koordinat1 -1<0 oldugundan @, > a3 olur. Buradan
gr X

evle
X1X3X gr;lex X,X41x3 elde edilir.
063 - a1: (2,1,3) = (1,2,3)
= (2-1, 1-2, 3-3)
=(1,-1,0)

sagdan sifirdan farkl ikinci koordinati -1<0 oldugundan a; > ¢4 olur. Buradan

grevlex
X2X1X3 gre?;lex X1x,x3 elde edilir. Yine > bir tam siralama bagintis1 olup gegisme
ozelligine sahip oldugundan,

>
aGgr;,lex % greviex 5 greviex #2 greviex ®3 greviex

5
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bulunur. O halde,

X3XoX1 o XpX3Xy o X3X1Xy o X1X3Xy o XpX1X3 o X1XpX
37271 greviex 27371 greviex 37172 greviex 17372 greviex 27173 greviex ~172"3

olur.

{x1%3X3, X3X1 X3, X1X3X5, X3X1 X2, X2X3X1, X3X2X1 } seklinde elde edilir.

{x1,x,, x5} Uin alt kiimeleri ise benzer sekilde ters alfsbetik (grevlex) siralamaya gore

{3 {ad {2} {x, %2, x5} Lo, 231 {oeo s {oez, x5} {3}

seklinde siralanir.
2.2 Modiiller ve Serbest Modiiller

Bir halka tizerindeki modiil kavrami, bir cisim lizerindeki vektdr uzayr kavrami ile
benzerlik gosterir. Ancak bir vektor uzayin her zaman bir bazi varken, modiillerin bir baz

olmayabilir. Bir modiiliin bir baz1 varsa bu modiil serbest modiil olarak adlandirilir.
Simdi bu boliim i¢in gerekli tanim, 6rnek ve teoremleri verelim.

2.2.1 Tanim R bir halka olsun. M,
RXM — M
(ra) —ra
etkisi, Vr,s € R, a,b € M i¢in
(i) M, toplamsal Abelyan grup
(ii) r.(a+tb)=ra+rb
(iii) (r+s).a=r.a+s.a
(iv) r.(s.a)=(r.s).a
ozelliklerini sagliyor ise M’ ye R iizerinde bir modiil veya R-modiil denir
(V)Va€eMiginlz.a=a

ise , yani, halka ".” islemine gére birimli ise M’ ye birimli R-modiil denir.

2.2.2 Ornek R=K[x, ..., x,,] bir polinom halkast,

R ={(f1, ... f) | fi € R =K[x4,...,x,],i =1, ...,n}olsun.
Rx R* - R"

(0.(fis s fu)) = (Of1s -5 8f0)

etkisi bir moduldir.



2.2.3. Tanim M bir R-modiil, ® # N c M olsun.

Vm,n € Nver € Rigin
(i) mtn e N
(i) rmeN

ise N modiiliine M modiliinin alt modiilii denir.

2.2.4 Tanim R bir halka, A,B R-modiiller ve
T:A—B

fonksiyonu

(i) Va,ce Aigin T(a+ ¢) = T(a) + T(c)
(ii) vr € Rve a € Aigin T(r.a) =r.T(a)

ise T’ ye R-modiil homomorfizmasi denir.

K bir cisim, R=K[x,, ..., x,] polinom halkas1 olsun.
Rn:{(fL ---rfn) |fl €ER= k[xl, ...,xn] ,i=1, ...,n}

kiimesinin 2.2.2 6rnekten bir R-modiil oldugunu biliyoruz.

2.2.5 Ornek R=K[xy,..,x,] olsun. T:R®™ — R™ fonksiyonu igin f=(f, ...

g=(g4, .-, 8n)€ R™ olmak iizere,
T(f+g) = T(f)+T(g) ve ceR icin T(c.f) = c.T(f)

oldugundan T bir R-modiil homomorfizmasidir.

2.2.6 Teorem T:R® — R™ bir R-modiil homomorfizmasi ise

TH=Af

olacak sekilde bir A€ Mat(m, n, R) matrisi vardir. Bu A matrisi
_0_
0

A=[T(e,)) T(ey) .. T(e)], e=| |€R™, 1<i<n

1
i.satir

seklindedir.

ol
Ispat R"=Sp e
I

{‘) oldugunu biliyoruz. f € R™ alalim.
1



Bu durumda,
fy
LR

f=| |:f1'F‘+m+ fi.Fj+...+ f,. 0

olarak yazilabilir.
T()=T(f,e, + -+ fie; + -+~ fhen)

=fie; + -+ fieg + - fhey

T lineer oldugundan;

T(F)=f,.T(ey) +..+ f.T(e)) +..+ £,.T(ey)

£
T(f)= [T (ey) T(ep) ... T(en)]
.
£
T(f)= A, A=[T(ey) T(ey) ... T(en)]
£,

olur.

2.2.7 Tammm R bir halka, M bir R-modiil olsun. I indeks kiimesinin eleman sayis1t M

moduliniin rankini verir.

2.2.8 Ornek R bir halka, M=R" olsun. R?, 2.2.2 Ornekten bir R-modiildiir.

meM=R?" olsun.

ry
=m= ER", r; ER,i=1,...,n
fo
I 1 0 0
=r; 0 + 1. 1 + .41 0
ry 0 0 1

=rieq + e, + -+ 1€,
vV m € M=R" i¢in m€ Sp(ey, ..., e,) V€ ey, ..., €, lineer bagimsiz oldugundan M bir serbest

R-moduldir.



2.2.9 Uyan M, {b;|i € I} bazina sahip bir serbest modiil ve M; = Sp(b;) olan bir alt modiil
olsun. Bu durumda, b; tarafindan tiretilen alt modiil M;, M={r.b; | reR} saglayan kiimedir.
R halkasinin kendisi tizerinde bir R-modiil oldugunu géz oniine alarak,
T:R— M;
r— T(r)=r.b;
dontisiimii R ve M; modiillerinin bir R-modiil izomorfizmasi oldugunu gorelim:
V r,s€eR i¢in
T(r+s) = (r+s).b;
= r.b;+s.b; (M;, modiil)

=T(N+T(s)
ve CER i¢in
T(c.r) = (c.r).b;
=c.(r.by)
=c.T(r)
oldugundan T bir R-modiil homomorfizmasidir.
V r,s€eR i¢in
T(r)=T(s) = r.bj=s.b;
= I.b;- $.b;=0
= (r- 5).b;=0
ve b; # 0 oldugundan,
=r-5=0
=r=s

oldugundan, T 1-1’ dir.

SE M; olsun. T(r)=s olacak sekilde bir rER bulmaliyiz.

Se M; ve M;=Sp(b;) oldugunda s= r.b; EM olacak sekilde reR vardir. Boylece T orten
olur.

Boylece, T’ nin bir R-modiil izomorfizmas:t oldugu gosterilmis olur. M, {b;|i € I}

tarafindan tretildiginden ve i#j iken M; N M; = @ oldugundan M :ifl M; olur. i € Tigin

M; = R oldugundan M = 16691 R elde edilir.

Tersine, M = i?l R oldugunu varsayalim.

Vi€ I igin ¢;=(0,0,...,1,...,0) olsun.



{e;| i €1}, ieeal R i¢in bir bazdir ve M = ieg R oldugundan bu kiime M i¢in de bir bazdir.

I
Boylece M bir serbest R-modiildiir.

2.2.10 Tanim R bir halka, M bir modiil, S M’nin bir alt kiimesi olmak iizere, Vv MeM,
a; ER igin m=a;my+... +a,m, ,m; €S ,i=1,...,n
sonlu lineer kombinasyon olarak tek sekilde yazilabiliyorsa S kiimesine, M modiiliiniin bir

baz1 denir.
2.3 Regiiler Diziler

2.3.1 Tanim R bir halka ve P, R’ nin bir ideali olsun.
a.beP iken ae P veya be P

oluyor ise P’ ye asal ideal denir.

2.3.2 Ornek R=K[x, ..., x,] polinom halkas1 ve I=(xi,, .., X ), 1< i < n, 1<k<r,
{x1, ..., X} nin bir alt kiimesi tarafindan tiretilen herhangi bir ideal olsun.

p,q€ R=[xy, ..., x,] ve p,q€l alalim.

= p.g=hy.x;, +hy. X, +...+hy. X; olacak sekilde hy, ..., h, €R polinomlari vardir.
P.q, Xj,, 1<k<r’ ler cinsinden bir polinom oldugundan, p.q’ nun sabit terimi 0’ dir.

R=K[xy, ..., x,] cok degiskenli polinom halkasini,

_ i i
R = 2 i, i X1t e Xn 0Ty, €K

in,-ir

olarak yazabiliriz.

p € k[xl, ...,xn] =>p= Z rilminxlll ___ann » Ty i ek

in,ir

q € K[xq, ..., xp] @ q= Z Si, . i X1t Xp'™, S, . EK

iy
ve a, o €k, p’ nin by _, €k q’ nun sabit terimleri olsun.
= a9..0- bo..0= 0
k bir cisim oldugundan a,_o = 0 veya b, , = 0 elde edilir.

ag..o = 0ise, p’ nin her terimi X;_, ..., X;  degiskenlerinden en az birini igerir. Bu p€l
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anlamina gelir. Benzer sekilde b, o = 0 ise g€l elde edilir. Sonugta, I asal idealdir.

2.3.3 Tanmm Bir halkanin(Krull) boyutu, R’ deki asal ideallerin en uzun zincirinin
uzunlugudur ve dimR ile gosterilir. Yani, i=1,..., d i¢in

dimR =sup{d|Py S P; & - & Py & R, Pj asal}
2.3.4 Ornek R=K[xy, ..., x,] ise, dimR=n’ dir [2].

2.3.5 Tamim R birimli ve degismeli bir halka olsun. 0#a€R i¢in a.b=0 olacak sekilde
0+#beR varsa a’ ya R’ nin sifir boleni denir. 0#a€R igin, a, R’ nin sifir béleni degilse, a

elemanina R’ nin regiiler elemani denir.

2.3.6 Uyan |, R=K[x, ..., x,] polinom halkasinin bir ideali olsun. F = F + 1, R/I béliim
halkasinin sifir béleni degilse FER ‘ye R/I” nin bir regiiler elemani denir.
F = F + 1 €R/I’ da sifir bdlen olmasim. Bu durumda,
(F+1).(G+1)=0g/; iken G + 1 = 0g/y
olur ki, bu Gel demektir. Burada
(F+1).(G+1)=0g/
(F.G)+I=0g; = F.GEl
olarak diistiniilebilir. Sonugta, iistteki tanima denk olarak

F.G €l iken Gel ise F, R/I’ da regiilerdir.

2.3.7 Ornek Herhangi bir x; € R=K[x, ..., x,,] eleman igin,

Xi, R=R /(o) da regiilerdir, ¢iinkii I=(0) ve F=x; iken F=x;+(0)€ER /(0
dir. x; #0 ve R bir tamlik bélgesi oldugundan

(x;).G€el=(0) = G=0€l

olur.

2.3.8 Ornek K[x,y,z] polinom halkasindan, I=(xyz) idealini alalim. Xxy€I oldugundan
xy # 0 €ER/1 ve z&I oldugundan Z # 0 €R/I iken xy, R/I iizerinde regiiler degildir, ciinkii

Xy(z)= Xyz=xyz+l == 0Og/=0
xyz€l

dir.

11



2.3.9 Tamim R degismeli halka, M, R halkas1 {izerinde bir R-modiil ve F4, ..., F,, , R’ nin
bir dizisi olsun.

(i) (Fy, ... Fp).M#M

(ii) Her i=1,..., migin , F;, M /(g, _p,_,).m Uzerinde regiiler,

ise Fy, ..., F, dizisine M iizerinde bir regiiler dizi veya kisaca M-dizi denir.

2.3.10 Ornek k bir cisim olsun. M=k[x,y,zZ] modiiliinii diisiielim. X, y(1-x), z(1-X)
dizisinin regiiler bir dizi oldugunu gosterelim.

(1) 1€ (X, y(1-x), z(1-x)).M oldugundan (X, y(1-x), z(1-x)).M=+M olur.

(i) 0#x€ K[x,y,z] icin x.p = 0 olacak sekilde 0#p€ K[X,y,z] olmadigindan x, K[x,y,z]’ de
sifir bolen degildir.

0+ye K[y,z] i¢in y.r = 0 olacak sekilde 0#r€ K[y,z] olmadigindan y, k[y,z]* de sifir bolen
degildir.

0+z€ K[z] i¢in z.s = 0 olacak sekilde 0#S€ K[z] olmadigindan z, K[z]’ de sifir bolen
degildir.

Diger yandan; y(1-x), z(1-X), X dizisi bir regiiler dizi degildir:

(1) 1€ (y(1-x), z(1-x), X).M = (y(1-x), z(1-x), X).M=+=M olur.

(i) 0=y(1-x)€ k[x,y,z] icin

y(1-x).p=0 olacak sekilde 0#p€ K[x,y,z] olmadigindan y(1-x), K[X,y,z]’ de sifir bolen
degildir, fakat

0#z(1-x)e Kk[x,y,z] i¢cin yé&(y(1-x) ve z(1-x).(y)e(y(1-x)) oldugundan z(1-X),
K[X,¥,2] /y(1-x)K[xyz ‘de sifir bolendir.

Dolayisiyla, y(1-x), z(1-X), X regiiler dizi degildir.

Bu nedenle, regiiler dizilerde sira 6nemlidir.

2.4 Hilbert Baz Teoremi

2.4.1 Tammm R bir halka olsun. R’ nin her ideali sonlu iiretilmis ideal ise R’ ye Noether
halkas1 denir.
2.4.2 Uyan A, R’ nin bir alt modiilii olsun. R’ nin Noether halkasi olmasi i¢in gerekli ve

yeterli sart A ve R/A’ nin Noether halkai olmasidir [3].
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2.4.3 Teorem (Hilbert Baz Teoremi. R bir halka olsun. R’ nin bir Noether halkas1 olmast
icin gerekli ve yeterli kosul R[x] tek degiskenli polinom halkasinin Noether halkasi
olmasidir.
Ispat & : R[x]’ in Noether halkas1 oldugunu varsayalim.
0: R[x]— R
f(x) — 6(f(x))=f(0)
0 doniisiimii iyi tanimlidir:
V X€ER i¢in f(x)=g(x) varsayalim.
0€eR ve (0) = g(0) = 0(f(x)) = 6(f(x)) elde edilir.
0 bir halka homomorfizmasidir:
v f(X), g(X)€ R[X] i¢in
0(f(x)+9(x))=0((f+g)(x))
= (f+0)(0)
= f(0)+g(0)
= 0(f(x))+0(g(x))
ve
6(f(x).9(x)) = 6((f.9)(x))
= (£.9)(0)
=1(0).9(0)
= 0(f(x)).0(g(x))
olur. 6 doniistimii 6rtendir:
reR alalim. 8(f(x))=r olacak sekilde f(x) € R[X] bulmaliyiz.
f(x)=r+a,.x+...+ a,.x" € R[x] alirsak
0(f(x)) = f(0)=r+a;. 0+...+a,.0
=r
oldugundan 6 oOrtendir. Buradan 0 donligimi iyi tanimlhi ve Orten bir halka
homomorfizmasi olur.
Cek 6 = {f(x) € R[x]|0(f(x)) = 0}
= {f(x) € R[x]|f(0) = 0}
= {f(x) € R[x]|f(0) = ag +a,0* +--+a,0" =0,a; ER,i=0,...,n}
={f{(x) =ap +a;x+ -+ ax" € R[x]|lag = 0}
={a;x +a,x?..+a,x"a; ER,i=1,..,n}

=<xX>
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Halkalar i¢in I. izomorfizma teoreminden [3], R[x] /<,~= R dir. Buradan, R, bir Noether
halkasidir.

= . R’ nin Noether halkas1 oldugunu varsayalim.

R[x]’ in her sol idealinin sonlu tiretilmis oldugunu gostermeliyiz. J, R[xX]’ in bir sol ideali
olsun.

J=<0> ise ispat biter.

J#<0> olsun. ne Z* ve I, , I’ nin sifirdan farkli ve derecesi en ¢ok n olan en yiiksek
dereceli terimin katsayilarinin kiimesi olarak tanimlansin.

Iddia 1: I, , R’ nin bir sol ideali ve I, € I; € I, S - oldugunu gorelim.

vV n€ Z* i¢in 0€ I, oldugundan I,, # @ olur.

a, be I, olsun. Bu durumda,

f(x)=ax™ + --- ve g(X)=bX* + -, mt<n

olacak sekilde f,g€l vardir.

m>t oldugunu varsayalim.

XM=t g =b. XM + .- €], J ideal ve f € J oldugundan

f-Xmtg=(a—b).X"+ - €]

olur.

a=b ise a-b=0€ I,

a#b ise a-b, f-X™~t, g € J’ nin en biiyiik dereceli teriminin katsayisidir. Buradan a-b € I,
olur.

a€ I, reR olsun.

f(x)=a. X™ + ---, m<n

olacak sekilde bir f € J vardir. J bir sol ideal oldugundan

r.f(x)=r.a. X™ +--- €J olur.

r.a=0 ise O€ I, oldugu i¢in r.a € I,” dir.

r.a#0 ise r.a, r.f € J’ nin en yiiksek dereceli teriminin katsayisidir. Buradan, r.a€ I,, olur. O
halde, V ne Z* i¢in I,,, R’ nin bir sol idealidir.

[,={a € R|f(x) = a.x™ + --- € ]}

a€ [, = I f(x) = a.x" +... € ] dyleki deg(f)=n
= x.f(x) =ax™*t! +..-+... €], deg(x.f)=n+1
] ideal

— aE In+1

14



olur. Buradan I,, € 1,4’ dir. R, Noether halkasi oldugundan I, € 1; € --- artan zinciri bir
kE Z* igin Iy = Iyyq = Igyp = -+

olur. Buradan

U In = Ik
n=1

elde edilir. R Noether halkasi ve I,,, R’ nin bir sol ideali oldugundan

[h=<a,,,an,, ..., ay,

> an; €1y N S I

seklinde yazabiliriz.

an; € [, i¢in an; fn].’ nin en yiikksek dereceli teriminin katsayisi olacak sekilde fn]. €]
vardir.

deg(fnj) = n oldugunu varsayalim.
iddiaZ:J:<fnj|OS n<k,1<j<t,>
0+f € ] ve deg(f)=# olsun.

£ lizerinden tiimevarim yapalim. £ = 0 icin ispat aciktir.

£ > 1 ve J’ nin derecesi m-1’den kii¢lik veya esit olan her elemaninin fn]_’ nin R[x]-lineer

kombinasyonu olarak yazildigini varsayalim.
1<f£<m-—1likenfeJolur.

£=m iken deg(f)=m. Boylece, I,,” nin tanimindan a€ I, olur. Buradan,
In=<am,, qm,, ) Am,, > oldugundan baz1 O, € Ric¢in

tm
a= Z Ol - A,
j=1
olur.
T
V m > ki¢in I, = I oldugundan bazi ay; € Ricina = z Ol - Ak

j
j=1

( b
f(X) — Xm-k Z ag.a (X) |, m<kise
=1
g(X) =1 o
f(X) — Z O fm]_ X) |, diger durumda
\ j=1

gelJ ve deg(g) < m-1 oldugu agiktir. Tiimevarim kabuliinden, g’ nin sag tarafi

J=< fn].| 0<n<k,1<j<t, > ninelemanidir. Buradan
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fel=<f,|0<n<k,1<j<t,>eldeedilir. Béylece, J sonlu iiretilmistir.

2.4.4 Sonug R bir Noether halkas1 ise R=K[xy, ..., x,] ¢cok degiskenli polinom halkasi da
Noether halkadir.

2.5 Grobner Bazlar

251 Tamm 0 # f =), a,x"* € K[Xy, ..., Xy ] bir polinom,” > " bir tekterimli siralamasi
olsun.” > " siralamasina gore,

(i) f nin katl derecesi (multidegree),

multideg(f)=max(a € Z%,|a, # 0)

(if) f nin en yiiksek dereceli teriminin katsayisi,

LC(f=amultideg(r € K

(iii) f* nin en yiiksek dereceli tekterimlisi,

LM (f)=x multideg()

(iv) f* nin en yiiksek dereceli terimi,

LT(H)=LC(F).LM(f)

olarak tanimlanir.

2.5.2 Ornek f(x,y,z) = 4xy?z+4z2-5x3+7x?z% € K[X, y, z] ve " > " lex siralamas1 olsun.
m; =4xy?zigino; = (1,2, 1)
m, =4z i¢in a, = (0, 0, 2)
m; =-5x3 i¢in az = (3,0,0)
m, =7x?z% igin a, = (2, 0, 2)
seklindedir. Buradan;
multideg(f)=(3, 0, 0)
LC(f)=-5
LM(f)=x3
LT(F)=-5x3

elde edilir.

2.5.3 Tammm {0} #| c K[x4, ..., X, | idealini alalim.

(i) I idealinin elemanlarinin en yiiksek dereceli terimlerinin kiimesi LT(I),
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LT(I)={c.x*|f € 1 6yleki LT(f) = c.x“} ile ifade edilir.

(if) LT(I) kiimesinin elemanlari tarafindan iiretilen ideal < LT(I)> ile gosterilir.

2.5.4 Ornek |1=<f;,f,> c k[x, y] , f; = x3 — 2xy , f, = x%y-2y2+x olsun. k[x,y]" de grlex
tekterimli siralamasini kullanalim.
(Y)- fi# X 5= (-y).(x* — 2xy) + x.(x?y-2y*+X)
=x%? el
LT(x?) =x? € <LT(I)>
olur. Buradan
m; = x3i¢ina; =(3,0)
m, =-2Xxyi¢in a, = (1, 1)
olup |ay|=3 > 2=|a,| oldugundan
multideg(f;)=(3, 0)
LC(f;)=1
LM(f,)=x3
LT(f)=x3
olur. Benzer sekilde, LT(f,)= x%y elde edilir.
LT(f;)=x3, LT(f,)=x?y ve x? ¢<x3, x%y > oldugundan,
<LT(I)> & <LT(f;), LT(f,)> olur.

2.5.5 Tammm Z%, tizerinde " > " tekterimli siralamasi ve Ic K[xy, ..., x,,] olan bir ideal
olsun. G={gy, ..., g} < I sonlu altkiimesini alalim.
<LT(gy),..., LT(gy)> = <LT(l)> ise, G kiimesine I idealinin Grobner baz1 (veya standart

baz1) denir.

2.5.6 Teorem (K[xq, ..., x,]” de Bolme Algoritmasi)

Z%, tizerinde " > " tekterimli siralamasi ve f, ..., fg € K[x4, ..., Xn]

LT(f;) > LT(f,) > ... > LT(f;) olacak sekilde polinomlar olsun. Her f € K[xy, ..., x,]
polinomu, a;, re K[xy, ..., X,] iken r=0 veya r, LT(f;), LT(f;), ..., LT(fs)’ lerin higbirisi ile
boliinmeyecek sekilde tekterimlilerin bir k-lineer kombinasyonu olarak

f=afi+ .. +tagf+r

seklinde yazilabilir.
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Ispat [1].

2.5.7 Uyan f € K[x4, ..., x,,]” nin F=(f}, ..., f5) siral1 s-lisine gore bolme isleminden kalanini

fF ile gosterelim.

2.5.8 Ornek F=(x?y — y?, x*y? — y?) c K[x,y] ve ">" lex siralamasi olsun.

f=x°ye K[x,y] i¢in

f; = x%y —y?, f, = x*y? — y? olmak iizere;

x°y = (x3 + xy).f; + xy3

xy3 = 0. f, + xy3

oldugundan

f=(x3+xy).f; +0.f, + xy3

— fF = xy?3

elde edilir. Burada, f polinomunun F sirali s-lisine gére kalan f— 5 xy> olarak da

gosterilebilir.

2.5.9 Tamim 0+f, g€ K[x4, ..., x,] olsun.
(i) multideg(f)=a. € (12, , multideg(g)=B € 113, ,
V i=1,...,n igin y,=max(ey, B;) olmak iizere LM(f) ve LM(g)’ nin en kii¢iik ortak kati

Y=(v,, -, 7,,) olsun.
X1"1X,"2 ... x,'m=X"=OKEK(LM(f), LM(Q))
seklindedir.

(i1) f ve g polinomlarinin S-polinomu,

X e X
S0 e [~ e 8

seklindedir.

2.5.10 Ornek R=R[x,y], f=x3y? — x2y® + x € R ve g=3x*y + y? € R, ">" grlex
siralamasi olsun.

f=x3y? — x%y3 + x igin LT(f)=x3y?

g =3x*y + y? igin LT(g)= 3x*y

olup X"=x*y? , y = (4, 2) elde edilir. Buradan,
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S(f,g) = ﬂ(X3 2 —x%y3 +x)— xy® (3x*y +y?)
9) = 52Xy y 3xty yTy
= xty? — x3y3 + x2 — xty? — §y3

— 4343 2_1.3
=Xy X2y
2.6 Cohen-Macaulay Halkalari

Macaulay halkasi olarak da adlandirilan Cohen-Macaulay halkalar1 degismeli cebirin temel

konularindan biridir. Cohen-Macaulay kavraminda polinom halkalarindan esinlenilmistir.

2.6.1 Tanmim R bir halka, I, R’ nin bir ideali ve M bir R-modiil olsun. M=#1.M ise, 1, i¢inde
bir n-uzunluklu ag, ...,a, M-dizisinin maksimal uzunluguna M’ nin I derinligi denir ve
depth(l, M) ile gosterilir.

M=I1.M ise depth(l, M) = oo olur.

2.6.2 Tanim R bir halka ve 72 , R halkasmin bir maksimal ideali olsun.
R halkasinin 7 idealinden baska maksimal ideali yok ise, R halkasina lokal halka denir ve

(R,m) ile gosterilir.
2.6.3 Ornek Biitiin cisimler lokal halkadr, ¢iinkii {0}, bu halkanin tek maksimal idealidir.

2.6.4 Uyan Eger (R,m) lokal halka ise, M’nin m-derinligine kisaca M’nin derinligi denir
ve depth(M) := depth(#zz, M) ile gosterilir.

2.6.5 Ornek k bir cisim ve R= K[xj, ..., x,] polinom halkas1 olsun.
K[xy, ..., X, ] halkasina m =< x4, ..., x,, > maksimal idealini alalim. M= K[x, ..., x,,],
RxM—M
(r,Hh—r.f
etkisi ile bir R-modiildiir.
X1y ey Xy € < X1, ey Xy > VE Xy, ..., X, N-UzUNluklu bir M-dizisidir:
(1) iI=1,..,nigin X, K[Xq, -, Xn] /<xy,.xi_y > K[xy,..x,] UZeTinde sifir bolen degildir, ¢linkii
K[X1, o, Xn] /<xq,xiy > kixgexn] S KXy o) Xn]

@i1) k[xq, -, Xp] # < Xq, ooy X >.K[Xq, ..., Xp] Olur, ¢linkii 1 € < x4, ..., X, > K[Xq, ..., Xp]
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dir. Buradan, depth(< x4, ..., X, >.K[X4, ..., X,]) = n elde edilir.

2.6.6 Tamim R bir Noether lokal halkasi, M0 bir sonlu R-modiil olsun. depth(M)=dimM
ise M bir Cohen-Macaulay modiil’ diir.

R halkasi, bir Cohen-Macaulay modiil ise, R bir Cohen-Macaulay halkasidir denir.

2.6.7 Teorem Herhangi bir ISR=K[x4, ..., X,] ideali i¢in depth(R/I) < dim(R/1) olur.
Ispat [4].

2.6.8 Tamim R bir halka ve ISR bir ideal olsun. depth(R/I) = dim(R/1) ise R/I halkasi bir
Cohen Macaulay halkasidir.

2.6.9 Ornek R=XK[x, ...,x,] polinom halkas1 bir Cohen-Macaulay halkadir, ¢iinkii 1=(0)
alirsak,

depth(R/1) < dim(R/1) ve dim(R/1) = n olur. 2.6.5 Ornekten,

depth(R/1) = n =dim(R/I)

elde edilir.
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3. SIMPLISYAL KOMPLEKSLER

Bu boliimde ¢izgeler, simplisyal komplekslerin tanimi, gizgelerin simplisyal kompleksleri,
Kruskal-Katona teoremi, Stanley-Reisner halkalar1 ve simplisyal kompleksin Cohen-
Macaulay Ozellikleri ile ilgili tanim ve teoremler verilecektir. Bu bilgiler [4]

kaynaklarindan alinmistir.

3.1 Cizgeler

3.1.1 Tamim V sonlu bir kiime ve E, VXV’ de bir sirasiz ikililer toplulugu olmak iizere (V,
E) seklindeki ikililere ¢izge denir. "G” ile gosterilir. V ‘nin elemanlar1 ¢izgenin kose

noktalar1, E’ nin elemanlar1 kenarlar olarak adlandirilir.

3.1.2 Ornek V={1,2,3,4,5} ve E=(1, 2)(L, 3)(L, 4)(2, 4)(3, 4)(L, 5)(4, 6) c VXV ile bir G

cizgesi tanimlayalim.

5

sekli ile gosterilen G ¢izgesi 5 kdse ve 7 kenardan olusur.

E’ de tekrar eden elemanlar olabilir. Bu durumda G’ nin ¢oklu kenar1 vardir denir.

3.1.3 Tanim G ¢izgesinin sadece bir kosesi arasinda bir kenar1 varsa bu kenara dongi

denir.
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3.1.4 Ornek

bir ¢izge olsun. Bu ¢izgede (3, 3) bir dongiidiir ve (1, 5) iki kez eklenmistir.

3.1.5 Tamim Dongiiler igermeyen ve ¢oklu kenarlart olmayan bir ¢izgeye basit ¢izge denir.

3.1.6 Ornek

sekli basit bir ¢izgeyi gostermektedir.

3.1.7 Not 3.1.1 Cizge taniminda kenarlar sirali olmayan ikililerdir. Burada (1, 4) kenart ile

(4, 1) kenart ayni1 kenardir. Boyle ¢gizgelere yonlendirilmis ¢izge denir.

3.1.8 Tamim Kenarlart sirali ikililerden olusan ¢izgeye yonlendirilmis ¢izge denir. Boyle

cizgelerde, (X4,X,) kenart i¢in, X, den baslayip x,’ de biten bir ok ¢izilir.

3.1.9 Ornek V={12,3,4,5,6} ve E=(L, 2),(L, 3),(4, 1),(4, 2),(3, 4),(L, 5),(6, 4) c VXV ile

yonlendirilmis bir G4 ¢izgesi tanimlayalim.
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3.1.10 Tammm V;, G’ nin koselerinin kiimesi, X€ Vg olsun. x’ e bagh olan kenarlarin

sayisina x’ in derecesi denir ve degx ile gosterilir.

3.1.11 Not Basit ¢izgeler baglantili olmak zorunda degildir. G’ nin baglantili bilesenlerinin

sayist #comp(G) ile gosterilir.

3.1.12 Tamim G=(V, E) bir ¢izge olsun.G’nin tiim kdseleri arasinda en az bir kenar varsa
G’ ye bagl (baglantili) ¢izge denir. Eger, G’ nin herhangi iki kdsesi arasinda bir kenar

bulunmuyor ise G, baglantili olmayan ¢izgedir.

3.1.13 Ornek
2 3

|

sekli ile gosterilen ¢izge baglh ¢izgedir.
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3.1.14 Ornek

2

sekli ile gosterilen ¢izge, bagl olmayan ¢izgedir.

3.1.15 Tanim G=(V, E) bir ¢izge olsun.

V' €V, E CEise, H=(V,E) ikilisine G’ nin bir alt ¢izgesi denir.

3.1.16 Tanmim @ #SC V;; olsun. Kose kiimesi S olan ve kenar kiimesi de S’ deki iki kdseyi

baglayan G’ deki kenarlardan olusan, G’ nin alt ¢izgesine G’ nin indirgenmis alt ¢izgesi

(1)
1 2
l/ >®
b4 4
3 6
Gy

! 1 o2

¢ 3
6 Hz 6
3 H,

24

denir ve Gg ile gosterilir.

3.1.17 Ornek

G, ¢izgesini diisiinelim.
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sekilleri G;’ in iki alt ¢izgesini gostermektedir. H; alt ¢izgesi indirgenmis alt ¢izgedir. Bu
cizgede, G;’ e ait olan 2, 3, 4 ve 6 koseleri arasindaki tiim kenarlar H;’ de vardir. Ikinci alt
cizge olan H, indirgenmis alt ¢izge degildir, ¢linkii (2, 4) ve (1, 4) kenarlari, G;’ de

olmasina ragmen H,’ de eksiktir.

3.1.18 Tanim G€ ile gosterilen G ¢izgesinin tiimleyeni, G kiimesiyle ayni kose kiimesine

sahip, fakat kenar kiimesi {Xx;,Xj} € Ege & {Xj,X;} € Eg kurali ile tamml1 olan ¢izgedir.

3.1.19 Tanmim G bir ¢izge olsun G’ nin q uzunlugundaki ¢evrimi (cycle), G’de
{e1 = X1X, €3 = X3X3, ., €q—1 = Xq-1Xq, €q = XgX1} (1] i¢in x; # X;)
olan dizidir.

X1, .., Xq koOseleri olan q uzunlugundaki bir gevrim, (x;x; ... x4x;) ile veya Cq ile gosterilir.

3.1.20 Ornek

Cs cevrimi: (124531)

3.1.21 Tamim C=(x;X; ... x4x1), G’ nin bir gevrimi olsun.
Eger, x;X;, G” nin bir kenar1 olacak sekilde bir j#i+1(mod q) var ise, C ¢evrimi bir kirige

sahiptir.
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3.1.22 Ornek 3.1.20 Ornegindeki Cs=(x; X, x3%4X5x;) = (124531) ¢evrimini alalim.
(x2 = 2,x5 = 3) kenari, j=5%#3(mod 5) oldugundan Cs’ in bir kirisidir.

(x, = 2,x4 = 5) kenari da j=4%(mod 5) oldugundan Cs’ in bir kirisidir.

3.1.23 Tanmim C, G’ nin bir ¢evrimi olsun. C’ nin uzunlugu en az 4 ve hig kiris yok ise, C’

ye minimal ¢evrim denir.

3.1.24 Ornek G gizgesi

olsun. C5 = (124531) ¢evrimi G’ nin minimal ¢evrimidir, fakat C3=(3, 7, 8, 3) ¢evrimi

minimal degildir.

3.1.25 Tamim Cevrimleri olmayan baglantili ¢izgelere agac denir.

3.1.26 Ornek
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3.1.27 Tanim Her bir baglant1 bileseni aga¢ olan ¢izgeye orman denir.

3.1.28 Ornek

e

sekil iki agaglik bir orman1 gostermektedir.
3.1.29 Tanim Bir agacta, derecesi 1 olan herhangi bir kdseye yaprak denir.

3.1.30 Ornek

X4 X Xg

bir agactir. X3, X4, X, Xg, X9 bu agacin yapraklaridir, ¢linkii

deg(xz) = deg( x,) = deg(xs) = deg (xg) = deg (x9) =1

dir.

3.1.31 Tamm C,,, n uzunluklu bir ¢gevrim olsun. C,,” € bir z kdsesi ve V_ igindeki her kose

ile z arasma bir kenar ekleyerek olusturulan W, ¢izgesine, cark ¢izgesi denir. W,,, n+1

koselidir.

27



3.1.32 Ornek

A DR

W, A Ws

3.1.33 Tamm X, ile gosterilen n koseli tam ¢izge, her i#j igin x;,x; € Vg iken x;,x; €

Eg, Ozelligine sahip olan ¢izgedir. Bir baska deyisle, eger bir ¢izgede, her kose arasinda

bir kenar varsa tam ¢izgedir.

3.1.34 Ornek
‘7(‘3 ‘7(‘4
3 koseli tam ¢izge 4 koseli tam gizge

3.1.35 Tamm X, ile gosterilen tam olan iki par¢ali ¢izge, kose kiimesi

Ve={X1,X2, ., Xn Y1, Y2, -»Ym} Ve kenar kiimesi Eq={xjyj|1 <i<n,1<j<m} olan

cizgedir.
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3.1.36 Ornek
X1 X9 X1 X2 X3

y3
Y1 y2 Vi Yy ys

Ky K33

3.2 Simplisyal Kompleksin Tanimi

Simplisyal kompleks, topolojik yapilari temsil etmek i¢in kullanilmasinin yaninda
kombinatorik dogasi nedeniyle de cebirsel topolojinin ilging bir konusudur. Simplisyal

kompleks, simpleks ad1 verilen bloklarin bir araya getirilmesiyle olusturulur.

3.2.1 Tammm V={Xx4, ..., X, } sonlu bir kiime, P(V), V’ nin kuvvet kiimesi olsun. V {izerinde

A simplisyal kompleksi, P(V)’ nin
(i) Viigin {x;}€ A

(ii) F € A ve GSF iken Ge A
olacak sekildeki bir alt kiimesidir.

A € P(V) oldugu agiktir.

3.2.2 Ornek V={x,, X,,X3,X,} olmak iizere;

A= {{Xl}’ {x2}, {xa} {xa}, {x1, %2}, {x2, X33, {x3, x4}, {x1, X3}, {x1, %2, X3}}
{Xl}! { XZ}! {X3}! {X4} € A ve
{x1,%,} € Ave {x;} € {xq,%,} iken {x;} € A

{x,x,} € Ave {x,} c {x1,X,} iken {x,} € A
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{x,,%3} € Ave {x,} C {x,,x3} iken {x,} € A

{x,,%3} € Ave {x3} C {x,,x3} iken {x3} € A

{x3,%,} € Ave {x3} © {x3,%x,} iken {x3} € A

{x3,X,} € Ave {x,} © {x3,%x,} iken {x,} € A

{x1,x3} € Ave {x;} c {x,x3} iken {x;} € A

{x1,x3} € Ave {x3} c {x1,x3} iken {x3} € A

{x1,X,,X3} € Ave {x;} c {xq,X,,X3} iken {x,} € A
{x1,%5,%3} € Ave {x,} € {Xq,X5,x3} iken {x,} € A
{X1,X;,%3} € Ave {X3} C {Xq,X;, X3} iken {x3} € A
{x1,X5,X3} € Ave {X1,X5} C {X41,X,, %3} iken {x;,x,} € A
{x1,X5,X3} € Ave {X1,X3} C {Xq1,X,, %3} iken {x;,x3} € A
{X1,X5,%3} € A Ve {X,,X3} C {Xq,X,, X3} iken {x,,%x3} € A

oldugundan A bir simplisyal komplekstir. A simplisyal kompleksini

X1

X4

olarak cizebiliriz.

3.2.3 Ornek A'={{x:}, {2}, (x5}, {4}, (X2, X4, {31, X2, X33}
bir simplisyal kompleks degildir, ¢iinkii {x,}, { x5}, {x3}, {x,} € A’ fakat
{x1,X;5,%3} € A’ ve {x1,X,} C {Xq,Xy, X3} iken {x;,x,} & A’
{x1,X;,%3} € A’ ve {x1,X3} C {Xq,Xy, X3} iken {x;,x3} & A’

!

{x1,%X5,%X3} € A" ve {X,, X3} € {Xq,X5,%X3} iken {x,,x3} € A
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3.2.4 Ornek

olarak verilen A simplisyal kompleksi,

A= {{Xl}: {323 (3} (xa} {x0, X2 X1, X33, (%2, X3 1 X1, X4}, (X3, X4}, {x1, X2, X3}}

olarak yazilabilir.

3.2.5 Tanim A’ nin elemanlarina yiizler denir.” " altindaki maksimum yiizlere faset denir.

3.2.6 Tamim F€ A bir yiiz ise F’ nin boyutu dim F = |[F| — 1 ile, A’ nin boyutu ise

dim A =max{dim F |[F € A} ile ifade edilir.

3.2.7 Ornek A

X7

olsun. A’ y1 liste seklinde,
A= {{X1}' {323 {33 (x4}, {0, X2} {x0, X33, (x4, X0}, {X2, X33, (%3, X0 H{Xq, X3, X4}}
olarak yazabiliriz.
F,={x,} yliziiniin boyutu, dim F,;=|F;| — 1
=1-1=0
F,={x,} yliziiniin boyutu, dim F,=|F,| — 1

=1-1=0
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F3;={x3} yiiziiniin boyutu, dim F;=|F;| — 1
=1-1=0
F,={x,} yiliztiniin boyutu, dim F,=|F,| — 1
=1-1=0
Fe={x4, X, } yiiziiniin boyutu, dim Fs=|F¢| — 1
=2-1=1
F¢={x1, X3} yiizliniin boyutu, dim F¢=|F¢| — 1
=2-1=1
F,={x4, x4} yiiziiniin boyutu, dim F,=|F,| — 1
=2-1=1
Fg={x,, X3} ylizliniin boyutu, dim Fg=|Fg| — 1
=2-1=1
Fo={x3, X4} yiiziiniin boyutu, dim Fg=|Fo| — 1
=2-1=1
F={x4, X3, X4} yliziiniin boyutu, dim F=|F| — 1
=3—-1=2
F yiiziiniin boyutu 2 ve diger tiim yiizlerin boyutu < 1 oldugundan
dim A =max{dim F |F € A}
=2

elde edilir.

3.2.8 Tamim F€ A bir yiiz olsun.

e Eger dim F=0 ise veya buna denk olarak |F| = 1 ise, F bir kosedir.
e Eger dim F=1 ise veya |F| = 1 ise, F bir kenardir.
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e Eger F=0 ise, dim F=-1 dir.

3.2.9 Tamm {F;,F,,...,Fs} V’ nin alt kiimelerinin bir koleksiyonu olsun. Tiim F;’ leri
iceren ve <Fi,F,,...,Fs> ile gosterilen bir tek en kiigiikk simplisyal kompleks vardir.

<Fy, F,, ..., Fs> simplisyal kompleksine F;’ ler tarafindan iiretilir denir ve

<F,Fy,...,Fs>={G € V|G € F;,biri € {1, ..., s}} olarak yazilir.

3.2.10 Not Fy,F,, ..., F’ ler, A simplisyal kompleksinin fasetleri ise A=< Fy,F,, ...,Fg >

olur. Eger A=<F> ise, A bir simplekstir denir.

3.2.11 Tammm Biitiin fasetleri ayn1 boyuta sahip olan A simplisyal kompleksine piir

simplisyal kompleks denir.

3.2.12 Ornek

olsun. A simplisyal kompleksi piir degildir:
Fy = {x1, X2, X3} ve F; = {xq, X3}
A’ nin fasetleridir. Burada
dim F{=|F;| — 1
=3-1=2
dim F,=|F,| — 1
=2-1=1

A’ nin farkli boyutlara sahip iki faseti oldugundan, A piir simplisyal kompleks degildir.
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3.3 Cizgelerin Simplisyal Kompleksleri

Bu boliimde bir ¢izgeyle bir simplisyal kompleks arasindaki iliskiden bahsedilecektir.

3.3.1 Tammm G dongiilere veya ¢ok katli kenarlara sahip olmayan bir ¢izge olsun. G

cizgesi, kose kiimesi V;={x4, ..., X, } lizerinde 1-boyutlu bir simplisyal komplekstir.

3.3.2 Ornek

X9 X1

X3 Xy
cizgesi, 1-boyutlu
A= {{Xl}J { Xz}, {Xg}, {X4}' {XS}' {Xl; XZ}' {Xz, X3}, {XZﬂ X4}{X3’ X4}}
simplisyal kompleksidir.

3.3.3 Not Herhangi bir 1-boyutlu simplisyal kompleks bir ¢izge ile temsil edilir.

3.3.4 Tamim C¢,(G) ile gosterilen G ¢izgesinin n-uzunluklu bir kliki, her bir kdse arasinda

bir kenar1 olan n koseli bir ¢izgedir.

3.3.5 Ornek C¢,(G) Klikinin ¢gizgesi
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seklindedir.

3.3.6 Tamim G sonlu bir ¢izge ve G, FS V iken G’ nin F {izerindeki bir alt ¢izgesi olsun.
G’ nin klik kompleksi, A(G) = {F € V;|G bir klik} simplisyal kompleksidir.

3.3.7 Not A(G) bir simplisyal komplekstir, ¢iinkii;

e Viigin F={x;} € V; iken Gg,y3= CLy(G) bir klik oldugundan F={x;} € A(G)
e FeA(G) ve HS F ise Gy, Gg kliginin bir indirgenmis alt ¢izgedir. Gy da bir
kliktir, bu yiizden H € A(G)’ dir.

3.4 Kruskal-Katona Teoremi

Kruskal-Katona teoreminin, ilk yayinlanmis ispati Kruskal tarafindan ve daha sonra da
bagimsiz olarak Katona tarafindan verilmistir [5], [6]. Kruskal-Katona teoremi, simplisyal
komplekslerin  temel  kombinatorik  sayisal  verisi olan  f-vektorlerinin  bir
karakterizasyonunu vermektedir. Daha acgik ifadeyle, Kruskal-Katona teoremi, k-1 boyutlu
yiizlerin sayist verildiginde kompleksin sahip olabilecegi k-boyutlu yiiz sayisina bir iist

SINIr Verir.

3.4.1 Tanim A bir simplisyal kompleks ise, f; = f;(A) = i boyutlu yiizlerinin sayisi olarak

tanimlanir.

3.4.2 Uyan @ € A ve dim A = -1 oldugundan f_; = 1 ve f, = |V| = koselerin sayis1 olur,
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3.4.3 Tammm dim A = d ise, A’ nin f-vektori, f(A) = (fy, fy, ..., fg—1) d-lisidir.

3.4.4 Ornek A simplisyal kompleksini diisiinelim

X1

Xg

A={{x1}, {x2},{xs} {x4} {xs}, {x6}, {x1, X2}, {x1, X3}, {x1, X4}, {x2, X3}, {x3, X4}, {X3, X5},
{x4, X5}, {Xs5, X6}, {X2, X4 3}

fo=|V| =6

Simdi f;’ i bulalim.

f, = f,(A) = 1 boyutlu yiizlerinin sayisi
= A’ nin kenarlarinin sayisi
=9

f, = f,(A) = 2 boyutlu yiizlerinin sayisi
= A’ nin liggenlerinin sayis1
=4

f; = f3(A) = 3 boyutlu yiizlerinin sayisi
= A’ min dort yiizliilerinin sayist
=1

f-vektorii buradan f(A)=(6, 9, 4, 1)’ dir, ¢linkii 6 kése, 9 kenar, 4 tiggen ve 1 tiggen piramite
(dort ytizliiye) sahiptir.
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(fo, f1, ..., fq—1) bir tam sayr dizisi iken, f(A) = (f,,f;,...,f4—1) olacak sekilde bir A

simplisyal kompleksi var midir?

3.4.5 Tamim k, pozitif bir tam say1 olsun.V a € N i¢in,

a= (?‘) + (1?“_‘11) + ___+(ass) Jag >ap > .. >ag>1

tek sekilde yazilir. Bu toplama, a’ nin k. Macaulay Gdsterimi denir.

3.4.6 Not Binom katsayisi (;) seklindedir ve a <b ise (a) =0

_ a!
" b!.(a=b)! b

dir.

Simdi Macaulay Gosterimi’ nin nasil bulunacagini anlatalim. Pascal liggeninin dikdortgen

olarak yazilimin diistinelim.

01 2 3 4 .. i
0 11111
1 1 2 3 45
o 1 3 6 1015
gl 1 4 10 20 35
4] 1 5 153570
. itj
j (%)

I-stitunu, j-satir1 gostermektedir.
a =23’ {in 4. Macaulay gosterimini bulalim.

I = 4. siitunda 23’ ten kiiciik veya esit olan en biiyiik say1 15 dir.

15= (4 1_ 2) = (Z) olarak yazilabilir.

i = 3. siitunda 23-15 = 8’ den kii¢iik veya esit olan en biiyiik say1 4 olur ve
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4= (3 ' h= (‘3*) yazilabilir.

1= 2. slitunda 23-15-4 = 4’ ten kiiciik veya esit olan en biiyiik say1 3 olup,

3=(*11) = (3)
i = 1. siitunda 23-15-4-3 =1 olup 1’ den kiigiik veya esit say1
(7) = 1dir
Boylece, a =23’ iin 4. Macaulay gosterimi
2=(0)+(3)+()+()
olarak elde edilir.

i—1

. . a;
3.4.7 Tammm a = (ail) + (_a“l) + ..+ (].]), a’ nin i. Macaulay gosterimi olsun.

aj >aj_q > ..>a; = ligin

.0 — 0

a—all=(; 7))+ ((i —ai1_)1— )+t (j 2 1)’ ot=0

bir fonksiyondur.

Simdi, ilk olarak, Kruskal-Katona Teoremi igin gerekli notasyon ve tanimlar1 verecegiz.

Sonrasinda teoremin simplisyal kompleksler i¢in olan versiyonunu ifade edecegiz.

3.4.8 Notasyon

()=F<rlF =K

N’ nin k-elemanli alt kiimelerinin bir koleksiyonu olsun.

3.4.9 Ornek

(Q) ={{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,5}, ...}
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3.4.10 Tamm F C [J igin, F’ nin 0F golgesi, 0F = {F\ {x}|F € F,x € F} scklinde

tanimlanir.

3.4.11 Ornek F = {{1,2,3},{2,3,4}} olsun.
0F ={{1,2,3}\ {1},{1,2,3}\ {2},{1,2,3} \ {3},{2,3,4} \ {2},{2,3,4} \ {3},
{2,3,43\ {4}}

={{2,3},{1,3},{1,2},{3,4},{2,4},{2,3}}
2

10F| = 5

3.4.12 Teorem (Kruskal-Katona Teoremi)

P ()R =m () () ¢ () e

oF] 2 mM = (L 7))+ (175) + r () olur
ispat [5], [6].

Simdi, Erdés, Ko ve Rado tarafindan [7] makalesinde verilen ve ispatta kullanilan Shifting

(kaydirma) operatoriinii tanimlayalim.

3.4.13 Tamim (Shifting Operatorii)
X,y € N, xzy, F € 2N i¢in

5. _{(H\{x})u{y}; x€EH,ygHve[(H\{x)hU{y}] €F

»F = H; diger durumda

39



Sx,y,}"(j:) = {Sx,y,T(H)|H € T}

seklinde tanimlanan operatore, Shifting (Kaydirma) Operatori denir.

Shifting (Kaydirma) Operatoriinii ve Kruskal-Katona Teoremini simplisyal kompleksler

icin ifade edelim.

3.4.14 Tanim A, {Xq, ..., X, } Uzerinde bir simplisyal kompleks olsun.

V1<j<nveV Fe Aigin

(F\{x;hu {X]-}; x; € F,x; € Fve [(F\ {x;}) U {X]-}] ¢ A
F; diger durumda

Sxix]-(F) = {

ile tanimlanan operatdr Shifting (Kaydirma) Operatorii’diir. Bu operator, {Xj} kosesini {x;}

ile degistirir.

3.4.15 Ornek
2 4 2 2 2
Sa2
- 1 3
ﬁ
1 3 5 1 3 5

Shifting (Kaydirma) Operat6rii’ niin amaci, A simplisyal kompleksini f;(A") < f;(A)

olacak sekilde daha basit A" simplisyal kompleksi ile yer degistirmektedir.
3.4.16 Teorem (Kruskal-Katona Teoremi)

(£, £y, ..., £4)€ N4 d-lisi, d-1 boyutlu o 1Sisdligin0<f,™<f

bir simplisyal kompleksin f-vektoriidiir.
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Bir f-vektor verildiginde, f(A)=f olacak sekilde A simplisyal kompleksinin nasil

olusturulacagini bir 6rnekle agiklayalim.

f=(6, 8, 3) f-vektoriinii diisiinelim. Ilk once f-vektdriiniin, gegerli bir f-vektorii oldugunu,

bir bagka deyisle f-vektori f=(6, 8, 3) olan bir simplisyal kompleks oldugunu gorelim.
V = {X4,X,, X3, X4, X5, X } Olsun. f=(6, 8, 3), yani,
fo=|V| =6
f, = f;(A) = 1 boyutlu yiizlerinin sayisi
= A’ nin kenarlarinin sayisi
=8
f, = f,(A) = 2 boyutlu yiizlerinin sayisi
= A’ nin liggenlerinin sayisi
=3

oldugundan A’ y1

® Xg

seklinde ¢izebiliriz.

A:{{Xl}J {XZ }, {X3 }, {X4-}' {XS}' {X6}' {Xli Xz}, {Xl; X3}, {X1; X4-}' {Xlﬂ XS}' {XZﬂ X3}, {XZ' X4-}'
{XZJ XS}J {X3, X4}, {le X2, X3}’ {Xll X2, X4_}, {le X3, X4}}

seklinde yazabiliriz.

(I) {Xl}! {XZ}J {X3}, {X4}, {X5}, {XG} €A

41



(i) {x1,x,} € Ave {x;} c {x1,x,} iken {x,} € A
{x1,x,} € Ave {x,} c {x1,x,} iken {x,} € A
{x,x3} € Ave {x;} c {x;,x3} iken {x;} € A
{x1,X3} € Ave {x3}  {x4,x3} iken {x3} € A
{x1,x4} € Ave {x;} © {xq,x,} iken {x;} € A
{x1,x4} € Ave {x,} © {x1,x,} iken {x,} € A
{x1,xs} € Ave {x;} c {x1,xs} iken {x,} € A
{x1,xs} € Ave {xs} c {x1,x5} iken {xs} € A
{x,,%3} € Ave {x,} C {x,,%3} iken {x,} € A
{x,,x3} € Ave {x3} c {x5,x3} iken {x3} € A
{x,,x,} € Ave {x,} € {x,,%x,} iken {x,} € A
{x,,%,} € Ave {x,} € {x,,%,} iken {x,} € A
{x,,%s} € Ave {x,} C {x,,x5} iken {x,} € A
{x,,xs} € Ave {x,} c {x,,x:} iken {x,} € A
{x3,x4} € Ave {x5} c {x3,%x,} iken {x3} € A
{x3,%,} € Ave {x,} € {x3,%,} iken {x,} € A
{x1,%;5,%3} € Ave {x;} C {Xq,X,, %3} iken {x,} € A
{x1,%X5,%3} € Ave {x,} € {x1,X5, X3} iken {x,} € A
{x1,%X5,%3} € Ave {x3} € {X1,X5, X3} iken {x3} € A
{x1,X5,%3} € A Ve {X,X,} C {X1,X,, X3} iken {x;,%,} € A
{x1,%;5,%3} € Ave {x1,X3} C {X1,X,, %3} iken {x;,%x3} € A
{x1,X5,%3} € Ave {X,,X3} C {Xq,%5,%x3} iken {x,,x3} € A
{X1,X,,X4} € Ave {x,} € {X,X,,X,} iken {x;} € A

{x1, %2, %4} € Ave {x;} © {x1,%X;, %4} iken {x,} € A
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{x1,X5,X4} € A Ve {X,} € {Xq,X5, X4} iken {x,} € A
{X1,X5, X4} € AVe {Xq,X5} C {X1, X5, X4} iken {x;,%,} € A
{x1,%5,X,} € Ave {X,X4} C {Xq,X;, X4} 1Ken {x,X,} €A
{x1,%5,X,} € Ave {x,,%,} C {Xq,X5,X4} iKen {x,,x,} €A
{x1,X3,X4} € Ave {X;} C {Xq,X3,X4} iken {x,} € A
{X1,X3,X4} € AVe {X3} € {Xq,X3,X4} iken {x3} € A
{x1,X3,X,} € Ave {x,} © {x1,X3,%X,} iken {x,} € A
{x1,X3,X4} € AVe {x1,X3} € {Xq1,X3,%X4} iken {x1,X3} €A
{X1,X3,X4} € AVe {X,X4} C {X1,X3, X4} iken {x;,%,} € A
{x1,X3,X4} € AVe {X3,X,} C {Xq,%3,%X,} iken {x5,x,} € A
oldugundan A bir simplisyal komplekstir.

Simdi de, bu gegerli f-vektoriine bir A simplisyal kompleksin nasil olusturulabilecegini
aciklayalim. V = {xq,X,, X3,Xy4,Xs5,Xe} nin ikili elemanlarini ters alfabetik (degrevlex)

siralamaya gore diizenleyerek yazalim.

Xille >X12X]‘2 (=4 (il,jﬂd >I (iZijZ)
egreviex

S j; <jpveyaj; =jpisei; <iy
Bu elemanlar,
X1Xy, X1X3, X2X3, X1 X4, X2Xy, X3X4, X1 X5, X2 X5, X3X5, X4 X5, X1 X6, X2 X6, X3Xg, X4 X6, X5Xg-
olarak elde edilir. A; bu kiimenin ilk f;=8 elemani olsun.
Ay={{x1, X2}, {X1, X3}, {X2, X3}, {X1, X4}, {X2, Xa}, {X3, X4}, {X1, X5}, {X2, X5 }}
Simdi, V’ nin Giglii elemanlarini ters alfabetik (degrevlex) siralamaya gore yazalim.

X1X2X3, X1Xp Xy, X1X3Xy, XpX3Xy, X1 X X5, X1X3X5, XpX3X5, X1X4 X5, X2 X4 X5, X3X4 X5, X1 X Xe,

X1X3Xe, X2X3Xg, X1X4Xe, X2X4 X6, X3X4Xe, X1X5Xg, X2X5X6, X3X5X6, X4 X5X6:
A, yukaridaki kiimenin ilk f,=3 elemani olsun.
Ay={{x1, X2, X3}, {X1, X2, X4}, {X1, X3, X4 }} OlUI.
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A=VUA; UA,
A ={{x1}, {x2} {x33, {xa}, {xs}, (%6}, (X1%2}, (X1X3}, (X2X3}, {X1Xa}, {X2Xa}, {X3Xa}, {X1%X5},
{x2X5}, {X1X2X3}, {X1X2Xa ), {X1X3X4 }}

elde edilir ki, A’ nin f=(6, 8, 3) olan bir simplisyal kompleks oldugunu gérmiistiik

3.5 Stanley-Reisner Halkalari

Stanley-Reisner teorisi, kombinatorik ve degismeli cebir arasinda bir baglant1 verir.
Simplisyal kompleksler ve karesiz tekterimli idealler arasinda karsilik gelme her iki alanda
da oOnemli ilerlemelere sebep olmustur. En bilinen sonuglar, Reisner’ in Cohen-
Macaulaylik kriteri [8], [9], Stanley’ in simplisyal kiimeler icin iist sinir konjektorii ve
Hochster’ in simplisyal homoloji kullanarak karesiz tekterimli ideallerin ¢oklu dereceli

Betti sayilarini hesaplamak icin olan formiiliidiir.

Simdi bu bdliimde, simplisyal komplekslerin bazi cebirsel 6zelliklerini tanitacagiz.

3.5.1 Tammm A, V={Xx;, ..., Xy} kose kiimesi iizerinde bir simplisyal kompleks olsun.

Stanley-Reisner halkasi, [, = <{xi1 X {xil,...,xir}eA}> olan K[xq, ..., x,] /IA bolim

halkasidir.

[,” nin iireteclerinin A’ nin elemanlar1 olmadigina dikkat edelim.

3.5.2 Ornek A,

X3 X4
A ={{x1}, {x2} {x33, {xa}, (X0, %23, (X1, X3}, (X0, X4}, (X2, Xa}, {X3, Xa}, (X1, X2, X4 3}
simplisyal kompleksi olsun. A’ nin "nonface” leri (yiiz olmayanlart),
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{2, X3}, {X1, X3, X4}, {X1, X2, X3}, {X2, X3, X4}, {X1, X2, X3, X4 }

seklindedir.

Boylece, Stanley-Reisner ideali I = <X,X3, X;X3X4,X1X2X3,XpX3Xy, X1X5X3X,> dir. I,

minimal degildir.
X,X3 € I, iken ideal tanimindan x;X,X3X, = (X1X4).(X2X3) € I
olur. Boylece x;x,X35X, listeden ¢ikarilir. Benzer sekilde, x;X,X3 = X1.(X2X3) € Ip,

X,X3Xs = (X3X3). X4 € Iy Oldugundan I, = <x,X3, X;X3X,> minimal tirete¢ kiimesi elde

edilir.

3.5.3 Not A simplisyal kompleksinin, I, Stanley-Reisner ideali bir karesiz tekterimli

idealdir.

Bir karesiz tekterimli ideal, liretegleri veya tekterimliler tarafindan iiretilen asal ideallerin

bir arakesiti olarak iki tiirlii temsil edilebilir [10].

3.5.4 Teorem A, V={x4, ..., X, } kose kiimesi iizerinde bir simplisyal kompleks olsun. I,,
K[x4, ...,Xp]” de bir karesiz tekterimli ideal olmak {lizere A’ dan I’ ya bir 1-1 ve Orten

dontisiim karsilik gelir.

Ispat
{Simplisyal kompleks} —2 {Karesiz tekterimli idealler}
A———1,
¢ donilistimiiniin 1-1 ve 6rten oldugunu gosterelim.
A, A" iki simplisyal kompleks ve ¢ (A) = ¢(A") olsun. ¢ tanimindan 1(A) = I(A") olur.
In = <{x;, .. x |{xi,, -, %; } € A}> =1, = A = A’ oldugundan @, 1-1° dir.

Her I, karesiz tekterimli ideali i¢in en az bir A simplisyal kompleksi oldugu igin ¢

ortendir.
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3.5.5 Ornek V = {x;, X, X3, X4, X5 } kiimesi iizerinde A,

X3

X5

X4 X7

simplisyal kompleksini alalim.

A’ nin "nonface” leri

{x1, x4}, {x1, x5}, {x2, x5}, {X3, x5}, {x4, X5}, {x1, X2, X4}, {%1, X2, X5}, {x1, X3, X4}, {x1, X3, X5},
{XIJ X4, X5}, {XZJ X3, X4}, {XZ; X3, X5}, {XZI X4, XS}: {X3' X4, XS}' {Xll X2,X3, X4}' {Xll X2,X3, XS};
{X1! X2, X4, XS}r {X1! X3, X4, XS}' {XZJ X3, X4, XS}' {Xl; X2, X3, X4, XS}

seklindedir. Boylece, Stanley-Reisner ideali 1,,

Iy =<X1X4, X1Xs5, X2Xs5, X3Xs5, X4 X5, X1 X2 X4, X1 X X5, X1X3Xy, X1X3X5 , X1X4 X5, X2 X3Xg, X2X3Xs5 ,

X2X4Xs, X3X4Xs5, X1X2X3Xy, X1X2X3X5, X1X2X4 X5, X1X3X4X5, X2X3X4 X5, X1 XpX3X X5

dir.

X1Xy4, X1 X5, X2X5, X3X5 € I, 1iken ideal tanimindan

X1X2X4 = (X1X4). Xz € I3

X1X3X4 = (X1X4). X3 € I3

X1X4Xs = (X1X4). X5 € I

X1X2X3X, = (X1X4). XpX3 € Iy

X1X2X4Xs = (X1X4). XpXs € Iy

X1X3X4Xs = (X1X4). X3Xs € I

X1X2X3X,Xs = (X1X4). X5X3Xs € I

X1X2Xs = (X1Xs5). X5 € I

X1X3Xs = (X1X5). X3 € 5
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X1X2X3Xs = (X1X5). XpX3 € I
X2X3Xs5 = (X2X5). X3 € Ip
XoX4Xs = (X5X5). X4 € Iy
XoX3X4Xs = (X5Xg). X3X4 € Iy
X3X4Xs5 = (X3X5). X4 € Ip
olur. Boylece

XXXy, X1X3Xy4, X1XyXg, X1XpX3Xy, X1XpX4Xs5, X1X3XyXg, X1XpX3X4Xs5, X1X5Xs5, X1X3Xs,

X1X,X3Xs5, XpX3X5, XpX4 X5, XoX3X4X5, X3X,Xs listeden ¢ikarilir. Boylece,
[ =<X;X4,X;Xs, X5Xs, X3Xs, X4 X5, X2 X3X,> elde edilir.

I ve J C K[x4, X5, X3, X4, X5] idealleri i¢in 1.J € INJ oldugunu ve [, nin elemanlarinin A’ nin

nonfacelerinden olustugunu goz oniine alarak

IA = <X4,X5> n <X1,X2,X5> n <X1,X3,X5> n<X1;X21X3'X4>

X3 X4

5

X7

X4

seklinde yazabiliriz.

3.6 Shellable Simplisyal Kompleksler

Bir Stanley-Reisner halkasinin Cohen-Macaulay oldugunu dogrulamak igin en basit ve en

yaygin kriterlerinden biri ilgili simplisyal kompleksin shellable oldugunu kontrol etmektir.

Bu boliimde simplisyal komplekslerin "shellable” olarak isimlendirilen bir sinifi tani-

tacagiz.
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3.6.1 Tanmm A bir piir simplisyal kompleks olsun. A’ nin fasetleri, V 1<j<i<n i¢in bir
v € F;i \ Fj ve F;\ Fxy={ v} ile bir ke{l, 2, ..., i-1} var olacak sekilde {Fq,F;,...,Fn}

olarak listelenebiliyor ise A’ ya shellable simplisyal kompleks denir.

3.6.2 Ornek A simplisyal kompleksi,

Xl‘

A ={{x1}, {2}, {3}, {xad {xs} (x4, %23, (x4, X33, {x2, X3} (X2, Xa ), {X3, X4} (X5, X5} {Xas X5},

{X1, X2, X3}, {X2, X3, X4 }, {X3, X4, X5 }}

seklinde olsun. A’ nin F; = {Xq,X5,X3}, F, = {X5,X3,%,}, F3 = {X3, X4, X5} fasetlerini goz

ontine alalim.

dim A=max{dim F |F € A}

dim F=|F| — 1=3 — 1= 2 olur.

dim F;=dim F,=dim F;=dim A

oldugundan A piir bir simplisyal komplekstir.

k=1 €{1, 2} i¢in F, \ F1={x,}, F3 \ F1={x,4, x5} dir.
Eger v=x, alirsak,

k=2 €{1,2},i=3,j=1 i¢in x4 € F3 \ F; , F3 \ F; #{x,}
k=1 €{1, 2} i¢in F3 \ F1={x,, x5}#{x,}= v olur.

Bu nedenle, v=xs’ i segmeliyiz.

k=2 €{1, 2},i=3,j=1 igin X5 € F3 \ F;, F3 \ F; ={xs}=v

k=2 E{l, 2}, 1:3,J:2 lg:ln Xy € F3 \ F2 y F3 \ F2 :{X5}: v
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olur. O halde A, shellable olur.

3.6.3 Ornek A simplisyal kompleksi ,

X4

A={{x1}, {22}, {23}, {xa}, {xs} {x1, %2}, {x1, X3}, {%2, X3}, {X3, X4}, {X3, X5}, {X4, X5},

{x1, X2, X3}, {X3, X4, X5 }}
olsun. A’ nin F; = {x4,X,, %3}, F; = {X3, X4, X5} fasetlerini diigiinelim.
dim A=max{dim F |F € A}
dim F=|F| — 1=3 — 1= 2 olur.
dim F;=dim F,=dim A
oldugundan, A piir bir simplisyal komplekstir.
k=1 €{1} i¢in F, \ F;={x4, x5} dir.
Eger v=x, alirsak,
k=1€{l1},i=2,j=1i¢inx, € F, \ F; , F, \ F; ={x4, x5}# v olur.
=X i¢in ise,
k=1 €{1},i=2, j=1 igin x5 € F, \ F;, F, \ F; ={x4, x5}+ v olur.
F, \ F; = v saglayacak sekilde k olmadigi i¢in A’ nin F; ve F, fasetlerini
Fi = {X3,%X4,%Xs5}, F2 = {Xq, X5, X3} seklinde diistinelim. F, \ F;={x4, x,} dir.
v=x4 alalim.
k=1€{l1},i=2,j=11i¢inx; € F, \ F; , F; \ F; ={xq, x,}# v

=X, alalim.
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k:l E{l}, 1:2,_]:1 1(;1n X3 € Fz \ Fl y Fz \ Fl ={X1, Xz}i (s

oldugundan A, shellable degildir.

Simdi, bir shellable kompleks i¢in denk bir tanim verelim.

3.6.4 Tammm A bir piir simplisyal kompleks olsun. A’ nin F,,F,, ..., F,, fasetleri, i=1,....n
i¢cin <F; >N <F;, ..., F;_;> arakesiti, i=1,...,n i¢in 6z maksimal F; yiizlerinin baz olmayan
bir kiimesi ile {iretiliyor olacak sekilde bir lineer siralama ile verilebiliyor ise, A’ ya

shellable kompleks denir.

3.6.5 Ornek A, 3.6.3 érnekteki

Fy

F

X1 6@

piir simplisyal kompleks olsun.
Fi = {x1,X3, %3}, F5 = {X3,X3,%,}, F3 = {X3,Xy4, X5} A’ nin fasetleri olmak tizere,
i=2 i¢in <F, > N <F;>=<{x,, X3}> F,’ nin max. 6z yiizidiir.

i=3 i¢in <F3 > N <Fy, F, >=<{x3}, {X3, x4 }>=<{x3, X, }> F3’ in max. 6z yiiziidir.

3.6.6 Ornek A, 3.6.4 6rnekteki

X2 X4

Xl‘
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pur simplisyal kompleks olsun. A’ nin F; = {x4,%,,x3}, F, = {X3, X4, X5} fasetleri igin
F;’ in max. 0z ylzleri {xq, X5}, {X2, X3}, {x1,%x3},
F,’ nin max. 6z yiizleri {X3, x4}, {X3, X5}, {X4, X5} iken

<F, >N <F;>=<{x3}> F; ve F,’ nin ikisinin de bir max. 0z yiizi degildir.

3.7 Cohen-Macaulay (CM) Kompleksler

3.7.1 Tamim A bir simplisyal kompleks olsun.

Eger A’ nin R/ I, Stanley-Reisner halkasi bir Cohen-Macaulay halka ise A’ ya Cohen-
Macaulay (CM) Kompleks denir.

3.7.2 Tamm I', V={X;, ..., X, } lizerinde x;?1x,%2 ... x,2n tekterimlilerinin bir kiimesi olsun.

uwelvev|lu=v € I'vel<i<niginx; € T

oluyor ise I'” ya multikompleks denir. Bu kompleksler bazen yar1 simplisyal kompleks

olarak da adlandirilir.

3.7.3 Tamim A, d boyutlu bir simplisyal kompleks ve k[A]=k[x1, ..., x,] /1 olmak tizere A’

nin h-vektori h(A) :=h(k[A]) olarak tanimlanir. Bu tanima denk olarak,
(fo, f1, -, fa—1), A’ nin f-vektori olmak tizere,

h(A)=(hy, h4, ..., hq_;) h-vektoriini, f_,=1 alarak

k
Ld—i
hk=Z(—1)k (2 )fi,0<k<d
i=0

esitligini kullanarak bulabiliriz.
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3.7.4 Ornek A,

X4 X7

seklinde bir simplisyal kompleks olsun.

A ={{x1}, {x2}, {23}, (x4}, s} (X0, X2} (X0, X3}, (%0, Xa}, {X2, X3} {X2, Xa ) {X2, X5}, {%3, X4},

{X4-: XS}! {Xlr X2, X3}r {X1! X3, X4}' {XZJ X3, X4}, {XZ' X4 XS}}'
Burada, {x1, X5, X3}, {X1, X3, X4}, {X2, X3, X4}, {X2, X4, X5} [,” nin maksimal yiizleridir.

A’ nin f-vektori f(A)=(5, 8, 4), h-vektorii ise

0
ho = ) (=07 (3 71) s
i=0

= (=1)°. (E’)).f_1
=111
=1

1

h; = Z(—l)l_i (i ~ i)-fi—l

i=0
= (=D)L (i).f_1 +(=1)°. (3) £,
=.13.1+1.15
= 345

=2
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2
h; = Z(—l)z_i (2 ~ i)-fi—l
i=0

= (-1)2. (g) £+ (DL (i).fo +(=1)°. (3) 1,
=13.1-125+1.1.8
=3-10+8

=1

3
h; = Z(—1)3_i (g ~ ;)-fi—l
i=0

= 1% () fa + 02 (3) fo + —DM (1) f + (1 (D) o
= 1.1.1+1.1.5-1.1.8+1.1.4

= -145-8+4

=0

oldugundan h(A) = (1, 2, 1, 0) seklindedir.
3.7.4 Tammm @ # I' multikompleksin h-vektoriiniin (hg, h4, ...) dizisine, M-vektor denir.

3.7.5 Teorem h ve i pozitif sayilar olmak iizere,

nj_4

ni>ni_1>--->nj2j21ikenh:(nii)+(i_1

n; o
) + ...+ <]. )verllsm ve

n<i> = (r;i_:'ll) + (ni—1i+ 1) + .+ (?i:f) 0<i> =0

olarak tanimlansin. Bu durumda,
h=(hy, hy, ...) bir M-vektérdiir & 0 < h;, < b~ i>1

Ispat [11]
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3.7.6 Ornek A,

seklinde bir simplisyal kompleks olsun.

A= {x1}, {22}, {3}, {xad, {xs}, {63, {x0, X2} (X1, X3}, {X2, X3}, {X3, X4}, {X3, X5}, {X4, X5},
{X4-: X6}: {X5! X6}! {Xl; X2, X3}, {X3' X4 X5}, {X4' X5, X6}}'

A’ nin f-vektori f(A)=(6, 8, 3) h-vektorii ise

0]
ho = > (-1°7 (37 1) hiy
i=0

= (=1)°. ((3;).f_1
=111

=1

1
b= > 0 (320 i
i=0

= (-D. (i).f_l +(=1° ((2)) fo
=-1.3.1+1.1.6
=-3+6

=3
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2

h; = Z(—l)z_i (2 ~ i)-fi—l

1=0

= (-1)2. (3).f_1 + (=D (i) £y + (=1)°. ((1)).f1
=13.1-12.6+1.18

=3-12+8

=-1

3
h; = Z(—1)3_i (g ~ i)-fi—l
i=0

= (-0%(3) foa + D% (5) fo + DL (]) -+ ()
= 1.1.1+1.1.6-1.1.8+1.1.3
= 1+6-8+3
=0
oldugundan h(A)=(1, 3, -1, 0)’ dir.

h, < 0 olup 3.7.5 Teoremden h(A) bir M-vektor degildir. Bu yiizden, h(A) bir Cohen-
Macaulay kompleks degildir.
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4. KOMPLEKSLER VE SERBEST COZULUMLER

4.1 Serbest Coziiliimler

Degismeli Cebir’in konulari, ¢ogunlukla, ayrigtirarak veya iyi bilinen yapilarla
iliskilendirerek caligir. Serbest ¢oziilimler teorisi, R degismeli halkasi {izerindeki bir M

modiiliinii serbest modiiller ve bunlarin arasindaki doniisiimler (modiil homomorfizmalar1)
F..Fbpy—>Fyp1——>F —>Fp—>M—0

olarak ifade eden bir yaklagim olarak alinir. F serbest ¢oziiliimiindeki her bir F serbest
modiili, hem M’ nin yapisini belirleyen hem de M modiiliiniin yapisinin anlasilmasini

saglayan bir ranka sahiptir.

Simdi gerekli tanim, teorem ve 6rnekleri verelim.

4.1.1 Tamim R bir halka, My, R-modiiller ve ¢}, R-modiil homomorfizmalari olmak {izere,

Pr+1 Pk
o = Mgy — Mg > Mg — -

dizisinde Gor(¢y+1) € Cek(¢gy) ise, bu diziye bir kompleks denir. Eger,
Gor(@g4+1) = Cek(gpy) ise, bu diziye My modiiliinde tamdir denir.

Her M modiiliinde bu esitlik saglantyor ise, bu diziye tam dizi denir. Bir tam dizi
oM IMEM -0

saglaniyor ise kisa tam dizi olarak adlandirilir.

4.1.2 Tanmim R bir halka, M sonlu iiretilmis bir R-modiil ve V k=0 i¢in Fy sonlu iiretilmis

serbest R-modiil olsun.

Pr+1 Pk P1 Po
Fi.Fgyy1 —F—>.—2F>Fp->M—>0

tam dizisine M modiiliiniin serbest ¢oziiliimi denir.

V k>n i¢in Fi =0 ve n bu 6zellikteki minimal say1 ise serbest ¢oziiliim (sonlu)
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n-uzunluktadir denir.

4.1.3 Tamim (R,m) bir lokal halka, Fy sonlu iiretilmis serbest R-modiiller olsun.
V k=1 i¢in @ (Fy) = mF,_; ise, 4.1.2 tanimdaki serbest ¢6ziiliim minimaldir denir.

k=0 i¢in Bx (M) :=rank(Fy) sayisina, M modiiliiniin k. Betti sayis1 denir.

4.1.4 Tamim R herhangi bir halka, M bir R-modiil ve f;, ..., fy €M olsun.
k
gl'fl + -+ gk.fk = Zglfl =0
i=1
esitligini saglayan (g, ..., gx) € R¥, k’ lisina, fj, ..., fi elemanlar1 arasindaki bagmt: veya
sizigi denir.
f,, ..., fi elemanlari arasindaki tiim sizigilerin kiimesi R¥ nin bir alt modiiliidiir. {e;, ..., €x },

RK nin kanonik (standart) bazi olmak iizere
k
¢:F = (DR, —>M
i=1
e; — fi
modiil homomorfizmasini alalim.
Cekp = {m € F; |@(m) = Oy}
k
meF, &©m=ry.e +- - +rpe€ @ R,
i=1
oyle ki (m) = @(ry.eq4 + -+ 1. €f)
¢ modiil homomorfizmasi oldugundan,
@(m) =r1. @(eq) + ... + . @(ex)
= rl.fl + ...ty fk € SyZ(fl, ...,fk)

olur. Buradan Ceke = Syz(fy, ..., fy) elde edilir.
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4.2 Hilbert Sizigi Teorem

Herhangi bir R-modiil i¢in sonlu serbest ¢6ziiliim var midir?

Genelde, cevap olumsuzdur, fakat Hilbert Sizigi Teorem ile polinom halkalar1 i¢in cevap

olumludur.

4.2.1 Teorem (Hilbert Sizigi Teoremi)

Kk bir cisim ve R=K[x4, ..., X,] n-degiskenli polinom halkasi olsun. Her sonlu iiretilmis R-

modiiliin, uzunlugu en fazla n olan bir sonlu serbest ¢oziiliimii vardir.

Ispat [12].

4.3 Grobner Baz ve Sizigiler

Grobner baz ile sizigiler arasindaki bagmti Schreyer [13] tarafindan asagidaki teoremle

verilmistir.

4.3.1 Teorem Kk bir cisim, k[x4, ...,x,] polinom halkasi ve I, k[xy, ...,x,]" de bir ideal
olsun. G = {g,.., gk}, I’ nmn iireteglerinin, (1", {izerindeki bir tekterimli " > ”

siralamasina gore bir Grobner baz1 olsun.

t
Zai-gi = 0}

i=1

Syz(g1, -+, 80) = {(gl.---.gt) € R*
olsun. i#j igin
t
S(gigj) = ai.g —aj.8 = Z h.gy — (0
k=1

oldugunu varsayalim. Bu durumda,
(hy, ..., hy — aj, ..., hj + a;, .., ) Syz(gy, ..., 8¢)’ yi Uretir.

Ispat [14].
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4.3.2 Onerme G c K[Xy, ..., X, ] sonlu bir kiime, f, g € G olsun.
okek(LM(f), LM(g)) = LM(f) . LM(9)

Bu f ve g’ nin en yiiksek dereceli tekterimlilerin aralarinda asal oldugu anlamma gelir.

Boylece S(f, g) — 0 olur.

4.3.3 Ornek k bir cisim, R=K[x, y, z], | = < x?,y?,z> seklinde K[x, y, z]’ de bir ideal
olsun.
G ={g,=x?, g,=y?, gz=z} L i¢in bir Grébner bazdr:

2.2 2

X'y
X2

2
(x2) — % (y?) =0

S(g1,82) =

= S(g1,82) =y%.81 —x%.8, = 0

X%z

X%z
S(g1,83) = X—Z(Xz) -—@=0

z

= S(g1,83) = 2.8, —x%.83 = 0
v2z , o y?z

S(g2,83) = y—z(y )——@)=0

= S(g, 83) = 2.8, —y2.83 = 0

Buradan 1. Sizigi modiilii

y? z 0
—x? 0 z
0 _X2 _y2
seklindedir.

4.3.4 Ornek | = < z3 —yw?,yz — xw,y® — x?z,xz% —y?w> c R = K[X, Y, z, W] ideal

olsun. I’ nin serbest ¢oziiliimiinii bulalim.
G ={g,=2° —yw? gr=yz — xw, gz=y° —x’z, g,= xz° —y*w}

kiimesinin Grobner baz olup olmadigini kontrol edelim. " >" grevlex siralamasi olsun.
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g,=z3 —yw? i¢in ay = (0, 0, 3, 0), B; = (0, 1, 0, 2)’ dir.
lo; | =0+0+3+0 =3, | B1| = 0+1+0+2 =3 olup |ay| = | B1]| =3 ve
a;, —B,=(0,0,3,0-(0,1,0,2)

= (0-0, 0-1, 3-0, 0-2)

=(0, -1, 3, -2)

en sagdaki ilk terim -2 < 0 oldugundan oy gr;lex B, olur. Buradan z3 gr;lex yw? elde edilir.

LT(g,) = z> olmaktadir. Benzer sekilde,
82=yz — xw i¢in LT(g,) = yz

gs=y® —x’zi¢in LT(gs) = y°

g,=xz? — y?w icin LT(g,) = xz?
olmaktadir.

okek(LM(g;), LM(g,)) = yz3 olmak iizere,

3 3
yz yz
S(g1,82) = 73 (z° —yw?) — _yZ (yz — xw)

=yz3 — y?w? —yz3 + xz°w
= —y?w? + xz?w

2 2

=xz?w — y?w
=w.(xz? — y?w)
=W. 84
S(81,82) = yg1 — 282 = W.84
= S(81,82) = y81 —2°82 —W.84 =0
okek(LM(gy), LM(gs)) = y*z®
oldugundan 4.3.2 Onermeden S(gq,g3) — 0 olur.

okek(LM(g,), LM(g,)) = xz3 olmak iizere,
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z3 z3
S(g1,84) = = (z° —yw?) — = (xz® — y*w)

=xz3 — xyw? — xz3 + y?zw
= —xyw? + y%zw
=y?zw — xyw?
= yw.(yz — xw)
= YW. 82
S(81,84) = X81 — 284 = YW. &>
= 5(81,84) = X81 — 284 —yW.82 = 0

okek(LM(g,), LM(g3)) = y3z olmak iizere,

3 3

y°z y°z
S(g,, =—(yz — xw) — — (y3 — x?
(82,83) vz (yz — xw) v v —x%2)

=y3z — xy?w — y3z + x%z2

= —xy?w + x?%z?

=x2%z2 — xy*w

= x.(xz? — y?w)

=X. 84
S(g2,83) =y*.82 —2.83 = X. &4
= S(g2,83) =y* 82— 283~ X84 =0
okek(LM(g,), LM(g,)) = xyz? olmak iizere,

xyz? xyz?

yz (yz = xw) = Xz?

S(g2,84) = (xz? — YZW)

=xyz? — xz?w — xyz? + y3w
= —xz?w + y3w

=y3w — xz?w
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=w. (y3 — x?z)
=W. g3
S(82,84) = X28; — Y84 = W. 83
= 5(82,84) =x28; —ygs —W.83 =0
okek(LM(g3), LM(g,)) = xy®z?
oldugundan 4.3.2 Onermeden S(gs,g8,) — 0 olur.

Buradan, 1.Sizigi modiilii

y X 0 0

-z —yw y? xz

0 0 -z —w

-w -z =X -y
seklindedir.
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5. SIMPLISYAL HOMOLOJI VE SIMPLISYAL KOMPLEKSLER

Kombinatorik degismeli cebirin biiyiik bir kismi, kombinatorik veriler tarafindan
belirlenen yontem ile ¢esitli homolojik yapilar ve invaryantlarin analiz edilmesiyle
iliskilidir. Cogunlukla bu analiz, sadece simplisyal topolojideki iliskili oldugu homolojik

yapilara indirgenerek yapilir.

5.1 Yonlendirme

5.1.1 Tamim Bir i-boyutlu yiize i-simpleks denir.

5.1.2 Ornek 0-simpleks sadece bir [x] kosesidir.

1-simpleks, [x4, X, ] kenaridir.

Her bir simpleksin iizerine bir yonlendirme konulabilir.

5.1.3 Tamim Bir yonlendirilmis 1-simpleksi olan [x4, x,] kenari,

° > °
X1 X2
olur. Yine,
X, x] = e °
X1 X2

olur. Burada [x4, X,] = —[X3, X;] seklindedir.
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[X1, X5, X3] 2-simpleksini alalim.

X7

ise, [X1, Xy, X3] = [X2, X3, X1] = [X3, X5, X;] yazariz, ya da

—[x1, X3, X2] = —[X3, X2, X1] = —[X2, X1, X3]
olur. Genel olarak, eger F koseleri [Xq, Xy, ..., Xj+1] olarak siralanmis bir i-simpleks ise
i+1
i+1
i+1
i+1

[X1, X2, o) Xig1]) (1 )(;ift permiitasyon ise
[leXZI "'in+1] = (1

[X1, X2, o) Xig1]) "

N NN DN

) tek permiitasyon ise

5.2 Zincir Kompleksi

5.2.1 Tamm K bir cisim, A, {x4, ..., X, } lizerinde bir simplisyal kompleks ve F;(A),A’ nin i-
simplekslerinin kiimesi olsun. Her bir i-ylizlii o € F;(A) i¢in, e, F;(A)’ nin yonlendirilmis

i-simpleksleri ve baz elemanlar olsun.

kFi®  k cismi iizerinde baz elemanlari e,’lart olan bir vektér uzayidir. kFi®» nm

elemanlarina i-zincirleri denir.
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5.2.2 Ornek A,

X2 > X3

simplisyal kompleksini alalim.

A={0, {x1}, {x,}, {x3}, {x1, X2}, {X2, X3}, {X3, X1 }} 0lmak iizere

F_1(4) = {0} = {[0]}

Fo(8) = {[x1], [x2], [ 3]}

veya 5.2.1 tanimdaki notasyonla Fo(A) ={e(y, €(2}, €33} Yazilir. Benzer sekilde
F1(4) = {[x1, x2], [X2, %3], [X3,%1]} veya F1(8) ={e(1,2}, €233, €313}

yazilir. Burada kF-1® = {c.[0]|c € k} ve {[0]}, F_;(A)’ nin baz elemani oldugundan
kF-14) = Q olur.

kFo@®={c,.[x,] + c5.[x,] + c3.[X3]lc; € Q,i = 1,2, 3}

ve {[x], [x2], [ x3]}, Fo(A)’ nin baz elemanlari oldugundan kFo®) = @3 olur.
kF1@®={c,. [xq,%,] + €5 [X2,X3] + €3. [X3,X1]Ic; € Q,1=1,2,3}

ve {[x4, %], [{X2, %3], [Xs,%1]}, F1(A)’ nin baz elemanlari oldugundan kF1® = @3 olur.
5.2.3 Not dim, (kFi®) = |F;(A)| = #(i-simpleksler)

5.2.4 Tammm e, = [Xq, Xy, ..., Xj4+1] bir i-simpleks olsun. Xy, xj. teriminin atilmasi anlamina

gelmek tizere

i+1

0i([x1, X2, o, Xiy1]) = Z(_l)k+1- [X1) o) Kigy o) Xi41]
k=1
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olarak tanimlanan doniisiime i-simpleksinin sinir doniistimii denir.

5.2.5 Ornek

yonlendirilmis 2-simpleksini

02([x1,X2,%3]) = (=)™ [xp, x3]+ (—=1)**L [xq, 3]+ (= 1)1 [x4, X,
= [Xg, X3]— [x1, X3]+ [x4,X;]

- [Xl, X3]: [X3, Xl] Oldugundan [Xl,X2]+ [Xz,X3]+ [X3,X1] EIde edl|ll'

5.2.6 Uyarn 5.2.4 Tanimdaki, 9; sinir doniisiimi,

kFi(®) 5 kFi-1(®
0;
Z Mg [X1,q 0 Xr1),a] = Z Mg 0i([X1,q, - X+ 1))
q q

doniisiimiinii verir.

5.2.7 Ornek A,

X1 X3

seklinde bir simplisyal kompleks olarak tanimlansin.

A ={0, {x1}{x2} {xs} {xad {xs ), {x0, X2} (X1, X3} {X2, X33, {X2, Xa ), {X3, X4}, {X1, X2, X33}

olmak tlizere
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F_1(4) = {0} = {[0]}
Fo(8) = {lx1], [x2]. [x3], [xal, [xs]}
F1(8) = {[x1, %2], [x1, %3], [X2, %3], [X2, Xa], [X3, X4]}
F2(8) = {[x1, X2, X3]}
kF-1® = {c.[0]|c € k} = k
kFo@={c,.[x,] + y. [Xo] + 3. [X3] + €4 [X4] + 5. [X5]lc; €EQ,i=1,2,3,4,5} = k°
kF1®) = {c. [xq, %] + Cp. [X1,X3] + C3. [X2, X3] + €40 [X2, X4 + C5. [X3,X4]|c; € Q,1 = 1,2,3,4,5}
=~ kS
kF2®) = {c.[x4,%,,X3]|c € K} = k
RACREEN doniisiimiinii alalim.
3.[x1,X,] + 2.[X1, X3] + 5. [X2, X3] + [X2, X4 ] + 7. [X3,X,4] € KF1® 1-zincirini alalim.
01(3.[x1, X2] + 2.[x1,X3] + 5. [X2, X3] + [X2, X4] + 7. [X3,X4])
= 3.0, ([x1,X2]) + 2.01 ([x1,X3]) + 5.01 ([X2,X3]) + 01 ([X2,X4]) + 7.01 ([X3,X4])
=3. ([x2] = [x1]) + 2. ([x3] = [x4]) + 5. ([x3] — [x2]) + ([xa] — [x2]) + 7. ([x4] — [x5])
= 3[x,] = 3[x1] + 2[x3] — 2[x4] + 5[x3] — 5[x2] + [x4] — [x2] + 7[x4] — 7[x3]
= —5[x;] —3[x,] + 8[x4] € kFo@®
KF2@® 22, kFi@) doniisiimiinii alalim.
0,(1[x1,%2,%3]) = (=D)L [xp, x5] + (= 1)#* L [xq, %3] + (=1)3+1 [x, %, ]

= [X2,X3] — [X1,X3] + [X1,X5]

elde edilir.

5.2.8 Uyan kFi® — kFi-1(®) yektor uzaylar arasindaki 0; sinir doniisiimi, |,

o € {1,...,n} kiimesinin i. eleman1 iken isaret(j, o) = (—1)*~! olmak {izere
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di(es) = Yjes isaret(j, 0). e seklinde de gosterilebilir.

i >n-1veyai<-1isekFi® =0 ve 9, := 0 olarak tanimlidir. Bdylece, 8, doniisiimii

X9 X2
e +1
9o
—_—
o -1
X1 X1

seklindedir.

5.2.9 Not kFi® — kFi-1(®) yektor uzaylar arasidaki sinir doniisiimii @; olmak iizere

0;° 0i;+1 = 0 seklindedir.

5.2.10 Tamim A, {X4, ..., X, } lUzerinde bir simplisyal kompleks olsun. Her i=0, 1,..., n-1 igin

0 — Ko ® 71 R@ B R0 LB g

kompleksine A’ nin k cismi tizerinde zincir kompleksi denir.

5.2.11 Ornek 5.2.7 Ornekteki
02(ep1,2,3)) = €23} — €1,3) + €123

02 ([x1,X2,X3]) = [X2,X3]— [X1, X3]+ [X1, X2 ]

doniistimii (1, -1, 1, 0, 0) vektorii ile eslestirirsek

1
-1
1
0
0

kP20 = k 0 (Fi®) S

olarak gosterilir. Benzer sekilde,
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01([x1,%2]) = [x2] = [x4]
01([x1,x3]) = [x3] = [x4]
01([%2,%3]) = [x3] = [x,]
01([x2,%4]) = [x4] = [x]

01([x3,%4]) = [x4] — [x3]

[—1 -1 0 0 0]
| 1 0 -1 -1 OI
donilistimiini| 0 1 1 0 —1lile eslestirirsek
Il 0O 0 o0 1 1J
o o0 o0 o0 o
-1 -1 0 0 0
[ 1 0o -1 -1 0]
0 1 1 o0 -1
[ o 0 o0 1 1
K@ =522 0 0 B kFo® = k5
elde edilir.

5.3 indirgenmis Homoloji

5.3.1 Tamm kFi® — KkFi-1® vektor uzaylar: arasindaki d; sinir doniisiimii olmak iizere
Cek 0; := i-¢evrimlerinin gruplari
Gor 0; := (i-1)-smurlarinin gruplari

seklinde tanimlanir.

5.3.2 Teorem V i i¢in Gor d;,1 € Cek 0; dir.
Ispat
Oi+1

e KR @ 8 R @ S R

v € kFit1® olsun = v = [X4, Xy, ..., Xiz2]
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Gor 0i41 = {ai+1(’l’)|’l’ € kFi“(A)}
0i(0i41(v)) = (0:° 0i41)(v)
=0

oldugundan v € Cek 0; olur.

5.3.3 Tamim V i tam sayis1 i¢in, k vektdr uzaymda Hi(Ak) = _Cek9) g Hi(Ak) ya A’

Gor (0i+1)

nin k tizerinde indirgenmis homolojisi ya da i. dereceden homoloji denir.

H,_1(Ak) = %‘Zg';) ve Gor(d,) = 0 oldugundan

Hn-1(Ak) = Cek(9p-1)

olur. i < 0veyai > n-1icin Hi(A,k) =0’ dir.

5.3.4 Ornek 5.2.7 Ornekteki A simplisyal kompleksinin, zincir kompleksi

-1 -1 0 0 0
1 [ 1 0 -1 -1 o]
1 o 1 1 0 -1
9 [0 o0 2! 111 1 1]
0k Lo)sto 0 o o ofs 50
0, d1 do

H (Ak) = ng—iglz . A’ nin 1. dereceden homolojisini bulalim. Tlk olarak
2

Cek(0,) ve Gor(0,)’ yi bulmaya caligalim.

KF1® = 165 2 [Fo(®) = |5

04’ in transformasyon matrisi

-1 -1 0 0 o0
| 1 0 -1 -1 0|
0 1 1 0 -1
[ 0o 0 o0 1 1J
0 0 0 0 0

oldugunu biliyoruz.

70



- —dq—4;

—az—ay

a

—35=0

a, +a;

=0

a4+a5

Bu homojen sistemin katsayilar matrisini,

0
0
1
0

0
1
1
0

0
1
0
0

\ satir indirgenmis eselon formuna doniistiirebiliriz.

:al"‘az

=0

a, +az+a,

=0

as + ag

:al
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as = keyfi

dy = —ag

acg = keyfi
aq 1 -1
BN

=04 31 | = .az + . dg

[a, ] [ ol | 4|
G Lo

olarak yazilabilir. Buradan, Cek(d,)’ in baz kiimesi

[_ﬂ [‘i]

{ 1" o|

el
olur ki, bu dim(Cek(0,))=2 demektir.

1]

d,’ in transformasyon matrisi { 1‘ dir.

0
0
(1 1
-1
Gor(0,) = span!l 1 I L olur.
L5
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rankd, = 1 = dim(Gor(d,))

Boylece,

dimy (H1(Ak)) = dimy(Cek(94)) = dimy(Gr ()
=2-1=1

Boylece, H;(Ak) = k elde edilir. Benzer sekilde, Ho(A,k) = k bulunur.
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