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OZET

MUTLAK MOBIUS BOLEN FONKSIYONU VE OZELLIiKLERIi
DOKTORA TEZi
UMIT SARP
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. SEBAHATTIN iKiIKARDES)
(ES DANISMAN: PROF. DR. DAEYEOUL KIM)
BALIKESIR, ARALIK - 2019

Bu tezde Dirichlet carpimi yardimiyla bir toplam fonksiyonu olan Mutlak M&bius Bolen
Fonksiyonu U (n) tanimlanmis ve 6zellikleri incelenmistir. i1k olarak U (n) ve Euler Totient

¢(n) Fonksiyonu arasindaki 6zellikler arastirilmigtir. Daha sonra U (n) ile Fermat asallari
arasindaki iligki arastirilmis ve bazi sonuclar elde edilmistir. Ardindan U (n) yardimiyla
sifreleme alaninda kullanilan bazi denklemler ¢oziilmiis ve son olarak Mdobius-Stirling
sayilari, G,(X) kuvvet serileri ve V(n) toplam fonksiyonu tanimlanmis ve &zellikleri
incelenmistir.

Bu tez dokuz boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; Mdbius Fonksiyonu z(n), Euler Totient Fonksiyonu ¢(n) gibi aritmetik
fonksiyonlar tamtilmus, gesitli say1 kiimeleri ile ilgili aritmetik fonksiyonlarin sonuglari
degerlendirilmis ve genel bir literatiir 6zeti yapilmistir. Ikinci bdliimde, temel tanimlar ve
teoremler verilmistir. Ayrica aritmetik fonksiyonlar hakkinda bazi 6zellikler agiklanmistir.
Ucgiincii béliimde; Mutlak Mobius Bélen Fonksiyonu U (n) ’nin tanimi yapilmis, U (n)

tizerinden U, (n) ve Ord (n) fonksiyonlar1 gibi diger tanimlar verilmis ve Mutlak Mobius
Bolen Fonksiyonunun ¢okgen sekilleri agiklanarak 6rneklendirilmistir. Dordiincii boliimde,
U(n) fonksiyonunun 6zellikleri agiklanmis ve ¢(n) fonksiyonu ile benzerlik ve farklilik
gosteren yonleri incelenmistir. Ayrica Ord(n) =2 olacak bigimde U (n) fonksiyonu

yardimiyla olusturulan ¢okgen sekillerin siiflandirilmas: yapilmistir. Besinci boliimde,
kriptoloji i¢in Onemli olarak degerlendirilen ¢(n)=¢@(n+1) ifadesinden yola c¢ikarak

p(n)=p(n+1) =U(n)=U(n+1) esitlikleri incelenmis ve g¢esitli sonuglara ulasilmistir.
Altinct béliimde, U(n) yardimiyla G, (X) kuvvet serileri tanimlanmis ve ozellikleri

incelenmistir. Yedinci bdliimde, Mobius-Stirling sayilar1 tanimlanmis ve bazi 6zellikleri
aciklanmistir. Sekizinci boliimde, U (n) yardimiyla V (n) toplam fonksiyonu tanimlanmis

ve ozellikleri verilmistir. Dokuzuncu boliimde; tez genelinde elde edilen sonuglar 6zetlenmis
ve bazi Onerilere yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Mutlak Mébius Bolen Fonksiyonu, Mobius Fonksiyonu,
bolen fonksiyonu, Euler Totient Fonksiyonu, Stirling sayilari.

Bilim Kodlar1 : 20401 Sayfa Sayis1: 88



ABSTRACT

ABSOLUTE MOBIUS DIVISOR FUNCTION AND PROPERTIES
PH.D. THESIS
UMIT SARP
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. SEBAHATTIN IKiKARDES )
(CO-SUPERVISOR: PROF. DR. DAEYEOUL KIM)
BALIKESIiR, DECEMBER - 2019

In this thesis, we introduce Absolute Mébius Divisor Function U (n) which is atotal function

is defined by Dirichlet product, and its properties are examined. First, some properties
between U (n) and Euler Totient Function have been investigated. Then, the relationship

between U (n) and Fermat prime numbers have been investigated and some results have
been obtained. Also, with the help of U (n) , some equations are solved and finally Mobius-
Stirling numbers, G, (x) power series and V (n) function are defined and examined.

This thesis consists of nine chapters.

In the first chapter; arithmetic functions such as M&bius Function x(n), Euler Totient

Function ¢(n) and related results have been given, the results of arithmetic functions related

to various number sets have been evaluated, and a general literature abstract has have been
given. In the second chapter, basic definitions and theorems have been given and examined.
Also some properties about arithmetic functions have been explained. In the third chapter;
The absolute Mobius Divisor Function U (n) has been defined, other definitions such as

U,(n) and Ord(n) functions have been given and the polygonal shapes of the absolute
Mobius Divisor Function have been explained and exemplified. In the fourth chapter, The
properties of the U (n) function have been explained and the similarities and the different
aspects of ¢(n) function have been examined. Also for Ord(n) =2, polygonal shapes have
been classified by the help of U(n) function. In the fifth chapter,
o(N)=p(n+1)=U(n)=U(n+1) equations were examined based on ¢(n)=¢(n+1)
expression which has been considered important for cryptology. In the sixth chapter, G, (x)

power series have been defined and their properties have been examined with the help of
U (n) . In the seventh chapter, M6bius-Stirling Numbers have been defined and some of their

properties have been explained. In the eighth chapter, V (n) total function has been defined

and its properties have been given. In the ninth chapter, the results obtained throughout the
thesis have been summarized and some suggestions have been given.

KEYWORDS: Absolute Mobius Divisor Function, Mdbius Function, divisor function,
Euler Totient Function, Stirling numbers.

Science Codes : 20401 Page Number : 88
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1. GIRIS

Aritmetik fonksiyonlarin 6zelliklerini incelemek ve aralarinda var olan iligkileri bulmak
sayilar teorisinde dnemli bir yere sahiptir. Bu fonksiyonlardan bazilar1 Mdbius Fonksiyonu,
Euler Totient Fonksiyonu ve bolen fonksiyonudur. Bu fonksiyonlar ile ¢okgen sayilar,
Fermat sayilar1, Mersenne sayilar1 ve Stirling Sayilart arasinda siki bir iliski vardir. Bunlar

aciklanacak olursa ilk olarak Euler Totient ¢ — Fonksiyonu’ndan baslanabilir.

Euler Totient ¢ — Fonksiyonu’nun bilinen bir¢ok 6zelligi ve bu 6zellikler yardimiyla elde

edilmis formiilleri vardir [1, 2, 3, 4, 5 6, 7]. Bunlardan en Onemlilerinden biri

n .
go(n)zz ,u(d)a esitligidir [8]. Shaphiro 1943 yilinda Euler Totient Fonksiyonunun

din

siiflamalari tizerine C(n) fonksiyonunu tanimlamistir [9].

Kim ve Bayad 2017 yilinda tek bolen fonksiyonun toplami ile ilgili S(n)= Z d

din, 2¢d
fonksiyonunu tanimlamislar ve bu fonksiyon iizerinden n sayisinin adimlarini olusturan
adim fonksiyonlarini, mertebe operatoriinii, konveks ve konkav g¢okgen sekillerini ve
alanlarini incelemislerdir. Ayrica elde ettikleri sonuglarin Mersenne asal sayilar1 ile olan

iliskilerini agiklamiglardir [10].

logn
Mobius 1832 yilinda Z ,u(n)& =-1 varsayiminda bulunmustur ve Landau 1899’da
- n

Mobius varsayimini ispatlamigtir [11]. Mobius varsayiminin ispatina farkli bir yaklasim
2013 yilinda Bayad ve Goubi tarafindan verilmistir [12].

Shapiro 1943 yilinda k>2 ve n bir tamsayr olmak iizere ¢,(n)=n, ¢ (n)=e(n),
o, (N)=p(p,_,(n)), m>2 bir tam say1 olmak tizere C(n) fonksiyonunu ¢, (n) =2 olacak
bigimde ifade etmis ve C(n) =m bi¢iminde gdstermistir [9].

Apostol, ilk baskis1 1976 yilinda olan kitabinda f ve g aritmetik fonksiyonlarmin Dirichlet

Carprmnt (f*g)(n)= Z f(d)g (gj olarak tanimlamistir [8]. Ayrica Dirichlet Carpimi
djn
yardimiyla, f g¢arpimsal bir aritmetik fonksiyon ise Z u(d)f(d)= H(l— f( p)) esitligi

din pin

saglanir [8].



Kendisi hari¢ pozitif tam bolenlerinin toplami kendisine esit olan sayilara miikemmel sayt
(perfect number) denir. Bu durumda kendisi ile birlikte diisiintildiigiinde bir mitkemmel say,

biitiin pozitif tam bdlenlerinin toplamimin yarisina esittir o'(n)=2n [13].

Pollack ve Shevelev 2012 yilinda “d sayisi, N pozitif tam sayisinin bir béleni olmak tizere
a(n) =2n+d esitligini saglayan sayilara yakin miikemmel say1 (near-perfect number)

denir” tanimin1 vermistir [13].

Birinci tip Stirling sayist S;(n,k); n elemanli kiimenin K devirlerinin sayis1 olarak
tanimlanir. Ayrica S,(0,0) =1ve k>0 i¢in S,(0,k) =0 “dir [14].

Fransiz matematikc¢i Pierre de Fermat, 1640 yilinda arkadasina yazdigi bir mektupta 2% 11
formundaki sayilarin hepsinin asal oldugu varsayimimda bulunmustur [15, 16]. Ardindan

1700’1 yillarda Alman matematik¢i Leonhard Paul Euler, bu durumun aksini ispatlayarak

bir Fermat sayist olan f, =2%+1'1 2% +1=4294967297 =641x6700417 seklinde

carpanlarina ayirmis ve 2% +1 formundaki sayilarin bilesik sayilar da olabildigini

gostermistir [15, 17]. Zamanla 2% +1 formundaki asal sayillara Fermat asal sayisi
denilmistir. Dogal olarak Euler’in ispatin ardindan “Fermat asal sayilari sonlu mu sonsuz
mu?” sorusu ortaya cikmistir. Sorunun cevabi hala kesfedilmeyi bekleyen agik bir

problemdir. Giiniimiizde kesfedilmis bes adet Fermat asal sayis1 bulunmaktadir.

Fermat sayilarina benzer olarak Fransiz matematik¢i Marin Mersenne’nin adinin verildigi

Mersenne sayilary; 2" -1 seklinde tanimlanir. Fermat sayilarindan farkli olarak sonucu
sadece asal olan sayilar, Mersenne sayilar1 olarak ifade edilmistir [15]. The Great Internet

Mersenne Prime Search (GIMPS)’in yaptigi son ¢aligsmalar ile 7 Aralik 2018’°de kesfedilmis

282 ,589,933

en biiyiilk Mersenne asal sayisi —1’dir [18]. Ayrica bu say1 giiniimiizde bilinen en

biiyiik asal sayidir.

Alman matematik¢i Carl Friedrich Gauss 1796 yilinda Oklid Geometrisi’ndeki sadece cetvel
ve pergel yardimiyla olusturulan diizgiin ¢okgenler ile Fermat asal sayilari arasinda ilging
bir iliski oldugunu kesfetmistir. Bu teorem giiniimiizde Gauss Teoremi olarak bilinmektedir
[15].

Ratat, @(n)=¢@(n+1) esitligini saglayan N pozitif tamsayilarmi arastirmistir [19].

Arastirmanin sonucuna gore Nn=1, 3, 15, 104 degerleri ¢(n)=¢(n+1) esitligini



saglamaktadir. Ardindan Goormaghtigh, 1918 yilinda Ratat’in arastirmasina ek olarak

n=164, 194, 255, 495 degerlerinin de ayni esitligi sagladigini kanitlamistir [20].

Klee [21], Moser [4], Lal ve Gillard [22], Ballew, Case ve Higgins [23], Baillie [24, 25]
ve Erdds, Pomerance ve Sarkézy [26], ¢(n)=¢@(n+k) ve o(n)=oc(n+k) esitliklerini

saglayan degerler iizerine calismuslardir. Ote yandan o(n)=c(n+1) ifadesi saglayan
degerlerinin sonsuz olup olmadigi agik bir problemdir ( [2] s:103, [6] s:166).

Bu calisma dokuz boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, diger boliimlerde yer alan ¢alismalar igin genel bir literatiir Gzeti
yapilmistir.

Ikinci béliimde, temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii béliimde; Mutlak Mébius Bolen Fonksiyonu U (n)’in tanimi yapilmis, ayni
fonksiyon iizerinden U, (n) ve Ord (n) fonksiyonlar1 gibi diger tanimlar verilmis ve Mutlak
Mobius Bolen Fonksiyonunun ¢okgen sekilleri agiklanmuistir.

Dordiincii boliimde, U (n) fonksiyonunun 6zellikleri agiklanmis ve ¢(n) fonksiyonu ile
benzerlik ve farklilik gosteren yonleri incelenmistir. Ayrica Ord(n) =2 olacak bigimde
U (n) fonksiyonu yardimiyla olusturulan ¢okgen sekillerin siniflandirilmasi yapilmistir.

Uciincii ve dérdiincii béliimlerde Mutlak M&bius Bolen Fonksiyonu, Kim ve Bayad’i [10]
makalesindeki S(n) = Z d fonksiyonu ve Shaphiro ‘nun [9] makalesindeki C(n)

din, 2td

fonksiyonu ile karsilastirilmistir.

Besinci bolimde, [4, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 27]’de yer alan ¢alismalara ek olarak
o(n)=p(n+1) =U(n) =U(n+1) esitlikleri incelenmis ve ¢esitli sonuglara ulasilmistir.

Altinc1 bolimde, G, (x) kuvvet serileri tanimlanmus ve 6zellikleri incelenmistir.

m
Yedinci boliimde, Mobius-Stirling sayilari [k} tanimlanmis ve baz1 Ozellikleri
n
aciklanmistir.

Sekizinci boliimde, U (n) yardimiyla V (n) toplam fonksiyonu tanimlanmis ve 6zellikleri
verilmigtir.

Son olarak dokuzuncu boliimde, calisma genelinde elde edilen sonuglar Ozetlenmis ve
arastirilabilecek benzer ¢aligsmalar i¢in Onerilere yer verilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tezin bu boliimiinde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan literatiirde bilinen bazi temel

tanimlara ve teoremlere yer verilmistir.

2.1 Tamm a ve b tamsayr olmak ilizere a=DbC olacak sekilde bir C tamsayisi

bulunabiliyorsa b, a’y1 béler denir ve bl a bigiminde gosterilir.

2.2 Tamim Pozitif tam sayilar kiimesinden kompleks sayilar kiimesinin herhangi bir alt
kiimesine tanimlanan fonksiyona aritmetik fonksiyon denir [8].

2.3 Tammm n,meZ" olmak lizere (n,m)=1 i¢in f(mn)= f(m)f(n) kosulunu saglayan
aritmetik fonksiyona carpimsal fonksiyon denir [8].

2.4 Tanim n € Z" olmak iizere N ‘nin biitiin pozitif bdlenlerinin sayis1 z(n), bu boélenlerin

toplam1 o(n) ve asal ¢arpanlarinin sayisi a)(n) ‘dir.

2.1 Teorem z(n) 'nin bir tek say1 olmasi igin gerek ve yeter sart N ’nin bir tamsayinin karesi
olmasidir [8].

2.5 Tanim N bir pozitif tamsay1 olmak iizere;

1, n=1 ise,
#(n)=40, p’l n, p asal ise, 2.1)
(-1)", n=p.p,...p, ise, buradai=j icin p, = p;,

fonksiyonuna Mébius x— Fonksiyonu denir [8].

2.1 Sonug¢ M&bius Fonksiyonu s (n), bir aritmetik fonksiyondur.
2.1 Ornek £(30)=(2.35)=(-1)" =-1, 1(40)=p(2°5)=0"dr.
2.2 Teorem p bir asal say1 olmak iizere ,u( p) =-1 ve k>2 tamsayisi i¢gin ,u( p¥ ) =0"dr.

2.3 Teorem u fonksiyonu ¢arpimsal bir fonksiyondur [8].

2.6 Tamm n>1 bir tam say1 olsun (k,n)=1 ve 1<k<n kosulunu saglayan k

tamsayilarinin sayisin1 veren fonksiyona Euler’in Totient Fonksiyonu denir ve ¢(n) ile

gosterilir. ¢(1) =1 olarak tanimlanir.

2.2 Sonug Euler Totient Fonksiyonu ¢(n), bir aritmetik fonksiyondur.



2.2 Ornek ¢(2) =1, p(38)=2 ve ¢(6) =2 dir.

2.4 Teorem n>1 olan bir tamsayinin asal olmasi igin gerekli ve yeterli sart ¢(n)=n-1
olmasidir [8].

2.5 Teorem ¢ fonksiyonu ¢arpimsal bir fonksiyondur [8].

2.6 Teorem n bir pozitif tam say1, ¢ Mobius Fonksiyonu, ¢ Euler’in Totient Fonksiyonu
ve d ’ler, N nin pozitif bélenleri olmak tizere;

o(n) = pu(d)

n
- (2.2)
din d
esitligi saglanir [8].
2.7 Tammm f ve g aritmetik fonksiyonlarinin Dirichlet ¢arpima,
n
(1 *g)(n):zf(d)g(a] 23)
djn

seklinde tanimlanir [8].

2.7 Teorem n bir pozitif tam say1, f ¢arpimsal bir aritmetik fonksiyon, p ’ler n ’nin farkli

asal bolenleri ve d ’ler, n ’nin pozitif bélenleri olmak {izere;

> u@) 1 (d)=[](1- 1 () @

din p|n
esitligi saglanir [8, 28].

2.3 Ornek f (n) =n olarak alinirsa 2.4 Teorem’den

o' (n)=]1(-p) (2.5)

pin

elde edilir ki, bu esitlik Dirichlet ¢arpimint yardimiyla elde edilmis Euler Totient
Fonksiyonu’nun tersidir [28].

2.8 Tammm N bir dogal say1 olmak iizere f, = 2% +1 bigiminde tanimlanan sayilara Fermat
sayilari denir [15].

Fermat, f, = 2% +1 biciminde yazilan sayilar1 ilk kez tanimladiginda hepsinin asal say1

oldugunu diistinmiistiir [15, 16]. 1600°1ii yillarda hesap makinesi ve bilgisayar gibi imkéanlar
olmadig1 ve hesaplamalarin elle yapildig1 diisiiniiliirse bu teorinin dogrulugunu arastirmanin
giicliigii anlasilmis olur.



Fermat’in hesapladig ilk bes say1 f, =3, f, =5, f, =17, f,=257 ve f, =65537 dir. Bu
sayilar incelendiginde asal olduklar1 anlasilmis ve “Fermat sayilari asaldir” varsayimi
ortaya atilmistir. Ardindan Euler, f, =4294967297 =641x6700417 Fermat sayisinin iki

farkli asal carpani oldugunu kesfettikten sonra Fermat sayilarinin hepsinin asal olmadigi
sonucu ortaya ¢ikmistir.

Biitiin bu kesifler ile birlikte ilk bes Fermat sayisinin asal oldugu ve bu sayilardan farkli bir
Fermat asal sayisinin olup olmadigi, Fermat asal sayilar1 olarak isimlendirilen 3, 5, 17, 257

ve 65537 sayilarini igeren kiimenin sonsuz olup olmadigi heniiz cevabini bulamamis sorular
arasinda yer almaktadir [15].

2.9 Tamm n bir dogal say1 olmak iizere M, =2"-1 bi¢iminde tanimlanan sayilara
Mersenne sayilari denir [29].

Bugiine kadar kesfedilmis en biiyiikk Mersenne asal sayis1 2%°*%° _1°dir [18]. The Great
Internet Mersenne Prime Search (GIMPS) kurulusu, bir¢ok akademisyen ve arastirmact bir
sonraki Mersenne asal sayisini kesfetmek icin ¢alismaktadir.

2.10 Tammm Kendisi hari¢ pozitif tam bolenlerinin toplami kendisine esit olan sayilara
miikemmel say1 (perfect number) denir. Bu durumda bir miikemmel say1, biitiin pozitif

tam bolenlerinin toplaminin yarisina esittir G(n) =2n [13].

2.11 Tammm d sayisi, N pozitif tam sayisinin bir boleni olmak {iizere O'(n):2n+d

esitligini saglayan sayilara yakin miikemmel say1 (near-perfect number) denir [13].

2.12 Tamim Birinci tip Stirling sayis1 S, (n,k), S, simetrik grubunda k ayrik devrin

carpimi olarak yazilan elamanlarin sayisi olarak tanimlanir. Genel olarak n elemanli
kiimenin K devirlerinin sayis1 bir ornek ile agiklanacak olursa; "n kisi k tane yuvarlak
masaya, her masada en az bir kigi olma kosuluyla kag farkll bi¢cimde yerlestirilebilir?”
Sorusunun cevabi olan say1 birinci tip Stirling sayisidir. Birinci tip Stirling sayilar yaygin

n
kullanimda S,(n,k) :|s(n,k)| ya da LJ ile gosterilir [30]. Tablo 2.1’de baz1 birinci tip
Stirling sayilar1 gosterilmistir.
2.4 Ornek S,(3,2) ’yi hesaplayalim. S, simetrik grubunda iki ayrik devrin ¢arpimi olarak

yazilan elamanlar; (1)(23) , (2)(13) ve (3) (21) oldugundan S, (3,2) =3 tiir.

2.5 Ornek S,(4,3) ’ii hesaplayalim. S, simetrik grubunda ii¢ ayrik devrin ¢arpim olarak

yazilan elamanlar; (1)(2)(34), (1)(3)(24), (1)(4)(23), (2)(3)(14), (2)(4)(13) ve
(3)(4)(12) oldugundan S,(4,3)=6"dur.



Tablo 2.1: Birinci tip Stirling sayilari.

n
[JO 1 2 3 4 5 6 7 8

1
1
2
6 11 6 1

24 50 35 10 1

120 274 225 85 15 1

720 1764 1624 /35 175 21 1
5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

o N O o1l b WO N - O

1
0
0
0
0
0
0
0
0

2.8 Teorem Birinci tip Stirling sayist S,(n,k) n>0 i¢in
P,(X) = x(x+1)(x+2)...(x+n-1) (2.6)

polinomunda x* 'nin katsayisidir [30].



3. MUTLAK MOBIUS BOLEN FONKSIiYONU

Bu boliimde tezin temelini olusturan Mutlak Mobius Bolen Fonksiyonu U (n) tanimlanmus,
U (n) fonksiyon tizerinden U, (n) ve Ord (n) fonksiyonlarinin tanimlar1 verilmis ve Mutlak

Mobius Bolen Fonksiyonunun g¢okgen sekilleri agiklanmistir. Bu boliimde elde edilen
sonuglar 6zgiindiir. Bu béliimdeki ¢alismalar Kim, Sarp ve ikikardes’in "lterating the Sum
of Mobius Divisor Function and Euler Totient Function, Mathematics, 7 (1083), 2019.”
makalesinde yayimlanmistir [31].

3.1 Tammm N pozitif bir tam say1, x Mobius Fonksiyonu ve d, n’nin pozitif bolenleri
olmak {izere Mutlak Mébius Bolen Fonksiyonu;

U(n):= > du(d)] (3.1)

din
olarak tanimlanir [31, 32].
1<n <100 i¢in U (n) fonksiyonunun aldig: degerler Ek A’da verilmistir.

3.1 Ornek U (n) fonksiyonunun bazi 6rnekleri;

U@ = u@1|=1,

U2) = u@1+u(2)2]=1,

U (4) = a1+ u(2)2+ pu(4)4|=1 ve

U (6) = p1+ 1(2)2+ 1(3)3+ u(6)6|=2

dir.
U (n) ve ¢@(n) ’nin ilk yirmi degeri Tablo 3.1’de gosterilmistir.

Tablo 3.1: U(n) ve ¢(n), (1<n<20).

n 123456 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Un) 11 21 4261 24 102 126 8 1 16 2 18 4
o) 11 2 2 426 46 4 10 4 12 6 8 8 16 6 18 8

Tablo 3.1’den anlasilacagi tizere U (n) ve ¢(n) fonksiyonlari bazi degerler igin esittir. Say1
fonksiyonlart ile ilgili esitlikler kriptolojide kullanim alanlarina sahiptir. U (n) ve ¢(n) 'nin
kriptoloji uygulamalarina tezin besinci boliimiinde yer verilmistir.

3.2 Tammim m2>1ve n>1birer tam say1 olmak tizere Mutlak M6bius Bolen Fonksiyonunun
iterasyonlar1 U, (n):=n, U(n):=U,(n) ve U (n)=U,, (U (n)) olarak tanimlanir.

3.2 Ornek U, (7)=7,U,(7)=6, U,(7)=2 ve U,(7)=L1"dir.



3.3 Tanim n>1 bir tam say1 olmak tizere U, (n) =1 oldugunda, buradaki en kii¢iik m

sayisina N ’nin mertebesi denir ve Ord(n) =m ile gosterilir. Ord (1) =0 olarak tanimlanir.

3.1 Uyan1 k>2bir tamsay1 olmak iizere ¢,(n)=n, @, (n)=¢(n) ve ¢ (n)=p(p ,(N))
olarak tanimlansin. Shapiro, N tam sayisi igin C(n) fonksiyonunu m>2 bir tam say1 ve
@,,(n) =2 olacak bigimde tanimlar ve C(n) =m bicimide gosterir [9]. Ord(n) ’nin bazi
degerleri ile C(n)+1’in baz1 degerleri birbirine esittir. Shapiro, C(1)+1=C(2)+1=1
olarak tanimlamistir [9]. Bu tezde C(1)+1=0 ve C(2)+1=1 olarak kabul edilmistir. Ote

yandan Kim ve Bayad, bolen fonksiyonu ile ilgili ¢alismalarinda bolen fonksiyonunun
mertebe fonksiyonu Ord,(n) ’ye yer vermislerdir [10].

3.4 Tamm Ord(n)=m-2 olacak big¢imde V, ={(i,U;(n))|i=0,..,m-2}U{(0,1)}
kiimesini diistinelim. V, kiimesindeki siwrali ikilileri birlestiren dogru parcalarinin

olusturdugu ¢okgene M — gen sekil denir. Buradaki n=1 disindaki n pozitif tam sayisina
U ve V, yardimiyla iiretilen Mébius m— gen sayisi denir. Benzer olarak Euler Totient

m'—gen Sekil Sayilar C(n)+1l=m" olacak bicimde
R, = {(i,qpi (n)|i=0,...,m'- 2} u{(O,l)} kiimesini diisiinelim. R kiimesindeki sirali
ikilileri birlestiren dogru pargalarinin olusturdugu ¢okgene m'—gen sekil denir. Buradaki
n=1 disindaki n pozitif tam sayisina ¢ ve R, tarafindan iiretilen Euler Totient m'—gen

sayisi denir.

Shaphiro’nun tanimladigr C(n) fonksiyonu ile Ord(n) fonksiyonunun ayni degerleri aldig1
tam sayilar vardir.

Ord(n) ve C(n)+1’in ilk yirmi degeri Tablo 3.2’de gosterilmistir.

Tablo 3.2: Ord(n) ve C(n)+1, (1<n<20).

n 1 23 456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Odin) 01 21 223122 3 2 3 3 21 2 2 3 2
Ch+1 01 2 2 3 23 333 4 3 4 3 4 4 5 3 4 4

3.3 Tamim Kim ve Bayad’in bolen fonksiyonu ile ilgili ¢alismasindaki notasyonlara benzer
olarak konvekslik ve konvekslik alani ifadelerini tanimlamak i¢in mutlak Mdbius bolen

fonksiyonu U tarafindan {iretilen {(i,Ui(n))|i =0,..,, m—2} w{(0,)} kiimesinin
olusturdugu cokgen diisiiniildiiglinde olusan seklin konveks (dis biikey) ya da konkav (i¢

biikey) oldugu goriilmektedir. Buradaki n sayisina konveks (ya da konkav) mutlak
Mobius M —gen sekil sayis1 denir [10]. Bu seklin alan1 ise A(n) olarak gosterilir. Bu

calismada Euler Totient Fonksiyonu ¢(n) tarafindan iiretilen ¢okgenler igin 3.3 Tanim’a
benzer bigimde konveks (ya da konkav) Totient m'—gen sekil sayillar1 ve B(n)’de
olusan ¢okgenin alan1 olarak tanimlanmuistir.




3.3 Ornek n=2 olmak iizere U(2) ve ¢(2) yardimiyla iiretilen noktalarm kiimesi
V,=R, = {(0, 2),(11), (0,1)} "dir. Bu durumda 2, mutlak Mébius liggen konveks sayidir ve

alan1 A(2)= % dir.

n=2,3,4,5 degerleri i¢cin mutlak Mobius m—gen sekil sayilar1, Euler Totient m'— gen sekil
sayilar1 ve olusan sekillerin alanlar1 Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de gosterilmistir.

A(3)=B(3)=2
A(2)=B(2)="%

U(2) =(2) U®)=9(3)

Sekil 3.1: n=2,3 i¢cin U (n) ve ¢(n) ’nin ¢okgenleri ve alanlar:.

U (4) ve ¢(4) U (5) ve ¢(5)

Sekil 3.2: n=4,5 icin U (n) ve ¢(n) ’nin cokgenleri ve alanlari.
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U(n) ve ¢(n) yardimiyla iiretilen A(n) ve B(n) alanlarinin ilk on dokuz degeri Tablo
3.3’de verilmistir.

Tablo 3.3: A(n) ve B(n), (2<n<20).

n 23456 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
am 2225 L9l 5 By By ® by
2 "2 7 2 7 2 2 2 2 2 2 2
B) = 2 26 10210 Y 1g o 2gg g D op 4
2 "2 2 7 2 2 2 2 2 2 2

11




4. U(n) VE ¢(n)’NIN BAZI OZELLIKLERI VE COKGEN
SEKILLERI

Bu béliimde Mutlak Mobius Bolen Fonksiyonu ile Euler Totient Fonksiyonunun ¢okgen
sekiller ile olan iligkileri ve Ozellikleri incelenmistir. Cokgen sekillerin bazilar1 ig¢in
siniflamalar yapilmustir. Bu béliimdeki ¢alismalar Kim, Sarp ve ikikardes’in "lterating the
Sum of M6bius Divisor Function and Euler Totient Function, Mathematics, 7 (1083), 2019.”
makalesinde yayimlanmistir [31].

4.1 Teorem p, < p, <...< p, Fermat asal sayilar1 ve me Z" olmak {izere;
Fo={Pu.... 0.},

t

Fl:z{ [N pieF0,1£t£5} ve
i=1

F, ::{H PP eRp<p <p,...<p, < pu,rSU}—(FouFl)
j=1

kiimeleri verilsin. Eger Ord(m) =1 yada 2 ise m>1 olmak iizere,

Mutlak Mobius ggen sayidir, m=2"veya meF, ise
m; < Mutlak Mébius dortgen konveks sayidir, meF,-{3} veya meF, ise
Mutlak Mo6bius dortgen konkav say:dir,  aksi halde

4.1 Teorem’in ispat1 i¢in asagidaki sonuglardan yararlanilacaktir.

4.1 Uyar1 Shapiro, C(m)+1=2 ifadesini saglayan M pozitif tam sayilarim1 m=3,4,6
olarak hesaplamistir [9]. Bu durumda C(m)+1=1 yada 2 oldugunda;

1) Eger m=2,3 ise m; Totient iiggen sayidir.
i) Eger m=4,5 ise m; Totient dortgen konkav sayidir.

4.1 U(n) ve @(n) ‘nin Baz1 Ozellikleri

Euler Totient Fonksiyonu ¢(n), basta sayilar teorisi olmak {izere bir¢ok bilim dalinda

kullanilan bir say1 fonksiyondur. Ayrica bilinen bir¢ok farkli 6zelligi vardir. Bu 6zelliklerden
bazilarina [2, 3, 5, 6, 33, 34, 35, 36]’daki kitaplarda ve [1, 4, 7, 37, 38]’daki makalelerde yer
verilmistir. Ornegin; bu 6zelliklerden bir tanesi carpimsal fonksiyon olmasidir. Bir digeri de
Y, X’in bir garpant ise ¢(xy) = yo(x) *dir.

Bu baslikta U(n) ve ¢(n) aritmetik fonksiyonlarinin benzer ve farkli 6zellikleri birlikte
aragtirilmustir.
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4.1 Lemma n bir pozitif tamsay1, p, ’ler birbirinden farkli asal sayilar ve e, 'ler pozitif tam

sayilar olmak tizere n= p;*p;z...p;" olsun. Bu durumda (2.5) esitligine benzer olarak,
um=[](p-1 (4.1)
i=1

>dir.

Ispat: n=ppy--- p seklinde carpanlaria ayrilabilen herhangi bir tam say1 olmak {izere
(3.1) esitliginden,

U(n) = ;ﬂ(d)d‘
=== P == P P et (<1) PP P, (4.2)
=|(2-p) (- p,)--(1-p,)
=(p,-1)(p,-1)...(p, -1
dir.
4.1 Lemma’nin ispat1 tamamlanmis olur.
0

4.1 Sonu¢c p bir asal say1 ve «a pozitif bir tam say1 olmak iizere U(p)=p-1 ve
U(p*)=U(p) ’dir. Ayrica U (2*) =1dir.

4.2 Sonu¢ n>1 pozitif bir tam say1 ve Ord(n)=m olmak iizere, U;(n)’ler azalan

degerlerdir. Baska bir ifadeyle,
U,(n)>U,(n)>U,(n)>--->U,_(n) (4.3)
“dir.

4.2 Uyannt U(n) fonksiyonu ile ¢(n) fonksiyonunun bazi 6zelliklerini Tablo 4.1°de
karsilastirilmistir.

Tablo 4.1: U(n) ve ¢(n) fonksiyonlariin karsilastiriimasi — a.

U ()
n=pp-py (p.=1)--(p, -1 (P =P (P —pr ™)
n=2" 1 k-1
iterasyon | Uy (n)>U,(n)>U,(n)>- | g,(n)>@ (n)>g,(n)>-

13



4.1 Ornek {U; (n)} *in ilk yirmi degeri Tablo 4.2°de gosterilmistir.
Tablo 4.2: {Ui (n)} degerleri, (1<n<20).

Ut | " Ui ")
1 (6,21 | 11| {1110,41} |16 | {161}
2 | {21 {7,6,21} |12 | {1221} |17 | {17,161}
3| {321 (81 |13 | {1312,21} |18 | (18,21}
4

5

n {Ui(n)}

©| 0O N o S

4.4 (9,21} |14 {146,321} | 19 | {19,18,2,1}
(541 |10 {1041} |15| {1581 |20 | {20,4,1}

4.2 Lemma U (n) fonksiyonu ¢arpimsal bir fonksiyondur. m ve n birer pozitif tamsay1
olmak tizere; eger (m,n) =1 ise U(mn)=U (m)U(n) ’dir. Ayrica N, M 'nin bir ¢arpani ise
U (mn)=U (m)’dir.

Ispat: m=p2pZ..p° ve n=q"q..q" birer pozitif tam say1 olsun. pipZ..p" ve
10,700 degerleri M ve n’nin asal carpanlarma ayrilmus hali olmak iizere; Eger
(m,n) =1 ise Lemma 4.1°den dolay1r m ve N ’nin herhangi birer asal ¢arpan1 p ve ( igin

plm, ptn, gl n ve gt m’dir. Bu durumda;

U (mn) = l_I(tk -1)

tjmn
=H( P~ [(a-12) (4.4)
=U (m)U (n)

>dir.

Ayrica N, M’nin bir ¢arpant olsun. Bu durumda eger p;|n ise p,|m olmalidir. 4.1
Lemma’dan dolay1 U (mn) =U (m) olur ki,

4.2 Lemma’nin ispati tamamlanmis olur.
O

4.3 Uyar1 U(n) ve ¢(n) fonksiyonlari garpimsal fonksiyonlardir. n| m olmak tizere U (n)
ve ¢(n) fonksiyonlarinin karsilastirilmasi Tablo 4.3 de verilmistir.

Tablo 4.3: U(n) ve ¢(n) fonksiyonlarinin karsilastirilmasi — b.

(m,n)=1 nl m
U(mn) | UmMU(N) | U(m)
e(mn) | e(m)e(n) | np(m)
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4.2 Teorem Her ne N—{1} i¢in U, (n) =1 olacak bigimde bir meN vardir.

Ispat: p,,..., p, ’ler; p,<p,<..< P, sartin1 saglayan birbirinden farkli asal sayilar olsun,

4.1 Lemma’dan dolay1 U (n) = H olmahdlr Bu durumda;

i=1

Eger r =1 ve p, =2 ise U(n) =1 olmalidir (4.1 Sonucg).
Eger p; tek asal say1ise U(p;') = p, —1 olmalidir (4.1 Lemma).

Bunlarin disindaki degerler i¢in p; —1 ¢ift tam say1 ayrica f, 21, [, >1 ve g, <---<q;

olmak iizere, p,—1=2" qif'l ---q.fis esitligi saglayan q,...,q, birbirinden farkli asal sayilar

p-1_p -1
2

vardir. Bu durumda @; < >

§ekhnde yazilabilir. 4.2 Lemma’dan
U,(p)=U(p, - =U(q,)-U(a,) (4.5)
“dir. (4.5) esitligi igin 1<i; <s ve 9 <q{ <...<q{" olmak iizere,
U =U(](p-
=U (2'1*'2*“'*”f[qif‘l...qii‘“ ]
i1
U (H 0 g J (4.6)

—H g, —1---(q, -1

(2) (2)
qJ qu

-1
qr”z } olmalidir. Ayni yontemi kullanarak,

olur. Bu durumda qgf)smax{ql“z_

q)) <100 olmak iizere UH(n)=(q21’1)—1)~-(q21’1)—1):2“Hq§1) esitligini saglayan |
u=1

degerleri bulunabilir. Ek A’da U (n) degerlerini igeren tablodan 1<n <100 araligindaki
saytlarigin U (n)=1 (U, (U,,(n)) =1) esitligini saglayan v degerleri bulunabilir. Sonug
olarak, her n pozitif tamsayisi igin U_(n) =1 esitligini saglayan m=v+1-1eN degeri

vardir.

4.2 Teorem’in ispat1 tamamlanmis olur.
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4.3 Sonu¢ Her ne N —{1} icin Ord(n) =m olacak bicimde meN vardir.

Ispat: 4.2 Teorem’den asikardur.
O

4.4 Uyar Kim ve Bayad, tek bolen fonksiyonunun iterasyonu olan S_(n) ve n degerlerinin
mertebe fonksiyonu olan Ord,(n)’yi incelemislerdir. incelemeleri sonucunda mertebe
fonksiyonu Ord, (n) ’nin sonsuz olup olmadig: agik bir problem olarak kalmistir. Fakat
U,(n) igin 4.3 Sonu¢ ve Erdos’in c¢aligmalarindan dolayr Ord(n) <o oldugu
anlasilmaktadir [9, 26].

4.3 Teorem n>1 pozitif tamsay1 ve k e N olmak tizere, Ord (n) =1 olmasi igin gerek ve

yeter sart N =2 olmasidir.

Ispat: (<) n=2" olsun. Bu durumda U (n)=U, (n) =1 oldugu agiktir.

(:>) P.s-- P, 'ler birbirinden farkli asal sayilar ve n= pp,2...p;" pozitif tamsayisinin
carpanlara ayrilmis hali olmak iizere, eger Ordz(n):lise 4.1 Lemma’dan dolay1

1= ( P, —l)( P, —1). . ( P, —1) esitligini saglamalidir.

Bu durumda p,,..., p, ’ler birbirinden farkl: asal sayilar olmas1 gerektigi i¢in p, =2 diginda
bir asal say1 olmast durumda sonu¢ 1 olmayacagindan sadece p, =2 olmalidir. p, =2

olmast i¢in ise n=2" (her k e N i¢in) olmalidur.
4.3 Teorem 'in ispat1 tamamlanmis olur.
O

4.5 Uyan k >0 pozitif bir tamsay1 olmak iizere 2* mutlak Mébius iicgen sayidir ve alani

A(zk)=%(2k ~1)dir,

4.4 Teorem n,m ve m' birden biiyiik pozitif tam sayilar ve Ord (n)=m ve C(n)+1=m’
olmak tizere, A(n), B(n)€Z olmasi ig¢in gerek ve yeter sart n=1(mod 2) olmasidir.

Ayrica,
m-1 1

A(n) :Zuk(n)+5(1+ n)—m (4.7)
k=1

ve

16



B(n) :r§¢k(n)+%(1+ n)—m' (4.8)
“dir.

Ispat: A(n) alammi bulmak icin {(O,U0 (n)) , (1,U1 (n)) reres (m,Um (n))} kiimesinin
olusturdugu kapali bolge degerlendirildiginde, A(n) alani,

A(n)=%(UO(n)+Ul(n))+%(Ul(n)+U2(n))+...+%(um1(n)+Um(n))—m
=U1(n)+...+Um_1(n)+%(1+n)—m

E%(1+ n) (mod 1)

’dir. B(n) alan1 da benzer bi¢imde bulunabilir.

4.4 Teorem’in ispat1 tamamlanmis olur.

4.2 Ord(n)=2 i¢in U(n) Cokgen Sekillerin Siniflandirilmasi

Bu boliimde Ord(n) =2 olacak bigimde pozitif n tamsayilar1 arastirilmis ve sonug olarak

tic farkli smiflandirma bulunmustur. Bu smiflandirmalar Mutlak Mobius iicgen sayilar,
Mutlak Mébius dortgen konveks sayilar ve Mutlak Mobius dortgen konkav sayilar’dir.

«4(0,6)

(2,1)

"Y0.1)

Sekil 4.1: iiggen, dortgen konveks ve dortgen konkav sekiller.

4.5 Teorem p,,..., p, ’ler Fermat asal sayilar1 ve €,,...,€, ’ler pozitif tam sayilar olmak iizere

eger n=2"ppe...p~ ise Ord(n) =2 dir.
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Ispat: p = 22" +1, (1<i<r)’ler Fermat asal sayilar1 olmak iizere, 4.1 Sonu¢’tan dolay1
Pi

U(p,)=p,—1 olmahdir. Budurumda, n=2"p;py’...p;" pozitif tam sayis1 igin,

U (n)=U (2p; p5...p7")
=U(2)u(pr)u (pz)-u (o7 )
=(p-1)(P, =1)--(p, -1) (4.9)
_ Mo oo™
ot
‘dir.
Sonu¢ olarak U(n)=U,(n)=2" ve Uz(n)=U(Ul(n))=U(2t)=1 olacagindan
Ord(n) =2 olmalidir.

4.5 Teorem’in ispat1 tamamlanmis olur.
O

4.6 Uyar1 Tek bolen fonksiyonu toplami S(n) , Mutlak M6bius Bélen Fonksiyonu U (n) ve
Euler Totient Fonksiyonu ¢(n) bazi farkliliklarla benzer 6zellikler gostermektedirler. Tablo
4.4de t=1,2 igin ¢ (n), U,(n) ve S,(n) nin baz1 6zelliklerine yer verilmistir [9, 10].

Tablo 4.4: t=1,2 igin ¢,(n), U,(n) ve S,(n).

fonksiyon | U (n) o(n) S(n)

f,(nN)=1 | n=2"(kk=>0) n=2(k=0,1) | n=2"(k>0)
n=2“p2...p" n =243 n=2g...0,

f,(n)=1 | (k>0) (k,=0,1), (k >0)
p, : Fermat asal sayist | (K, =0,1) 0, : Mersenne sayisi
(4.5 Teorem) ([8], safya 21) | ([9], Teorem 2.3)

n=2"pkps...p~igin U(n) ve ¢(n) 'nin ilk otuz iki degeri Ek B’de verilmistir.

4.3 Lemma p, Fermat asal sayis1 olmak iizere; p, =3 ise mutlak Mdbius iicgen say1 ve

p, # 3 ise mutlak Mobius dortgen konveks sayidir.

Ispat: {(0,3) (12),(21),(1, O)} kiimesi liggen bir bolge olusturdugu icin 3 mutlak Mébius
ticgen sayidir (Sekil 4.2).
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14(0.3)

2.5

(=)

(2,1)

L 2 3

Sekil 4.2: p, =3 sayisi igin tiggen sekil.

P, = 22" +1 sayist 3 disinda bir Fermat asal say1 olmak iizere; U (p,)=2"" olur ki bu durum

da olusan kiime,
A={(0.2" +1),(12™"),(22).(01)]
‘dir.

(szi 1o )<(22mi _1) olacagi i¢in A kiimesinin olusturacagi kapali sekil konveks
yapidadir (Sekil 4.3).

0
Sekil 4.3: p, = 27" +1 (p; #3) sayist igin dortgen konveks sekil.

4.3 Lemma’nin ispati tamamlanmis olur.
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o
4.4 Lemma p, Fermat asal sayisi ve m >2, m, >2 pozitif tamsayilar olmak tizere 2™ p;

ve p™ sayilart mutlak Mébius dortgen konkav sayilardir.

Ispat: p, = 22" +1 Fermat asal sayist olsun bu durumda 2™ p, —(p, —1) = 2™ 27 227" e

(p—1)-1=2"" -1"dir.

4.3 Lemma’daki gibi olugan sekli inceledigimizde, 2™ p, —(p, —1) > ( p; —1)—1 olacag: i¢in
sekil konkav yapidadir. Sonug olarak 2™ p, mutlak Mobius dértgen konkav sayidir.

Benzer bigimde p,™ —(p;—1)>(p,—1)—1 oldugundan p® de mutlak Mébius dortgen
konkav sayidir (Sekil 4.4).

0
Sekil 4.4: 2™ p, ve p™ sayilar igin dortgen konkav sekil.
4.4 L.emma’nin ispat1 tamamlanmis olur.
m

4.5 Lemma p,,..., p, ler Fermat asal sayilar1 olmak iizere 2p,...p, sayist mutlak Mobius
dortgen konkav sayidir.

Ayrica m,e,,...,e, pozitif tam sayilar olmak tizere, 2" p;*...p;" sayis1t mutlak Mobius

dortgen konkav sayidir.

Ispat: 4.4 Lemma’nin ispat1 ile benzer bigimdedir.
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4.6 Lemma r pozitif tamsay1 olmak {izere,

]L[(zz‘ +1)—2]__L[22‘ +1=0 (4.10)

i=0
>dir.

Ispat: Asagidaki esitlikler birlikte degerlendirildiginde,

r 2r+1 _
[1(x* +1)= X2 -1 (4.11)
i=0 x-1
[1x =x" (4.12)
i=0
f(x) = H(zz‘ +1) ~2[ [ 2% +1 fonksiyonu icin f (2) = 0°dur.
i=0 i=0
4.6 Lemma’nin ispati tamamlanmis olur.
m

4.4 Sonu¢ F :={3,3x53x5x17,3x5x17x257,3x5x17x257x65537} olmak iizere

f, e F, olsun. Budurumda f; sayist mutlak Mobius liggen sayidir.

Ispat: 4.5 Lemma’dan asikardr.
O

4.7 Uyan1 n sayisi sifir ya da pozitif bir tam say1 olmak {izere, Fermat ilk ¢alismalarinda

f = 2% +1 formunda olan biitiin sayilar1 asal say1 olarak tanimlamigstir. Fakat zaman

icerisinde hepsinin asal say1 olmadig1 goriilmiistiir. Giiniimiizde sadece 5 adet Fermat asal
sayis1 bulunabilmistir. Bu sayilar f, =3, f, =5, f, =17, f, =257 ve f, =65537 "dir [15].

Her ne kadar yeni bir Fermat asal sayis1 bulunabilme ihtimali olsa da,

4
i=0 i=

(22‘ +1)><(22” +1)—2[f[22‘j22" +1>0 (4.13)

olacagindan yeni bir mutlak Mdbius licgen say1 bulunamaz.
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4.7 Lemma Fl:={3,3><5,3><5><17,3><5><17><257,3><5><17><257><65537} kiimesi ve

p<pP,<...<Pp, <P, (t >5) Fermat asal sayilar1 olmak {izere, eger n = H p,eF ise
i=1

nx p, mutlak Mobius dortgen konveks sayidir.

Ispat: p, =2 +1  Fermat asal sayisi1 ve K pozitif tamsayr ve ayrica r<5 ve

p, =27 +1> 2% +1 olsun. (4.13) ifadesine benzer bicimde,

r-1

Pro B, P =2( P =1)...(p ~1)(p, ~1)+1= {H(zz‘ +1)}(22k —1)- 2 5 0

i=0
yazilir. Buna gore 4.5 Teorem’e gore Ord,(nxp,)=2"dir. Bu durumda nxp, mutlak
Mobius dortgen konveks sayidir.

4.7 Lemma nin ispat1 tamamlanmis olur.

O

48 Lemma p, <p, <...<p, <p, Fermat asal sayilari, f,,..., f, pozitif tam sayilar ayrica
Fo={pP.... p,},

t
F :={H plp e Fo,lgtSS} ve
i=1

=t

F, :={H Pl Py € R PSP, <P, <P, < pu,rSU}—(FoUFl)

olmak {izere, me F, UF, UF, degerleri haric m=p/*---p/ seklindeki sayilar mutlak
Mobius dortgen konkav sayidir.

Ispat: 4.5 Lemma ve 4.7 Lemma’nn ispat ile benzer bigimdedir.

O

4.1 Teorem’in Ispati; 4.5 Uyari, 4.7 Uyari, 4.3 Lemma, 4.4 Lemma, 4.7 Lemma, 4.8 Lemma
‘dan, 4.5 Teorem ’den ve 4.4 Sonu¢ tan tamamlanmus olur.

O

4.8 Uyar1 Alman matematikci Carl Friedrich Gauss 1796°da Oklid Geometrisi’ndeki sadece
cetvel ve pergel yardimiyla olusturulan diizgiin ¢okgenler ile Fermat asal sayilari arasinda

ilging bir iliski oldugunu kesfetti. Bu teorem, giiniimiizde Gauss Teoremi olarak
bilinmektedir [15].
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Gauss Teoremi'ne gére N23, 120, j>0ve p,p,,..., p; birbirinden farkli Fermat asal

sayilar1 olmak iizere, eger N=2'p,p,...p, ise n Oklid Geometrisi'nde diizgiin ¢okgen

J
sayidir.

Sonug olarak, eger n mutlak Mobius {liggen ya da dortgen konveks sayir ise Gauss
Teoremi’ne gére n ayni zamanda bir diizgiin ¢okgen sayidir.

4.1 Ornek 4.3 Lemma’dan anlasilacagi tizere, V, kiimesi {(0,3),(1, 2),(2,1),(0,1)} ’dir. Bu
durumda, 3 mutlak Mobius tiggen sayidir.

Benzer olarak, 15, 255, 65535, 4294967295 sayilari mutlak Mobius liggen sayilardir.

s ={(0,15),(1,8),(2.1),(0,1)},

s =1(0,255),(1,128),(2,1),(0,1)} ,

ssss =1 (0,65535),(1,32768),(2,1),(0,1)},

passerses ={(0,4294967295), (1, 2147483648), (2,1), (0,1)}.

< <

< <

4.9 Uyar1 Min(m) ; m —gen ¢okgenin ¢izilebildigi minimum sayiy1 gostermek tizere, Tablo
4.5‘de Maple 13 Programini kullanarak mutlak Mobius iiggen sayilar ile 14 —gen sayilar
arasindaki sekiller icin minimum m degerleri gdsterilmistir.

Tablo 4.5: Min(m) degerleri.

m—gensekil Min(m) Asal/Bilesik say1 m— gen sekil Min(m)  Asall Bilesik say
3 2 asal say: 9 719 asal say
4 5 asal say: 10 1439 asal sayt
5 7 asal say: 11 2879 asal say:
6 23 asal say: 12 34549 asal say:
7 47 asal say: 13 138197  asal say:
8 283 asal say: 14 1266767 asal say:

4.1 Acik Problem m >3 olacak bi¢imdeki biitiin pozitif tam sayilar icin Min(m) degeri bir
asal sayidir.
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5. (n,n+1) IKILiSI iICIN U(n) VE ¢(n)

Bu boliimde, kriptolojide 6zellikle RSA (Rivest-Shamir-Adleman) [39] sifreleme alaninda
kullanilan Euler Totient Fonksiyonu yardimiyla elde edilmis (o(n) =(p(n +1) esitligine
benzer olarak ¢(n)=¢(n+1)=U(n)=U(n+1) esitligini saglayan (n,n+1) ikilileri

incelenmis, ¢esitli sonuclara ulasilmis ve drnekler verilmistir. Bu boliimdeki ¢alismalar Kim,
Sarp ve ikikardes’in "Certain Combinatoric Convolution Sums Arising From Bernoulli and
Euler Polynomials, Miskolc Mathematical Notes, 1(20), 311-330, 2019.” makalesinde
yayimlanmstir [32].

7" pozitif tamsayilar kiimesi olmak tlizere; NneZ’nin asal carpanlara ayrilmis hali
w(n)

n= H p *dir. Buradaki a)(n), n ’nin asal carpanlarinin sayidir.
i1

Bolen fonksiyonu o(n) = Zd ve Euler Totient Fonksiyonu ¢(n) sayilar teorisinde oldugu
din

gibi kriptolojide oldukga genis ¢alisma alanlarina sahip fonksiyonlaradir. Bu fonksiyonlarla
ilgili,

p()=>.d ve ¢(n)=> u(d)

n
- (5.1)
din din d

esitlikleri iyi bilenen esitliklerdir [5].

Mutlak Mdbius Bélen Fonksiyonu U (n) =| Z u(d)d|’i disiindiigiimiizde eger N tam kare

djn
boleni olmayan (square-free) bir pozitif tamsay1 ise U (n) = ¢(n) ’dir. Benzer olarak eger n
tam kare boleni olan bir pozitif tamsay1 ise U (n) = ¢(n) *dir.

Ote yandan n e Z" olmak iizere, nsayisinin tek asal ¢arpanlarinin sayisi,

| @(n), ntek say: ise,
wo(n)_{a)(n)—l, n Gift say: ise. (5:2)

olarak tanimlanir.

RSA yonteminde yaklasik olarak esit uzunluga sahip, birbirinden bagimsiz p ve q gibi iki
biiylik asal say1 se¢ilir. Bu asal sayilarin carpimi1 n = pq ’dur. Carpanlarin ikisi de asal say1

oldugu i¢in ¢(n)=(p—1)(q—1) dir. Hesaplanan Euler Totient fonksiyonu degeri ¢(n) ile
aralarinda asal olan bir € sayist alimir 1<e< go(n) . Genisletilmis Oklid algoritmas: ile

secilen bu € sayisinin (mod (p(n)) ’e gore tersi hesaplanir; sonu¢ d gibi bir tamsayidir.
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d=e-1 (mod (p(n)) olmalidir. Sonug olarak alic1 tarafin genel anahtar1 € ve 6zel anahtari

d olur [40]. “RSA sifreleme algoritmasinmin giivenilirligini arttirmak i¢in ¢ok biiyiik asal
sayilar kullamblir. Sifreleme ve desifreleme islemi bu ¢ok biiyiik asal sayiar kullanilarak
gergeklestirildiginden dolayr sonuca ulagma siiresi artmaktadir” [40]. Bu ¢alismada
yaklagik olarak esit asallarin se¢imi i¢in Mutlak Mobius Boélen Fonksiyonu’ndan
yararlanilmigtir.

Ratat [19], 1917 yilinda ¢(n) = ¢(n+1) esitligini saglayan n degerlerini arastirmistir. Ayni
makalesinde 1, 3, 15 ve 104 degerlerinin bu esitligi sagladigin1 kesfetmistir. Ardindan
Goormaghtigh [20], 1918 yilinda Ratat’in arastirmasina ek olarak 164, 194, 255 ve 495
degerlerinin de ayni esitligi sagladigini kanitlamistir.

Klee [21], Moser [4], Lal and Gillard [22], Ballew, Case and Higgins [23], Baillie [24, 25],
ve Erdos, Pomerance ve Sarkozy [26], ¢(n)=¢@(n+k) ve o(n)=oc(n+k) esitliklerini

saglayan degerler iizerine calismislardir. Ote yandan o(n)=o(n+1) ifadesi saglayan
degerlerinin sonsuz olup olmadigi agik bir problemdir ( [2] s:103, [6] s:166).

Kapsamli olarak Mdbius Foksiyonu ile ilgili varsayimlar Bayad and Goubi tarafindan 2013
yilinda ele alinmistir [12].

Tezin bu bélinde p ve q,...,q, ‘lar aksi belirtilmedik¢e ¢, <...<(, seklinde sirali ve

birbirinden farkl: tek asal sayilar olarak kabul edilecektir.

Bu boliimde;

p(n)=p(n+)=U(n)=U(n+1) (5.3
esitligini saglayan n degerleri arastirilmistir.

(5.3) esitligini saglayan degerleri arastirmak i¢in 5.1 Teorem incelenirse;

5.1 Teorem (a,(n), o, (n+1)) =(L,t) yada (t,1), t <6) olmak iizere;

t
Kosul 1) n=p, n+1:21_[qi yva da
i1
t
Kosul 2) n=2Hqi, n+l=p yva da
= (5.4)
t
Kosul3) n=2p, n+1:1_[qi va da
i=1

Kosul 4) n=]]g. n+1=2p "dir.

Sonug olarak 5.1 Teorem'i ve ¢(n) = @(n+1) =U (n) =U (n+1) ifadesini saglayan sadece iki
adet siral1 ikili vardir. Bu degerler (n,n+1) =(194,195) ve (n,n+1) =(5186,5187) dir.
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5.1 Uyan p,q, p,,..., p, birbirinden farkli tek asal sayilar olsun. Euler Totient Fonksiyonu
@(n) , RSA sifrelemelerinde dnemli bir role sahiptir. Bu yontemlerde hesaplama siireleri ¢ok
onemlidir. p ve g farkl tek asal sayilar olmak tizere N = pq verilsin. Eger n=2p (yada
p,--p,) ve n+l=p---p, (yada 2p) ise 2(p+1)q’yu hesaplama siiresi pq ’yu
hesaplama siiresinden ¢ok daha kisadir. Ayrica bu sekilde 2(p +1)q ’dan tliretilmis N = pq
tespit edilmis olur.

5.2 Uyar1 Ek C ve EKk Dde U(n)=U(n+1) ve ¢(n)=¢(n+1)=U(n)=U(n+1) saglayan

baz1 n degerleri verilmistir.

5.1 Varsayim n=1disinda 12| U (n) =U (n+1) ‘dir. Ayrica 5.1 Teorem’den t<6ve n=1
olmak iizere (@(n),w(n+1))=(1t)ya da(t,1) i¢in 12| p(n)=ep(n+1)=U(n)=U(n+1)
*dir.

5.1 5.1 Teorem’in ispatl ((1, t) yada (t, 1),t < 6)

5.1 Teorem’in ispati i¢in gerekli Lemmalar;

5.1 Lemma (@, (n), »,(n+1) =(1,1)) icin p ve g, birbirinden farkl: tek asal sayilar olmak

uzere;
n=p, n+1=2 a da
p G .y (5.5)
n=2q, n+l=p dir.
kosullarini ve (5.3) esitligini saglayan (n,n-+1) ikilisi yoktur.
Ispat: U (n) =U (n+1) oldugunu varsayalim.
U(p)=U(2q,)
U(p)=U(QU
(p)=U(2)U(q,) (5.6)
U(p)=U(a,)
pP=aq,

Kolayca anlagilacag! tlizere p=gq,’dir. Fakat p ve @, birbirinden farkli tek asal sayi
olmalidir. Bu bir ¢eligkidir.

5.1 Lemma’nin ispat1 tamamlanmis olur.
m

5.3 Uyan1 Eger p ve 2p+1 sayilarmin ikisi de asal say1 oluyorsa, p sayisina Sophie
Germain asal sayis1 (ya da ozel asal sayr) denir. Buna gore Lemma 5.1’den dolay1
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U (2 p) =U (ql) = (/)(2 p) = (p(ql) esitligini saglayan hicbir Sophie Germain asal sayisi
yoktur.
5.2 Lemma q,,q,,...,d, birbirinden farkli tek asal sayilar olmak iizere ¢, <, <...<(, ve

r>2olsun. Eger S={12,....,r}ve S"<S'cS ise

H(l—qj‘l) < H(l—qj‘l) (5.7)
jes’ jes”
ve
t t+] )
[Ta">]Ta" (izD (5:8)
i=1 i=1
dir.
Ayrica, i,i’ € S olmak tizere i <i'ise,
t t
(1-a7)>TT(1-a") (5.9)
i=1 i'=1
ve
t t+]
[Ta'>[]a" (5.10)
i=1 i'=1
dir.
Ispat: 5.2 Lemma’nin ispat: agikardir.
|

Siradaki Lemma, 5.1 Teorem’deki kosullar1 azaltmak igin kullanilmustir.

P,q,...,q, birbirinden farkli tek asal sayilar ve S>2 olmak {izere,

5.3 Lemma
p—-1=2q,---q; sayilar1 pozitif tam sayilar olsun.

p+1=2q,---q; ya da
p(N)=p(n+1)=U(n)=U(n+1) esitligini saglayan n=p (yadan=2q,---q,) Ve

n+1=2q,---q, (ya da n+1=p) ikilisi yoktur.
Ispat: U (n) =U (n +1) olsun bu durumda mutlak Moébius Bolen Fonksiyonu yardimiyla

p-1=(g,—1)--+(q, -1) (5.11)

esitligi elde edilir. Ayrica,
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2;1:1@_1)“@_1) a da
p+1 2\ q 9

(5.12)
1= 1[1_1j...[1_i] dir.
2 G q,
Buradaki ifadeden yola ¢ikilarak, 5.2 Lemma yardimiyla;
1@_1}”@_1}<1 (5.13)
20 g ) 2
ve
1Pl 2 42 5y 208 (5.14)

p+1__p+1: g9 35 2

esitsizlikleri elde edilir.

Acikea goriilecegi lizere birbirine esit olan ifadeler ayni anda ayni reel sayidan kiiciik ve
biiylik olamayacagindan bu bir ¢eligkidir.

5.3 Lemma 'nin ispat1 tamamlanmis olur.
O

5.4 Lemma (a,(n),w,(n+1)=(2)yada (2,1))i¢in p, q,, g, birbirinden farkli tek asal

sayilar ve ¢, <0, olmak lizere;

Kosu/ll) n=p, n+l=2qq, yada

Kosul 2) n=2qq, n+l=p yada (5.15)
Kosu/3) n=2p n+l=qq, Vyada '

Kosu/4) n=0qQ, n+1l=2p "dir.

Yukaridaki kosullart ve ¢(n) =¢p(n+1)=U(n) =U(n+1) esitligini saglayan herhangi n ve
n+1 pozitif tamsayis1 yoktur.

Ispat: 5.3 Lemma’dan dolay1 ¢(n) = p(n+1) =U (n) =U (n+1) esitligi ile Kosul 1) ve Kosul
2)’yi saglayan n ve n+1 pozitif tamsayisi yoktur.

Bu durumda Kosul 3) ve Kosul 4) incelenecek olursa,

Kosul 3) n=2p ve n+1=0q,q, degerleri U (n) =U (n+1) esitliginde yerine yazilirsa,

p-1=U (Zp) =U (qlqz) = (ql_l)(qz _1) (5.16)
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ve
(0,-2)(09,-2)=-1 (5.17)
elde edilir ki Kosul 3)’1 saglayan g, ve ¢, degerleri yoktur.

Kosul 4) Benzer bicimde n=0q,q, ve n+1=2p degerleri p(n) =p(n+1)=U(n)=U(n+1)

esitliginde yerine yazilirsa,

(th-2)(a,-2)=1 (5.18)
ve
0,=0,=3 (5.19)

elde edilir ki birbirinden farkl1 asal g,ve ¢, degerleri yoktur.

5.4 Lemma’nin ispat1 tamamlanmis olur.
O

55  Uyan Mathematica  11.0  programu  kullanilarak p <200 igin

p-1=U(2p)=U(q0a,)=(0,-1)(a, 1) esitligini saglayan p,q,,q, degerleri Tablo
5.1°de gosterilmistir.

Tablo 5.1: p, g,,0, asal sayilart.

p (p.6,0) (2p+1ag) P  (P.0.0) (2p+Lqq,)
13 (13,3,7) (27,2) 97 (97,7,17)  (195,119)
37 (37,319)  (75557) 109 (109,7,19)  (219,133)
41 (41511 (8355 113 (113,5,29) (227,145)
61 (61,331) (123,93) 157 (157,3,79) (315,237)
61 (61,7,11) (123,77) 181 (181,7,31) (363,217)
73 (73,3,37) (147,111 181 (181,1119) (363,209
73 (73,519) (147,95) 193 (193,3,97) (387,291
73 (73,7,13) (147,91 193 (193,13,17) (387,221)
89 (89,5,23) (179,115)

Tablodaki sonuglardan da anlasilacag: lizere n=2p ve n+1=q,q, sartlarinin saglayan

p.d,,q, degerleri yoktur.

55 Lemma ((@,(n), »,(n+1))=(13) yada (3,1))i¢in p, q,, 4,, g; birbirinden farkl tek

asal sayilar ve @, <0, <0, olmak iizere;
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Kosul 1) n=p, n+1=2q0,0, yada
Kosul 2) n=2q0,9,, n+l=p vyada
Kosul3) n=2p, n+l=qQ,q, Yyada
Kosul 4) n=0,0,q,, n+l=2p  ‘dir.

(5.20)

Yukaridaki kosullar1 ve ¢(n) =¢@(n+1) =U(n) =U (n+1) esitligini saglayan sadece tek bir
¢Oziim vardir; (n,n+1) = (194,195) *dir.

Ispat: 5.3 Lemma’dan dolay1 sadece Kosul 3) ve Kosul 4)’ii incelemek ispat icin yeterlidir.
Buna gore, 5.4 Lemma’daki ifadeye benzer olarak,

(p=1)=(a-1)(a, -1)(0;-1) (5.21)
esitligi elde edilir.
Kosul 3) ve Kosul 4) incelenecek olursa;

Kosul 3) n=2p ve n+1=0q,q,9, ifadeleri U(n) =U (n+1) esitliginde yerine yazilirsa,

(1_ 3 }z[l_lj@_ij[l_% 5.22)
0. o )\ @ a

esitligi elde edilir.

Eger yukaridaki esitligin sag tarafi, g, =5 olacak sekilde segilecek asal sayilar igin

diistiniilecek olursa;

1 1 1 1 1 1, 96
2(1—q—1)(1—q—2)(1—q—3) > 2(1—3)(1—?)(1—5_) == >1 (5.23)

elde edilir.

Benzer sekilde esitligin sol tarafi ¢, =25 olacak sekilde secilecek asal sayilar igin

diistiniilecek olursa; [1— j <1°dir.

0,995
Bu yiizden ¢, 25 olacak bigimde birbirinden bagimsiz tek asal sayilar yoktur.

g, = 3 oldugu varsayilirsa,

p-1=2(0,-1)(g;-1) (5.24)

ve
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2p+1=3q,0, (5.25)

esitlikleri elde edilir. Kolayca anlagilacagi lizere,

q, -4 ‘ g, —4 ’ (9,,9,) ’ 2p+1‘ p ‘asal say1
1 | 9 | 613|195 [97] v

Goriildiigii tizere sadece @, =3 oldugu durumda (n,n+1) = (194,195) ¢6ziimii vardir.

Kosul 4) n=0,0,q, ve n+1=2p ifadeleri (p-1)=(q,—1)(a,-1)(q;—1) esitliginde

yerine yazilirsa,

(1_ 1 jzz[l_ijﬂl_ij[l_ij (5.26
09,9 O L7 0

elde edilir.

g, =5 olmak tizere Kosul 3)’teki yonteme benzer bigimde,

2[1—ij(1—iJ[1—ij >1 (5.27)
&)\ a O

ve

1
0,9,9;

1- <1 (5.28)

esitlikleri elde edilir ki birbirine esit olmasi gereken iki ifade ayni anda 1’den biiyiik ve
kiiciik olamayacagindan ¢, >5 oldugu durumlarda ¢oziimii yoktur.

@, =3 oldugu durumda, (q2 —4)((]3 —4) =11 olur ki (0,,0;) = (5,15) ’dir. Fakat q, asal say1

olmadig1 i¢in g, =3 oldugu durumda da ¢oziimii yoktur.

Kosul 3) ve Kosul 4) birlikte degerlendirildiginde (n,n+1)=(194,195) disinda baska bir
¢ozlim olmadig1 gorilmiistiir.

5.5 Lemma’nin ispat1 tamamlanmis olur.
m

5.6 Uyann Mathematica 11 programi kullanilarak p<400 oldugu durumlar igin

U(2p)=p-1=(q,-1(a, -(d; -1) =U(q,0,0,) esitligini saflayan p,d,,q,,d; deferleri
Tablo 5.2 de gosterilmistir.

31



Tablo 5.2: p, q,, 0,, 0, asal sayilart.

p (9,9,,9;) 2p 9,0, -1 @9,0,+1 U()=U(n+1)=¢(n)=ge(n+1)
97 (3,513 194 194 196 v
193 (3,7,17) 386 356 358 X
241 (3,5,31) 482 464 466 X
241 (3,11,13) 482 428 430 X
241 (5,7,11) 482 384 386 X
337 (3,5,43) 674 644 646 X
337 (3,7,29) 674 608 610 X

5.6 Lemma ((@,(n),w,(n+1)=(14)yada (4,1)) i¢in p,q,,0,, s, d,birbirinden farkl: tek

asal sayilar ve ¢, <(Q, <0, <0, olmak {izere

Kosul 1) n=p, n+1=2¢,0,0,q, yada

Kosul2) n=24,0,0,9,, ~ n+l=p  yada (5.29)
Kosul 3) n=2p, n+1=0,0,0,q, Yada

Kosul 4) n=0q,q,0,0,, n+1=2p "dir.

Yukaridaki kosullar1 ve ¢(n) = p(n+1) =U(n) =U(n+1) esitligini saglayan sadece bir tek
¢Ozlim vardir; (n, n+1)=(5186,5197) *dir.

Ispat: 5.5 Lemma ile benzer bigimdedir.

O
| |

5.7 Uyann n=2p ve n+1=]]p, (yada n—1=]] p;)olsun. Buradaki p;’ler birbirinden
i=1 i=1

farkli tek asal sayilar ve p, < p, <---< p, olmak iizere;

o(n) =p(n+1) =U(n)=U(n+1) olsun, bu durumda

2p+1:l_|—[ p, yada 2p—1=1+[pi (5.30)
ve
2(p-1) :Zl_j[(pi -1) (5.31)

esitlikleri elde edilir. Ayrica
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’dir. Sonug olarak

i i=1

21i[[1—ij+%>zll_[(1—

i=1

olmalidir.

1} 3
AU 0

(5.32)

(5.33)

Buradaki p[i] "ler sirayla i’ninci asal sayilardir. (5.33) esitsizligini saglayan degerler Tablo

5.3’de gosterilmistir.

Tablo 5.3: | ye gore asal p, ’in siniri.

I

>3
1>7
1 >15
| >27
1>41
| >62
| >85
1 >115
| >150
| >186
| >229

asal sayz: p,

p=3

p, =35

p, =3,57

p,=3,57,11

p, =3,57,11,13
p,=3,57,11,13,17

p, =3,5,7,11,13,17,19

p, =3,5,7,11,13,17,19, 23

p, =3,5,7,11,13,17,19,23,29

p, =3,5,7,11,13,17,19,23,29,31
p, =3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37

Ornegin eger p, =37ise n+1yada n—1>75347738233715510682119691215480095854

4485628136848258991644509065752111943025952716684011019838699393817326126
3899862320661166242960657716022902090120578207391787228754517008747541605
1810829082770128252239632108848112410020471053537071820944495466 783441141
3502352066735377916382881564030922708177653264817868019846139296555645562
4005725338709032740864617769121048078694810316089168112074775282212079504
7461510487499681318260518950750720460461809770083784175152694827481327217
4732075211132404632716674959534769799425231633065885082282111753064922202
0679201122017926258212559931694286547280935039182762405680807691871507687

54091°dir ve n+1 ya da n—1’in basamak sayis1 | > 229 i¢in 627 *den biiyiiktiir.
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5.7 Lemma p,q,,d,,0;,0,,0; birbirinden farkli tek asal sayilar ve 0, <0, <0;<0, <0

olmak tizere;

Kosul 1) n=p, n+1=2q0,9,0, Yyada

Kosul 2) n=2q,0,9,,, n+l=p ya da (5.34)
Kosul 3) n=2p, n+1=0,0,9,0,0; Yya da l
Kosul 4) n=0,0,9,0,0; n+1=2p "dir.

Yukaridaki kosullar1 ve ¢(n) =¢@(n+1) =U(n) =U (n+1) esitligini saglayan herhangi n ve
n+1 pozitif tamsayis1 yoktur.

Ispat: 5.5 Lemma ile benzer bicimdedir.
O

Sonug olarak 5.1 Lemma, 5.4 Lemma, 5.5 Lemma, 5.6 Lemma ve 5.7 Lemma’dan anlagilacagi
tizere @(n)=¢@(n+)=Un)=UMN+1) ve (5.4) esitliklerini saglayan sirali ikililer
(n,n+1) =(194,195) ve (n,n+1)=(5186,5187) dir.

5.8 Lemma q,,...,q;’ler 3’den biiyiik ve birbirinden farkli tek asal sayilar olmak iizere

S =1{0y, 05,04, 05, e | S'={qi e S|g; =-1(mod 3)} ve S"=S—S'olsun.

Eger #S'=1(mod 2) ise,

3[li[qi —1}«,&4]i[(qi -1) (5.35)

olur.

Ispat: Eger #S'=1 yada 3ise,

6
[]o -1=—1-1=-2(mod 3),
2

o (5.36)
gl_[(qi —1)=0(mod 3) duir.
i=2
Ote yandan eger #S' =5ise,
6
3(1_[(qi —1)) =0(mod 3),
= (5.37)

413[(qi —1) #0(mod 3) 'diir.

i=2

(5.36) ve (5.37)’deki esitliklerden ispat tamamlanir.
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O

57 Uyar1 aeN ve b,deZ olmak iizere, ayz—b(y+z)+d =0 olsun. Buradaki Z
tamsay1 halkasini belirtir. Bagka bir ifadeyle,

(ay—b)(az—b)=—ad +b’ (5.38)
dir.

(5.38)’deki esitlikten dolayi, ifadenin en az bir (y, Z) pozitif tam say1 ¢6ziimii varsa en az

bir d, pozitif tam sayis1 vardir ki agagidaki sartlar1 saglar.

d; |-ad +b?,
d, +b=0( mod a), (5.39)
MEO( mod a).
di
o(n)=p(n+1)=U(n)=U(n+1) ile wy(n)=1(ya da a,(n)=6) ve

wy(N+1)=6 (ya da a,(n+1) =1) ¢dziimii igin,
5.9 Lemma p,q;,...,q, birbirinden farkl tek asal sayilar ve g, <...<(, olmak iizere;

Kosul 1) n=p, n+l1=2q,...9, Yyada
Kosul 2) n=2q,...q, n+l=p ya da
Kosul 3) n=2p, n+l=g,...q; Yyada
Kosul4) n=q,...q,, n+1=2p ‘dir.

(5.40)

Yukaridaki kosullar1 ve ¢@(n)=¢p(n+1)=U(n)=U(n+1) esitligini saglayan p,q,,...,0,
birbirinden farkl: tek asal sayilar i¢in herhangi (n, n +l) pozitif tamsay1 ikilisi yoktur.

Ispat: Diger ispatlara benzer olarak 5.3 Lemma’dan dolay1 Kosul 3) ve Kosul 4)’1i incelemek
yeterlidir. Tablo 5.3’¢ gore g, =3 olarak alabiliriz.

I1k olarak Kosul 3)’ii diisiinelim;

n=2p,
P (5.41)
n+1=2p+1=3q,...q,.

Buradaki q,...,0,; 3<40, <...<(,olacak bigimde birbirinden farkl: tek asal sayilardir.

@(n) =p(n+1)=U(n) =U(n+1) esitliginden dolay,
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3{1i[ o —1j:41£[(qi -1) (5.42)

ve
48 1) & 1

1=—J[l1-=|+][—— (5.43)
31—2[[ qi] 1_2[ g —1)

>dir.

i+4 i+4
f (p[l]) =glj—il[1— p]ti]j+];i[ p][-i] —1 fonksiyonunu diisiinelim. Buradaki p[i]; 1’ninci

asal sayidir. Sirastyla, p[l]=2, p[Z]:3,... ‘dir.

f ( p [5]) =— 62401 <0 ve f ( p [6]) = 2233323 >0 olacagindan (5.42) esitligini saglayan

muhtemel asal sayilar kiimesi {5, 7,11} *dir.

Bu durumda (5.42) esitligi asagidaki gibi yazilabilir.

15ﬁ g, —3:16f[(qi -1), (5.44)
7H q —1=8H(qi -1), (5.45)
33flqi —3:401_£[(qi —1)'dir. (5.46)

(5.44) esitliginde eger 0, = 1(mod 5) ise denklemin sag tarafi sol tarafina esit olmayacaktir.
Bu durumda, g, #1(mod 5) dir.

Ayrica, @, icin

05 3'5'q3 16(q3 _1)
13 | 195 192
17 | 255 256

olur.

i+3 i+3
f,(p[i])= 16 11 {1— ij + 1_[L —1 fonksiyonunu diisiinelim. Bu durumda

i (pli])
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202324
(el ]):'_6390045
144986
f =—"" 50
l(p[ ]) 85602215

<0,
(5.47)

olur ki, yukaridaki ifadeyi saglayan 0,asal sayilary; 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47

ve 53’diir. Bu sayilar ayr1 ayr1 incelenecek olursa;

Kosul 3-a) (0,,0,,09;) =(3,5,17) olsun, bu durumda
3x5x17x 0,050, —3=16"(q, ~1)(ds (0 ~2) (5.48)

olur.

. 256 2 1 141 . o 1 ..
f, ( P [I]) =oee [T 1= |+ %H_ —1 fonksiyonunu diisiinelim. Buna gore

j=i pli] i5 Pli]

f,(p[134])<0 ve f,(p[135])>0 (5.49)
dir.

2550, < 256(q, —1) ve g, > 256 (5.50)
oldugu kolayca goriiliir.

Baska bir ifadeyle, g, =1(mod5) ya da g, =1(mod17)°dir. Buna gére (5.48) esitliginin
bir tamsay1 ¢oziimil yoktur. Bu durumda yukaridaki ifadeyi saglayan muhtemel q, asal
sayilar kiimesi;

R, :={257,263,269,277,283,293,313,317,337,347,349, 353,359, 367,373,379, 383,389, 397,
419,433,439,449,457,463,467,479,487,499,503,509,523,547,557,563,569,577,587,593,
599,607,617,619,643,653,659,673,677,683,709,719,727,733,739, 743, 757} dir.

f,(X) :=—-255xyz +3+256(x-1)(y -1)(z—1) fonksiyonunu disiinelim. XeP, olacak
bigimde x degerleri f,(x) fonksiyonunda yerlerine yazilirsa Tablo 5.4’teki Diophantine
denklemler elde edilir.
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Tablo 5.4: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-a).

X f,(x)=0 X f,(x)=0
257 | 65539-65536(y+z)+yz=0 499 | 127491-127488(y+z)+243yz=0
263 | 67075-67072(y+z)+7yz=0 503 | 128515-128512(y+z)+247yz=0
269 | 68611-68608(y+z)+13yz=0 509 | 130051-130048(y+z)+253yz=0
277 | 70659-70656(y+z)+21yz=0 523 | 133635-133632(y+2)+267yz=0
283 | 72195-72192(y+z)+27yz=0 547 | 139779-139776(y+z)+291yz=0
293 | 74755-74752(y+z)+37yz=0 557 | 142339-142336(y+z)+301yz=0
313 | 79875-79872(y+z)+57yz=0 563 | 143875-143872(y+z)+307yz=0
317 | 80899-80896(y+z)+61yz=0 569 | 145411-145408(y+z)+313yz=0
337 | 86019-86016(y+z)+81yz=0 577 | 147459-147456(y+z)+321yz=0
347 | 88579-88576(y+z)+91yz=0 587 | 150019-150016(y+z)+331yz=0
349 | 89091-89088(y+z)+93yz=0 593 | 151555-151552(y+z)+337yz=0
353 | 90115-90112(y+z)+97yz=0 599 | 153091-153088(y+z)+343yz=0

359 | 91651-91648(y+z)+103yz=0 607 | 155139-155136(y+z)+351yz=0
367 | 93699-93696(y+z)+111yz=0 617 | 157699-157696(y+z)+361yz=0
373 | 95235-95232(y+2)+117yz=0 619 | 158211-158208(y+z)+363yz=0
379 | 96771-96768(y+z)+123yz=0 643 | 164355-164352(y+z)+387yz=0
383 | 97795-97792(y+z)+127yz=0 653 | 166915-166912(y+z)+397yz=0
389 | 99331-99328(y+z)+133yz=0 659 | 168451-168448(y+z)+403yz=0
397 | 101379-101376(y+z)+141yz=0 | 673 | 172035-172032(y+z)+417yz=0
419 | 107011-107008(y+z)+163yz=0 | 677 | 173059-173056(y+z)+421yz=0
433 | 110595-110592(y+z)+177yz=0 | 683 | 174595-174592(y+z)+427yz=0
439 | 112131-112128(y+z)+183yz=0 | 709 | 181251-181248(y+z)+453yz=0
449 | 114691-114688(y+z)+193yz=0 | 719 | 183811-183808(y+z)+463yz=0
457 | 116739-116736(y+z)+201yz=0 | 727 | 185859-185856(y+z)+471yz=0
463 | 118275-118272(y+z)+207yz=0 | 733 | 187395-187392(y+z)+477yz=0
467 | 119299-119296(y+z)+211yz=0 | 739 | 188931-188928(y+z)+483yz=0
479 | 122371-122368(y+z)+223yz=0 | 743 | 189955-189952(y+2z)+487yz=0
487 | 124419-124416(y+z)+231yz=0 | 757 | 193539-193536(y+z)+501yz=0

(5.39)’daki esitlik kullanilarak, asagidaki sekiz Diophantine denklemin tam say1 ¢oziimlere
sahip oldugu anlasilmaktadir. Fakat bu Diophantine denklemlerin (y, z) asal say1 ¢oziimleri

yoktur.

65539 -65536(y +2)+yz=0,
67075—-67072(y+2)+7yz=0,

70659 — 70656y — 70656z + 21yz =0,
90115-90112(y+2)+97yz =0,
101379-101376y —101376z +141yz =0,
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119299 -119296(y +z) +211yz =0,
139779-139776y —139776z+291yz =0,
183811-183808(y +z) +463yz =0.

Sonug olarak (5.48) esitligini saglayan asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Kosul 3-b) (q,,9,,9;) =(3,5,19) olsun, bu durumda

3x5x190,00, —3 =16x18(q, —1)(q, —1)(q, —1) (5.51)
ve

950,050 —1=96(q, —1)(ds ~1)(d; —1) (5.52)
olur.

95q, <96(q, —1) esitsizligi g, in alt siirmt belirler, dyle ki,

q, > 96 (5.53)

>dir.

j=i i-i P
f, ( p [61]) >0 esitsizlikleri @, i¢in iist sinir1 belirler, dyle ki,

ogediz( 1) 142 1 | o
f4(p[l]).=£H{l—mj+£HW—l fonksiyonunu diisiinelim. f4(p[60])<0 ve

q, < p[60] =281 (5.54)
dir.
q,=1 (mod 5) yada g, =1 (mod 19) ise (5.52) esitliginin ¢ozliimii yoktur.

Bu durumda yukaridaki ifadeyi saglayan muhtemel @, asal sayilar kiimesi;

P, :={97,103,107,109,113,127,137,139,149,157,163,167,173,179,193,197,199, 223,227, 233,
239,257,263,269,277} dir.

fo(x) :=—95xyz +3+96(x-1)(y—1)(z-1) fonksiyonunu diisiinelim. X € P, olacak bicimde
f;(x) fonksiyonunda X ’ler yerlerine yazilirsa Tablo 5.5’deki Diophantine denklemler elde
edilir.
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Tablo 5.5: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-b).

X f;(x)=0 X f,(x)=0

97 | 9217-9216 (y+z)+yz=0 179 | 17089=17088(y+z)+83yz=0

103 | 9793-9792(y+z)+7yz=0 193 | 18433=18432(y+z)+97yz=0

107 | 10177-10176(y+z)+11yz=0 | 197 | 18817=18816(y+z)+101yz=0
109 | 10369-10368(y+z)+13yz=0 | 199 | 19009=19008(y+z)+103yz=0
113 | 10753-10752(y+2)+17yz=0 | 223 | 21313=21312(y+2)+127yz=0
127 | 12097-12096(y+2)+31yz=0 | 227 | 21697=21696(y+z)+131yz=0
137 | 13057-13056(y+2)+41yz=0 | 233 | 22273=22272(y+2)+137yz=0
139 | 13249-13248(y+2)+43yz=0 | 239 | 22849=22848(y+z)+143yz=0
149 | 14209-14208(y+2)+53yz=0 | 257 | 24577=24576(y+z)+161yz=0
157 | 14977-14976(y+2)+61yz=0 | 263 | 25153=25152(y+z)+167yz=0
163 | 15553-15552(y+2)+67yz=0 | 269 | 25729=25728(y+z)+173yz=0
167 | 15937-15936(y+2)+71yz=0 | 277 | 26497=26496(y+z)+181yz=0
173 | 16513-16512(y+2)+77yz=0

Tam say1 ¢oziimii olan sadece dort Diophantine denklem vardir. Fakat bu Diophantine
denklemlerin (y, z) asal say1 ¢ozlimleri yoktur.

99217 -9216y—9216z+yz =0,
9793-9792y —-9792z+7yz =0,
10369 -10368y —10368z +13yz =0,
1324913248y —13248z +43yz =0.

Sonug olarak (5.51) esitligini saglayan asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Kosul 3-c) (q,,0,,0d;) =(3,5,23)olsun, bu durumda

3x5x230,0,0, —3=16x22(q, —1)(q, —-1)(q, —1) (5.55)
345q, <352(q, —1) esitsizliginden dolay1 q, alt sinir1 53 tiir.

fs (pli]) :=@ﬁ 1t +iﬁi—1 fonksiyonunu diisiinelim. f (p[34]) <0
° 3455517 p[i]) 11575 pli] °

ve f, ( p [35]) >0 den dolay1 @, tin tst sinir1 139°dur.

Onceki kosulun ¢dziimii ile benzer bigimde g, =1 (mod5) ya da g,=1 (mod23) ise

¢ozlim yoktur.

Bu durumda yukaridaki ifadeyi saglayan olasi , asal sayilar kiimesi;
P, :={53,59,67,73,79,83,89,97,103,107,109,113,127,137} "dir.
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f,(x) :=-345xyz +352(x-1)(y—-1)(z-1)+3 fonksiyonunu disiinelim. XeP, olacak

bicimde f,(x) fonksiyonunda X'’leri yerlerine yazarsak Tablo 5.6’deki Diophantine
denklemler elde edilir.

Tablo 5.6: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-c).

X f,(x)=0 X f,(x)=0
53 | 18307-18304(y+z)+19yz=0 | 89 30979-30976(y+z)+271yz=0
59 | 20419-20416(y+z)+61yz=0 | 97 33795-33792(y+2)+327yz=0
67 | 23235-23232(y+z)+117yz=0 | 109 | 38019-38016(y+z)+411yz=0
73 | 25347-25344(y+z)+159yz=0 | 113 | 39427-39424(y+z)+439yz=0
79 | 27459-27456(y+z)+201yz=0 | 127 | 44355-44352(y+z)+537yz=0
83 | 28867-28864(y+z)+229yz=0 | 137 | 47875-47872(y+z)+607yz=0

Sonug olarak (5.55) esitligini saglayan asal say1 ¢6ziimleri yoktur.

Kosul 3-d) (q,,9,,9;) =(3,5,29) olsun, bu durumda

435q4q5q6 -3= 448((.]4 _1)(q5 _1)(qe _1) (5.56)

435q, < 448(q, —1) esitsizliginden dolay1 ¢, alt sinir1 37 dir.

i+2 i+2
fg ( p[i]) = %H[l— p}i]}_ 115 H p][-i] —1 fonksiyonunu diisiinelim. fj ( p[25]) <0
j=i j=i

ve f ( p[26]) >0 den dolay1 g, *iin iist sinir1 97 dir.
Eger q,=1 (mod 5) yada g,=1 (mod29) ise ¢dziim yoktur.

Bu durumda f,(x) :=—-435xyz +448(x -1)(y —1)(z-1) +3 fonksiyonunu diisiinelim. Tablo
5.7’teki Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.7: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-d).

X fy(x)=0 X f,(x)=0
37 | 16131-16128(y+z)+33yz=0 | 73 | 32259-32256(y+z)+501yz=0
43 | 18819-18816(y+z)+111yz=0 | 79 | 34947-34944(y+z)+579yz=0
47 | 20611-20608(y+z)+163yz=0 | 83 | 36739-36736(y+z)+631yz=0
53 | 23299-23296(y+z)+241yz=0 | 89 | 39427-39424(y+z)+709yz=0
67 | 29571-29568(y+z)+423yz=0 | 97 | 43011-43008(y+z)+813yz=0

Tablo 5.7°deki verilere gore olarak (5.56) esitligini saglayan (y,z)eZx7Z asal say1
¢ozlimleri yoktur.
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Kosul 3-e) (q,,0,,0;) =(3,5,37) olsun, bu durumda

185,050 —1=192(q, ~1)(d; ~1)(q; —1) (5.57)
“dir.

Buradaki

q, >37, q,#1(mod5) ve q, #1(mod37) (5.58)
dir.

i+2 i+2

fo (P[i]) = % 1,-:[(1_ ﬁ] + %H% —1 fonksiyonunu diisiinelim,

fo(P[21])<0 ve f,(p[22])>0 (5.59)
olur.

f,1(X) =—-185xyz +192(x -1)(y —1)(z—1)+1 fonksiyonunu diisiinelim. Tablo 5.8’deki
Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.8: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-¢).

X f.(x)=0 X f.(x)=0
43 | 8065-8064(y+z)+109yz=0 | 59 | 11137-11136(y+z)+221yz=0
47 | 8833-8832(y+z)+137yz=0 | 67 | 12673-12672(y+z)+277yz=0
53 | 9985-9984(y+z)+179yz=0 | 73 | 13825-13824(y+z)+319yz=0

Diger ¢oziimler ile benzer bigimde Kosul 3-e)’nin Tablo 5.8’deki verilere gore (5.57)
esitligini saglayan (Y, z) € ZxZ asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Kosul 3-f) (q,,0,,9,)=(3,543), (3,547) ya da (3,553) olsun, bu durumda (5.42)
esitliginde g, =43, 47 yada 53 degerleri yerine yazilirsa,

215q4q5q6 -1= 224(q4 _1)(% _1)(qe _1)

705q4q5q6 -3= 736(q4 _1)(q5 _1)(q6 -1) (5.60)
795q4q5q6 -3= 832(q4 _l)(qs _1)(q6 -1)

dir.

f,(X)=-215xyz + 224(x -1)(y -D(z-1) +1,

f5(X) ==—705xyz + 736(x-1)(y-1)(z-1) +3,

f,(X) :=—=795xyz +832(x -1 (y-1)(z-1)+3
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fonksiyonlarimi diisiinelim, Kosul 3-d)’deki ¢6ziim yontemine benzer sekilde Tablo 5.9’daki
Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.9: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-f).
X f,(x)=0 X f,(x)=0
47 | 10305-10304(y+z)-199yz=0 | 59 | 12993-12992(y+z)-307yz=0
53 | 11649-11648(y+2)-253yz=0 | 67 | 14785-14784(y+2)-379yz=0

X f,(x)=0 X f(x)=0
53 | 38275-38272(y+z)-907yz=0 | 59 | 42691-42688(y+z)-1093yz=0
X f,(x)=0

59 | 48259-48256(y+2)-1351yz=0

Tablo 5.9°dan anlasilacagi tizere yedi Diophantine denkleminde tamsay1 ¢6ziimleri yoktur.
(5.45) esitliginde g, =3 ve q,="7 degerleri yazilirsa ve

i+3 i+3
fls(p[i]):zgl:i[(l—ﬁj+%1;[ﬁ—l fonksiyonu ile  birlikte  diisiiniiliirse,

33102 130320

<0ve f 10D = >0 elde edilir.
5355343 15 (PLLOD) 0546481

1E15 ( p[9]) ==

Bu durumda yukaridaki ifadeyi saglayan muhtemel g, asal sayilar kiimesi; {11,13,17,19, 23}
dir.

Simdi g, =3,q9,=7 ve 0,=111317,19,23 olacak bigimde adim adim (5.45) esitligini

diistinelim.

Kosul 3-9) (9,,9,,9;) =(3,7,11) olsun, bu durumda

770,050, —1=80(q, —1)(as —1)(qs —1) (5.61)
“dir.

Benzer bigimde ¢, muhtemel asal tam sayilarin alt sinir1 29 ve iist sinirt 73 tiir.

Eger g, =1 (mod 7) yada g, =1 (mod 11) ise (5.61) esitliginin tam say1 ¢ozimii yoktur.
Bu durumda muhtemel g, asal sayilar kiimesi; {31,37,41,47,53,61,73} dir.

fs(X) ==—=77xyz +80(x —1)(y —1)(z —1) +1 fonksiyonunu diisiinelim, Kosul 3-d)’deki ¢6ziim
yontemine benzer sekilde Tablo 5.10°daki Diophantine denklemler elde edilir.
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Tablo 5.10: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-g).

X fe(x)=0 X fe(x)=0
31 | 2401-2400(y+z)+13yz=0 | 53 | 4161-4160(y+z)+79yz=0
37 | 2881-2880(y+z)+31yz=0 | 59 | 4641-4640(y+z)+97yz=0
41 | 3201-3200(y+z)+43yz=0 | 61 | 4801-4800(y+z)+103yz=0
47 | 3681-3680(y+z)+61yz=0 | 73 | 5761-5760(y+z)+139yz=0

Tablo 5.10’a gore tamsay1 ¢oziimii olan iki Diophantine denklem vardir. Bu denklemler
2881-2880(y+z)+31lyz=0 ve 3201-3200(y+z)+43yz=0’dir. Fakat (y,z)eZxZ

asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Kosul 3-h) (q,,9,,9,) =(3,7,13) olsun, bu durumda

910,095 —1=96(q, -1)(a; -1)(q; —1) (5.62)
dir.

f;; (x) :=-91xyz +96(Xx —1)(y —-1)(z —-1) +1 fonksiyonunu diisiinelim

Bu durumda Tablo 5.11’deki Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.11: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-h).

X f,(x)=0 X f,(x)=0

23 | 2113-2112(y+2)-19yz=0 | 41 | 3841-3840(y+z)-109yz=0
31 | 2881-2880(y+2)-59yz=0 | 47 | 4417-4416(y+2)-139yz=0
37 | 3457-3456(y+z)-89yz=0

Tablo 5.11°¢ gore (y,z) € Zx7Z asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Kosul 3-i) (q,,0,,0;)=(3,7,17) yada (3,7,19) olsun, bu durumda

119q,0,0, —1=128(q, —1)(q; —1)(q; —1) (5.63)
ve

133q,09, —1=144(q, —1)(0; —1)(gs 1) (5.64)
dir.

Iki denklemi diisiinecek olursak diger ¢dziimlere benzer bigimde,

fg(X) =-119xyz +128(x-1)(y -1)(z-1) +1,
fo(X) =-133xyz +144(x -1 (y-1)(z-1)+1
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fonksiyonlari elde edilir.
Tablo 5.12’deki Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.12: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-i).

X fs(x)=0 X fg(x)=0
19 | 2305-2304(y+z)-43yz=0 | 31 | 3841-3840(y+z)-151yz=0
23 | 2817-2816(y+z)-79yz=0 | 37 | 4609-4608(y+z)-205yz=0
X fo(x)=0 X fo(x)=0
23 | 3169-3168(y+z)-109yz=0 | 31 | 4321-4320(y+z)-197yz=0

Tablo 5.12’ye gore (y,z) € Zx7Z asal say1 ¢ozlimleri yoktur.

Kosul 3-j) (q,,0,,0,) =(3,7,23) olsun, bu durumda
1610,050s —1=176(q, —1)(ds —1)(qs —1) (5.65)
’dir. Muhtemel asal say1 @, ’iin alt sinir1 ve st sinir1 29 dur. Fakat 29 = 1( mod 7) dir.

Bu yiizden (5.65) esitligini saglayan asal sayilar yoktur.

(5.46) esitliligini ¢, =3 ve g, =11 degerlerini yerlerine yazilirsa;

33q3q4q5q6 -3= 4O(q3 _1)(q4 _1)(q5 _1)(q6 -1) (5.66)

elde edilir.

i+3 i+3
fa0 ( p[i ]) = g—g 1,-:[[1_ ﬁj + %L l:llﬁ —1 fonksiyonunu distinelim, f,,(p[7])<0 ve

f,,(p[8]) >0 olacagindan dolay1 g, ’iin muhtemel asal say1 degerleri kiimesi {13,17} *dir.
Bu degerler ayri ayr1 incelenecek olursa;
Kosul 3-k) (q,,0,,0;) =(3,11,13) ve (3,11,17) olsun bu durumda,

f, (x) :=-143xyz +160(x -1)(y -1)(z-1) +1,
f,,(X) =—-561xyz +640(x-1)(y-1(z-1)+3

fonksiyonlarini diistinelim.

Tablo 5.13’deki Diophantine denklemler elde edilir.
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Tablo 5.13: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 3-K).
X f,.(x)=0 X f,(x)=0
13 | 1921-1920(y+z)-61yz=0
17 | 2561-2560(y+2)-129yz=0

19 | 11523-11520(y+2)-861yz=0

Tablo 5.13%¢ gore (Y, z) € ZxZ asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Sonug olarak Kosul 3-a) ~ Kosul 3-k)’dan dolay1 Kosul 3) sartlarim saglayan (p,0,...G;)

asal say1 degerleri yoktur.
Kosul 4)’1 saglayan degerler arastirilacak olursa,

n=3q,:--q, Ve N+1=2p (5.67)

p(N)=p(n+1) =U(n)=U(n+1) esitliginden yola ¢ikarak,
3H -1= 4H (g, -1) (5.68)
i=2

esitligi elde edilir. Kolayca goriilecegi iizere,

6 6
3[Ja-1#4]J(a;-1) (mod3) ,q,=1 (mod3) (5.69)
i=2 i=2
dir.
4 i+4 +4
f23(p[i])::§H£ o[ j H ol fonksiyonunu diistinelim,
j=i i=i
f,s(p[5])= _ 145760 frs(P[ ) olacaglndan g, muhtemel asal say1 kiimesi

3187041 646323

{5,113 dir.

g, =3 ve g, =5 icin (5.68) esitligi,

6 6
15H q; —1:161_[ (0, -1) (5.70)
i=3 i=3
olur.
(5.47) ifadesine benzer sekilde, ¢, asal tamsayilarinm alt sinir1 17 ve {ist sinir1 53 tiir.
(5.70) esitliginden g, £1 (mod3) ve g, #1 (mod5)olur.

Sonug olarak olas1 ¢, asal sayilar kiimesi; {17,23,29,47,53} *diir.
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Kosul 4-a) (0,,0,,0;) =(3,5,17) olsun bu durumda (5.68) esitliginde yerine yazilirsa

2550,050; —1=256(q, —1)(0; —1)(q, —1)

esitligi elde edilir.

(5.71)

Kosul 3-a)’daki ile ayn1 yontemi kullanarak muhtemel @, asal saymin alt ve ist sinirini

Kogsul 3-a) ile ayn1 oldugu kolayca bulunabilir.

Ayrica g, #1 (mod3), g, #1 (mod5) ve q, #1 (mod17) dir.

f,,(x) = f,(x) —2=-255q,0,9, +1+ 256(q, —1)(g; —1)(0, —1) fonksiyonunu diisiinelim.

Tablo 5.14°deki Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.14: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 4-a).

X

f24(x) =0

X

f24 (X) =0

257
263
269
293
317
347
353
359
383
389
419
449
467
479
503

65537-65536(y+2)+yz=0
67073-67072(y+z)+7yz=0
68609-68608(y+z)+13yz=0
74753-74752(y+2)+37yz=0
80897-80896(y+z)+61yz=0
88577-88576(y+z)+91yz=0
90113-90112(y+2z)+97yz=0
91649-91648(y+z)+103yz=0
97793-97792(y+2z)+127yz=0
99329-99328(y+2)+133yz=0
107009-107008(y+z)+163yz=0
114689-114688(y+z)+193yz=0
119297-119296(y+2z)+211yz=0
122369-122368(y+z)+223yz=0
128513-128512(y+2z)+247yz=0

509
557
563
569
587
593
599
617
653
659
677
683
719
743

130049-130048(y+z)+253yz=0
142337-142336(y+z)+301yz=0
143873-143872(y+z)+307yz=0
145409-145408(y+z)+313yz=0
150017-150016(y+z)+331yz=0
151553-151552(y+2z)+337yz=0
153089-153088(y+2z)+343yz=0
157697-157696(y+z)+361yz=0
166913-166912(y+z)+397yz=0
168449-168448(y+z)+403yz=0
173057-173056(y+z)+421yz=0
174593-174592(y+z)+427yz=0
183809-183808(y+2z)+463yz=0
189953-189952(y+2z)+487yz=0

Tablo 5.14’¢ gore tamsay1 ¢Oziimii olan iki Diophantine denklem vardir.

Bu denklemler

Fakat (y,z) € Zx7Z asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Kosul 4-b) (q;,9,,9;) = (3,5,23) olsun bu durumda (5.68) esitliginde yerine yazilirsa

3450,050; —1=352(q, —1)(gs —1)(qs —1)

esitligi elde edilir.

47

65537 -65536(y+2z)+yz=0 ve 90113-90112(y+z)+97yz =0 dir.

(5.72)



Kosul 3-¢)’ deki ile ayn1 yontemi kullanarak muhtemel g, asal sayisinin alt ve list sinirlarinin
Kosul 3-C) ile ayn1 oldugu kolayca anlasilabilir.

Ayrica g, #1(mod3), g, #1 (mod5) ve g, #1(mod23) dir.

Sonug olarak olasi (], asal sayilar kiimesi; {53,59,83,89,107,113,137} dir.

fs(x) = f,(X) —2:=-345xyz + 352(x —1)(y —1)(z —1) +1 fonksiyonunu diisiinelim.
Tablo 5.15’deki Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.15: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 4-b).

X fs(x)=0 X fs(x)=0
53 | 18305-18304(y+2)+19yz=0 | 107 | 37313-37312(y+2)+397yz=0
59 | 20417-20416(y+2z)+61yz=0 | 113 | 39425-39424(y+2)+439yz=0

83 | 28865-28864(y+z)+229yz=0 | 137 | 47873-47872(y+z)+607yz=0
89 | 30977-30976(y+z)+271yz=0

Tablo 5.15’e gore (y,z) € ZxZ asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Kosul 4-¢) (q,,0,,0d;) =(3,5,29) olsun bu durumda (5.68) esitliginde yerine yazilirsa

435q4q5q6 -1= 448(q4 _1)(q5 _1)(q6 _1) (5-73)

Kosul 3-d)’deki ile ayn1 yontemi kullanarak muhtemel ¢, asal sayisinin alt ve {ist sinirlarinin

Kosul 3-d) ile ayn1 oldugu kolayca anlasilabilir.

Bu durumda, g, #1 (mod3), q, #1 (mod5) ve g, #1 (mod29) dir.

f e (X) = fg(X) —2:=—-435xyz + 448(x —1)(y —1)(z —1) +1 fonksiyonunu diisiinelim.
Tablo 5.16°daki Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.16: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 4-c).

X fs(x)=0 X fs(x)=0
47 | 20609-20608(y+z)+163yz=0 | 83 | 36737-36736(y+2)+631yz=0
53 | 23297-23296(y+z)+241yz=0 | 89 | 39425-39424(y+2z)+709yz=0

Tablo 5.16’ya gore (Y, z) € Z xZ asal say1 ¢oziimleri yoktur.

Kosul 4-d) (q,,9,,9;) =(3,5,47) ve (3,5,53) olsun bu durumda (5.68) esitligi i¢in

f,,(x) =—705xyz + 736(x-1)(y-D(z-1) +1,
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fe(X) :=—795xyz +832(x -1)(y-1)(z-1)+1

fonksiyonlar diisiinelim. Tablo 5.17’deki Diophantine denklemler elde edilir.

Tablo 5.17: Diophantine denklemler (5.9 Lemma kosul 4-d).

X f(x)=0 X fa(x)=0
53 | 38273-38272(y+2)-907yz=0
59 | 42689-42688(y+z)-1093yz=0

59 | 48257-48256(y+z)-1351yz=0

Tablo 5.17’ye gore (y,z) € ZxZ asal say1 ¢dziimleri yoktur.

(5.46) esitliginde g, =3 ve ¢, =11 degerleri yerlerine yazilirsa, kolayca anlasilacag iizere,
g, #1 (mod3) ve g, #1 (mod1l) dir.

Bu durumda sadece g, =17 asal sayisi i¢in incelemek yeterli olacaktir.

Kosul 4-e) (q,,0,,9;) =(3,11,17) olsun bu durumda

561q4q5q6 -1= 640(q4 _1)(q5 _1)(% _1) (5-74)
elde edilir.

Diger ¢oziimlere benzer bi¢cimde olast g, asal sayis1 19 olarak bulunur.
f,o(X) :=-561q,0.0, +640(q, —1)(q; —1)(g; —1) +1 fonksiyonunu disiinelim,

f,4(19) =11523-11520y —115202 +861yz =0 olcak bi¢imde (y,z)eZxZ asal say1

¢oziimleri yoktur.

5.9 Lemma’nin ispatlanmis olur.
O

Ispat 5.1. Teorem: 5.1 Lemma, 5.4 Lemma, 5.5 Lemma, 5.6 Lemma, 5.7 Lemma ve 5.9
Lemma ‘dan ispat tamamlanir.

O

Sonug olarak 5.1 Teorem'i ve ¢(n) = ¢(n+1) =U (n) =U (n+1) ifadesini saglayan sadece iki
adet sirali ikili vardir. Bu degerler (n,n+1) = (194,195) ve (n,n+1) =(5186,5187) *dir.
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6. U(n) FONKSIYONUNUN KUVVET SERILERIi
Bu bolimde katsayilart mutlak Mobius Bolen Fonksiyonu yardimiyla olusturulmus G, ()
kuvvet serileri ve 6zellikleri aragtirilmistir.

6.1 Tanim n >1 bir pozitif tam say1, U, (n) Mutlak M6bius Bolen Fonksiyonu’nun adimlari
ve Ord(n)=m olmak iizere U, (n) =n ve U (n) =U (U (n)) =U (U (n)) =...=1

T M m+l M m+2

olsun bu durumda kuvvet serisi;
G, (x)=>_U;(n)x’ (6.1)
i=0

olarak tanimlanir.

6.1 Ornek n>1, |X| <1 i¢in baz1 kuvvet serileri;

Gl(x):1+x+x2+x3+...:_—1,
x-1
Gz(x):2+x+x2+x3+...:x;2,
x-1
2
Gs(x):3+2x+x2+x3+...:x+—X3,
x-1
G4(x)=4+x+x2+x3+...=3X_4,
x-1
2 J—
Gs(x)=5+4x+x2+x3+...:w,
x-1
_ 2
Gs(x)=6+2x+x2+x3+...=w
X_

>dir.

Kolayca anlagilacag lizere derecesi artan terimler i¢in U | (n) =1 katsayisina ait ilk terimden

sonraki biitiin terimlerin katsayist 1°dir.

Biitin ne N— {1} ’ler i¢in Ord(n) = m olacak bi¢imde m e N vardir ve 4.2 Sonu¢’tan dolay1

{U, (n)} serisi azalandur.

6.1 Lemma |x|<1, g(x) ve f(x) farkli polinomlar olmak {izere, Gn(x) asagidaki gibi

rasyonel formda yazilabilir.
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9

U,
Z (X' = ()

Ispat: n bir pozitif tamsay1 ve Ord(n) =m olsun, bu durumda

=iUi(n)x‘=U0(n)+U1(n)x+...+Um( n)x"+U,., (n)x™ +...

>dir.

Kolayca anlasilacag: iizere U,, (n)=U,,(n)=

ZU (Nx' =Ug(n)+...4U,
:UO( )+U (n)x+...+U_,(n

K (x): sonlu kisim

L(x) serisi i¢in,

L(x)=x"+x™"+
=X"(L+Xx+%x"+..)

=

’dir.

Bu durumda,
:isi(n)xi
= I;(x)+ L(x)

Xm

= K(X)J{l—xj
C(=-x)Kx)+x"
B 1-x

olur.

...=1 olacagindan,

L(Mx™ U, (n)x™ +U

m-1 + Xm + Xm+l

L(x): sonsuz kisim
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Sonu¢ olarak (1-Xx)K(x)+x™ ve 1-—x ifadeleri birer polinomdur. Bu durumda
L-xX)K(X)+x" =g(x) ve 1—x= f(x) olacak bigimde g(x) ve f(x) polinomlar: vardir.

G, (x)= fEX; “dir.

O

6.1 Sonug N bir pozitif tamsay1 ve Ord(n) =m olmak iizere, 6.1 Lemma’daki sonlu kisim
olan K(x) igin der(K(x))=m—21"dir.

ispat: 6.1 Lemma’dan ispat asikardir.

g(x)
f(x)

Ord(n) =der(g(x)) —der(f (x))+1 (6.7)

6.1 Teorem || <1, n bir pozitif tamsay1 ve G, (X)= olmak iizere,

dir.
Ispat: nbir pozitif tamsay1 ve Ord(n) =m olsun, 6.1 Lemma dan ve 6./ Sonug¢’tan

g(x)  (A-x)Kx)+x"

f(x) 1—x (6.8)

G,(x)=

elde edilir. Ayrica der(g(x)) =der((L—x)K(x)+x™) ve der(f(x))=der@-x) dir.
Buna gore,

der(g(x)) =der((L—x)K(x)+x™)
= Sup| der ((L-X)K (x)), der (x") ]

= Sup| (der ((1- X))+ der (K (x))), der(x")] (6.9)
= Sup[(L+(m—1)),m]

=Sup[m, m]

=m

ve
der(f (x)) = der(1—x) =1 (6.10)

>dir.

52



Sonu¢ olarak (6.9) ve (6.10) esitliklerinden, Ord(n)=m oldugu durumda
deg(g(x))—deg(f(x))+1=m-1+1=m dir.

6.1 Teorem’in ispat1 tamamlanmis olur.
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7. MOBIUS - STIRLING SAYILARI

Bu boliimde birinci tip Stirling sayilarina benzer olarak Mobius-Stirling sayilar: tanimlanmig
ve bazi 6zellikleri verilmistir.

7.1 Tammm n,k,m >0 pozitif tamsayilar ve 2<m < (Ord(n)+2) olmak {izere birinci tip

Stirling sayilariin lirete¢ fonksiyonuna benzer bigimde Mobius-Stirling sayilarinin iireteg
fonksiyonu,

P, (¥) = X(x+U, (n))(x+U, (n))...(x+U, 4 (n))(x+U,_,(n)) (7.1)

seklinde tanimlanir. Bagka bir ifadeyle
mim )

P, .(X)= Z{ i } X! (7.2)
i=1 n

dir.

7.2 Tamm esitligindeki X' ’lerin katsayilar1 olan {
|

m .
} "lere Mobius-Stirling sayilar: denir.
n

m — 0 olarak kabul edilir.

m
7.1 Teorem k,n,meZ" ve k <molsun. Bu durumda {k} Maébius-Stirling sayisi igin

-1 -1
ARRCE

esitligi saglanir.

Ispat: (7.1) esitligindeki iireteg fonksiyonu P, . (X) igin,

P () =X(x+U, (n))(x+U,(n))...(x+U,_ 4 (n))(x+U,_,(n)) (7.4)

’dir. Bu esitligi,
m-1 -1 .
P (%) = (Z{mi } X (x+Un(n)) (7.5)

seklinde gosterebiliriz.

Bu durumda, (7.2) ve (7.5) ifadelerinin birbirine esitliginden,
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esitligi elde edilir.

Esitligin her iki tarafi da polinom formunda agilirsa,

(7.6)

{Tl XJ{rﬂn X +“‘+ml X" :qml_ll Xv{mz_ll X2 ++m:ﬂn XmlJ(X+Um2 (n)) (7.7)

esitligi elde edilir.

Polinom esitliginden dereceleri aymi olan x'’li terimler birbirine esitlenirse;

St

'm] m-1] m-1]
_2_nx2: B _nUmZ(n)+_ al X°,
'm ]| 'm—1] fm—1]
_3_nx3: K _nUmz(n)+_ 2 | X3,

[ m 'm-1 m-1
XM = U, (n)+ xm Y
m-1j m-1] m-2|

m] . [m-1]
X" = x".
m | m-1|

esitlikleri elde edilir.

m m-1 m-1 .
Sonug olarak esitliklerinden, {k } = [ } U, (n) +{ J dir.

7.1 Teorem’in ispat1 tamamlanmis olur.
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7.1 Sonug n,m >0 pozitif tamsayilar olmak lizere, asagidaki esitlikler saglanir.

5]

Ispat: 7.1 Teorem’den ispat asikardur.

7.2 Sonug¢ n,m >0 pozitif tamsayilar olmak tizere, asagidaki esitlikler saglanir.

i {m”ill ~U, (n)+U, (n)+...+U,, (n)
i) {T =U, (M)U;(n)..U, 4 ()

i) Zl:m} {mi{m-_qj(umz(”)”)

Ispat: i) 7.1 Teorem’den ve 7.2 Sonu¢’tan asagidaki adimlar elde edilir.

o), el

fm-1] [m-=2 m-2
[t
m-2] |m-=2]| m-3|

HEARLERE

Eger (7.14)‘deki esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

{mnill =Uo (n)+Us(n)+-.-+Up 2 (n)

elde edilir.
1) ’in ispat1 tamamlanmis olur.

i1) 7.1 Teorem’den ve 7.2 Sonug¢’tan asagidaki adimlar elde edilir.
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Eger (7.16)’daki esitlikler taraf tarafa carpilirsa,
m
1| = Uy (n)U,(n)...U, ,(n)

elde edilir.

ii)’in ispat1 tamamlanmis olur.

1ii) 7.1 Teorem’den ve 7.2 Sonug¢’tan asagidaki adimlar elde edilir.

R

m| [m-1 U, (n)+ m-1
_2 n B 2 n " 1 n’
[ m m-1 m-1
= U, (n)+ :
m-1}  |m-1] m-2]
'm] [m-1
m][m-1]°
Eger (7.18)’deki esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

R ) S

it | | i-1

elde edilir.

ii)’in ispat1 tamamlanmis olur.
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7.1 Ornek 7.1 Teorem’e ait baz1 6rnekler asagida verilmistir.

(3] [2] 2
= xU, (3)+ ,
_2_3 _2_3 2 1 3
5 1 3

NEHPIROR 3} ,
3

_3_3 _3_3 1 _2
6 1 5
[4 3] 3
} = ><U2(3)+ } ,
_2 3 _2_3 1 _2 3
11 5 6
(5] [4] 4]
= ><U3(7)+ ,
_3_7 _3_7 1 _2_7
83 15 68
5] 4] 4]
= ><U3(7)+ ,
_4_7 _4_7 1 _3_7
16 1 15
4 3
{ } :[ } xuz(zoo){ }
2 200 2 200 Y 200
1004 204 800

7.3 Sonu¢ k>0 pozitif bir tam say1 olmak iizere her K sayisi i¢in,

2
uk =k (7.20)

>dir.

7.4 Sonuc Eger p Fermat asal sayisi ise,

4
) M =px(p-1) (7.21)
i) [4} =p°+p-1 (7.22)
2 p
iii) H =2xp (7.23)
3 p
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esitlikler saglanir.

7.2 Ornek 7.4 Sonu¢’a ait baz1 6rnekler asagida verilmistir.

ol o o[ =l

7.5Sonu¢ a>0, b>0 ve p Fermat asal say1s1 olacak bigimde n, = 2° p° pozitif tam sayilar

ve n=p<n,<n,<...<n <n., <...olsun, bu durumda 7.2 Sonug¢’tan asagidaki esitlikler

saglanir.

411 =px(p-1)
L=y
4] 4
= n, —n -1
) [1], M;( :~M)x(P-1) (7.24)
(4] 4
4] +p-1
2) p’+p
[4] 4
.. = +(nz_nl)>< p2
i) 2], 2], (7.25)
[4] 4
_2_nk :[Zlk +(nk+1_nk)x p?
4T 2
=2x
_3_ﬂ1 p
(4] 4
= +(n2_n1)
i) [3], L3, (7.26)
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7.3 Ornek 7.3 Sonug’a ait bazi1 drnekler asagida verilmistir.

4 4 4 4 4 4
}:6,[ } :12,[ } :18“ 224“ :36,” ...

_1 3 1 6 l 9 1 12 1 18 1 24
4] 4 4 4 4 4

=11[ } =zo[ } =29,H =38,H =56,H _7,..
_2_3 2 6 2 9 2 12 2 18 2 24
4] 4 4 4 4 4

=6[ } :9[ } :12,{ } :15[ } :21[ } =27,...
_3_3 36 39 312 318 324
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8. MUTLAK MOBIUS BOLEN FONKSIiYONU TOPLAMI

Bu boéliimde, Mutlak Mo6bius Boélen Fonksiyonu U (n) ve mertebe fonksiyonu Ord(n)
yardimiyla toplam fonksiyonu V(n), Mébius miikemmel sayilari ve yakin-Mébius

miikemmel sayilar: tamimlanmis ve bazi 6zellikleri verilmistir.

8.1 Tamm U, (n) mutlak Mébius bolen fonksiyonunun adimlart ve Ord(n) mertebesi
olmak {izere, mutlak Mobius Bolen Fonksiyonu’nun toplam fonksiyonu;

ord (n)

V(n) = Z U, (n) (8.1)

olarak tanimlanir. Ayrica, V (1) = 0 olarak kabul edilir.
Vv (n) fonksiyonunun ilk iki yiiz degeri EK E’de gdsterilmistir.

Kendisi hari¢ pozitif tam bdlenlerinin toplami kendisine esit olan sayilara miikemmel sayi
(perfect number) denir. Bu durumda bir miikemmel say1, biitiin pozitif tam bdlenlerinin

toplaminin yarisina esittir; O'(n) =2n [13].

Oklid ve Euler’e gore biitiin ¢ift miikemmel sayilar 2°™ (2 P —1) seklindedir. Burada yer alan

(2 P —1) ’ler Mersenne asal sayilaridir.

Pollack ve Shevelev, 2012 yilindan yakin miikemmel say: (near-perfect number) tanimini;
d sayisi, N pozitif tam sayisinin bir boleni olmak tizere O'(n) =2n+d esitligini saglayan

N ’lere yakin miikemmel sayr (near-perfect number) denir, seklinde vermistir [13].

8.2 Tanim N >1 pozitif tam say1 olsun, bu durumda
V(n)=n (8.2)

esitligini saglayan N sayisina Mobius miikemmel sayis1 denir.

Maple 13 programi kullanilarak bazi Mobius milkemmel sayilarin olusturdugu kiime;

VY ={3,5,17,257,413,611,1391,1589,1903, 2327,5599, 27959, 29623, 36647, 36983, 38863,
42851,43919, 46463,49513,65537,76759,82969,86567,88759,96839, .. .}dir.

8.1 Teorem V (n) =n esitligini saglayan herhangi bir n pozitif ¢ift tam sayis1 yoktur.
Ispat: n pozitif bir tam say1 olsun buna gére n=2° yada n=2° 1f1 ...q:' "dir.

Eger n=2° ise U,(n) =1 olacagindan V (n) =1"dir.
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Eger n=2°q"...q" ise U,(n) = (2—1)(q1 —1). . .(qr —1) olacaktir. @, ...q, birbirinden farkli
tek asal sayilar oldugundan U,(n)=2"u}...u seklinde asallar kullamlarak yazilabilir.
Buna gore 2 sayisinin pozitif tamsay1 kuvvetleri ve 1disindaki sayilar i¢in U, (n) fonksiyonu
daima ¢ift sonuglara sahip olacaktir. U,(n),U,(n).,. Yo (n)’ler ¢ift ve son terim

Uoram (N) tek say1 olacagindan,

V(n)=U,(n)+U,(n)+...4+Uqq0m(n)+Ugyqm (D)
gift 1 (8.3)

V(n)=1(mod 2)
dir.

8.1 Teorem’in ispat1 tamamlanmis olur.

8.2 Teorem Bilinen biitiin Fermat asal sayilar1 ayn1 zamanda Mobius mitkemmel sayidir.

Ispat: p bir Fermat asal say1s1 olsun. Bu durumda Ord(p) = 2 ’dir. Buna gére V (n) *de

yerine yazilirsa,

Ord(p)
1

V(p) = kZ U.(p)

=U,(p)+U,(p) (8.4)
=(p-1)+1
=p

olur.

8.1 Teorem’in ispati tamamlanmis olur.

8.1 V(n) Fonksiyonunun Ozellikleri

8.3 Teorem n>1 pozitif bir tam say1 olmak {izere V (n) =1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

t e N olmak iizere n=2" olmasidir.

Ispat: (<) n=2"olsun. Bu durumda 4.1 Sonu¢’tan, Ord(2') =1 ve U,(2')=1"dir. V(n)

fonksiyonunda yerine yazilirsa,

V(@)= U,@)=U,@) =1 (8.5)
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elde edilir.

(:>) n=2" olsun bu durumda V (n) =1 ise pl n saglayan bir p tek asal sayis1 olmalidir.
Ote yandan V(n)>U,(n)>U,(p)>2 olacagindan V(n)=1 olmas: ile bir geliskidir.
V (n) =1 oldugunda n=2" olmaldir.

8.3 Teorem’in ispati1 tamamlanmis olur.
O

8.4 Teorem a>0, b >0 olacak bigimde n=2%p® pozitif tamsay1 ve p Fermat asal say1s1
olmak tizere;

V(n)=p (8.6)
“dir.
ispat: n=2°p" pozitif bir tam say1 ve p Fermat asal say1s1 olsun bu durumda,

Ul(za pb) = Ul(za)Ul( pb)

=2 (8.7)
U,(2°p") =1 (8.8)
Oord(2*p°)=2 (8.9)
olur.

Buna gore

Ord(Zapb
V(Zapb) Z (2a b)
=U,(2%p")+U,(2°p") (8.10)
=(p-1)+1
=p

elde edilir.

8.4 Teorem’in ispat1 tamamlanmis olur.

8.1 Sonu¢ p bir asal say1 ve k e Z" ise
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v(p*)=V(p) (8.11)

Ispat: 8.2 Teorem’den tanimindan asikardir.

O
8.2 Sonu¢ p Fermat asal sayis1 olmak iizere,
) ;{Mdb?i}s mikemmel sayzsidir. eger k =1, ©.12)
Mobits mikemmel sayus: degildir. aksi halde
Ispat: 8.2 Teorem’den ve 8.1 Sonug¢’dan asikardir.
O

8.5 Teorem a>0, b>0 icin p=1+23" olacak bicimde pozitif bir asal say1 olsun bu
durumda V (p) = p+2 ’dir.

ispat: p=1+2°3" asal say1 olsun bu durumda,

U,(n) = (@+2°3" 1) =2°3"
U,(n)=(2-)(B-1)=2 (8.13)
U,(n)=1

olur ki,

V(n)=23"+2+1

8.14
= p+2 ( )

8.5 Teorem’in ispati tamamlanmis olur.

8.1 Ornek V (p) = p+2’nin ilk on yedi degeri Tablo 8.1°de gdsterilmistir.

Tablo 8.1: V(p) = p+2 degerleri (p=1+2°3"; asal say1).

p 7 13 19 37 73 97 109 163 193 433 487 577 769 1153 1297 1403 1459
V(p) 9 15 21 39 75 99 111 165 195 435 489 579 771 1155 1299 1405 1461

8.3 Sonuc Eger n=1+23" asal say1 ise N; 1-yakin-Mébius miikemmel sayidir (Mébius 1-
near-perfect number).
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8.6 Teorem p, ’ler Fermat asal sayis1 olsun, eger n=1+2° p* p?

%H( p; —1) - yakin-Mobius miikemmel say1 'dur.
i=1

Ispat: n=1+2%p}ps---p bir asal say1 olsun bu durumda,

U, (n)=2"ppy - py =n—1

---p; bir asal say1ise n;

1 r
U,(n)=(2-1)(p,-1)...(p, -1) = ZXEH( p—1) (8.15)
i=1
U,(n)=1
olur ki 8.6 Teorem’in ispati tamamlanmis olur.
O

r

.. 1
8.2 Ornek Bazi EH( p; —1) -yakin-Mdbius mitkemmel sayilar1 Tablo 8.2 de

i=1
gosterilmistir.

Tablo 8.2: Baz1 %H( p; —1) -yakin-M&bius miikemmel sayilart.

i=1

n V(n)
11=1+2x5 15
19=1+2x3? 21
103=1+2x3x17 135
307=1+2x3*x17 339
541=1+2° x3* x5 549
2551=1+2x3x52x17 2679
43691=1+2x5x17 x 257 60075
655351=1+2 x 3x5° x17 x 257 688119
1310741=1+2% x5x 65537 1572885
6623041684999=1+2 x 3x 257 x65537° 6623075239431

%H( p; —1)— yakin — Mobius mikemmel say:
i=1

2 — yakin — M0Obius mikemmel say:

1- yakin — M6bius mikemmel say:

16 — yakin — Mobius mikemmel say:

16 — yakin — M6bius mikemmel say:

4 — yakin — Mobius mikemmel say:

64 — yakin — M6bius mukemmel say:

8192 — yakin — Mobius mukemmel say:
16384 — yakin — M6bius mikemmel say:
131072 — yakin — M6bius miikemmel say:
16777216 — yakin — Mdbius mikemmel say:
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9. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada ilk olarak Mutlak M&bius Bolen Fonksiyonu tanitilmig ve sayilar teorisinde
onemli bir ¢aligma alanm1 olan diger aritmetik fonksiyonlar ile benzer ve farkli yonleri
incelenmistir. Ayrica Mutlak Mobius Bdlen Fonksiyonu yardimiyla elde edilmis ¢cokgen
sekiller tamitilmistir. Olusturulan ¢okgen sekiller, gergcek hayat problemlerinden yola
cikilarak olusturulabilecek matematiksel modellemeleri agiklamaya yardimci olabilecek

sekillerdir. Ornegin; bir bitkinin yaprak dizilimi, ¢iceklerinin sekil ve dallarmin sayis1 gibi.

Calismanin devam eden boliimlerinde, Mutlak Moébius Bolen Fonksiyonu yardimiyla elde
edilen sonuglar, Fermat asal sayilari, Mersenne sayilari, Stirling sayilar1 gibi ¢esitli say1

kiimeleri ile bagdastirilarak matematigin diger ¢aligma alanlarina da gegisler yapilmustir.

Matematik, teknoloji, bilgisayar, kriptografi ve kriptoanaliz gibi kavramlarinin birlesmesi
ile olusmus Kriptoloji Bilimi; bilgi giivenligin saglanmasinda 6nemli bir rol oynayan
sifreleme bilimidir. Sayilar teorisi ve aritmetik fonksiyonlar kriptoloji igin biiyiik bir 6neme
sahiptir. Bu ¢alismada mutlak Mobius Bolen Fonksiyonu yardimiyla, RSA (Rivest-Shamir-
Adleman) kripto sisteminde 6nemli olarak degerlendirilen ¢(n)=¢@(n+1) ifadesinden yola
cikarak  ¢@(n) =p(n+1)=U(n)=U(n+1) esitlikleri incelenmis ve ¢esitli sonuglara

ulasilmustir.

Son bolimlerde, Mutlak Mobius Bolen Fonksiyonu yardimiyla G, (x) Kkuvvet serileri,

m
Mobius-Stirling sayilari {k} ve V(n) toplam fonksiyonu tanimlanmis ve ozellikleri

incelenmistir.

Bu tezden hareketle, Mutlak M6bius Bolen Fonksiyonu U (n) =| Zdy(d) | e benzer olarak

djn
r >1 pozitif bir tam say1 olmak iizere; genellestirilmis Mutlak Mdbius Bolen Fonksiyonu

U,y (n) = Z d'u(d)| tanimlanabilir.

din

Omegin; r=1 igin U(l)(n)=U(n) olacaktir. Diger bir Ornek; r=2 igin

U, (n) = z d?u(d) | olacaktir.

din
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Baz1 adimlari; U(z) D=1, U(z) (2)=3, U(z) (3)=8, U(z)(4) =3, U(z) (5)=24, U(z) (6) =24,
Uy (7) =48, Uy (8)=3, Uy 9)=8, Uy (10)=72’dir. Mutlak Mobius  Bolen
Fonksiyonu’nun ozelliklerine benzer bigimde, p,’ler n pozitif tam sayisinin birbirinden

farkli asal bolenleri olmak {izere; |Zdr,u(d)|=H(pir—l) esitligi gibi ifadeler de

d|n I=1
ispatlanabilir. Sonugta ¢alismanin genelinde verilmis tanimlar ve esitlikler genisletilebilir.
(Pn)nzo Pell say1 dizisi ve (Ln)nZO Lucas say1 dizisi ve a,b,m,n e Z olmak iizere; Luca ve
Stanica [41] makalelerinde (p(Ln):ZaBb Diophantine denkleminin ve [42] makalelerinde
¢(P,)=2" Diophantine denkleminin ¢dziimlerini arastirmuslardir. Genel olarak ¢ ve U

fonksiyonlarinin benzer &zellikte oldugu diisiiniilirse U(L)=23", U(P,)=23",

U(L,)=m! ve U(P,) =m! gibi Diophantine denklemlerin ¢oziimleri de arastirilabilir.
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EKLER



EKLER

Ek A: U(n) fonksiyonunun degerleri (1 <n< 100)

n
U (n)

U(n)

u(n)

U(n)

U(n)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 1 4 2 6 1 2 4
22 23 24 25 26 27 28 29 30
10 22 2 4 12 2 6 28 8
42 43 44 45 46 47 48 49 50
12 42 10 8 22 46 2 6 4
62 63 64 65 66 67 68 69 70
30 12 1 48 20 66 16 44 24
82 83 84 85 86 87 88 89 90
2 40 82 12 64 42 56 10 88 8

11
10
31
30
51
32
71
70
91
72

12

32

52

12

72

92
22

13
12
33
20
53
52
73
72
93
60

14

34
16
54

74
36
94
46

15

35
24
55
40
75

95
72

16

36

56

76

18
96

17
16
37
36
57
36
77
60
97
96

18

38
18
58
28
78
24
98

19
18
39
24
59
58
79
78
99
20

20

40

60

80

100

72




Ek B: n=2"p&p%...

p; icin U(n) ve @(n) degerleri ( p, ; Fermat asal sayilarr)

2x3
32
10=2x5
12=2%x3
15=3x5
17

18 =2x3?
20=2°x5
24 =2°x3
25="5°
27=3

© o U1 W =S

30=2x3x5

34 =2x17
36=2°x3"

g=2°
16=2"
2

@(n)

2

4=2?

2

6=2x3
4=2?
4=2°
g=2°
16 = 2*
6=2x3
g=2°
g=2°
20=2°x5
18=2x3°
g=2°
16=2*
12=2"x3

n

40=2°x5
45=13"x5
48=2"x3
50 = 2x5°
51=3x17
54 =2x3°

60 =2°x3x5

68 = 2° x17
72=2°x3"
75=3x5
80=2"x5
81=3"
85=5x17

90=2x3*x5

96 =2°x3

100 = 2 x5°

U(n)
4=2°
g=2"
2
4=2°
32=2°

g=2°
16 =2*

g=2°
4=2°

64 = 2°
g=2°

4=2°

o(n)

16 =2
24=2°x3
16=2"
20=2"%5
32=2°
18 =2x3’
16 =2
32=2°
24 =2°x3
40=2x5
32=2°
54 =2x3°
64 = 2°
24 =2°x3
32=2°
40 =2°x5
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Ek C: U(n)=U(n+1) degerleri (1<n<10°), n#1 i¢in 12[U(n)=U(n+1)

168
194
350
1368
1628
3705
5186
6929
7475
25545
26047
26864
28251
34936
37248
56574
65575
81732
82368
87308
87367
88450
91539

n+1
169
195
351
1369
1629
3706
5187
6930
7476
25546
26048
26865
28252
34937
37249
56575
65576
81733
82969
87309
87368
88451
91539

n'in carpanlar:
2°x3x7
2x97
2x5%x7
2°x3%x19

22 x11x37
3x5x13x19
2x 2593
132 x 41
5?x13x 23
3x5x13x131
7x61°
2°x23x73
3?x43x73
2°x11x397

2" x3x97

2% x3x29x163
52x37x71

2% x3x7*x139
2°x3?x11x13
2°x13x23%x73
77 %1783
2x5%x29%61
3% x7x1453

n+1'in carpanlar:

13?

3x5x13
3*x13

37°

3?x181
2x17x109
3x7x13%x19
2x 3 x5x7x11
27 x3x7x89
2x53x241
2°x11x37

3’ x5x199

2% x7x1009
7°x23x31
193°

52 x 2269

2% x3x13x421
37 x 472

7% x 417
3?x89x109
2°x67x163
11° x17 x 43

2% x5x23x199

Uun)=U(n+1)
12

96
24
36
360
1728
2592
480
1056
12480
360
1584
6048
3960
192
9072
10080
1656
240
19008
10692
6720
17424
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EkD: o(n)=@(n+1)=U(N)=U(n+1) degerleri (1s n< 106)

n

1

194
3705
5186
25545
388245

n+1 n'in carpanlar:

2 .

195 2x97

3706 3x5x13x19
5187 2x 2593

25546 3x5x13x131
388246 3x5x11x13x181

n+1in carpanlart U (n)

. 1
3x5x13 96
2x17x109 1728
3x7x13x19 2592
2x53x141 12480

2x17x19x601 172800

U(n) in carpanlar
2°x3

2°x3°

2°x3*
2°x3x5x13

28 x 3 x5°
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Ek E: V (n) fonksiyonunun degerleri (1 <n< 200)

Vin) O 1 3 1 5 3 9 1 3 5 15 3 15 9 9 1 17 3 21 5
Vinh) 15 15 37 3 5 15 3 9 37 9 39 1 25 17 27 3 39 21 27 5
Vihh 5 15 57 15 9 37 83 3 9 5 3 15 67 3 45 9 39 37 95 9

Vin) 69 39 15 1 51 25 91 17 59 27 97 3 75 39 9 21 69 27 105 5
n 81 82 83 84 8 8 8 8 8 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Vi) 3 45 127 15 65 57 65 15 103 9 75 37 69 8 75 3 99 9 25 5
n 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120
V(h) 105 33 135 15 51 67 173 3 111 45 75 9 121 39 103 37 27 95 99 9
n 121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140
Vi(h) 15 69 8 39 5 15 141 1 99 51 181 25 111 91 9 17 153 59 197 27
n 141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160
Vih) 129 97 129 3 121 75 15 39 187 9 159 21 33 69 129 27 183 105 119 5
n 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180
V(n) 157 3 165 45 85 127 293 15 15 65 39 57 229 65 27 15 153 103 281 9
n 181 182 183 184 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194 195 196 197 198 199 200
V(n) 189 75 129 37 147 69 165 83 15 75 265 3 195 99 99 9 205 25 223 5
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Ek F: U(n) fonksiyonunun Maple 13 kodlari

MAPLE codes
[> with(numtheory):

[> U :=proc (a::integer)
local Div, List, k;
global U;
Div := divisors(a);
List := convert(Div, 'list");
for k to tau(a) do List[k]
end do;
abs(add(mobius(List[k])*List[k], k = 1 .. tau(a)))
end proc;

[> for n from O to 5 do # TEST
print(("U')(n) = U(n))

end do;
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Ek G: Ord(n) fonksiyonunun Maple 13 kodlar1, (0 < Ord(n) <10)

MAPLE codes
[> Ord := proc (n::integer)

if n=1thenOelse
if U(n) =1 then 1 else
if U(U(n)) = 1 then 2 else
if U(U(U(n))) =1 then 3 else
if U(U(U(U(n)))) =1 then 4 else
if U(U(U(U(U(n))))) = 1 then 5 else
if U(U(U(U(U(U(n)))))) =1 then 6 else
if U(U(U(U(U(U(U(Nn))))))) = 1then 7 else
if U(U(U(U(U(U(U(U(n))))))) = 1 then 8 else
if U(U(U(U(U(U(UUUM))N)) =1then9else
if U(U(U(U(U(U(U(U(U(U(n))))N)))) =1 then 10 else ERROR
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end proc;
[> for nfrom 1to 5 do # TEST
print(('Ord')(n) = Ord(n))

end do;
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Ek H: Vv (n) fonksiyonunun Maple 13 kodlar1, (0<Ord(n)<10)

MAPLE codes
[> S:=proc(n::integer, b::integer)

if b=0 then n else
if b=1 then U(n) else
if b=2 then U(U(n)) else
if b=3 then U(U(U(n))) else
if b=4 then U(U(U(U(n))))else
if b=5 then U(U(U(U(U(n))))) else
if b=6 then U(U(U(U(U(U(n)))))) else
if b=7 then U(U(U(U(U(U(U(n)))))))else
if b=8 then U(U(U(U(U(U(U(U(n)))))))) else
if b=9 then U(U(U(U(U(U(U(U(U(n)))))))) else
if b=10 then U(U(U(U(U(U(U(U(U(U(Nn)))))))))) else ERROR
endif endif endif
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end if
end proc:
[> V :=proc (n::integer)
add(S(n, k), k=1 .. Ord(n))
end proc:
[> for nfrom 1to 5 do # TEST
print(("V')(n) = V(n))

end do;
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Ek I: G, (x) kuvvet serisinin Maple 13 kodlar1

MAPLE codes
[> TSprintf := proc ()

Typesetting:-mrow(seq(’if (e::string, Typesetting:-mn(e),
Typesetting:-Typeset(Typesetting:-EV(e))), e = [args]))
end proc:
[> Gone := proc (n::integer)
add(S(n, k)*x~k, k=0 .. Ord(n)-1)
end proc:
[> G :=proc (n::integer)
Gone(n)+sum(x”k, k = Ord(n) .. infinity)
end proc:
[> GK :=proc (n::integer)
local tot, k;
tot :=0;
for k from 0 to Ord(n)+2 do
tot := tot+S(n, k)*x~k
end do;
tot;
end proc:
[> for nto 150 do # TEST
print(TSprintf(('G')(n) = GK(n), "+&middot;&middot;&middot; =", G(n) = factor(G(n))))

end do;
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Ek J: Mébius-Stirling sayilari ve iirete¢ fonksiyonlarinin Maple 13 kodlar:

MAPLE codes
[> Pol := proc (n::integer)

local k, d, G, H, HH, SET, ST, ST1, |, SOLU, SOLU1, J;
H := x*mul(x+S(n, k), k =0 .. Ord(n));
HH := [seq(coeff(H, x, a), a=1 .. Ord(n)+2)];
ST1 :=seq(Vector(2, {(1) = Ord(n)+2, (2) =1}), I =1 .. Ord(n)+2);
SOLU1 :=seq(ST1[l] = HH[I], I = 1 .. Ord(n)+2)[respect[n]];
for k from 0 to Ord(n) do
S(n, k); print(('S')(n)[k] = S(n, k)) end do;
print(H*" &clubs; '*expand(H)*" &hearts; '*SOLU1);
for d from 0 to Ord(n)-1 do
G := x*mul(x+S(n, k), k =0 .. Ord(n))/mul(x+S(n, k), k = Ord(n)-d .. Ord(n));
SET := [seq(coeff(G, x, a), a=1.. Ord(n)-d+1)];
ST := [seq(Vector(2, {(1) = Ord(n)-d+1, (2) = 1}), | =1 .. Ord(n)-d+1)];
SOLU :=seq(ST[l] = SET[I], I =1 .. Ord(n)-d+1)[respect[n]];
print(G*" &clubs; ' *expand(G)*" &hearts; ' *SOLU)
end do
end proc:
[> fornto 5 do # TEST
print(Pol(n))

end do;
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Ek K: Cokgen sekiller Maple 13 kodlari

MAPLE codes
[> restart:

[> with(numtheory): with(plots): # 3-10 ¢okgen sekil icin
[> for n from 1 to 10 do
m;
Div := divisors(n);
List := convert(Div, 'list');
Piece :=tau(n);
for k to Piece do List[k] end do;
U[n] := abs(add(mobius(List[k])*List[k], k = 1 .. Piece));
poly :=[[0, 1], [0, n], [1, U[n]], [2, U[U[n]]], [3, U[U[U[n]]]], [4, U[U[U[U[n]]]]],
[5, ULU[ULULU[n]IITIL, [6, UIUULULULUIn]IIIIL, [7, U[U[U[ULULUUIN]ITIII,
(8, U[U[U[U[U[U[U[U[n]]111111], [9, UIUIUIU[U[U[U[ULU[n]1ITTI00;
G := polygonplot(poly, axes = boxed, color = "DarkBlue", transparency =0.5);
‘and’(print(display({G})),
print('n' =n, (‘U')(n) = U[n]))

end do:
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Ek L: U(r)(n) Maple 13 kodlar:

MAPLE codes
[> restart:

[> with(numtheory): with(plots):
[> UR :=proc (a::integer, r::integer)
local Div, List, k;
Div := divisors(a);
List := convert(Div, 'list");
for k to tau(a) do
List[k]
end do;
abs(add(mobius(List[k])*List[k]”r, k = 1 .. tau(a)))
end proc:
[> forrto 5 do # TEST
fornto 5 do
print(‘U'[r](n) = UR(n, r))
end do;

end do;

Not: Maple 13 kodlarinin hatasiz ¢alisabilmesi i¢in EK F — Ek J sirasiyla islenmelidir. EK
K ve Ek L digerlerinden bagimsiz ¢alistirilmalidir.
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- Kasim 03 2017 Izmir Institute of Technology, Izmir, TURKIYE (Poster Tasarimi)

D8. Sarp U., International Workshop on Elliptic Curves, Modular Forms and Langlands
Functoriality, 10-11 Mayzs, 2018, Bilecik, TURKIYE (Poster Tasarimi)

D9. Sarp U., Summer School, Explicit and Computational Approaches to Galois
Representations, Temmuz 3-7 2018, University of Luxembourg, LUKSEMBURG (Poster
Tasarimi)

D10. Sarp U., Friendly Workshop on Diophantine Equations and Related problems
(FWDERP-2019), Temmuz 6-8 2019, Bursa Uludag University, Bursa, TURKIYE (Komite
Uyesi)

E. Ulusal Konferanslar; Bildiriler ve Sunumlar:

El. Sarp U., 3. Ulusal Konya Eregli Kemal Akman Meslek Yiiksek Okulu Teblig Giinleri,
Nisan 2011, Konya, TURKIYE.
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F. Uluslararasi Konferanslar; Bildiriler ve Sunumlar:

F1. Sarp U., (Kurtuldu Y.) “Using of GAP (Groups, Algorithms and Programming) in some
semigroups”, The 24th International Conference of Jangjeon Mathematical Society,
Temmuz 20-23, 2011, Konya, TURKIYE.

F2. Sarp U., Recent Trends in Nonlinear Partial Differential Equations and Applications,
Mayis 28-30 2014 Trieste, ITALYA.

F3. Sarp U, (Ikikardes S.) “On Solving Some Partial Differential Equations” ,International
Congress in Honour of Professor Ravi P. Agarwal at The Auditorium at the Campus of
Uludag University, Haziran 23-26 2014, Bursa, TURKIYE.

F4. Sarp U., (Kim D., Ikikardes S.) “A Study of Properties of the Absolute Mébiiis Divisor
Function and Their for Leaf Veins” ,International Workshop on Mathematical Methods In
Engineering, Cankaya University, Nisan 27-29 2017 Ankara, TURKIYE.

F5. Sarp U., (Kim D., Ikikardes S.) “The Shifted Absolute Mobiiis Divisor Function and
Euler phi-function”, 4th International Conference on Recent Advances in Pure and Applied,
Istanbul Commerce University, Mayis 11-15 2017 Kusadasi, Aydin, TURKIYE.

F6. Sarp U., (Kim D., Ikikardes S.) “Some Application About Mobilis Function”,
International Conference on Pure And Applied Mathematics ICPAM 2018, Eyliil 11-13
2018, Van, TURKIYE.

G. Gorev Alinan Projeler:

G1. Sarp U., (lkikardes S.) Destekleyen Balikesir Universitesi Projeler Birimi, Proje
Numaras1 2014/155, “Solving of some partial differential equations by Differential
Transform Method and Comparison with other methods (Yiiksek Lisans Tez Projesi)”, 26
Mart 2014 Balikesir- TURKIYE.

G2. Sarp U., (lkikardes S.) Destekleyen Balikesir Universitesi Projeler Birimi, Proje
Numaras1 2017/20, “Mobiiis Fonksiyon Toplami ve Poligon Sayilarin Iliskisi (Doktora Tez
Projesi)”, devam ediyor, Balikesir- TURKIYE.

H. Sertifikalar:
H1. Google Geng Ajanslar Akademisi, “Egitim Semineri”, 26 Mart 2011 Konya, TURKIYE.

H2. Serper Bilgisayar Kursu-Balikesir, “Web Tasarim (Dreamweaver, Photoshop,
CorelDraw, Fireworks)”, 02 Mart 2013 Balikesir, TURKIYE.

H3. Serper Bilgisayar Kursu-Balikesir, “Delphi Programi”, 29 Nisan 2013 Balikesir,
TURKIYE.
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H4. Serper Bilgisayar Kursu-Balikesir, “Visual C# 2010 Program:”, 06 Agustos 2013
Balikesir, TURKIYE.

H5. Serper Bilgisayar Kursu-Balikesir, “MS SQL SERVER”, 10 Eylil 2013 Balikesir,
TURKIYE.

H6. Serper Bilgisayar Kursu-Balikesir, . NET”, 10 Eyliil 2013 Balikesir, TURKIYE.

H7. Serper Bilgisayar Kursu-Balikesir, “Bilgisayar Programciligi (MEB onayli)”, 07 EKim
2013 Balikesir, TURKIYE.

H8. Sakarya Universitesi Siirekli Egitim Merkezi, “Is ve Meslek Damsmanhigi Mesleki
Yeterlilik Belgesi”, 07 Ocak 2014 Sakarya, TURKIYE.

H9. UniCertificate (Universal Certificate), “SolidWorks Programi”, 04 Subat 2014
TURKIYE.

H10. Sakarya Universitesi Siirekli Egitim Merkezi, “Bilgi Islem Destek Eleman: Mesleki
Yeterlilik Belgesi”, 10 Eyliil 2014 Sakarya, TURKIYE.

H11. Balikesir Biiyiiksehir Belediyesi ve Karesi ilge Belediyesi, Matematik Cepte Mobil
Cihaz Uygulamasi Destegi Tesekkiir Belgesi”, 22 Ekim 2016 Balikesir, TURKIYE.

H12. Serper Bilgisayar Kursu-Balikesir, Mikro Ticaret ve Muhasebe Uygulamalar1 Standart
Egitim Belgesi, 2013 Balikesir, TURKIYE.

Programlar ve Yazilhm Dilleri:

e Office; lyi
e Maple; Iyi
e Latex; Iyi

e Matematica; Orta
e Matlab; Orta

e Gap; Orta

e Geogebra; Iyi

e Visual C# 2010; lyi
e Dreamweaver; lyi
e Photoshop; lyi

e CorelDraw; Orta

e Fireworks; Orta

e Delphi; Orta

e Php; Orta

e Ms Sqgl Server; Orta
e .Net; Orta
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Calisma Alanlar:

e Sayilar Teorisi

o Cebir

e Cebirsel Sayilar Teorisi

e Aritmetik Fonksiyonlar

e Kombinatorik

e Sayilar

e Polinomlar

e Miihendislik, Uygulamal1 ve Hesaplamali Matematik
e Sayisal Analiz

e Modelleme ve Simiilasyon
e Optimizasyon

e Fiziksel Matematik

e Biyolojik Matematik

e Sayisal Yontemler
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