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OZET

BULANIK THETA-ON-SUREKLI FONKSIiYONLARIN KUVVETLI FORMU
YUKSEK LiSANS TEZI
KUBRA CENGIZ
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI:PROF.DR. AHU ACIKGOZ)
BALIKESIR, OCAK - 2020

Bu c¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimii olan birinci bolimde; tezde
kullandigimiz kavramlarin kisaca literatiir bilgileri verildi. Ikinci béliimde; ¢calismamiz
icin gerekli olan ideal topolojik uzaylardaki temel kavramlar ve kimenin lokal
fonksiyonundan bahsedildi. Ugiincii ve dérdiincii boliimde ise; fuzzy topolojik uzaylar,
fuzzy ideal topolojik uzaylar ve fuzzy pre-I-siirekli fonksiyonlarin, konumuz ile ilgili
yapilmis olan bazi ¢alismalardan alinan temel kavramlar1 ve teoremleri verildi. Besinci
bolumde; kuvvetli-6-pre-1-strekli fonksiyon kavrami fuzzy topolojik uzaya genisletildi
ve bu fonksiyonun 6zellikleri incelendi. Ayrica tarafimizca verilen fuzzy p-I-regiler ve
fuzzy pre-l-reguler uzaylarda bu fonksiyonun sirasiyla fuzzy siirekli fonksiyon ve
fuzzy pre-1-surekli fonksiyon ile karsilastirmasi yapildi. Ayrica bu fonksiyonun
kisitlanmig fonksiyon, grafik fonksiyon, bileske fonksiyon ile ilgili 6zellikleri bazi
fuzzy uzaylarda ve i¢ ¢arpim uzaylarinda arastirildu.

ANAHTAR KELIMELER:Bulanik kuvvetli theta-6n-1-siirekli fonksiyonlar, bulanik
zay1f on-I-siirekli fonksiyonlar, bulanik I lokal kapali, bulanik 6n theta-l-agik.
Bilim Kod / Kodlar1 : 20405 Sayfa Sayis1 : 31



ABSTRACT

STRONG FORM OF FUZZY THETA-PRECONTINUOUS FUNCTIONS
MSC THESIS
KUBRA CENGIZ
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:PROF. DR. AHU ACIKG0Z)
BALIKESIR, JANUARY - 2020

Our study consists of five chapters. In the first section which is the entrance section; brief
information about the concepts used in the thesis was given. In the second part; the basic
concepts in the ideal topological spaces and the local function of the cluster are discussed.
In the third and fourth sections; the basic concepts and theorems of fuzzy topological
spaces, fuzzy ideal topological spaces and fuzzy pre-l-continuous functions taken from
some studies about the subject are given.In the fifth chapter; the concept of strong-6-pre-I-
continuous function was extended to fuzzy topological space and its properties were
examined. In addition, this function was compared with fuzzy continuous function and
fuzzy pre-l-continuous function in fuzzy p-I-regular and fuzzy pre-I-regular spaces given
by us.Moreover, the properties of this function related to constrained function, graphical
function, resultant function were investigated in some fuzzy spaces and inner product
spaces.

KEYWORDS:Fuzzy strongly theta pre-1-continuous functions, fuzzy weakly pre-I-
continuous functions, fuzzy I-locally closed, fuzzy pre-theta-I-open.

Science Code / Codes : 20405 Page Number : 31
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SEMBOL LISTESI

AuUB
ANB
AcB
AzB
X, 1)
(X9 TX)
X, 7,0
AC

IX
Cl(A)
int (A)
pCl (A)
sCl (A)
Gr

Fly

S
n,(x)
1x

Ox
AvB
AAB
A<B
- A
Xd
X,q4
Nq(Xa)

Her

Ait

Ait degil

Bos kiime

Guc kiimesi

Esit degil

Gerektirir

Yeterlidir

A birlesim B

A kesisim B

B klimesi, A kimesini kapsar

B kimesi, A kimesini kapsamaz

Topolojik uzay

Fuzzy topolojik uzay

Fuzzy ideal topolojik uzay

A kimesinin timleyeni

X’ in fuzzy kiimeler ailesi

A kiimesinin kapanisi

A kimesinin ici

A kiimesinin pre kapanisi

A kiimesinin semi kapanisi

F ¢ogul degerli fonksiyon grafigi

F ¢ogul degerli fonksiyonun A kiimesine kisitlanisi
(X, 1) topolojik uzayinda x noktasinin komsuluklar ailesi
X in A ya ait olma derecesi

X kiimesindeki en biyik sabit fuzzy kiime
X kiimesindeki en kiicuk sabit fuzzy kiime
A fuzzy kiimesi birlesim B fuzzy kiimesi

A fuzzy kiimesi kesisim B fuzzy kiimesi

B fuzzy kiimesi, A fuzzy kiimesini kapsar

A fuzzy kiimesinin timleyeni

fuzzy nokta

Xq fuzzy noktasi ile A kiimesi ¢akisigimsidir
(X, tx) fuzzy topolojik uzayindaki x, fuzzy noktasinin q komsuluklar
ailesi
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1. GIRIS

Bulanik kiime kavrami, kiime kavraminin eleman olma derecelendirilmesine dayanan bir
genellestirilmedir. Bulanik kiime kavramini ilk olarak Prof. Dr. Liitfi Zadeh 1965 yilinda
ortaya koymustur [1]. Bulanik kiime devamlilik derecesine sahip nesneler sinifidir. Zadeh
’ten Once matematik klasik mantikla temelleniyordu. Klasik mantiga gore drnek verecek
olursak; bir bardagin i¢i ya bostur ya doludur. Yani dogruluk degeri ya 0 ya da 1 dir.
Bulanik mantigina gore kismen dogru ya da yanlis olabilir. Bardagin iginde bir miktar su
bulunabilir. Zadeh ’ten sonra 1968’de Chang tarafindan fuzzy topoloji kavramlari
belirlendi [2]. Klasik topolojiden bildigimiz siireklilik tiirlerinin birgogu, arastirmacilar

tarafindan fuzzy topolojiye aktarildi.

1933 yilinda Kuratowski [3], topolojik uzaylarda ideal kavramini kullanarak kiimenin lokal

fonksiyonu tanimladi ve bu fonksiyonun sagladig 6zellikleri arastirdi.

Jankovic ve Hamlet [4], 1990 yilinda lokal fonksiyon kavrami ile ilgili yapilan biitiin

caligmalar1 detayl bir sekilde incelediler ve bu kavram ile ilgili yeni 6zellikler elde ettiler.

1990 yilindan giinlimiize kadar ideal topolojik uzay, 6nemli bir ¢alisma konusu oldu ve
genel topolojideki pek cok topolojik kavram yapilan bu c¢alismalarla ideal topolojik

uzaylara tagindu.

Sarkar 1997’de fuzzy topolojik uzayda ideal kavramini verip, bu ideal ile birlikte fuzzy
topolojiye bagl lokal fonksiyonu tanimladi ve Ozelliklerini inceledi [5]. Sonrasinda da
genel topolojik uzaydaki pek c¢ok kavram farkli arasgtirmacilar tarafindan fuzzy ideal

topolojiye genisletildi.

Bu calismada; kuvvetli 0 -pre surekli fonksiyon kavrami fuzzy ideal topojiye genisletildi
ve bu kavramin Ozelliklerinden ayrintili bahsedildi. Fuzzy ideal topolojik uzayda bu
stireklilik ile ilgili baz1 6zellikler verildi. Son kisimda ise fuzzy ideal topolojik uzaylarda
verdigimiz ayirma aksiyomlarinda kuvvetli- 6 —pre-1- surekli fonksiyon kavramlar

incelendi.



2. IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARIN TEMEL KAVRAMLARI
2.1 ideal Topolojik Uzaylar

1933 yilinda kiimenin lokal fonksiyon kavrami ve bu fonksiyonun sagladig: 6zellikler ilk
defa Kuratowski tarafindan verilmistir. Bu kavram {izerinde c¢aligmalar yapilmis, bu da

arastirmalarda onemli bir ¢alisma konusu olmustur.

2.1.1. Tammm: Bos olmayan bir X kiimesi verilsin. P(X), X’ in kuvvet kiimesi olsun. Bos

olmayan bir I ailesi igin;

M Her A, B € | kiimeleri igin; AuB el (Sonlu Toplamsallik)
(1)  Her Ael kimesi ve Bc A alt kiimesi igin B € | (Kalitimsallik) 6zellikleri

saglansin. Bu taktirde I ailesine, X kiimesi lizerinde bir ideal denir [3].

2.1.2. Tanmm: P(X) kiimesi, X’in kuvvet kiimesi olmak tizere; o : P(X) — P(X) fonksiyonu

icin,

(1) a(@)=9

(2) AeP(X)=Aca(A)

(3) ABeP(X)= a(AUB)=a(A) va(B)
(4) AeP(X)= a(a(A)=a(A)

sartlar1 saglansin. Boylece « kiime degerli fonksiyonuna, Kuratowski Kapanis islemi

denir.

K={A € P(X) : A=a(A)}ailesine, X kiimesi iizerinde olusturulan topolojiye gore kapali

kimeler ailesi denir [3].
2.1.3. Ornek: P(X), X’in gii¢ kiimesi olmak tizere; d: P(X) — P(X) fonksiyonu,

(1) d(2)=0
(2) d(AUB)=d(A)Ud(B)
(3) d(d(A)) cd(A)



sartlarin1 sagladig taktirde d(A) = A U d(A) seklinde tanimlanan d: P(X) — P(X)

fonksiyonu P(X) kuvvet kiimesi iizerinde bir Kuratowski Kapanis islemidir [4].

2.1.4. Tanim: 7 ={J,X} olsun. 7 ailesi goriildiigi gibi X lizerinde bir topolojidir. Bu
topolojiye En Kaba Topoloji (X’in en kaba topolojisi, ya da ayrik olmayan topoloji) denir.
(X,7)ikilisine ayrik olmayan topolojik uzay denir [6].

2.1.5 Tanmm: 7 ailesi P(X)’e esit alinirsa, X kiimesi iizerinde tanimlanan P(X) topolojisine

ayrik topoloji ve (X, P(X)) ikilisine de ayrik topolojik uzay denir [6].

2.1.6.Tamm: (X,7) topolojik uzayr ve A c Xalt kiimesi ile X e Xnoktasi1 verilsin,

VvV e 4, komsulugu igin ANV = oluyorsa X € X noktasina A kiimesinin kapanis

noktasi denir [3].

2.1.7.Tamm: (X,7) topolojik uzay1, A < Xalt kiimesi ve X € X noktas1 verilsin. vV € §,,

komsulugu i¢in AN (V-{x}) =D ise X € Xnoktasina A kiimesinin yi1gilma noktas1 denir

[3].

2.1.8. Tamm: (X,7) topolojik uzay1, A < X alt kiimesi ve X € X noktasi verilsin. YV € 9,

komsulugu icin ANV kiimesinde sonsuz sayida eleman varsa X € X noktasmna A

kiimesinin yogunlagma noktasi denir [3].



2.2 Kumenin Lokal Fonksiyonu
2.2.1. Tamm: (X,7) topolojik uzay, A < Xalt kiimesi verilsin. | ailesi X kiimesi (izerinde

bir ideal olmak uzere:

A(l,7)={xeX:We G (VA g1}

kiimesine, A kiimesinin I idealine bagli lokal fonksiyonu denir.
A"(1,7) = A" sembolii yerine A” sembolii kullanilacaktir.

X = bir kime olmak tizere 1 ={Z}ise minimal ideal ve I1=P(X) ise maksimal ideal olup

A" lokal fonksiyonu bu ideallerde asagidaki gibi elde edilmistir [4].

A ({D},7) ={x e X: W € 9, (VNA) {Z}}
—{xeX:VVed,,(VNA) #{2}}

-A

A*(P(X),T) = {x € X: VV € 9(x) i¢in (VN A) & P(X)} = 0

2.2.2. Teorem: (X,t) topolojik uzay ve A,B c Xolmak lizere X kiimesi tzerinde Iy, I2

idealleri birlikte verilsin. Bu taktirde [4];

(1) lic lise A%(l) < A%(ly)

(2) A"=A A (A kiimesi kapali bir kiimedir.)
(3) (A) <A

(4) (AUB)' cA"UB’

(5) (ANB)' cA"NnB’

(6) A"—B" =(A-B) =B " (A-B)’

(7) Uerise,UNA " =UN(UNA) c(UnA)
(8) Celise;(AUC) '=A"=(A-C)



2.2.3. Tanmim: (X,7) topolojik uzay1 ve X kiimesi tizerinde bir | ideali verilsin. Herhangi bir

Ac X alt kimesi icin CI'(A)=AUA" seklinde tanimlanan CI":P(X) — P(X)

fonksiyonu, Tanim 2.1.2°deki sartlar1 saglasin. Bu taktirde bu fonksiyona A kiimesinin

Kuratowski kapanisi denir [4]. Bu bélim boyunca; CI"(A) semboll yerine A sembolil

kullanilacaktir.

2.2.4. Tammm: (X,1) topolojik uzay1 veX kiimesi Gzerinde bir I ideali verilsin. Bu taktirde;
F)={UcX:X-U =(X-U)}

seklinde tanimlanan bu 7 (I) ailesi, X kiimesi Uzerinde bir topolojidir. Bu topoloji 7

topolojisinden daha ince olan bir topolojidir [3].

Jankovic ve Hamlet, minimal ideali (1={@}) ve maksimal ideali kullanip 7 (I)

topolojisini asagidaki gibi elde ettiler.

(1) | = {&} minimal ideali icin, A"{2})=A ve A =A oldugundan; 7 (I) = 7
(1) 1=P(X)maksimal ideali icin, A"(P(X))=@ ve A =A oldugundan,

7 (1) = P(X) elde edilir.
(Dve(ll) ifadeleri de su sonuglari verebilir:

(X,7) topolojik uzay olmak Uzere, X kiimesi Gzerindeki her | ideali icin,{Z} < | = P(X)

oldugundan,
=7 {@}) c 7 (1) c 7 (P(X)) = P(X) dir.

Ayrica; diger idealler bu iki ideal arasinda yer aldigindan bu ideallere karsilik gelen 7 (I)

topolojisi igin de sonuclar verildi.

Ustelik (X,t)topolojik uzay1 ile X kiimesi iizerinde, | = J olacak sekilde I ve J gibi iki

ideal verildiginde; 7" (1) = 7 (J) bagintis1 vardir.



2.2.5. Tanim :(X,7) topolojik uzayi ile X kiimesi iizerinde bir I ideali verilsin. Bu takdirde;

A, 7)={U-V:UerV el}ailesi '(l) icin, bir topoloji tabandir [4].

2.2.6. Tamim:(X,1)topolojik uzay1 ile X kiimesi tizerinde bir I ideali verilsin. I ideali ile

birlikte (X,t) topolojik uzayina, ideal topolojik uzay denir ve (X,t,I) seklinde gosterilir [4].

2.2.7. Tamm: (X, 7, 1) topolojik uzay1 verilsin. Eger X = X" ise, bu takdirde (X, z,1) ideal

topolojik uzayma Hayashi uzay1 denir [4].

2.2.8. Tammm: (X,z,1) ideal topolojik uzayinda = "1 ={} ise, bu takdirde (X,z,1)ideal

topolojik uzayina Samuels uzay1 denir[4].

2.2.9.0nerme: (X,t)topolojik uzayt ile X kiimesi izerinde bir | ideali verilsin. Bu taktirde;
asagidaki ozelliklerdenktir [4];

(1) X=X
(2) 1 ={}
(3) Eger Uelise; U=

(4) Her V et kimesi icin;Vc Vv’



3. BULANIK TOPOLOJIK UZAYLARIN TEMEL KAVRAMLARI

Bu bolimde bulanik kiime kavrami tanitilarak bulanik kiimelerle ilgili cebirsel 6zellikler

verilecektir. Ustelik bulanik topolojik yapimin sagladigi 6zelliklerden bahsedilecektir.
3.1 Bulamk Kimeler

3.1.1. Tanmm: Bos olmayan bir X kiimesini ve I=[0,1] araligm alalim. I*, X’ den I
araligina giden biitiin fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu taktirde I* kiimesinin her elemanina

X kiimesi tzerinde bir bulanik kiime denir [1].

3.1.2. Tanim: Bos olmayan bir X kiimesini ve I=[0,1] araligin1 alalim.p,: X — I Uyelik

fonksiyonu ile karakterize edilen:

A={(xpa(x)): x € X} c Xxl

kiimesine X’in bir bulanik alt kiimesi denir [1].

3.1.3. Tammm: X ve @ klasik kiimeleri birer bulanik kiime olup
1, =X ={(x14(x)) = 1}:x € X} c XxI

0y =0 ={(x0p(x)) =0}:x € X} c Xxl

seklinde ifade edilir.

Genellikle kullanilan kapsama, birlesim ve kesisim sembolleri yerine, bulanik kiimeler igin

sirastyla <, V, A sembolleri kullanilir. Bir A bulanik kiimesinin tlimleyeni de
1, — A=A
ilegosterilir. X kiimesinin herhangi bir A bulanik alt kimesi A < X ile gosterilir.

bulanik  kiimeleri o, B,y vb. gibi harfler ile her x € Xi¢in C;(x) =A(0 <A < 1) sabit
bulanik kiimesi C, ile ve bir B fuzzy kimesinin x € X noktasinda ki degeri B(x) ile

belirtilir.



3.1.4. Tamm: Her x € X icin o = [0,1] olmak Uzere p,(x) = o olsun. p, udyelik

fonksiyonu tarafindan karakterize edilen A bulanik alt kimesine sabit bulanik kiime denir.

3.1.5. Tammm: Herhangio, <X bulanik alt kiimeleri verilsin. ave g lyelik

fonksiyonlari sirastylap, ve pgolmak tizere [1] :

(1) a < B © Herx € Xi¢in a(x) < B(x)

(2) a = B © Herx € Xicin a(x) = B(x)

(3) p=aV B © Herx € Xicin p(x) = Max{a(x), B(x)}
(4) y = aAB © Herx € Xicin y(x) = Min{a(x), B(x)}
(5) a=1—-p o Herx € Xicina(x) =1 — B(x)

3.1.6. Tamm: {a;}j¢; ailesi X kimesinin bulamik alt kimelerinin bir ailesi olsun. Bu

taktirde asagidaki o6zellikler saglanir [2]:

(1) =]_\E/] o & Her x € Xicin pu(x) = Supje]{aj (X)}

B =]_é\] oj © Her x € Xigin B(x) = infjg;{o5(x)}

3.1.7. Tammm: Bir x € X noktas1 ve A = [0,1] aralig1 verilsin. X kiimesinde x, bulanik

noktasinin;

fonksiyonu X’de ki bulanik kimesidir. x, (y) kiimesine X kiumesinde bir bulanik nokta
denir. x, bulanik noktasinin sifirdan farkli deger aldigi x € X noktasina x, bulanik

noktasinin dayanagi ve A € (0,1] sayisinada x, bulanik noktasinin degeri denir [7].

3.1.8. Tanmim: o bir bulanik kimesi ve x, bir bulanik nokta olmak lzere A < a(x)seklinde

ise x, € o dir [7].

3.1.9. Teorem:a, 3 € I* ve x; bir bulanik nokta olmak tizere asagidaki 6zellikler saglanir

[8]:

1) xy EaNAB=2x) Eavex, €f



(2) x, EaVB=x, Eaveyax; €3

3.1.10. Onermeler: Bos olmayan bir X kiimesi ve A < X bulanik alt kiimesi verilsin. Bu

taktirde birlesim, kesisim ve tlimleme islemleri i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

1)Avp=A
2)AND =0
B)AvX=X
(4 ANX=A
() (A)°=A

(6) A < A®veya A® < A olmak zorunda degildir.
3.2 Bulanik Kiimelerde Islemler

3.2.1. Tammm: Bos olmayan bir X kiimesi ve a, § < X bulanik alt kiimeleri

verilsin.a ve {8 kiimelerinin iiyelik fonksiyonlari sirastyla p, ve pg olsun.

Bu taktirde a ile $’nin ¢arpimu . {3 ile gosterilir ve her x € X icin,
Hap = M (X). ng(x)Uyelik fonksiyonu

o B e Vx € Xigin pg g = pg(x). pg(x)

ile tanimlanir [1].

3.2.2. Teorem: o, B <Xicina.f < aABdir[1].

3.2.3. Tammm: Herhangi «, B < X bulanik alt kimeleri verilsin.a ve  nin iiyelik

fonksiyonlar sirastyla p ve pg olsun.
a+ B © herx € Xigin, py = He(X) + 1 (X) — Ko (X)- ng(x)seklinde tanimlanan
bulanik alt kiimeye, a ile § bulanik kiimelerinin toplami denir [1].

3.2.4. Tamm: o, 3 < X bulanik alt kiimeleri verilsin.a ve 3 nin iiyelik fonksiyonlari

sirastyla pg ve pg olsun.

a=B=aAp e VxeEX, pa(x) = {1a(x),1 - pp(x)}

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanan bulanik alt kiimeye « ile 8 bulanik kiimelerinin farki

denir [1].



3.2.5. Tamm: o, B < X'de bulanik alt kiimeleri olsun.(a o B)(x,y) © Vx € Xi¢in,

Haop) (X Y) = sup{min{ua (x,2), ug(z, y)}: ZE X} seklinde tanimlanan X’deki bulanik

kiimelerine a ile  bulanik kiimelerinin bileskesi denir ve(a o ) ile gosterilir.

a,B,y<Xve(axof)oy=ac(Boy)dr[1].

3.3 Bulanik Topolojik Uzaylar
3.3.1.Tammm: X kiimesinin bulanik alt kimelerinin bir ailesi tyolsun. Eger T ailesi,

(1) OX’]‘XETX
2 a,BET, = aAPE T,

(3) V] € ], O(]' € T« =>Vj€] (X]' € T«

sartlarin1 sagliyorsa tyailesine, X kimesinde bir bulanik topoloji, (X,ty) ikilisine de
bulanik topolojik uzay denir,t, ailesinin her elemanina bulanik agik kiime ve bulanik agik
kiimenin tlimleyenine ise bulanik kapali kiime denir. Bulanik ag¢ik kiimeler ailesi FO(x,X),

bulanik kapali kiimeler ailesi FC(x,X) ile gosterilir [2].

3.3.2.Tamm: (X,t ) bulanik topolojik uzay, a < X ve x; bulanik nokta olsun. Eger x,qf8
ve B < aolacak sekilde bir B € T, bulanik agik kiimesi varsa, a bulanik klimesine x;
bulanik noktasinin bir q-komsulugu denir ve x, bulanik noktasinin tiim g-komsuluklarinin

ailesi Nq(x; ) ile gosterilir [7].

3.3.3.Tamm: (X,1y) bulanik topolojik uzay ve o < X olsun.

o ={BIF=apET

seklinde tanimlanan a° bulanik kiimesine,a bulanik kiimesinin i¢i denir [2].

3.3.4.Tanm: (X,t,) bulanik topolojik uzay ve a < X olsun. a bulanik kiimesinin agik

kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart « = a® olmasidir [2].
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3.3.5.Tanim:(X,t,) bulanik topolojik uzay ve a, B < X bulanik alt kiimeleri verilsin. Bu

taktirde agagidaki ifadeler saglanir [9]:

1o <a

2o <o

(3) (@A) =o Ap
(4) Vi 5" < (Vigy o))’
G)a<f=2>a <p°

(6) 1, =1,ve0, =0,
3.3.6.Tamm:(X,t,) bulanik topolojik uzay ve a < X olsun.

o = {Bla<p,(Ix—B) €}
sekilde tanimlanan o~ bulanik kiimesine,a bulanik kiimesinin kapanist denir [2].

3.3.7.Tamm: (X,1y) bulanik topolojik uzay ve a,B < Xfuzzy alt kiimeleri verilsin.a

bulanik kiimesinin bulanik kapali kiime olmasi igin gerek ve yeter sart & = o~ olmasidir

[2].

3.3.8.Teorem: (X,t,) bulanik topolojik uzay ve a, B < X bulanik alt kiimeleri verilsin. Bu

taktirde agagidaki ifadeler saglanir [9]:

(1) a bulanik kiimesi bulanik kapalidir.
2 a<a

(3) o bulanik kiimesi o’y1 kapsayan en kiigiik bulanik kapali kiimedir.
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4. BULANIK IDEAL TOPOLOJIK UZAYLAR VE BULANIK PRE-I-
SUREKLIi FONKSiYONLAR

Bu boliimde daha 6nceden verilmis olan bulanik ideal topolojik uzaylar ve bulanik pre-I-

stirekli fonksiyonlar ile ilgili temel kavramlar ele alinacaktir.
4.1 Bulanik Ideal Topolojik Uzaylar

4.1.1. Tammm: Bostan farkli bir X kiimesi ve bu kiimedeki tiim bulanik kiimelerin ailesi

P(X) olmak iizere; bos olmayan bir | < P(X) ailesi

(1) A/Bel= (AvB) el (sonlu toplamsallik)
(2) Ael,B<A = Bel (kaliimsallik)

ozelliklerini sagliyorsa; I ailesine X kiimesi tizerinde bir bulanik ideal denir [5].

I ={0,}ve 1 =P(X) aileleri X kiimesindeki en basit bulanik ideal 6rnekleridir.

4.1.2. Tammm: (X,7) bulanik topolojik uzay1r ve bir A<X bulanik alt kiimesi verilsin.

Ayrica 1 ailesi, X kiimesi Uzerindebir bulanik ideal olsun. Bu taktirde A"(l,7) kiimesi

NeN,(X,)ve Eel iken bir yeXnoktas: vardir dyle ki N(y)+A(y)-1)E(y) olacak

sekildeki X, bulanik noktalarinin birlesimidir. A" (1, 7) kiimesine A kiimesinin I ideali ve 7

bulanik topolojisine bagli bulanik lokal fonksiyon denir [5].

4.1.3.Uyan: (X,7) bulanik topolojik uzayi, X kiimesi iizerinde |1 ve Iz bulanik idealleri ile

A, B < X bulanik kiimeleri verilsin. Bu taktirde; asagidaki 6zellikler saglanir [5]:
(DA<B=A"<B’

)1, cl,=A(,,7)<A(,7)

B)A =A <A

@) A <A
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(B)(AvB) =A"vB’
B)Uel,=UVA) =A

4.1.4. Tanim: (X,1) bulanik topolojik uzayi, X kiimesi iizerinde bir I bulanik ideal ve P(X),
X kimesindeki tim bulanik kiimelerinin ailesi olsun. Herhangi bir A< X bulanik alt

klimesi icin, « :P(X) — P(X) fonksiyonu,

(1) (0,)=0,

(2) AeP(X)= A<a(A)

(3) ABeP(X)= a(AvB)=a(A)va(B)
@) AcP(X)= a(a(A) = a(A)

sartlarin1 saglasin.

Bu taktirde, « fonksiyonuna bulanik kapanis islemi ve K={A eP(X):A =«a(A)} ailesi

de X kiimesi tizerinde olusturulan bulanik topolojiye gore bulanik kapalilar ailesi denir [5].

4.1.5. Tamm: (X,t) bulanik topolojik uzayi, X kiimesi {izerinde bir I bulanik ideal ve P(X),
X kiumesindeki tim bulanik kiimelerinin ailesi olsun. Herhangi bir A <X bulanik alt

kimesi icin, d: P(X) — P(X) fonksiyonu,

(1) d(,) =0,
(2) A,BeP(X)= d(AvB)=d(A)vd(B)
(3) A e P(X) = d(d(A)) < d(A)

sartlarin1  saglasin. Bu taktirde, (A) = Av d(A) seklinde tanimlanand :P(X) — P(X)

fonksiyonu, bulanik kapanis islemidir [5].

4.1.6. Tanim: (X,7) bulanik topolojik uzayi, X kiimesi iizerinde bir I bulanik ideal ve P(X),

X kumesinde ki tim bulanik kiimelerin ailesi olsun. Herhangi bir A <X bulanik alt

kiimesi icin, CI"(A) = Av A" seklinde tanimlanan CI":P(X) — P(X) fonksiyonu tanim

4.1.5 deki sartlar1 saglar. O halde CI kiimesine bulanik kapanis islemi denir [5].
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4.1.7. Tammm: (X,t) bulanik topolojik uzayi, X kiimesi lizerinde bir I bulanik ideali

verilsin. Bu taktirde,
() ={U<X:(,-U)=1-U}

seklinde tamimlanan 7 (1) ailesi, X kiimesi Uzerinde bir bulanmk topoloji belirtir. Bu

topoloji, 7 bulanik topolojisinden daha ince bir topolojidir [5].

4.1.8. Tanmm: (X,t) bulanik topolojik uzayi, X kiimesi {izerinde bir I bulanik ideali
verilsin. | bulanik ideali ile birlikte (X,t) bulanik topolojik uzayina, bulanik ideal topolojik

uzay denir ve (X,t,I) seklinde gosterilir [5].

4.2 Bulamik Pre-1-Surekli Fonksiyonlar

4.2.1. Tamm: (X,t,I) bulanik ideal topolojik uzayinin bir A bulanik alt kiimesi verilsin.
Eger A<Int(Cl"(A)) ise A kiimesine bulanik pre-I-agik kiime denir [10].

(X,t,I)’ da biitiin bulanik pre-I-agik kiimelerinin ailesi FPIO(X) ile tanimlanir.

4.2.2. Tanim :Eger Y’de her bulanik a¢ik kiimenin ters goriintiisii (X,t)’da bulanik agiksa
bir f:(X,7) — (Y, ¢) fonksiyonu; bulanik siirekli olarak adlandirilir [10].

4.2.3. Tanmm: Bir f : (X,7) — (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger Y’deki her bulanik agigin

ters goruntisi (X,t,I)’ da bulanik pre-l-agiksa f fonksiyonu; bulanik pre-I-siirekli olarak
adlandirilir [10].
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5. BULANIK THETA ON SUREKLIi FONKSiYONLARIN
KUVVETLIi FORMU UZERINE

Bu bolimde bulanik kuvvetli 6-pre-1-siirekli  fonksiyon kavrami tamimlandi. Bu
fonksiyonun karakterizasyonlar1 ve sagladigi 6zellikler bulanik ideal topojik uzaylarda elde
edildi. Bu fonksiyon ile ilgili ¢esitli teoremler verildi. Bu tiirden olan fonksiyon turleri ile
bulanik kuvvetli 6 -pre-I-strekli fonksiyonlarin karsilastirilmasi yapildu.

5.1 Baz1 On Bilgiler

5.1.1. Lemma: (X,t,I) bulanik ideal topolojik uzay ve A,B < X olsun.Bu taktirde asagidaki

ozellikler saglanir [11];

(1) Eger A<B=>A"<B’
(2) A" =CI(A") <CI(A)
(3) (A") <A

(4) (AVvB)' = A"VB"

5.1.2. Tamim: Bir bulanik topolojik uzayin bir A alt kiimesi igin eger A < Int(CI(A)) ise A

alt klimesine bulanik pre-agik denir. Bulanik pre-ag¢ik kiimenin tiimleyeni bulanik pre-
kapalidir.
A’y1 ihtiva eden biitiin bulanik pre-agik kiimelerin birlesimi A’nin bulanik pre-igidir ve

pInt(A) ile gosterilir.

X’in biitiin bulanik pre-agik kiimelerinin ailesi FPO(X) ile tanimlanip
FPO(X,x) ={U:x € X ve U e FPO(X)}

ile ifade edilir [8].

5.1.3. Tamm: Bir bulanik ideal topolojik uzaym bir A alt kiimesi igin eger A<Int(C1"(A))
iseA alt kiimesine bulanik pre-l-acik denir.

Bir x € X noktasini ihtiva eden (X,t,I) *nin biitiin bulanik pre-I-agiklarinin ailesi FIPO(X,x)
ile tanimlanir.(X,t,I) bir bulanik ideal ve (X,z,I)’nin bir A alt kiimesinde bulanik pre-I-

ac1gin tiimleyeni bulanik pre-I-kapalidir [10].
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5.1.4. Tanim: Bir bulanik ideal topolojik uzayin bir A alt kiimesi igin eger

A <CI"(Int(A)) ise A alt kiimesine bulanik semi-l-agik denir [12].

5.1.5. Lemma: (X,t,]) bir bulanik ideal topolojik uzay ve A < X olsun.

(1) x e p1CI(A)olmast i¢in gerek ve yeter sart x’i igeren X’in her U bulanik pre-l-agik
kiimesi igin UNA = J olmasidir.

(2) A =pi1CI(A)olmasi igin gerek ve yeter sart A kiimesinin bulanik pre-I-kapali olmasidir
[10].

5.1.6. Tanmim: (X,t,I) bir bulanik ideal topolojik uzay ve A <X olsun. Eger x’i ihtiva eden
X’in her acik U kiimesi igin, CI'(U) A A # & ise X in bir x noktas1 A’nin bulanik -0-1-

kapanis noktasi olarak adlandirilir.

5.1.7.Tammm: (X,t,]) bir bulanik ideal topolojik uzay ve A < X olsun. Eger x’i ihtiva eden
X’in her bulanik pre-l-a¢ik U kiimesi i¢in, piCl(U) A A # @ise X’in bir x noktas1 A’nin

bulanik pre-6-1-kapanis noktasi olarak adlandirilir.

5.1.8. Tanmm: f: (X, 1) = (Y,9) fonksiyonu verilsin. Eger her x € X noktasi ve f(X)

noktasini ihtiva eden Y nin her V acgik kiimesi i¢in f(U) < V olacak sekilde x’i igeren X’in

bir U acik kiimesi varsa bu taktirde f fonksiyonuna pre-strekli denir [13].

5.1.9.Tamm:(X,t,I) ,(Y,3,1,) bulanik ideal topolojik uzaylar ve f:(X,z,1) —> (Y, 4,1,)
fonksiyonu verilsin. Eger her x € X noktasi ve f(x) noktasini ihtiva eden Y’nin her V agik
kiimesi igin f(U) <V olacak sekilde x’i iceren X’in bir U bulanik pre-l-agik kiimesi varsa

bu taktirde f fonksiyonuna bulanik pre-1-strekli denir [14].

5.1.10. Tammm: (X,7) , (Y,9) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) = (Y, 9) fonksiyonu verilsin.
Eger her x € X noktasive f(x) noktasini ihtiva eden Y’nin her V agik kiimesi i¢in

f(CI(U)) c V olacak sekilde x’1 igeren X’in bir U agik kiimesi varsa bu taktirde

fonksiyonuna kuvvetli-0-strekli denir [15].

5.1.11. Tammm: (X,7) , (Y,9) topolojik uzaylar ve f: (X, ) = (Y, 9) fonksiyonu verilsin.

Eger her x € X noktas1 ve f(x) noktasini ihtiva eden Y nin her V agik kiimesi i¢in
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f(pCIl(U)) = V olacak sekilde x’i igeren X’in bir U pre acik kiimesi varsa bu taktide f

fonksiyonuna kuvvetli-0-pre-strekli denir [15].

5.1.12. Tamm: (X,t,I) bir bulanik ideal topolojik uzay ve A < X olsun.Eger A=A"

oluyorsa, bu taktirde A alt kiimesine *-perfect denir [16].

5.1.13. Tammm: (X,t,I) bir bulanik ideal topolojik uzay ve A <X olsun. Eger G agik ve V
*- perfect olmak tizere A =G AVise bu taktirde A alt kiimesine bulanik -I-lokal-kapalidir
denir [11].

5.1.14.Tamm: (X,t,I) bir bulanik ideal topolojik uzay olsun. Eger her x € X noktasi1 ve X
noktasinin her V bulanik agik komsulugu icin x € U < CI"'(U) < V olacak sekilde x’in bir U
bulanik agik komsulugu varsa (X, z,l) bulanik ideal topolojik uzayina bulanik RI-uzay

denir.

5.1.15. Lemma: Bir X bulanik ideal topolojik uzayin bir U alt kiimesinin X’de bulanik -
pre-0 -l-agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her X € Unoktas1 igin p,CI(W) < U olacak

sekilde x noktasini ihtiva eden bir W bulanik pre-I-a¢ik kiimesinin olmasidir.

Ispat: Varsayalim ki U, X uzayinda bulanik pre-0-l-acik kiime olsun. Bu taktirde 1-U
bulanik  pre-0-1-kapalidir.  Boylece bir x€U ve x¢p1Cl0(1-U) noktast  vardir.
p1ICI(W)A(1-U)=0@olacak sekilde WEFPIO(X,x) vardir. Boylece fpiCI(W)< U elde ederiz.
Aksine varsayalim ki, X uzayinda U bulanik pre-0-l-acik olmasin. Boylece 1-U bulanik
pre-6-l-kapali degildir. Ayrica x€pi1Cl0(1-U) fakat x¢€1-U olacak sekilde bir x noktasi
vardir. x€U oldugundan hipotez geregi piCI(W)<U olacak sekilde x noktasini ihtiva eden
bir bulanik pre-I-agik W kiimesi vardir. x€p1C10(1-U)oldugundan bu bir ¢eligkidir.

5.2 Baz1 Karakterizasyonlar

5.2.1. Tanmm: (X,7,1) , (Y,9) bulanik ideal topolojik uzaylar ve f: (X, t,1) = (Y,9)
fonksiyonu verilsin. Eger her x € X noktasi ve f(x) noktasini ihtiva eden Y’nin her V
bulanik agik kiimesi icin, f(p1Cl1(U)) < V olacak sekilde x noktasini igeren X’in bir U
bulanik-pre-I-acik kiimesi varsa bu taktirde f fonksiyonuna bulanik-kuvvetli-6-pre-I-surekli

denir.
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5.2.2. Teorem: Bir f : (X, 7,1) — (Y, %) fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler esdegerdir:
(1) f fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-I-sureklidir.
(2) Y ’nin her V bulanik agik kiimesi icin f (V) kiimesinin X de bulanik pre-0-l-agik
olmasidir.
(3) Y’nin her F bulanik kapali kiimesi i¢in f *(F) kiimesinin X de bulanik pre-0-1-
kapali olmasidir.
(4) X’in her A alt kiimesi i¢in;f(p1CI0(A)) < CI(f(A))
(5) Y’nin her B alt kiimesi icin piC10(f ' (B)) < f*(CI(B)).
Ispat:(1)= (2) Y’nin herhangi bulamk agik kiimesine V diyelim. Varsayalm ki;
x e (V) olsun. f fonksiyonu bulanmk kuvvetli-0-pre-I-siirekli oldugundan f(p1Cl(U))<V

olacak sekilde U e FPIO(X, x) vardir. Buradan x€U<piCI(U)<f~ (V) olur.
Yanif (V) kiimesi X’de bulanik pre-0-l-aciktir.
(2)= (3) ispat agiktir.

(3)= (4) X’in herhangi bir alt kiimesi A olsun. CI(f(A)) kiimesi Y’de bulanik kapal
oldugundan (3) geregi, f~ 1(Cl(f(A)) kiimesi bulanik pre-0-I-kapalidir. Dolayisiyla,
fp1ICI0(A) < fp1C10f~ *(f(A)) < fp1CI0(f*(CI(f(A))) < £~ 1(CI(f(A))).Boylece,

fp1C18(A) <CI(f(A)) bulunur.

(4)= (5) Y’nin herhangi bir alt kiimesi B olsun. (4) geregi, f(piC10(f~*(B)) < CI(B)ve
boylece piCI0(f~*(B)) < f~*(CI(B))oldugu elde edilir.

(5)= (1) x € X noktas1 ve f(x) noktasinin herhangi agik komsulugu V olsun. 1y -V, Y’de
bulanik kapali oldugundan;

plCIO(f_l(ly-V)) < f‘l(Cl(ly-V)) = f‘l(ly-V)oldugu bulunur.

Boylece f_l(ly —V) kiimesi X de bulanik pre-6 -l-kapalidir ve (V) kiimesi x noktasini

ihtiva eden bir bulanik 6-1-a¢ik kiimedir. Lemma 5.1.15.
geregi x€U < piC1(U) < £~ *(V)olup bdylece f(piC1(U)) <V ifadesini elde ederiz.
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5.2.3. Tammm: (X,t,]) bulanik ideal topolojik uzay ve x€X olsun. Eger x noktasini i¢eren

her U bulanik pre-1-agik kiimesi i¢in X deki {x, }, ., ag1 sonunda p1CI(U) kiimesinde

kaliyorsa, bu ag x€X noktasina Pi-yakinsaktir denir ve x; —pix ile gosterilir.

5.2.4. Tamm: Bir f:(X,z,1) = (Y,9) fonksiyonunun bulanik kuvvetli-6 -pre-I-siirekli
olmast igin gerek ve yeter kosul her X € Xnoktasi ve her (x;) < X ag1 i¢in, X, > pix =

f(x;) = f(p1x) olmasidir.

5.2.5. Sonug: Y bir bulamk RI-uzay olsun. Bu taktirde f:(X,t,[)—(Y,3,1,) fonksiyonunun

bulanik zayif I-presiirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun bulanik pre-I-

surekli olmasidir.

5.2.6. Tanimm: Eger herX ¢ Fnoktas1 ve X’in her F bulanik kapali kiimesi i¢in X € Uve

F <V olacak sekilde ayrik U ve V bulanik pre-l-agik kiimeleri varsa bir (X,z,1) bulanik

ideal topolojik uzayina bulanik p-1-regiler denir.

5.2.7. Lemma:Bir (X,z,1) bulanik ideal topolojik uzaymin bulanik p-1-regiiler olmasi igin

gerek ve yeter kosul her X € Xnoktasi ve x noktasinin her U bulanik -agik komsulugu i¢in

X € W < piCI(W) < U olacak sekilde W e FPIO(X, x) olmasidir.

Ispat: =: XxeX noktast ve U kiimesi x noktasmin bir bulanik ag¢ik komsulugu olsun.O

halde 1-U bulanik kapali ve X ¢1-Uolur. (X,z,1) bulanik p-l-regiiler uzay oldugundan
X € W,1-U <V olacak sekilde ayrik W ve V bulanik pre-l-a¢ik kiimeleri vardir. [yuksel et
al] pilnt(1-A)=1-piCI(A)ve piCI(1-A)=1-pilnt(A)gosterilir. BuradanV < X-Wve
V = pilnt(V) < fpilnt(X - W) =1-p1CI(W) olup boylece piCI(W) < X -V < U oldugunu elde

ederiz.

< : X ¢ Fnoktast ve X’in bir bulanik kapali kiimesi F olsun. Bu taktirde 1-F bulanik agik
ve x el-Fdir. Hipotez geregi x € V < piCI(V) <1-F olacak sekilde V e FPIO(X,x) vardir.

Boylece F<1-piCI(V) oldugunu elde ederiz. Sonug olarak X bulanik p-I-regiiler uzaydir.

5.2.8. Tanim: Eger her x € F noktas1 ve X’in her bulanik pre-l-kapali F kiimesi i¢in x € U
ve F < Volacak sekilde ayrik U ve V bulanik pre-l-acik kiimeleri varsa bir

(X, 7, I) bulanik ideal topolojik uzayina bulanik pre-I-reguler uzay denir.
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5.2.9. Teorem: Bir bulanik strekli fonksiyonunun bulanik kuvvetli- 6-pre-I-surekli olmasi

icin gerek ve yeter kosul X’in bir bulanik p-I-regiiler uzay olmasidir.

Ispat: = :f fonksiyonu bulanik siirekli oldugundan, f(x) noktasinin herhangi bulanik agik

V komsulugu icin, f*(V)kimesi x noktasinin bulanik ac¢ik komsulugu olur. f
fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-I-siireklioldugundan (V) kiimesi bulanik -0-pre-I-
acik kiimedir. Buradan piCI(W)<f *(V)olacak sekilde W e FPIO(X, x) kiimesi vardr.

Bdylece X bir bulanik p-l-regiiler uzaydir.

< : Varsayalim ki: f:(X,z,1) = (Y, $) fonksiyonu bulanik stirekli ve X bir bulanik p-I-
reguler uzay olsun. f(x) noktasinin herhangi bir bulanik ac¢ik komsulugu V ve herhangi
x € X noktas1 igin; f (V) kiimesi x noktasm ihtiva eden X’in bulanik a¢ik kiimesidir. X
bir bulanik p-1-regiiler uzay oldugundan piCI(U) <f*(V)olacak sekilde U e FPIO(X,X)

vardir. Bu gosterir ki f fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-1-sureklidir.

5.2.10. Lemma: Bir (X,z,l)ideal topolojik uzaymin bulanik pre-l-regiiler olmasi igin

gerek ve yeter kosul xnoktasinin her bulanik pre-l-agik U komsulugu ve her X € X noktasi

icin x e V < piCI(V) < Uolacak sekilde V e FPIO(X, x) klimesinin varolmasidir.

5.2.11.Teorem: (X,z,l)bir bulanmik pre-l-regiler uzay olsun. Bu taktirde
f:(X,7,1) > (Y,9) fonksiyonunun bulanik kuvvetli-6-pre-1-siirekli olmasi ig¢in gerek ve

yeter kosul f fonksiyonunun bulanik pre-I-siirekli olmasidir.

Ispat: x e Xnoktas: ve f(X)noktasini ihtiva eden Y’nin herhangi bulanik acik kiimesi V
olsun. f'in bulanik pre-I-siirekliliginden f (V) e FPIO(X,X) olduguna sahibiz ve X
bulanik pre-I-regiiler uzay oldugundan piCI(U)<f'(V)olacak sekilde U e FPIO(X,x)
kiimesi vardir. Bu nedenle f(piCIl(U)) < Velde edilir.Bu gosterir ki f fonksiyonu bulanik

kuvvetli-6-pre-I-sureklidir.

5.2.12. Tammm: Eger X’in her alt kiimesi bulanik I-lokal-kapali ise, (X,z,1) bulanik ideal

topolojik uzayi bulanik I-submaximal uzay olarak adlandirilir.

5.2.13. Lemma: Eger (X, z,1) bir bulanik I-submaximal uzay ise bu taktirde FPIO(X) =z
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5.2.14. Teorem: (X,z,l) bir bulanik I-submaximal uzayolsun. Eger f:(X,z,1) > (Y,9)

bulanik kuvvetli-0-pre-I-strekli ise bu taktirde f fonksiyonu bulanik kuvvetli-6-pre-I-

sureklidir.

Ispat:Varsayalim ki f fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-1-siirekli, x € X noktas1 ve f(x)
noktasini ihtiva eden Y’nin herhangi bir acik kiimesi V olsun. f fonksiyonu bulanik
kuvvetli-6-pre-I-surekli oldugundan f(p1Cl(U)) <V olacak sekilde U e FPIO(X,X) vardir.
X bir I-submaximal uzay oldugundan piCI(U) = CI(U)veburadan f(CI"(U)) <V olur. Bu

gosterir ki f fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-1-sureklidir.
5.3 Bazx Ozellikler

5.3.1. Teorem:f : (X,z,1) = (Y, $1,) bir fonksiyon ve g:(X,z,1) > XxY fonksiyonu f

fonksiyonunun grafik fonksiyonu olsun. Bu taktirde asagidaki 6zellikler saglanir:

(1) Eger g fonksiyonu bulanik kuvvetlio-pre-1-sireklidir ve X bir p-I-regiiler uzaydir.
(2) Eger f fonksiyonu bulanik kuvvetlio-pre-I-sirekli ve X pre-I-regller uzay, bu
taktirde g fonksiyonu bulanik kuvvetlio-pre-1-streklidir.

Ispat: (1): X € Xnoktas1 ve f(x) noktasini ihtiva eden Y’nin herhangi agik kiimesi V olsun.
Bu taktirde XxY’nin XxV agik kiimesi g(X) noktasini ihtiva eder. g fonksiyonu bulanik
kuvvetli-6-pre-I-siirekli oldugundan g:(p1CIl(U)) < XxV olacak sekilde U e FPIO(X,X)
kiimesi vardir. Boylece f(piCl(U)) <V olup f fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-I-strekli
olur. X noktasinin herhangi agik komsulugu U olsun. g(x) € UXY oldugundan ve UxXY
kiimesi XxY de agiktir. Buradan piCI(W)<Uolup X ‘in p-l-regiler uzay oldugu elde
edilir.
(2): x e Xnoktasi ve f(x) noktasini ihtiva eden XxY’nin herhangi agik kiimesi W olsun.Bu
taktirde g(x) = (x,f(x)) e UXV <W olacak sekilde U <X,V <Y acgik kiimeleri vardir.
fonksiyonu bulanik kuvvetli- 0-pre-I-siirekli oldugundan, x noktasinin bir bulanik pre-I-
acik komsulugu UAG, ayni zamanda f(piCl(G)) < Volacak sekilde G e FPIO(X,X)
kiimesi vardir. X bulanik pre-I-regiiler uzay oldugundan x e T <piCI(T) < U A G olacak
sekilde T e FPIO(X,x) vardir. Boylece g(piCI(T)) < U x f(piCI(G)) < UxV < W oldugunu

elde ederiz. Bu gosterir ki g fonksiyonu bulanik kuvvetli- 6-pre-1-streklidir.
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5.3.2.Sonug: (X, z, 1) bir bulanik pre-1-reguler uzay olsun. Bu taktirde bir
f:(X,7,1) > (Y,9) fonksiyonunun bulanik kuvvetli 6-pre-1-siirekli olmasi igin gerek ve

yeter kosul g :(X,z,1) > XxY grafik fonksiyonunun kuvvetli—6-pre-1-siirekli olmasidir.

5.3.3. Teorem: (X,z,) bir bulanik ideal topolojik uzay ve A ve Xo, X’in alt kiimeleri
olsun. Eger A € FPIO(X) ve X, € FSIO(X) ise, bu taktirde
g(p1CI(T)) < Uxf(p1CI(G)) < UxV < W dir. Bu gosterir ki g fonksiyonu bulanik kuvvetli-6-

pre-1-streklidir.

5.3.4. Teorem: (X, z, 1) bir bulanik ideal topolojik uzay ve A ve Xo, X’in alt kiimeleri

olsun.

(1) Eger A e FPIO(X) ve X, € FSIO(X), bu taktirde A A X, € FPIO(X,)

(2) Eger A e FPIO(X,) ve X, € FPIO(X) bu taktirde A € FPIO(X).

5.3.5. Teorem: (X,z,1)bir bulanik ideal topolojik uzay ve A <X, <Xve Xo’da A’nin

pre-1-kapanist piCIX,(A) olmak Gzere;

(1) Eger Xo kiimesi X’de fuzzy semi-l-acik ise, bu taktirde piCIX,(A) <piCI(A)
olmasidir.
(2) Eger A <cFPIO(X,)veX, e FPIO(X)ise, bu taktirde piCI(A) < piCIX,(A)

olmasidir.

5.3.6. Teorem: f:(X,z,1) = (Y,9) fonksiyonu bulanik kuvvetli- 6 -pre-1-siirekli ve X’in
bir bulanik semi-l-agik alt kiimesi Xo olsun. Bu taktirde /X, : (X,,7/X,,1/X,) = (Y,9)

kisitlanis fonksiyonu bulanik kuvvetli- 0 -pre-I-sureklidir.

Ispat: x € X, noktas1 ve f(x) noktasmin herhangi bir komsulugu V olsun. f fonksiyonu
bulanik kuvvetli- 0 -pre-I-siirekli oldugundan f(p1Cl(U)) <V olacak sekilde
U € FPIO(X, x) kiimesi vardir. U, = U A X, bu taktirde Teorem5.3.4 ve Teorem 5.3.5

geregi U, € FPIO(X,) ve p1CIX,(U,) < p1CI(U,) olur. Buradan
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(F/X,)(PICIX, (U,)) = f(piCIX,,(U,) < f(piCI(U,) < f(piC1(U)) < V oldugunu elde

ederiz.Bu gosterir ki f/X, kisitlanis fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-1-streklidir.

5.3.7. Teorem: Eger her X € Xnoktast igin /X, : (X,,7/X,,1/X,) = (Y, 9) kisitlanis
fonksiyonu bulanik kuvvetli-6-pre-I-siirekli olacak sekilde X, € FPIO(X, x) kiimesi varsa

bu taktirde f : (X, z,1) > (Y, %) fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-I-sireklidir.

Ispat: x € X noktas1 ve f(x) noktasini ihtiva eden Y nin herhangi agik komsulugu V olsun.

f/X, fonksiyonu kuvvetli -0-pre-I-siirekli oldugundan
(f/X,)(p1CIX, (U)) = fip1CIX,(U) < V olacak sekilde U e FPIO(X,, x) kiimesi vardir.
Teorem 5.3.5 geregi f(p1C1(U)) < f(p1CIX,(U)) <V olur.Bu gosterir ki f fonksiyonu

bulanik kuvvetli-0-pre-1-streklidir.

5.3.8.Tanim: Eger Y nin her bulanik pre-l-a¢ik alt kiimesinin ters goriintiisii X’de bulanik

pre-1-acik oluyorsa f : (X, z,1) = (Y, $,1,) fonksiyonuna bulanik pre-I-irresolute denir.

5.3.9. Teorem: f : (X, z,1) = (Y, $1,) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde asagidaki 6zellikler

esdegerdir:

(1) f fonksiyonu pre-1-irresolute fonksiyondur.
(2) Y’nin her A alt kiimesi icin; f ™ (p1Int(A)) < pilnt(f (A)).

(3) Y’nin her A alt kiimesi icin; p1iCI(f *(A)) < £ (p1CI(A)).

Ispat: (1)=(2) A<Yolsun. Bu taktirde pilnt(A) Y’de bir pre-l-acik kiimedir.f
fonksiyonu bulanik pre-l-irresolute oldugundan f *(piInt(A)) kiimesi X’de bulanik pre-I-

aciktir. Bu nedenle f7(piInt(A))= pilnt(f *(piInt(A))) < pilnt(f *(A)) oldugunu elde

ederiz.

(2) = (3) A< Y olsun. Bu taktirde;
X-fH(p1CI(A)) = f *(pilnt(Y - A)) < pilntf (Y - A) = X - p1CI(f *(A)) olur. Boylece
p1CI(f (A)) < f (p1CI(A)) oldugunu elde ederiz.
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(3) =(1) Y’nin bir bulanik pre-l-kapali alt kiimesi F olsun. (3) geregi,
p1CI(f(F)) < f *(piCI(F)) < f *(F)olur. Bu go6sterir ki f fonksiyonu bulanik pre-I-

irresolute fonksiyondur.

5.3.10.Lemma: Eger bir f:(X,z,1)—(Y,%1,)fonksiyonu bulanik pre-I-irresolute

fonksiyon ise bu taktirde Y’nin her bulanik - 0 -l-agik alt kiimesinin ters goriintiisii X’de

bulanik - 0 -l-a¢ikdir.

Ispat: x e f (V) noktasive Y nin bir bulanik pre-6-I-agik alt kiimesi V olsun. Bu taktirde

f(x) € W < p1CI(W) < V ve f (W) e FPIO(X) olacak sekilde W e FPIO(Y) kiimesi vardir.

Yukaridaki teoremi kullanarak X ef (W) <piCI(f (W) <f(V)oldugunu elde ederiz.

Bu gosterir ki f (V) pre-0-l-agiktir.
5.3.11. Teorem: f:(X,z,1) > (Y, & 1)) ve g: (Y, 4 1,) > (Z,¢,1,) fonksiyonlar: verilsin.

(1) Eger f bulanik kuvvetli- 6 -pre-I-surekli ve g bulanik strekli ise, bu taktirde
gof: (X, t,1) = (Y, d,1,) bulanik kuvvetli-6-pre-I-sureklidir.

(2) Eger f bulanik pre-I-irresolute ve g bulanik kuvvetli-6-pre-1-surekli ise bu taktirde
gof: (X, T,1) = (Y, §,1,) bulanik kuvvetli-0-pre-I-stireklidir.

Ispat: (1) Teorem 5.2.1°den goriiliir.
(2) Teorem 5.2.1 ve Lemma 5.3.10’dan goralr.
5.4 Ayirma Aksiyomlar:

5.4.1. Tammm: Eger X’de herhangi x ve y ayrik nokta ¢ifti igin; UAV =Jolacak sekilde
U e FPIO(X,x) ve V € FPIO(X,y) kimeleri varsa bu taktirde (X,t,1) bulanik ideal

topolojik uzayina bulanik pre-I-T2 uzay1 denir.

5.4.2. Tanmm: Eger X’de herhangi x ve y ayrik nokta ¢ifti icin; piCI(U) A p1CI(V) =
olacak sekilde U € FPIO(X,x) ve V € FPIO(X,y) kiimeleri varsa bir (X, t,1) bulanik ideal

topolojik uzayina bulanik pre-1-Urysohn uzayi denir.
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5.4.3.Uyarr: Her bulanik pre-1-Urysohn uzay1, bulanik pre-I-Tz uzayidir.

5.4.4. Teorem: Egerf:(X,z,1) > (Y,9) fonksiyonu bulanik kuvvetli-6-pre-I-sirekli,

birebir fonksiyon ve Y bir To uzayi ise, bu taktirde X uzay1 bulanik pre-I-T2 uzayidir.

Ispat: x ve y noktalar1 X’in herhangi iki ayrik nokta olsun. Hipotez geregi f(x) = f(y) ve
f(x) e U,f(y) ¢ U yada f(y) € U,f(x) ¢ U olacak sekilde Y’de bir U agik kiimesi vardir.
Eger 1.durum saglanirsa f(piCI(W)) < U vey ¢ piCl(W)olacak sekilde W e FPIO(X,Xx)
vardir. Buradan y noktasinin bir bulanik pre-l-agitk komsulugu X-pi1CI(W)olur.

ikinci durum gecerli olursa benzer bir sonug elde ederiz. Boylece X pre-1-T2 uzayidir.

5.4.5. Teorem: Egerf : (X,z,1) — (Y,9) fonksiyon bulanik kuvvetli-0-pre-1-strekli, birebir
fonksiyon ve Y bir T2 uzay1 ise bu taktirde X bulanik pre-1-Urysohn uzayidir.

Ispat:x ve y noktalar1 X’in herhangi ayrik noktalar1 olsun. Hipotez geregi f(x) = f(y) ve

strastyla; f(x) ve f(y) noktalarini ihtiva eden Y’de ayrik U ve V agik kiimeleri vardir.
fonksiyonu bulanik kuvvetli-0-pre-I-siirekli oldugundan, f(piCI(G)) < U ve f(p1CI(H)) < V

olacak  sekilde G € FPIO(X, x) ve H € FPIO(X, X) kimeleri  vardir.  Buradan
f(p1C1(G)) A f(p1CI(H)) = G olur. Bu gosterir ki X bulanik pre-1-Urysohn uzayidir.

5.4.6. Lemma: (X, z, 1) bulanik ideal topolojik uzay olsun. X’in A ve B alt kiimeleri

verilsin. Bu taktirde CI"(A)xCI"(B) < CI'(AxB) dur.

5.4.7. Lemma: (X,t,I) bulanik ideal topolojik uzay olsun. X’in A ve B alt kiimeleri
verilsin. Eger A, B € FPIO(X) ise bu taktirde AxB € FPIO(XxX) kiimedir.

Ispat:
AXB < IntX(CI"X(A)XINtX(CI"X(B)) = INtXxX(CI"X(A)XCI"X(B)) < IntXxX(CI"XxX(AxB)) olur.
Bu gosterir ki AxB e FPIO(XxX) kiimedir.

5.4.8. Lemma: (X, z,1) bulanik ideal topolojik uzay ve A,B < Xolsun.
p1C1(AxB) < p1CI(A)xp1C1(B)
dir.

Ispat: (x,y) € XxX ve (x,y) € piCl(AxB) olsun. Bu taktirde herhangi
U e FPIO(X, x) ve V € FPIO(X, y) kimeleri icin Lemma 5.4.7 geregi
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(X,y) € UXV e FPIO(XxX) ve (A A U)X(B A V) = (AXB) A (UxV) = & olur. Buradan
x € piCI(A) ve y € piCI(B) ve (x,y) € piCI(A)xp1CI(B) bulunur.

5.4.9. Teorem: Eger f:(X,z,1) = (Y,9) bulanik kuvvetli- 6 -pre-I-siirekli ve Y bir T»
uzay1 ise bu taktirde A ={(x,y):f(x) = f(y)}alt kiimesi XxX’de fuzzy pre- 6 -l-kapali

kiimedir.

Ispat: Varsayalim ki (x,y) ¢ Aolsun. Hipotez geregi f(x) = f(y)ve sirasiyla f(x) ve f(y)
noktalarini ihtiva eden Y’de ayrik agik U ve W kiimeleri vardir. f fonksiyonu bulanik
kuvvetli- 0-pre-I-surekli oldugundan, Lemma 5.4.7 geregi
f(p1C1(U)) <V ve f(p1CI(G)) < Wolacak sekilde U e FPIO(X,x) G e FPIO(X,y) kiimeleri

vardir. Lemma 548 geregi (X, y) € UXG < piCI(UxG) < (XxX) - A ve
(PICI(U)xp1CI(G) AA =T oldugunu elde ederiz. Buradan
(X,y) € UXG < piCI(UxG) < (XxX)-A olup A klmesinin bulanik - 0-pre-I-kapali kiime

oldugu goriiliir.

5.4.10. Tammm: Eger her (X,y) € (XxY)-G(f) icin (piCI(U)xV) A G(f) = & olacak sekilde
y noktasinin bir V agik komsulugu ve x noktasinin bir bulanik pre-l-agik U komsulugu

varsa bu taktirde f : (X, z,1) — (Y, 9) fonksiyonunun G(f) grafigine bulanik kuvvetli pre-I-

kapali fonksiyon denir.

5.4.11. Lemma: Bir f:(X,z,1) - (Y, 9) fonksiyonunun G(f) grafiginin XxY ‘de bulanik
kuvvetli pre-I-kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul her (X,y) € (XxY)-G(f) noktasi i¢in
f(pi1CI(U)) AV = olacak sekilde y noktasinin bir V agik komsulugu ve x noktasinin bir

bulanik pre-l-a¢ik U komsulugunun var olmasidir.

5.4.12. Teorem: Eger f:(X,z,1) — (Y,9) fonksiyonu bulanik kuvvetli-0 -pre-I-surekli ve
Y bir T2 uzayi ise bu taktirde G(f) fonksiyonu XxY’de bulanik kuvvetli pre-I-kapalidir.

Ispat: (x,y) € (XxY)-G(f) olsun. Hipotezden f(x) # y ve sirasiyla y ve f(x)’i noktalarin1

iceren Y ‘de ayrik U ve V agik kiimeleri vardir. f fonksiyonu bulanik kuvvetli-0 -pre-1-

stirekli oldugundan f(p1C1(U)) < V olacak sekilde U € FPIO(X, x) kimesi vardir. Buradan
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f(p1C1(U)) A W = D olup G(f) fonksiyonunun XxY’de bulanik kuvvetli pre-I-kapali oldugu

goralur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada; kuvvetli -0-pre-l- siirekli fonksiyon kavrami bulanik ideal topojiye
genisletildi ve bu kavramin 6zelliklerinden bahsedildi.

Tarafimizca verilmis olan kavramlar, bundan sonra yapilacak olan caligmalar i¢in farkli

topolojik uzaylara genisletilebilir ve uygulamalar1 incelenebilir.
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