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OZET

GENELLESTIRILMIiS HECKE GRUPLARI
YUKSEK LiSANS TEZi
CANSU BABADAGLI
BALIKESIR UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. RECEP SAHIN)

BALIKESIR, AGUSTOS - 2019

Bu tezde, H,, , genellestirilmis Hecke gruplari tanitilmis ve bu gruplarin
kuvvet ve komiitator alt gruplar1 ¢alisilmistir.

Tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde Hecke, genel Hecke ve
genellestirilmis Heke gruplar1 tanitilir.

Ikinci béliimde, calismada gerekli olan bazi temel tanim, teorem ve
sonuglar verilmistir.

Uciincii bdliimde, genellestirilmis Hecke gruplarinmn Hj, ; kuvvet alt
gruplar1 tanitilmistir. Ayrica m, p ve q ’nun durumlarma gore kuvvet alt
gruplarinin liretecleri, simgeleri ve sunuslar1 elde edilmistir.

Doérdiincii boliimde, H, ,, ; genellestirilmis Hecke gruplarmimn komiitator alt
gruplar1 tanitilmis ve iiretegleri, simgeleri, sunuslar1 elde edilmistir.

Besinci ve son boliimde, tezde bulunan sonuclar verilmistir. Ileride
yapilacak ¢aligmalar i¢in bazi agik problemler ve oneriler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: genellestirilmis Hecke gruplari, komiitator alt grup,
kuvvet alt grup.



ABSTRACT

GENERALIZED HECKE GROUPS
MSC THESIS
CANSU BABADAGLI
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. RECEP SAHIN )

BALIKESIR, AUGUST 2019

In this thesis, generalized Hecke groups H,, , are introduced and their
power and commutator subgroups are studied.

Thesis consist of five chapters. In the first chapter, Hecke, general Hecke
and generalized Hecke groups are introduced.

In the second chapter, some fundamental defitions, theorems and results
that are necessary to this study are given.

In the third chapter, power subgroups H;", , of generalized Hecke groups
H,, 4 are introduced. Also, according to the cases of m, p and g, the generators,
the signatures and the group presentations of these subgroups are obtained.

In the fourth chapter, commutator subgroups H; , , of generalized Hecke
groups H,, , are introduced and the generators, the signatures and the group
presentations of these subgroups are obtained.

In the fifth and end chapter, found results in this thesis are given. For
further studies, some open problems and suggestions are discussed.

KEYWORDS: generalized Hecke groups, commutator subgroup, power
subgroup.
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SEMBOL LISTESI

Ad1

: Tam Sayilar Kiimesi, Sonsuz Mertebeli Devirli Grup
. p Mertebeli Devirli Grup

. Kompleks Sayilar Kiimesi

: Genigletilmis Kompleks Sayilar Kiimesi

: Reel Sayilar Kiimesi

. Grubun cinsi

: Ust Yar1 Diizlem

: H Alt Grubunun G Grubu I¢indeki indeksi
: p ve q elemanlarinin obebi

. Devirli Grup

. Simetrik Grup

: Uggen Grup

. Direk Carpim Grubu

. Serbest Carpim Grubu

. Komiitator Alt Grup

: Kuvvet Alt Grup

. a ile b elemanlarmim komiitatorii

. Schreier Transverseli
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1. GIRIS
Bu boliimde, ¢alismanin ortaya ¢ikis1 ve tezde yapilanlar verilecektir.

Hecke gruplar1 E. Hecke tarafindan literatiire sunulmustur [1]. Bu gruplar A
pozitif bir reel say1 olmak lizere

1 1

T(Z) = —; ve S(Z) = —m
doniisiimleriyle tretilir. Hecke, bu gruplarin ayrik grup olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sartm A = A, = 2cos s, q > 3 tamsayr veya A = 2 olmas1 gerektigini gostermistir.

Eger A = A, ise Hecke grubuna 1. tip, A = 2 ise Hecke grubuna 2. tip Hecke grubu
adi verilir. Literatiirde genelde 1. tip Hecke grubu ile ¢alisilir ve bu grup H(4,) veya
H, ile gosterilir [1].

1. tip Hecke gruplar1 2 ve q mertebeli iki devirli grubun serbest ¢arpimina
izomorftur. Bu tip Hecke gruplar1 ozellikle Cangiil, Sahin, Koruoglu, ikikardes,
Bizim gibi yazarlar tarafindan calisilmistir [2, 3, 4, 5, 6].

Hecke gruplarinin genellemesi olan gruplar1 Lehner ve Newman 1956 yilinda
literatiire kazandirmiglardir [7]. Bu gruplar 6zellikle Lehner tarafindan calisilmistir

8].

Lehner 2 <p <q < o Vvep+ q > 4 kosullarini saglayan p ve q tamsayilar1
i¢in;

1 1
X(Z) = —E ve Y(Z) = —m,

A= ZCOS% (i = p,q) elde edilen gruplar1 galismustir. Bu gruplar p ve q mertebeli

iki devirli grubun serbest garpimma izomorftur. Lehner bu gruplar H, , seklinde

gostermistir [8].

Bu gruplar Meral ve Demir tarafindan yapilan caligmalarda genel Hecke
grubu adi verilmis ve bu gruplarin birgok 6zellikleri incelenmistir [9, 10].

Ayrica, Huang tarafindan ¢alisilan genel Hecke gruplarinin da genelmesi olan
p; mertebeli ( p; = 2 tamsay, 1 < i <n), n tane (n = 3 tamsay1) devirli grubun
serbest ¢arpimina izomorf olan gruplar1 tanitilmistir [11, 12].



Bu tezde Huang’in tanitti1 genel Hecke gruplarindan n = 3 olmak iizere 2, p
ve q mertebeli 3 devirli grubun serbest ¢arpimina izomorf olan H, ,, , genellestirilmis
Hecke gruplarmi ¢alisacagiz.

Tezde 2. boliimde diger boliimlerde kullanilacak metodlar, teoremler ve bazi
tanimlar verilmistir.

Tezin 3. bolimiinde genellestirilmis Hecke gruplarmin H3, , Kuvvet alt

gruplar1 tanitilmistir. m, p ve q 'nun durumlarina gore kuvvet alt gruplarmin
iiretegleri, simgeleri ve sunuslar1 bulunmustur.

Tezin 4. boliimiinde genellestirilmis Hecke gruplarmin komiitator alt gruplari
tanitilmig ve tiretecleri, simgeleri, sunuslar1 elde edilmistir.

Son bolimde tezde elde edilen sonuglar Ozetlenmis, ileride yapilacak
arastirmalar icin 6neri ve agik problemler verilmistir.



2. ON BILGILER

Burada tezin diger bdliimlerinde kullanilacak olan tanimlar, metodlar ve
kavramlar verilmistir.

2.1  Fucshian (Aynk) Gruplar

2.1.1 Tammm : PSL(2, R) nin ayrik her I alt grubuna bir Fuchsian grup denir.

Her T' Fuchsian grubunun bir temsili vardir. Herhangi bir I' Fuchsian
grubunun iiretecleri;

ay, by, az, by, ..., a4, by (Hiperbolik tiretegler)

X1, X2, eeny Xy (Eliptik tiretegler)

D1, D2 - Dr (Parabolik iiretegler)

hy, hy, ..., hy (Hiperbolik sinir elemanlar1)

Ve bu iiretecler arasinda;

) r t u
x;™ = n[ai;bi] ij ﬂpk ﬂhl =1
1 j=1 k=1  1=1

i=

bagmtilar1 varsa Fuchsian grubunun

(g; mq, ..., my;t;u)

bigiminde bir simgesi olur. Burada m;,m,,... ,m, = 2 sayilar1 tamsayilardir ve
bunlara I' nin periyotlar1 denir. g sayisi I' Fuchsian grubunun iizerinde ayrik olarak
hareket ettigi U/T Riemann ylizeyinin cinsi olur.



2.2 Genel Hecke Gruplan

E. Hecke, 1936 yilinda, ‘‘Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen durch
ihre Funktionalgleichungen’> adli ¢alismasiyla Hecke gruplarmi literatiire
kazandirmistir [1]. Lehner ise ‘‘Uniqueness of a class of Fuchsian groups’ adli
caligmasinda Hecke gruplarmin genellemesi olan gruplar1 tanitmistir [8].

221 Tamm : 2<p < o Ve p+q >4 kosullarm1 saglayan p ve q
tamsayilar1 i¢in;

1 1 .
X(Z) = —E ve Y(Z) = —m, /1i = 2COS% 1=p,q

dontgtmleriyle Uretilen gruplara, genel Hecke gruplar1 denir ve H,, 4 ile gosterilir.

H

pq genel Hecke grubunun gosterimi;

Hy,q =XY[XP=Y1=1) = Z, * Zg
seklindedir. H,, , genel Hecke gruplarinin simgesi,
(0;p,q, )
olarak tanimlanir.

Burada; p = 2 ise elde edilen gruplar Hecke gruplaridir. Yani; H, , = H,
olur. Aym1 zamanda Lehner H;, nun H, nun 2 indeksli bir alt grubu oldugunu
gostermistir [8].

2.3  Genellestirilmis Hecke Gruplan

Huang genel Hecke gruplarinin genellemesi olan p; mertebeli (p; = 2
tamsay1), n tane (n = 3 tamsay1 1 < i < n) devirli grubun serbest carpimina izomorf
olan gruplar1 tanttilmistir [11, 12].

Simdi n = 3 olma durumu i¢in genellestirilmis Hecke gruplarinin tanimini
verelim.

2.3.1 Tanmm : 2 <p; <p, <p3 <0 Ve p; +p, +p3 > 6 esitsizliklerini
saglayan py, p,, p3 tamsayilari icin;

T(z) =———, S(z2) = ——— veW(z) = ——

1
)
z—/'lp1 Z—Apz z+)Lp3



tiretecleri ile iiretilen gruplara, genellestirilmis Hecke gruplar1 denir ve H,, ,, ». ile
gosterilir. Bu gruplarin grup sunuslari
le;Pz;P3 = <T' S'WlTpl = §Pz = WP2 = I> = CP1 * sz * Cps

seklindedir. Yukaridaki tanimdan agik olarak;

I) p1 =p, =2 Ve p3 = q degerleri i¢cin H,,, = H, Hecke gruplar1 elde
edilir.

i) pp =p, =p #2 Ve p3 =q secilirse T =S oldugundan H,,, = H,,

genel Hecke gruplari elde edilir.

Bu tezde p, =2, p, = p Ve p; = q 6zel durumlan igin elde edilen H,, ,
genellestirilmis Hecke gruplarmin bazi normal alt gruplar1 ¢alisilmastir.

Burada calismamizda kullanilacak baz1 metodlar verilecektir.

2.4  Permiitasyon Metodu

D. Singerman permiitasyon metodunu ‘‘Subgroups of Fuchsian groups and
finite permutation groups’ ve ‘‘Finitely maximal Fuchsian groups’’ ¢alismalarinda
literatiire kazandirmustir [13, 14]. Bu yontem yardimmiyla bir Fuchsian grubun sonlu
indeksli normal alt grubunun simgesi bulunup, alt grubun cebirsel yapis1 hakkinda
bazi bilgiler elde edilebilir.

2.4.1 Teorem : [13] Bir T" Fuchsian grubu (g; my,m,,..,m,; t,u)
simgesine sahip ise T grubunun N indeksli ve

I, . 1, 4/
(9’5 ni1, N2 wr Mp s ey M1y Mgy oo, My 5 ST 8 )

simgeli bir 'y alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki kosullarin
saglamasidir.

a) G, N nokta iizerinde gegisli bir permiitasyon grubu olmak iizere, agagidaki
iki kosulu saglayan bir 8: ' — G epimorfizmasi vardir;

1) e(X]-) permiitasyonu, uzunluklar1 m; den daha kisa olan p; tane devirden

olusur ve bu devirlerin uzunluklart;



oy M

) )
N1 Nz Myp;
sayilar olur.

2) 6(y) sayisy, her bir §(y) permiitasyonundaki devirlerin sayisi ise;

s' = Z 5(p1)
k=1

ve

hy

~
<
Il
&
”M”
oy

esitlikleri vardir.
b) Hiperbolik alan 2mu(T) olmak iizere;

r@ _
u(ly)

esitligi vardir.o
2.4.1 Teoremin en 6nemli sonucu sudur:

[' Fuchian grubu (g; m,m,,...,m,) simgesine sahip ve I' grubunun N
indeksli bir normal alt grubu Ty ile x; (i=1,2,...,k) ireteglerinin bdlim
grubundaki mertebeleri [; olmak tizere I'; alt grubunun simgesi;

(o) ) ) )

bigimindedir. Buradaki g’ cinsi Riemann-Hurtwitz formiilii yardimiyla bulunur [14].

25 Riemann-Hurwitz Formiilii

(g; myq, ... ,m;t;u) simgeye sahip bir ' Fuchsian grubunun temel
bolgesinin hiperbolik alani, 2mu(T) ise;

r
1
M(F)=29—2+Z(1——>+t+u
i=1 m



esitligi vardir. Bu esitlik ile I' grubunun cinsi olan g sayisi1 bulunabilir. Eger I'y, T
grubunun sonlu indeksli bir alt grubu ise;

()
|F/F1 | B :(F1)

esitligi indeksi verir. Bu esitlige Riemann-Hurtwitz Formiilii ad1 verilir[2, 14].

2.6 Reidemeister ve Schreier Metodu

Reidemeister ve Schreier metodu, bir grubun sonlu indeksli bir normal alt
grubunun {ireteclerini ve grup sunusunu elde etmek i¢in kullanilir [15].

G bir grup ve iireteglerinin ailesi {g;} olsun. G grubunun sonlu indeksli bir
normal alt grubu H ise metod, G/  bolim grubunun sunusuna ve eleman sayisina

gore uygulanir. B6lim grubunun eleman sayisina esit elemanli bir 2 Schreier
transversali segilir. Transversal asagidaki iki kosulu saglamalidir:

a) Birim transversalde olmalidir. Yani [ € X dur.

b) X'transversali sagdan sadelestirme islemine gore kapali olmahdir. Yani;
'gil"giZ’ ""'gir e J ise gi1'gi2' '""gir—l € 2 olmalidir.

Transversal kiimesi olusturulduktan sonra H grubunu iireten iiretegler
agagidaki yontem yardimiyla hesaplanabilir [2];

(Znun bir elemant). (G nin bir treteci). (6nceki carpumin koset gosterimi)~!

2.7  Kuvvet Alt Gruplar

G bir grup ve m pozitif bir tamsay1 olsun. G grubundaki biitiin elemanlarin m.
kuvvetleri ile iretilen ve G™ sembolii ile gosterilen alt gruba kuvvet alt grubu
denir. G™ kuvvet alt grubunun gdsterimi;

G™ = (x", x7", ...)

seklindedir.



Buradam,n € Z* iken
Gm.n C (Gm)n

oldugu goriiliir.

Kuvvet alt gruplarmin, normal alt grup oldugu durumlar1 gosterebilmek igin
bazi tanimlar gereklidir. Asagida bu tanimlamalar yapilmistir. Kuvvet alt gruplari
tamamen degismez 6zellige sahip olduklarindan normal alt gruplardir [16].

Hecke gruplar1 ve bu gruplarin genellemelerinin, genisletilmelerinin kuvvet
alt gruplar1 bir ¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir[3,4,13,18,19,20,21,22,23,24].

Genellestirilmis Hecke gruplarmin m. kuvvet alt gruplar1 bulunurken, var
olan bagintilara, biitiin elemanlarm m. kuvvetlerini birime esitleyen bagntilar
eklenerek boliim grubunun sunusu elde edilir. Daha sonra Reidemeister-Schreier
yontemi kullanilarak kuvvet alt grubunun tiretegleri bulunur.

2.7.4 Ornek : Reidemeister-Schreier metodunun kullanarak S; iiggen
grubunun 2. kuvvet alt grubunun iireteglerini bulalim. S5 tiggen grubunun sunusunun

S; ={a,bla® = b3 = (ab)? =1)

oldugunu biliyoruz. Burada biitiin elemanlarin karelerini birime esitleyen
bagintilarak eklenerek, boliim grubu asagidaki gibi bulunur.

53 G2 = (a,bla? = b® = (ab)? = a? = b? = (ab)? = 1)
3

Buradaki, b® = b? = I bagmtilartyla b = I elde edilir. Boylece,

S3

52 =(ala®=1)=1Z,

bulunur. Burada Schreier transversalini;
>={l,a}

olarak secerek, Reidemeister-Schreier metodunu uygulayabiliriz. Burada miimkiin
olan ¢arpimlar;

La(a)t=1



aa.(Dt=1

I.b.(D"'=b
a.b.(a)™! = aba.
bi¢imindedir. Burada (ab)? = I oldugundan aba = b~! bulunur. Buradan
SZ2=(b|b®=1)=1,

elde edilir.

2.8  Komiitator Alt Gruplar

G bir grup ve a, b € G olsun. Bu iki elamanin komiitatorii,
[a,b] = aba™ b1
bi¢iminde tanimlanabilir.

2.8.1 Tammm : Bir G grubunda G’ semboliiyle gosterilen ve biitiin
elemanlarin komiitatorleri tarafindan tiretilen alt gruba komiitator alt grup denir. ve
G' < G ozelligi saglanir. Komiitator alt gruplar, kuvvet alt gruplar1 gibi tamamen
degismez Ozellige sahip oldugundan normal alt gruplardir [16].

Bir G grubu igin, G/ ¢ boliim grubu degismeli olan en biiyiik eleman sayili

gruptur. Ayrica G bir grup ve N = G olsun. Eger G/N degismeli ise G' < N olur
[17].

Genellestirilmis Hecke gruplarinin komiitatdr alt grubu bulunurken grup
sunuslarina tireteglerin degismelilik kosulu eklenir. Daha sonra Reidemeister-
Schreier metodu kullanilarak komiitator alt grubun iiretegleri bulunur.

Hecke gruplar1 ve bu gruplarm genellemelerinin, genisletilmelerinin
komiitator alt gruplari bir ¢ok yazar tarafindan ¢alisilmigtir [18,25,26,27,28].



3. GENELLESTIRILMIS HECKE GRUPLARININ KUVVET ALT
GRUPLARI

3.1 Teorem : p tek tamsayis: ile g tamsayisi; 2 < p < g< oo, p+0q> 4 ve

(p,g)=1 kosullarin1 saglasin. m | p olacak bi¢imdeki m pozitif tamsayisi i¢in Hy 4
genellestirilmis Hecke grubunun H3%, . kuvvet alt grubu; 2 mertebeli m tane, %

mertebeli 1 tane ve q mertebeli m tane devirli grubun serbest ¢arpimina izomorftur.
HJ", 4 alt grubunun lretegleri;
T,STS™1,82TS~2, ..., sm-iTrsi-m sm W, SWS~1, .., smiwsi-m

ve simgesi
p
o(m) (M) o
(01 2 ) ) q ) )
seklindedir.

Ispat : Oncelikle Hyp.q/H7y g bOliim grubunu olusturalim. Boliim grubu

T? =SP =wi = (TSW)* =1, >
=SM=Wm=(TSW)" = =1

Hzp.a/ Hipq = <T' S'W|Tm
bi¢imindedir. Burada (p,g)=1 ve m | p oldugundan m tek ve (m,q)=1 olur. Boylece,
T?=Tm=1]ise, T =1,
SP=Sm=1ise, S™ =1,
Wi=Wwm=1lise, W =1,
bulunur. Béliim grubunun son hali,

Hypq/HY g = (SIS™ =1) = Cp,

seklinde olusur.

10



Simdi H3, ; alt grubunun lireteglerini bulmak igin Reidemeister ve Schreier
yontemini Kullanalim. Burada bir 2 Schreier transversalini bolim grubunun son

halinden yararlanarak
>={I,S5,852S53,..,5Sm1}
seklinde se¢elim. Boylece miimkiin olabilen tiim ¢arpimlar;

ILT.(Dt=T,
S.T.(S)! = STS™1,

S2.T.(8?)71 = §2TS72,

Sm_l.T. (Sm—l)—l — Sm—lTsl—m,

1.S.(S)t =1,

5.5.(85) =1,
§2.5.(83) 1 =1,

sm-is.(H)t=8sm,

LW.(D =W,

S.W.(§3)7t =Sws2,

SZ.W. (53"t = SwS3,

Sm_l. w. (Sm—l)—l — Sm—lwsl—m'

11



bi¢iminde yazilir.
Buradan H3?, ; alt grubunun iiretegleri;
T,STS™1,82TS™~2, .., S2TS™ 1, sm W, SWSs~1, .., s lwsi-m
olarak bulunur.

Simdi H3, . alt grubunun cinsini Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanarak
bulalim. Burada H,, , grubunun simgesi (0; 2, p, q, ) ve H;", , kuvvet alt grubunun

simgesi (g'; Z(m),%, q(m), o) oldugundan, Riemann-Hurwitz formiiliine gore,

2.9' — 2+m.(1—§)+1— : +m.(1— l)+1—i

q o9}

m = 1

r
m
1
14 o0

20-2+1— ~+1- +1—$+1—
esitliginden g’ = 0 elde edilir. H?, , kuvvet alt grubunun simgesi,

(0; z(m),%, qm, oo)

olarak bulunur.o

3.2 Ornek : H, 3530 genellestirilmis Hecke grubunun HZ ;s 54 kuvvet alt

grubunun iireteglerini ve grup gosterimini bulalim. Burada boliim grubu;

T2 = §35 = W3 = (TSW)* =, >
I

H2,35,39/H27,35,39 = <T' 4 T7 =S7 =W7 = (TSW)7 = .. =

bicimindedir. Gosterimdeki T? =T =1, W¥* =W’ =1 ve S§3¥=§"=]
bagmtilar1 kullanilarak T = I, W =1 ve S7 = [ olarak bulunur. Bdylece bdlim
grubu;

Hy3530/H3 3530 = (SIS7 =1) =C,
seklindedir. Burada ), Schreier transversali

12



{I,S,52 5354555}
olarak secilirse, Reidemeister-Schreier metoduna gore tiim ¢arpimlar;

LT.(D =T

S.T.(S)"* = sTS3*

S2.T.(§?)"t = 521833

S3.T.(§3)™1 = §3T532

S*T.(§*)™1 = s*Ts3?

S5.T.(S5)™r = §°T §3°

S6.T.(S8)™1 = S§°6TS%°

1.S.(S)t=1
S.S.(S)t=1
S2.5.(S¥)t=1
S3.S.(SHt=1
S4S.(S5)t=1
S5.5.(S6)"t=1
S6.S.(Nt=5"

13



LW.(Dt=w

SW.(S)t =sws3

SZW.(§*)t=852Wws33

S3W.(S§3)7 ! = S3Wws32

SEW.(SH) 1= stws3t

S5 W.(8%)71 = S5wS30

Se.W.(S6)t = séws?®
bigimindedir. O halde H7 35 3 kuvvet alt grubunun iiretegleri,

T ,STS3%, S2TS33,53TS32, §4TS31, S5TS30, S6TS29, W, SWS34, S2Ws33

S3WS32,S4WS31, S5WS30, S6Ws29, 57
olarak bulunur.

Ayrica H, 3539 grubunun simgesi (0;2,35,39,00) ve HJ ;539 kuvvet alt

grubunun simgesi (g';2(7),5, 39(7),00) oldugundan Riemann-Hurwitz formiilii

kullanilarak,

2.9 - 2+7.(1-)+(1-)+7.(1- 2)+1- 2
L

o

7= 1 1 1
20-2+1—2+1—-24+1- 41—
2 35 39

HJ 35 39 kuvvet alt grubunun cinsi g’ = 0 olarak bulunur. Bdylece H7 35 39 kuvvet alt

grubunun simgesi
(0;2,5,39(, 00)

olarak bulunur.
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3.3 Ornek : H;,q 4 genellestirilmis Hecke grubunun H7 ;1 24 kuvvet alt

grubunun iireteglerini ve grup gosterimini elde edelim. Burada boliim grubu;

T2 = §% = W = (TSW)” =1, >
I

H2,21,24/H27,21.24 = <T,S,W T7=85"=W7=(TSW)” = ... =

bicimindedir. Gosterimdeki bagmtilar kullanilarak
T?=T7=1iseT =1
S =8"=liseS" =1
W =w"=1IiseW =1
olarak bulunur. Boylece boliim grubu;
Hy 2124/ H32124=(SIS7 = 1) =

seklindedir. Burada ), Schreier transversali asagidaki  gibi
Y =1{1,5,5%535*%55,5

Reidemeister-Schreier metoduna gore tiim garpimlar;

ILT.(D =T
S.T.(S)"! = STS?0
S2.T.(§2)71 = §2TS1°
S3.T.(§3)"1 = §3TS18
S*.T(S%)1 = S4TSV
SS.T.(§5)"1 = S5TS16

S6.T.(§6)71 = S6TS1S

15
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1.S.(S)t=1

$.5.(8H) =1

§2.8.(8) 1 =1
§3.8.(8H) 1 =1
§*.5.(S5 =1
§5.5.(86) 1 =1
se.s.(Ht=57
LW.(D"'=w

SW.(S)™1 =sws?°

SZW.(§*)t =Ss2wstd

S3W.(S3)"t=83ws1s

Stw.(§M) 1t =5*wst

S5 W. (S5t =S§5Wwste

Se.W.(S6)"t = Sewsts
HJ 4 5, grubunun iiretegleri ;

T ,STS?0, S2TS19,53TS18, S4TS17, S5TS16, SOTSIS, W,SWS20, S2WS19,

S3WS18, StWS17, §SWSte, SewSs1s 57

bi¢iminde elde edilir.
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Ayrica bu normal alt grubun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliini

kullanalim.

H, 51,4 Qrubunun simgesi (0;2,21,24,0) ve HJ,,,, grubunun simgesi

(g’; 2, 3,24, 00) olmak iizere Riemann-Hurwitz formiiliinde yerine yazarsak,

3 24 0o
20-241— 41— —+1— —4+1—- =
2 21 24 (o)

7=2.g’— 2+7.(1-)+(1-)+7.(1- L) +1- 2

buradan g’ = 0 elde edilir. HJ,, ,, grubunun simgesi
(0;2(7,3,24), 00)

olarak bulunur.

3.4 Teorem : p tamsayist ile g tek tamsayis;;2 < p < g <oo,p+q > 4ve
(p, 9) = 1 kosullarin1 saglasin. m | q olacak bigimdeki m pozitif tamsayis1 igin Hy,, 4

genellestirilmis Hecke grubunun Hj%, . kuvvet alt grubu; 2 mertebeli m tane, p

mertebeli m tane ve % mertebeli 1 tane devirli grubun serbest ¢arpimina izomorftur.
H3", 4 alt grubunun liretegleri;
T, WTW-LW2Tw=2, ..., wm-itwi-m s wsw-1i, . wmn-iswi-m wym
ve simgesi,
(0; 2(m) (m) %, oo)
seklindedir.
Ispat : H,, ,/HT%, , bolim grubu

T2 = SP = W = (TSW)* =, >
I

HzpalHipa = <T' S'W|Tm =Sm=Wm=(TSW)" = =

bi¢imindedir.
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Burada (m, q) = 1 ve m | q oldugundan m tek ve (m, p) = 1 olur. Boylece,
T?=Tm=1]iseT =1
SP=Sm=1]iseS =1
Wa=wm=1Jise W™ =1
bulunur. Boylece boliim grubu,
Hypq/HY g = (WIW™ =1) = Cp
seklindedir.

Simdi H3, ; alt grubunun {ireteglerini bulmak igin Reidemeister ve Schreier

yontemini kullanalim. Burada bir )} Schreier transversalini;
Y={,w,w?ws3, . wn1}
olarak se¢elim. Boylece miimkiin olabilen tiim ¢arpimlar;
LT.(D) =T
W.T.(W) "t =wTw1

W2 T.(W2)~t = w?

Wm_l. T. (Wm—l)—l — Wm—lTwl—m

1.S.(D)t=S

wzs.(w3)1l=1

wW.S.(W?)t=1

wm-1. g (Wwm-1)-1 = ym-1 g yi-m

18



LW.(Dt=1
W.W. (W21 =]

w2w.(w3)t=1

wmiw.(Dt=wm
bi¢iminde yazilir. Buradan H3, . alt grubunun iiretegleri;
T,WTW-LW2TwW=2, .., WmiTwi-m s wsSw-1, .. wmn-iswi-m wm
olarak bulunur.

Simdi bu alt grubun cinsini Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanarak bulalim.

Burada H, ,, , grubunun simgesi (0; 2, p, q, ) ve H3, , kuvvet alt grubunun simgesi;

(g’ s 20m) p(m),%, 00) oldugundan, Riemann-Hurwitz formiiliine gore,

2.9'= 2+m.(1-3)+m.(1- %)+1— +1—

§|-m|r—k
8|

m =
20-24+1— 41— T41-241-=
2 14 q ©

esitliginden g’ = 0 elde edilir. H3, , kuvvet alt grubunun simgesi
o(m) pm) L
(0:20m,p™, —, oo

olarak bulunur.o

3.5 Ornek : H,,,s genellestirilmis Hecke grubunun H3,,s kuvvet alt

grubunun iireteclerini ve grup gosterimini bulalim. Burada béliim grubu;
Hy725/H3 75 =(T,SSWIT? =S7 =W = (TSW)® =[,T>=S>=W?5 =)

bicimindedir. Gosterimdeki T? = T>=1,8" =S>=1ve W?> =W?> =]
bagmtilari kullanilarak T = I,S = I ve W? = [ olarak bulunur. Béylece boliim
grubu;
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Hy725/H3 725 = (WIW® = 1) = Cy
seklindedir. Burada ). Schreier transversali
{Lw,w2 w3 w*}

olarak secilirse, Reidemeister-Schreier metoduna gore tiim ¢arpimlar,

LT.(D =T

W.T.(W) ! = wTw?*

W2 T.(W?)~1 =w?2Tw?3

W3.T.(W3)™1 = w3Ttw??

WA T.(WH™1 = wiTw?!

1.S.(D"t=S

W.S. (W)™t = wsw24
W2.5.(W?)~1 = w2sw23
W3.S. (W3)~1 = Ww3sw22

whts. (Wt 1t =wrsw?t

LW.(W) =1
W.W.(W?)l =]
W2 Ww. (W3l =]
Wi W.(WH =]

WA W. (D™t = ws

20



bigimindedir. O halde H3 , ,5 grubunun iiretegleri;
T ,WTW?*, W2TW?3, W3TW?2, WATW?1,S, WSW 24, W2SW 23, W3sSw?2, W4sw?1, ws

olarak bulunur.

Ayrica H, ; ,5 grubunun simgesi (0; 2,7,25, ©) ve Hj ; 55 kuvvet alt grubunun
simgesi (g’; 2,7, 5,0) olmak iizere Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak,

2.4 2+5.(1—§)+5.(1—§)+(1—§)+1_é
C 20-2+1-241-241-Z41-2

5

H3 ;55 kuvvet alt grubunun cinsi g’ = 0 olarak bulunur. Béylece Hj , 55 kuvvet alt

grubunun simgesi
(0; 2) 70) 5 00)

olarak bulunur.

3.6 Ornek : H,,o genellestirilmis Hecke grubunun H3,, kuvvet alt
grubunun {ireteclerini ve grup gosterimini bulalim. Burada bolim grubu;

T2 =5*=W°=(TSW)® =1, >

H2,4,9/H23,4,9 = <T'5'W T3=S3=W3=(TSW)3=-..=]

bicimindedir. Burada;
T?=T3=11ise, T =1
S*=83=1lise, S=1
Wo=w3=1lise, W3=I
elde edilir. Boylece boliim grubu;
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H2,4,9/H§,4,9: (WIW3 =)=,

seklindedir. Burada )| Schreier transversali

Y ={,w,w?}
olarak secilirse, Reidemeister-Schreier metoduna gore tiim ¢arpimlar;
IL.T.()t=T
W.T.(W)™* = WTw 1

W2.T.(W?)™1 = W2Tw 2

1.S.(Dt=S
Ww.S.(W)t=1]

w2.S.(W?)~t =w2sw~2

LW.(W)t=1
wW.w.(w)1l=1]
w2 w.()"t=ws3
bigimindedir. O halde H3 , o kuvvet alt grubunun iiretegleri,
T ,WTW™1, W2TW 2,5, WSW~1 , w2sw—2, w3
olarak bulunur.

Ayrica H, 49 grubunun simgesi (0;2,4,9,0) ve Hj,o kuvvet alt grubunun

simgesi (g’; 2,43, 3, ) oldugundan Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak,

29~ 2+3.(1-2)+3.(1-3)+1- s+ +1- =

20-2+1— 41— 41— 41-=
2 4 9 oo
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H3 .o kuvvet alt grubunun cinsi g’ = 0 olarak bulunur. Boylece H;, o kuvvet alt

grubunun simgesi
(0;20,483),3, 00)

olarak bulunur.

3.7 Teorem : p cift ile gtek tamsayis;2 < p < q<oo, p+qg>4ve
(p, q9) = 1 kosullarimi saglasin. m pozitif ¢ift tamsayisi i¢in (p, m) = 2 ve (g,m) =1
olmak lizere, H,,, genellestirilmis Hecke grubunun alt grubu H33, . grubu; 2m

mertebeli dihedral gruba izomorftur.
Hg’fp,q grubunun tiretegleri,
S2 TS?T-Y TSTS?*T-1S-YT~1 ..., TSTSTS ..TS*T~1..S7TS~1TS™1T, ...,
W, TWT- Y, SWS= Y, TSWS= T, TSTWT 1, TSTWT-1S~1T"1,
TSTSWS-tr-1s-iT-1 . TSTSTS ..TSWS™IT ..S-iT-is-iT-1§5-1T-1

Ayrica bu alt grubun simgesi,

seklindedir.
Ispat: Oncelikle H,, ,/HY%, , boliim grubunu olusturalim.
(T,SSW|T? =SSP =W =(TSW)*® =1,T"=8S"=Wm™ = (TSW)™ = 1)
elde edilir.
T?=TM=1]iseT? =1
SP=Sm =] iseSP™ =52 =]
wm=wi=1]iseW =1

T?=1veS™=1ise (TS)™ =1
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Simdi H3, 4 alt grubunun gdsterimini bulmak igin Reidemeister ve Schreier

yontemini kullanalim. Burada bdliim grubunun bir Schreier transversalini;
Y. ={I,T,S TS, TST,TSTS,...,TSTSTS ...TS}
seklinde se¢elim. Boylece miimkiin olabilen tiim ¢arpimlar;
LT.(T)1=1
T.T.(D)1=1
S.T.(TSTS ..TS)™' =1
TS.T.(TST)™' =1
TST.T.(TS)™' =1

TSTS.T.(TSTST)™* =1

TSTS ..TS.T.(S)"* =TSTS .. TSTS™?!

1.S.(S)t=1
T.S.(TS) 1 =1
S.S.(D"t=s2

TS.S.(T)"* =TS?T

TST.S.(TSTS)™ =1

TSTS.S.(TSTSTS ...T)~* = TSTSTS ...TS*T~1 ..S7ITS™ITS™IT
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LW.(Dt=w

T.W.(T)"t =TWT

S.W.(S)™t =Ssws?
TS.W.(TS)™* = TSWS™'T
TST.W.(TST)™ = TSTWT 15T

TSTS.W(TSTS)™* = TSTSWS™1T-1s-1T

TSTSTS ...TS.W.(TSTSTS ...TS)™ = TSTSTS ..TSWS™'T ..S™TS™ITS™IT

seklinde elde edilir. H3, , grubunun iireteglerini;

S2,TS?T, TSTS*TS™T,...,TSTSTS ...TS?T ...S"*TS™TS~'T,W, TWT,SWS~1, TSWS™'T,
TSTWTS™ T, TSTSWS~TS™1T,..,TSTSTS .. TSWS™'T ...S"ITS™1TS-IT

olarak elde etmis oluruz.

Ayrica bu alt grubun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim.

Hy,q Qrubunun  simgesi (0;2,p,q,) ve Hy%,, grubunun  simgesi

’ p (m) 2 2 . . . e qee -
(9 }(5) ,q( m) ool )) olmak iizere Riemann-Hurwitz formiiliinde yerine

yazarsak,

2.9' - 2+m-(1—%>+2m.(1— $)+2(1_ é)

2

2m =
20-2+1—-241-41-141-=
2 p q ©

buradan g" = 0 elde edilir. H, , grubunun simgesi

m)
) q(Zm), 00(2)>
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olarak bulunur.o

3.8 Ornek : 3.7 teoreme gdre HZ,,,; alt grubunun grup sunusunu elde

edelim. Bu normal alt grup ile elde edilen boliim grubu;
H2,10,11/H22,10,11 =(T,S,W|T? =§1° =W = (TSW)= = LT? =8*=W?=1)
bi¢cimindedir. Burada ;
§10 = §2 = ] esitliginden, S% = |
W =Ww? =] esitliginden, W = |
T? = I ve S? = | esitliginden, (TS)? =1
seklinde bulunur.

Bolim grubu icin Schreier transversali asagidaki gibi olusturalim

> ={I,T,S, TS}
Artik Reidemeister-Schreier metodunu uygulayabiliriz.
L.T.(T) =1
T.T.(D"1 =1
S.T.(TS)"* =STS~'T

TS.T(S)"! =TSTS™?!

1.S.(S)t=1
T.S.(TS) ™t =1
S.S.(D)7 =82

TS.S.(T)™t = TS2T
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Lw.(Dt=w
T.W.(T)"! =TWT
SW.(SHt=sws?
TS.W.(TS) "t =TSWS1T
elde edilir. Boylece H22,1o,11 grubunun {iretecleri;
STS™'T,TSTS™%,8%,TS*T,W, TWT,SWS~1, TSWS~IT
biciminde elde edilir.

Ayrica bu alt grubun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliinii

kullanalim.

Hy1011 Qrubunun simgesi (0;2,10,11,00) ve H3i44; grubunun simgesi

(g';5@,11®, 00(?) olmak iizere Riemann-Hurwitz formiiliinde yerine yazarsak,

2.9 - 2+2.(1-3)+4(1- Z)+2.(1-2)

4 =
20-2+1— 41— 41— —41-=
2 10 11 oo

buradan g’ = 0 elde edilir. H ,, 1, grubunun simgesi
(0;52,11®), 0(2))

olarak bulunur.

3.9 Teorem : p tek ile ggift tamsayis;; 2< p < gq<oo,p+q>4 ve
(p, q) = 1 kosullarin1 saglasin.m pozitif ¢ift tamsayisi igin (q,m) = 2 ve (p,m)=1
olmak iizere, H,, , genellestirilmis hecke grubunun alt grubu Hj", . grubu; 2m
mertebeli dihedral gruba izomorftur. H}?, , grubunun iiretegleri,
W2, TW2T-YL, TWTW?T-*w-1T-%, .., TWTWTW ..TW?T~t . W-iTW-1TW-1T, ..

S, TST-YL,Wsw=1, TwSwW T-Y, TWTST *W- 1T, TWTST*w~1T"1,
TWTWSW-it-tw-ir-t, ., TWTW ..TWTW 1

bi¢cimindedir. Ayrica bu alt grubun simgesi ,
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(0; pm, (g)(m) , oo(2>>

seklindedir.
Ispat : Oncelikle H, ,, ,/HY%, , bdlim grubunu olusturalim.
(T,SW|T?=SP =W = (TSW)® =],T™=8"=Wm = (TSW)™ = )
elde edilir.
T?=TMm=1]iseT? =1
SP=8m=]ise S®P™ =52 =]
Wi=Wm=TIise W@™ =Ww?2 =]
T2=Tve W™ =] ise (TW)™ =1

Simdi H3, ; alt grubunun gdsterimini bulmak igin Reidemeister ve Schreier

yontemini kullanalim. Burada boliim grubunun bir Schreier transversalini;
>={,T,W,TW, TWT, TWTW, ..., TWTWTW ..TW}

seklinde secelim. Boylece miimkiin olabilen tiim ¢arpimlar;

IL.T.(T)Y =1

T.T.(D"*=1

W.T.(TWTW ..TW) 1 =1

TW.T.(TWT) 1 =1

TWT.T.(TW) 1 =1

TWTW.T.(TWTWT) ! = I

TWTW ..TW.T.(W) ' =TWTW ..TWTW !
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1.S.(S)1=1
T.S.(T)yt=1

W.S. ()71 = 2
TW.S.(T)™! = TS?T

TWT.S.(TSTS)™* =1

TWTW ..TW.S.(TSTSTS ..T)"* = TWTW ..TWSW T ..W-1TW™1T

LW.W) =W
T.W.(TW) =1
W.W. ()t = W2
TW.W.(T)"t = TW?T
TWT.W.(TWT) L = I

TWTW.W(TWT) ! = TWTW?T 1w 1T

TWTW ..TW.W.(TWTW ..T)" = TWTW ..TW?T .W-iTw-1T
seklinde elde edilir. H;", ; grubunun iireteglerini
W2 TW?*T, TWTW?2TW ~T, .., TWTWTW ...TW?*T ..WTW-TW-1T, ..., S, TST,
TWSW=IT, TWTSTW ~T, TWTSTW T, TWTWSW ~TW T, .., TWTW ... TWTW 1
olarak elde etmis oluruz.

Ayrica bu alt grubun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim.
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H;pq grubunun  simgesi  (0;2,p,q, @) ve Hj,, grubunun  simgesi

(m) . . : - .
(g’;p®™, ( ) ,0®) olmak iizere Riemann-Hurwitz formiilinde yerine

yazarsak,

2.9' — 2+m(1—:)+2m (1__)+2 (1_é)

20-2+1— 41— 41-141-=
2 p q

o

2m =

buradan g’ = 0 elde edilir. H", , grubunun simgesi

(o, ) )

olarak bulunur.o

3.10 Ornek : 3.9 teoreme gore HZ5, alt grubunun sunusunu bulahm. Bu

normal alt grup ile elde edilen boliim grubu;
Hyz4/H334 =(T,SSWIT? =S} =W* = (TSW)* =[,T>=S*=W? =)
bi¢imindedir. Burada ;
§3 = 5% =] esitliginden, S = I
W* = W? = [ esitliginden, W2 = [
T? =1ve W? = [ esitliginden, (TW)? = I
seklinde bulunur.

Bolim grubunu bulmak igin Schreier transversalini asagidaki gibi
olusturalim.

Y ={LT,W, TW}

Artik Reidemeister-Schreier metodunu uygulayabiliriz.
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LT.(T)Y =1
T.T.(Dt =1
W.T.(TW)™! = WTW™'T

TW.T(W)~! = TWTW 1

1.S.(Dt=S
T.S.(T)™* = TST
W.S. (W)t =wsw-1

TW.S.(TW)™t = TWSW 1T

LW.(W) =1

T.W.(TW) =1

wW.w.(DH)™t=w?

TW.W.(T)™* =TW?T
olur. Béylece HZ 5 , grubunun iiretegleri;

WTW =T, TWTW Y, W2, TW?T,S, TST, WSW -1, TWSW 1T

biciminde elde edilir.
Ayrica bu alt grubun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim.

Hy3,4 grubunun simgesi (0;2,3,4,0) ve HZ;, grubunun simgesi

(g';3®, 23, 0@)) olmak iizere Riemann-Hurwitz formiiliinde yerine yazarsak,

g 2ea(1-dea(i-9e2(- 2
C20-2+41-i+1-i+1-241-1

[oe]

4
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buradan g’ = 0 elde edilir. HZ 5, grubunun simgesi
(0; 3, 2@, 00(2))
olarak bulunur.

3.11 Teorem : pileq; 2 <p <q< o vep+q > 4 kosullarmi

saglayan iki ¢ift tamsay1 olsun. H,,, , genellestirilmis Hecke grubunun sz_p_q kuvvet

alt grubu ; g mertebeli dort tane ve % mertebeli dort tane devirli grubun direkt

carpimina izomorftur. sz,p,q alt grubunun tiretegleri,
SZ, TS T, WS?W =Y, TWS*W T, W2, TW?T,SW2S~, TSW2S~1T, TSTS™L, TWTW 1,
,TSWTW 1S, TSWSW ~1T

ve simgesi

(1; (g)(‘l) , (g)(‘l) , oo(4)>

seklindedir.
Ispat : Oncelikle H,, ,/H7% , bolim grubunu olusturalim.

T? =SP =wi = (TSW)* =1, >
I

Hzp.a/Hipq = <T'S'W T2 =82 = W2 = (TSW)2 = - =

bigimindedir. Burada yanlizca m = 2 i¢in hesaplanabildiginden (m, p) = 2,(m,q) =2

esitliklerinden
T? = | esitliginden, T = T
SP = §% =] esitliginden, S2 =T ise $ =571
W1 =W? =] esitliginden, W2 =Tise W = W1
T? = I ve S? = | esitliginden, (TS)?2 =1ise TS = ST
T? = I ve W? = [esitliginden, (TW)? =1 ise TW = WT
§% =1 ve W? = [esitliginden, (SW)?% = I ise SW = WS
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elde edilir. Boylece H,,, 4/ sz,p,q boliim grubuna degismelilik kosulu gelir ve boliim

grubunun en son hali;
(T,S,WI|T? =82 =W? = (TS)? = (TW)? = (SW)? = (TSW)? =1)
seklinde olusur.

Simdi sz’p’q alt grubunun fireteclerini elde etmek i¢cin Reidemeister ve
Schreier yontemini kullanalim. Burada bir ) Schreier transversalini boliim grubunun

son halinden yararlanarak;
> ={,T,SW, TS, TW,SW,TSW}

seklinde secelim. Boylece miimkiin olabilen tiim ¢arpimlar;

I.T.(T)Y =1

T.T.(D"'=1

S.T.(TS)"* =STS™IT

W.T.(TW) = WTW™1T

TS.T.(S)"t'= TSTS™?

TW.TW) ! =TWTW™1

SW.T.(TSW) ! = SWT w~1s-1T

TSW.T.(SW) 1 =TSWTwW~1S~1

1.S.(S) =1
T.S.(TS) =1
S.S.(D71 =52

W.S.(Sw)-1t =wsw-1s1

TS.S.(T)™' = TS2T
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TW.S.(TSW)™t = TWSW-1S-1T
SW.S.(W)~t = SWSw -1

TSW.S.(TW)™ ! = TSWSW 1T

LW.(W) =]
T.W.(TW) 1 =]
SW.(Sw)l=]
W.Ww.()™t=w?
TS.W.(TSW)™1 =1
TW.W.(T)"t = TW?2T
SW.W.(S)"t = sw2s-?

TSW.W.(TS)™* = TSW?2S1T

seklinde elde edilir. Buradan,
(STSIT)"1 =TSTS 1
(WTw-IT)" = TWTW 1

(SWTW IS IT)"1 = TSWTW~1S71T ...(1)

Swsw—bH. (wsw-1s-1) = sws?w-15-1
(TWSW=ISIT) . (TSWSW 1T) = TWS?*W™IT ... (2)
(1) ve (2) deki esitlikler goz Oniine alinarak; sz'p'q grubunun iireteclerini,
S, TS T, WS*W L, TWS*W=1T, TWTW =1, SWSW Y, TSWTW 1S, TSWSW 1T

olarak buluruz.
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Simdi sz’p’q alt grubunun cinsini Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanarak

bulalim. Burada H, , , grubunun simgesi (0; 2, p, g, ) ve H22,p,q kuvvet alt grubunun

. . €) 4 . .
simgesi (g; (g) , (g) , 00" oldugundan, Riemann-Hurwitz formiiliine gore,

8= 2 2
20-241— 41— 41— 4+1—-=
2 p q co

2.9" - 2+4.(1—%)+4_(1_ %)4_4_(1_ é)

esitliginden g’ = 1 elde edilir. H, , kuvvet alt grubunun simgesi

()" )

olarak bulunur.o

3.12 Ornek : H,,¢ genellestirilmis Hecke grubunun HZ,. kuvvet alt
grubunun iireteglerini ve grup gosterimini bulalim. Burada boliim grubu;

T2 =§*=W* = (TSW)* =1, >

ngdHﬁﬁ=<ﬂsva2=SZ=WQ=(Tsz=“.=,

bi¢imindedir. Burada

T? =] esitliginden, T = T~!

S§* = §% =] esitliginden, S2 =T ise S = §71

W6 =WwW? =] esitliginden W? = Tise W = W1

T? =1ve S? = [ esitliginden (TS)? =1 ise TS = ST

T? =1ve W? = [esitliginden (TW)? =1 ise TW = WT

S§% =1ve W? =] esitliginden (SW)? = I ise SW = WS
olarak bulunur. Béylece H, 44/H3 4 cbSlim grubu;

(T,S,W|T? =82 =W? = (TS)?> = (TW)? = (SW)? = (TSW)? =1)

seklindedir.Burada ) Schreier transversali

>»={I,T,S,W,TS, TW,SW,TSW}
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olarak secilirse, Reidemeister-Schreier metoduna gore tiim ¢arpimlar,
LT.(T)Yt=1
T.T.(D =1
S.T.(TS)™* =STS™IT
W.T.(TW) ™t = WTwW~-1T
TS.T.(S)™ =TSTS™?
TW.T.(W)™t = TWTW ™1

SW.T.(TSW) !t = SWT w~ts-1T

1.S.(S) =1
T.S.(TS) =1
S.S. (D)7t =52

W.S.(Sw)-t =wsw-1s-1
TS.S.(T)™ = TS?T
TW.S.(TSW)~t =TwSw~-1s-IT
SW.S.(W) t =swsw~1

TSW.S.(TW) 1 =TSWSwW-T

LW. (W)t =1

T.W.(TW)™t =1
SW.(SW)t=1
W.W. (D)™t = w2

TS.W.(TSW)~t =1
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TW.W.(T)"Y = TW?T
SW.W.(S) L= Sw2s-1

TSW.W.(TS)™ = TSW?2S1T

seklinde elde edilir. Buradan,
(STS™IT)"1 = TSTS™!
(WTW=IT)"t = TWTwW 1

(SWTW1SIT)~1 = TSWTW~1S71T ... (1)

(SWSW=1). (WSW=15-1) = SWSs2w-15-1
(TWSTWSW=1S1T). (TSWSW™1T) = TWS2W~1 ... (2)

(1) ve (2) deki esitlikler gdz Oniine almarak HZ, ¢ kuvvet alt grubunun
iireteclerini

S2 TS2T, WS2W =Y, TWS?*W 1T, W2 TW?T,SW?S~1, TSW?2S~1T, TSTS~ 1, TWTW 1,
SWSW=1, TSWTW 1S~1 TSWSW 1T
olarak buluruz.

Ayrica H, 4 ¢ grubunun simgesi (0; 2,4,6, ) ve H3 , ¢ kuvvet alt grubunun

simgesi(g’; 2®, 3™, 0®)) oldugundan Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak,

1 1

24— 2+4.(1-)+4(1- ) +4(1-2)

3

8
20-2+1— 41— 241-41-=
2 4 6 oo

H3 4 ¢ kuvvet alt grubunun cinsi g’ = 1 olarak bulunur. Bdylece HZ , ¢ kKuvvet

alt grubunun simgesi
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(1;2™),34), 00 ()

olarak bulunur.

38



4. GENELLESTIRILMIS HECKE GRUPLARININ
KOMUTATOR ALT GRUPLARI

41 Teorem :pveq; (p,q) = 1,2< p<q<oVep+q<4 sartlarmi
saglayan, p ve q tamsayr olmak iizere H,,, genellestirilmis Hecke grubunun
komiitatdr alt grubu H,, . grubu; iki tane sonsuz mertebeli devirli grubun direkt

carpimina izomorftur.
H; ,, , grubunun iiretegleri;
[T,S*],x=12,..,p—1
[T, WY],y=12,..,q -1
[S* WY, x=12,...,p—1vey=12,..,q—1
[TS* WY, x=12,...,p—1vey=12,..,q—1
[T,S*WY],x=12,...p—1lvey=12,..,q—1
bi¢imindedir. Ayrica bu alt grubun simgesi,

i) p ve q tek oldugunda (M oo)

2 )

ii) p ya da q ¢ift oldugunda (w; 00(2))

iii) p ¢ift ve q ¢ift oldugunda (3pq_2p_2q_2(p'q)+2 : ooz(pm)

2

seklindedir.

Ispat : OncelikleHz,p,q /H3p,q bOliim grubunu olusturalim. Boliim grubu

Hypo/Hypq = <T, S, W

T2 = SP = W4 = (TSW)® = 1,>
TS = ST,TW = WT,SW = WS

bi¢imindedir.
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Simdi H; , , alt grubunun sunusunu elde etmek igin Reidemeister ve Schreier

yontemini kullanalim. Burada bdliim grubunun bir Schreier transversalini;

LTS, .., SP~Lw,..., Wi LTS, .. TSP, TW,.., TWI L SW,..,SWi1,
%= s
sr=iw, .., SsPiwa-L TSw, ..., TSwa-t, . TSP-iw, .., TSP-twa-1

seklinde secelim. Boylece miimkiin olabilen tiim ¢arpimlar;
I.T.(T)Y =1
T.T.(D"'=1

S.T.(TS)™! = STS™'T

SP=1.T.(TSP~1) = SP-1TS1-PT

W.T.(TW)™t = WTW T
Wa-1 T (T Wa-)-lwa-iTwi-aT
TS.T(S)™! = TSTS™!

TSP=1.S.(SP~1)~1 = TSP-1T1-P

TW.T.(W)™! = TWTW 1
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TWI L. T. (Wi 1)1 = TWI-1TW1-4

SW.T(TSW)™L = SWTW-1S-1T

SWa-L1.T (TSWI-1)~t = SWa-1Twi-as-1T

SP=1W.T.(TSP~1)~1 = SP-1WTW-1S1-PT

SPlwa-1, T (TSP-1Wa-1)-1 = sp-1yya-1Tyi-pT

TSW.T(SW)™! = TSWTW 151

TSW2.T.(SW2)~1 = TSW2TW 251

TSWa- L. T.(Swa )=t =Tswa-iTwa-1s-1

TSPIW.T.(SP71w)~1 = TSP-iwTw-1§1-?

TsP-iwa-t. 1. (sp-twa-1)"1 = TSPiwa-iTwi-asi-p

1.S.(S) =1

T.S.(TS) ' =1
11



S.5.(S)"t =1

srrs. () =1

W.S.(SW)™L = wSw-15-1

Wil S (SWI )™t = walswi-as-1

TS.S.(TS2)™1 =1

TSP-1.S.(T) =1

TW.S.(TSW)™ = TWSTW~1S™1T

TWa 1S (TSWa1)~t =Twa-iswi-as-1iT

SW.S.(S?W)™1 = SwSsw~15-2

Swat.s. (s*wa1)~t = swa-tswi-as—2

SPiw.s. (W)=t = spiwsw !

SP-la-1.§ (Wa-1)~1 = sp-1ya-1gyi-a

TSW.S.(TW)~! = TSWSW 1T

TSW2.S.(TW?)~t = TSW2SW 2T
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TSWI-1.S. (TW4a-1)~t = TSWa-1SWi-4aT

TSPIW.S.(TwW)™t = TSP-wsSw~—T

TSPiwa-l.s.(Twa-1)-1 = Tsp-iwa-tswi-ar

LW.(W) =]

T.W.(TW) !l =]

SW.(SW) =1

SPLW.(SPTIW)Y) =1

W.W. (W3t =]

Wit w.(Wa) =]

TSW.(TSW)™ 1 =1

TSP=L.W.(TSP~1W) 1 =]

TW.W.(Tw?) 1 =1

TWIL.W.(TW9)~1 = |

SW.W.(SW?)™1 =]
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SWaL W, (SWa)=1 =]

SPIW.W. (SP-Iw?)t =

SP-lwa-t W, (SPiwa)-l = |
TSW.W.(TSW2)~1 =]

TSW2.W.(TSW3)™t =1

TSWI L w.(TSWa)=1 =1

TSPIW.W.(TSP-w?)"t =1

TSP iwa . w.(TsPiw) 1 =1

bigiminde yazilir. Buradan H, ,, , alt grubunun iiretecleri;
[T,S*],x=12,..,p—1
[T, W],y =12,..,q -1
[S*, WY, x=1,2,...,p—1vey=12,..,q—1
[TS* WY, x=12,..,p—1vey=12,..,q—1
[T,S*W¥],x=12,...,.p—1vey=12,..,qg—1

olarak bulunur.Burada H ,, , alt grubunun iireteglerinin sayisi;
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1+2.p.q(-1 +1—%+1—%+1—$)=3pq—2p—2q+1

olur.
Simdi H; ,, , alt grubunun cinsini Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanarak
bulalim.
i) p ve g tek olsun.
2.9' = 2+(1-2)
2pq = =
20-241— 41— 41— 41—-=
2 p q o0
TR ' 3pq—-2p—2q+1 ™ 1’ . . . .
esitliginden g’ = ———— elde edilir. H; ,, , komiitator grubun simgesi,
<3pq—2p—2q+1 )
, 00
2
il) p ya da q ¢ift olsun.
2.9' - 2+2.(1- 2)
2pq = =
20-2+1—241-41-141-=
2 P a %
esitliginden g’ = 34720724 g\ de edilir. H; , , komiitator grubun simgesi,
(31061 —2p—2q, 00(2)>
2 )
iii) p ve q ¢ift olsun.
' 1
2.9' = 2+2(p,)-(1- 2)
2pq = 1 1 1 1
20-24+1— 41— 41-241-=
2 P a %
esitliginden g’ = 3pq_2p_22_2(p'q)+2 elde edilir. H;, , komiitator grubun simgesi,

<3pq - 2p— ZZ —2(p,q@) +2 ; ooz(m))
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olarak bulunur.o

4.2 Ornek : H,3, genellestirilmis Hecke grubunun Hj 5, komiitator alt

grubunun iireteglerini ve grup gosterimini bulalim. Burada bolim grubu;

' T? =83 =W*=(TSW)> =,
H2,3,4/H2,3,4 = <T' S,w ( ) >

TS =ST, TW =WT,SW =WS

bi¢imindedir.

Boliim grubu igin ), Schreier transversali;

I,T,S,S?W, W2, W3,TS,TS?, TW,TW?,TW?3,SW,SW?2SW3, }

2= {SZW,52W2,52W3,TSW, TSW?2 TSW3,TS*W,TS*W?2,TS?W?3

olarak seg¢ilirse, Reidemeister-Schreier metoduna gore tiim ¢arpimlar;

ILT.(T) =1

T.T.(D1=1

S.T.(TS)™' = STS™T
S2.T.(TS?)"! = S2TS2T
W.T.(TW)™! = WTW-1T
W2.T.(T W2)~t = W2TW 2T
W3 .T.(TW3)™t = W3TW=3T
TS.T.(S)~! = TSTS!
TS2.T.(S%)~! = TS2TS~2
TW.T.(W)~t = TWTW 1

TW2.T.(W2)~t = TW2TW 2
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TW3.T.(W3)~L = TW3TW 3
SW.T.(TSW)™L = SWTW-1s-iT-1
SW2.T.(TSW?)~! = SW2TW-2S-1T
SWE.T.(TSW3)~! = SW3TW-3s-1T
S2W.T.(TS*W)~t = S2WTW-1S-2T
S2W2.T.(TS?W?)~t = S2W2TW-2S2T
S2W3.T.(TS?W3)~t = S2W3TW-352T
TSW.T.(SW)~! = TSWTW 151
TSW2.T.(SW2)~1 = TSW2TW 251
TSW3.T.(SW3)~1 = TSW3TW 351
TS2W.T.(S2W)~! = TS2WTW 152
TS2W2.T.(S2W?2)~t = TS2W2TW 252

TSZW3.T.(S?W3)~1 = TS2W3TW 3572

1.S.() =1
T.S.(TS) ™' =1
S.5.(S3)t=1
$2.5.(D =1

W.S.(SW)™t = wSWw-1s-1
W2.S.(SW?)~t = w2sw-2s5-1
W3.S.(SW3)"t = w3sw-3§-1

TS.S.(TS?) 1 =1
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TS2.S.(T)t =1

TW.S.(TSW)~* = TWSTW ~1§-1T
TW2.S.(TSW?)~! = TW2SW-2§-1T
TW3.S.(TSW3)~! = TW3SW-3§-1T
SW.S.(S2W)~1 = SWSW 152
SW2.S.(S2W?2)~t = SW2SW 252
SW3.S.(S2W3)~1 = SW3sW 352
S2W.S. (W)™t = SZWsw 1
S2W2.S.(W?)~t = SZW2SW 2
S2W3.S.(W3)~t = SZW3SW 3
TSW.S.(TS?W)~! = TSWSW-1S-2T
TSW2.S.(TS2W?)~1 = TSW2SW~2§-2T
TSW3.S.(TS2W3)~1 = TSW3SW3S-2T
TS2W.S.(TW)~! = TS2WSW 1T
TS2W2.S.(TW?)~! = TS2W2SW 2T

TS*W3.S.(TW3)™1 = TS?W3SW 3T

LW.W)™t=1
T.W.(TW) ™' =1
SW.(SW) =1
S2W.(S2W)™) =1

W.W. (WA t=]

48



w2 w. (w3 l=1]
w3 w.(D1=1
TS.W.(TSW)™ 1 =1
TS2.W.(TS?W) 1 =1
TW.W.(TW?)™ 1 =]
TW2.W.(TW3) 1 =1
SW.W.(SW?) ™t =]
SW2.W.(SW3) 1 =]
SW3.W.(S) =1
SZW.W.(S2W?) t =]
SZW2ZW.(S2W3) 1 =]
SZW3. W.(§H) =1
TSW.W.(TSW?)"t =]
TSW2.W.(TSW3) 1 =1
TSW3.W.(TS)™ 1 =1
TS?W.W.(TS?W?)"1 =]
TS2W2.W.(TS*wW3) 1 =]
TS2W3.W.(TS?) 1 =1
olur.

H; 3, grubunun 3pq —2p — 2q + 1 formiilinde, p = 3 ve q = 4 yerine

yazarsak, 23 tane tireteg elde etmis oluruz. Bu tiretegler;
[T) S]) [TI Sz]l [TI W]I [TI Wz]l [TI W3] [Sl W]J [SJ Wz]) [SP W3]P [SZP W]F [SZF WZ]’ [52’ W3]’
[TS,W],[TS,W?],[TS,W?3],[TS? W],[TS? W?],[TS?, W?3],[T,SW],[T,SW?],[T,SW?3],
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[T,S?W],[T,S?W?],[T,S*W?3] olarak bulunur.

Ayrica bu normal alt grubun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliini

kullanalim.

H,3, grubunun simgesi (0;2,3,4,0) ve Hj;, grubunun simgesi

(g'; @) olmak iizere Riemann-Hurwitz formiiliinde yerine yazarsak,

2.9' - 2+2.(1- 2)

24 = 1 1 1
20-24+41—-+1—-4+1—-+4+1-—

2 3 4

1

o

buradan; g’ = 11 elde edilir. H; 5 , grubunun simgesi
(11;00(2))

olarak bulunur.

43  Ornek: 4.1 teoreme gore Hj 45 alt grubunun sunusunu bulalim.

Burada normal alt grup ile elde edilen boliim grubu;
Hyas/Hpys = (T,S,W|T2 = S* = WS = I,TS = ST, TW = WT,SW = WS)
bigimindedir.

Boliim grubu igin Schreier transversali;

1,T,S,S% 83 W, W2 W3, WH* TS, TS? TS3, TW, TW? TW3, TW*, SW,SW?2,
z= SW3,SW*,S2W,S?W?2,S?W3,S2W*,S3W,S3W?2,S3W3,S3W*, TSW,TSW?,
TSW3, TSW*, TS?W,TS*W?2,TS?W3,TS?W* TS3W,TS3W?2,TS3W3,TS3w*
seklinde elde edilir.

Artik Reidemeister-Schreier metodunu uygulayabiliriz.
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ILT.(T)y =1

T.T.(N"t=1

S.T.(TS)™! = STS™'T

S2.T.(TS?)"! = S2TS2T
S3.T.(TS3)! = S3TS3T
W.T.(TW)™! = WTW™1T
W2.T.(TW?)™t = W2TW 2T

W3 .T.(T3)™t = W3TW=3T
W*.T.(TW*™t = WATW 4T
TS.T.(S)"! = TSTS™1

TS2.T.(S?)™1 = TS2T2
TS3.T.(S3)~1 = TS3T3
TW.T.(W)™1 = TWTW ™1
TW2.T.(W?)™t = TW2TW 2
TW3.T.(W3)™t = TW3TW 3
TW4T.(W*)™t = TW*TW—*
SW.T.(TSW)™ = SWTW ~1§-1T
SW2.T.(TSW?)™1 = SW2TW ~2§~1T
SW3.T.(TSW3)~1 = SW3TW3§-1T
SW*.T.(TSW*)™1 = SW*TW ~4S-1T
S2W.T.(TS?W)~! = SZWTW ~1S~2T

S2W2.T.(TS?W?)~! = SZW2TW ~2§~2T
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SZW3.T.(TS?W3)~t = SZW3TW-3§~2T
SZWH.T. (TS2W*)~t = SZWATW 42T
S3W.T.(TS3W)~t = SSWTW-1S-3T
S3W2.T.(TS3W?2)~t = SSW2TW-2§-3T
S3W3.T.(TS3W3)~t = SSW3TW—3§~3T
S3W*.T.(TS3W*)~t = SSWATW—4S—3T
TSW.T.(SW)~1 = TSWTW 151
TSW2.T.(SW2)~1 = TSW2TW 251
TSW3.T.(SW3)~1 = TSW3TW 351
TSW4.T.(SW*)~1 = TSWTW 451
TS?W.T.(S2W)~t = TS2WTW ~15-2
TS2W2.T.(S2W?2)~t = TS2W2TW 252
TS2W3.T.(S2W3)~t = TS2W3TW 352
TSZW4.T.(S2W*)~t = TSZWATW ~*S~2
TS3W.T.(S2W)~t = TS3WTW 153
TS3W2.T.(S3W?2)~t = TS3W2TW 253
TS3W3.T.(S3W3)~t = TS3W3TW 353

TS3WHAT.(S3WH) L =TS3WATW 4573
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1.S.(S)t=1

T.S.(TS) ' =1
S.S.(S)t=1
§2.5.(S3) =1
S3.S.(Dt=1

W.S.(SW)™t = wsw-1s-1
W2.S.(SW?)t = w2sw-2s-1
W3.S.(SW3™1 = wisw-3s-1
W*.S.(SWH™1 = wisw—4s-1
TS.S.(TS?) 1 =1

TS2.S.(TS3) 1 =1

TS3.S.(T) 1 =1

TW.S.(TSW)~t = TWSTW~1S-1T
TW2.S.(TSW?)~1 = TW2SW=2S-1T
TW3.S.(TSW3)~1 = TW3SW=3S-1T
TW*.S.(TSW*)~1 = TWSW—4S-1T
SW.S.(S2W)~t = SWSW 152
SW2.S.(S2W?2)~1 = SW2SW 252
SW3.S.(S2W3)~1 = SW3SW 352
SW*.S.(S2W*)~1 = SWASW 452
S2W.S.(S3W)~L = SZWSW 1S53

S2W2.S.(S3W?)~1 = SEW2sw 253
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S2W3.S. (S3W3)~1 = SW3SW 353
S2W*.S. (S3W*)~1 = SEWASW 4S5 -3
S3W.S. (W)L = S3Wsw -1

S3W2.S. (W2)~1 = S3W2sw 2

S3W3.S. (W31 = S3w3sw3

S3W*.S. (WH™! = S3wesw
TSW.S.(TS?W)~1 = TSWSW ~1S—2T
TSW2.S.(TS?W?)~1 = TSW2SW ~2S2T
TSW3.S.(TS?W3)~1 = TSW3SW~3§~2T
TSW*.S.(TS2W*)~1 = TSW*SW —4S—2T
TS2W.S.(TS3W)~1 = TS2WSW~1§~3T
TS2W2.S.(TS3W?2)~1 = TS2W2SW~2S-3T
TS2W3.S.(TS3W3)~1 = TS2W3SW35-3T
TS2W*.S. (TS3W*)~1 = TS2ZWASW4S-3T
TS3W.S.(TW)~! = TS3SWSW 1T
TS3W2.S.(TW2)~! = TS3W2SW 2T
TS3W3.S.(TW3)~! = TS3W3SW 3T

TS3W*S.(TW*) 1 =TS3W*SW T

LW.(W) =]
T.W.(TW) =1

SW.(SW) =1
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SZW.(S2W) L =1
S3W.(S3W) L =1
W.W. (W3t =]
W2.w. (W3 t=]
W3 W. (WH =]
W W.(Dt=1
TS.W.(TSW)™t =1
TS2.W.(TS!W) 1 =1
TS3.W.(TS3W) 1 =1
TW.W.(TW2)~ ! =]
TW2.W.(TW3) ! =]
TW3.W.(TW) 1 =1
TWAW.(T) 1 =1
SW.W.(SW2) 1 =]
SW2.W.(SW3) 1 =]
SWE.W.(SWH™t =1
SWEW.(S) 1 =1
S2W.W.(S2W?)t =]
S2WE.W.(SPWH) L =]
S3W.W.(S3W?)"t =]
SSW2.W.(S3W3)l =]

S3W3.W.(S3WH 1t =]
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SIWAW.(SH) =1
TSW.W.(TSW?)™1 =]
TSW2. W.(TSW3) =1
TSW3.W.(TSW*)™ 1 =1
TSW*W.(TS)™t =1
TS?°W.W.(TS?W?)"1 =]
TS?°W.W.(TS?W?)"1 =]
TS2W2. W.(TS*W3) 1 =1
TS2W3.W.(TS*W*) 1 =1
TS2W* W.(TS?) 1 =1
TS3W.W.(TS3w?) 1 =]
TS3W?2. W.(TS3w3) 1 =1
TS3W3. W.(TS3w*) 1 =1
TS3W* W.(TS?) 1 =1
olur.

H; .5 grubunun 3pq —2p — 2q + 1 formiiliinde, p = 4 ve q =5 yerine

yazarsak 43 tane tireteg elde etmis oluruz. Bu tiretegler;

[T,S1,IT,S?L [T, S°) [T, W], [T, W2, [T, W3, [T, W, [S, W], [S, W?],[S,W?], [S,W*], [S? W],
[S2,W?2],[S%, W3], [S2, W*],[S3, W], [S3,W?2],[S3, W3], [S3, W*],[TS, W], [TS,W?],[TS, W3],
[TS,W*],[TS?, W], [TS?,W?],[TS? W3],[TS?,W*],[TS3, W], [TS3 W?2],[TS3, W3], [TS3 W*]
[T, SW],[T,SW?2],[T,SW?3],[T,SW*],[T,S*W], [T, S*W?2],[T,S*W?3],[T,S*W*],[T,S3W],

[T,S3W?2],[T,S3W?3],[T,S3W?3] olarak bulunur.
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Ayrica bu normal alt grubun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliini

kullanalim.

H,,s gQrubunun simgesi (0;2,4,5,0) ve H;,s grubunun simgesi

(g'; @) olmak iizere Riemann-Hurwitz formiiliinde yerine yazarsak,

2.9/ - 2+2.(1- 2)
40 = 1 1 1 1
2.0—2+1—5+1—Z+1—E+1—;

g’ = 21 elde edilir. H; 4,5 grubunun simgesi

(21; 0@)

olarak bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu kisimda c¢alisma siiresince bulunan sonucglarin &zeti verilecek ve

gelecekte neler yapilabileceginden bahsedilmistir.

Genellestirimis Hecke gruplari, Hecke ve genel Hecke gruplarinin bir
genellemesi oldugundan ¢alismadaki sonuglar, 6zel hallerde (p=2 iken), Hecke ve

genel Hecke gruplari i¢in olan sonuglarla ¢akisir.

Tezin tglincti boliimiinde H, ,, , genellestirilmis Hecke gruplarmin kuvvet alt
gruplarinin iretegleri, simgesi ve grup gosterimleri bulunmustur. Bulunan bu
sonuglar p, q sayilarinm tek veya ¢ift olusuna goére birbirinden farkli boliim gruplari
elde edilmis ve m. derece kuvvet alt gruplarinin grup sunuslar1 ve simgeleri elde
edilmistir. Bu incelemede H3, ,, p Ve q cift iken sadece m = 2 igin hesaplanabildigi

sonucuna ulagilmustir.

Tezin dordiincti bolimiinde H,,, genellestirilmis Hecke gruplarmin
komiitator alt gruplarinin iiretegleri, simgesi ve grup gosterimleri elde edilmistir.
Burada p ve q sayilarmin tek veya ¢ift olusuna gore simgeleri bulunmustur. Ayrica

genellestirilmis Hecke gruplarmin komiitator alt gruplarmin cinsi hesaplanmastir.

Tezde bulunan sonuclar ve literatiirdeki ¢alismalar dikkate alinarak ileride

yapilabilecek ¢aligsmalar igin Oneri ve agik problemler asagida belirtilmistir.

Ugiincii bdliimde bulunan kuvvet alt gruplarinm komiitatdr alt gruplari
incelenebilir. Ayrica burada c¢alisilan gruplara yansima donisiimii eklenerek
genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplari elde edilerek, bunlarin kuvvet ve

komiitator alt gruplar1 ¢alisilabilir.

Ayrica burada ¢alisilan 2, p ve q mertebeli 3 devirli grubun serbest ¢carpimina
izomorf olan gruplar yerine p; = 2 mertebeli n tane n > 3 devirli grubun serbest
carpimma izomorf gruplar caligilabilir. Bu gruplarm kuvvet ve komiitator alt
gruplarmin iiretecleri, simge ve sunuslar1 ve bu alt gruplar arasindaki iligkiler

bulunabilir.
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