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OZET

KUVVETSEL DARALMALAR ILE SABIT NOKTA TEORIiSi UZERINE
YUKSEK LiSANS TEZi
YAGMUR YILMAZ
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANA BILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. NIHAL TAS)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2026
Toplam bes ana basliktan meydana gelen bu tezde, metrik uzaylar baglaminda rasyonel
yapili kuvvetsel daralma doniisiimleri temel alinarak bir dizi sabit nokta sonucu ortaya

konmus ve dogrulugu kanitlanmistir. Teorik ¢ercevede ulasilan bu bulgular, literatiirdeki
bosluklar1 dolduracak nitelikteki 6zgiin 6rneklerle somutlastirilarak pekistirilmistir.

Bu tezde birinci boliim literatiir 6zetinin ve ¢aligsilan konunun tarihgesinin verildigi giris
bolimadar.

Ikinci béliimde, bu tez ¢alismasinda kullanilan temel kavramlara yer verilmistir.

Ugiincii béliimde, metrik uzaylar iizerinde cesitli rasyonel formda kuvvetsel daralmalar
tanimlanip, bu daralmalar kullanilarak sabit nokta sonuglari elde edilmistir.

Dordinct bolumde, metrik uzaylar biinyesindeki sabit nokta kuramina geometrik bir
perspektif kazandirmak amaciyla, literatiire 6zgiin sabit disk bulgular1 kazandirilmstir.

Besinci boliim ise sonug ve dneriler boliimiidiir.

ANAHTAR KELIMELER: Kuvvetsel daralma, metrik uzay, sabit disk, sabit nokta

Bilim Kod / Kodlar1 : 20405 Sayfa Sayist1 : 52



ABSTRACT

ON FIXED POINT THEORY WITH INTERPOLATIVE CONTRACTIONS
MSC THESIS
YAGMUR YILMAZ
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. NIHAL TAS )
BALIKESIR, JUNE - 2026
This thesis, consisting of five main chapters, establishes and proves a series of fixed point
results by employing rational-type interpolative contraction mappings within the
framework of metric spaces. These findings, obtained within a theoretical context, are

further substantiated through original examples that serve to bridge existing gaps in the
literature.

In this thesis, the first chapter is the introduction, where the literature review and the
history of the subject matter are presented.

The second chapter includes the fundamental concepts used in this thesis.

In the third chapter, various interpolative contractions in rational form on metric spaces are
defined, and fixed point results are obtained using these contractions.

In the fourth chapter, in order to provide a geometric perspective to fixed point theory
within the framework of metric spaces, original fixed-disc findings are introduced to the
literature.

The fifth chapter is the conclusion and suggestions section.

KEYWORDS: Interpolative contraction, metric space, fixed disc, fixed point
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SEMBOL LiSTESI

: Dizi
: Tiim karsilastirma fonksiyonlarinin sinifi
: TUm (c) —karsilastirma fonksiyonlarinin sinifi

Fix(x) . x fonksiyonunun sabit nokta kiimesi

p) : Metrik Uzay
j

e F T

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

C. . . & merkezli p yarigapli cember
D, . . &, merkezli u yarigaplh disk
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Tas’a en icgten tesekkiirlerimi sunarim. Tez siirecinin planlanmasindan tamamlanmasina
kadar gecen slirecte gOstermis oldugu sabir, anlayis ve yonlendirmeleri i¢in kendisine
minnettarim. Akademik birikimi ve rehberligi, bu ¢alismanin sekillenmesinde biiyiik rol
oynamistir.
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ederim. Onun gozlerindeki umut ve sevgisi, bu zorlu yolculukta bana her giin yeniden
devam etme cesareti vermistir.
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1. GIRIS
Matematiksel analizin en temel ve uygulama alani en genis dallarindan biri olan sabit

nokta teorisi, bir & fonksiyonu igin x& =& denklemini saglayan & noktalarinin varligini,

tekligini ve bu noktalara ulasma ydntemlerini inceler. Bu teorinin temelleri, 1922 yilinda
Stefan Banach tarafindan ortaya atilan ve literatiirde “Banach Daralma Ilkesi” olarak
bilinen ¢aligma ile atilmistir [1]. Banach’in bu teoremi, tam bir metrik uzay tizerindeki her
daralma donilisiimiiniin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu garanti eder ve bu noktaya
ardisik yaklasimlar yontemiyle nasil ulasilacagini gosterir. Banach’tan sonra sabit nokta
teorisi, daralma kosullarinin esnetilmesi ve farkli uzay yapilarinin tanimlanmasiyla hizla
gelismistir. 19601 ve 70'li yillarda matematik¢iler, rasyonel ifadeler iceren daralma
kosullari {izerine yogunlasmslardir. Ozellikle Jaggi [2], Dass-Gupta [3] ve Barada [4] gibi
arastirmacilar, klasik daralma kosullarim1 rasyonel fonksiyonlarla birlestirerek yeni
teoremler gelistirmislerdir. Bu tiir rasyonel formdaki daralmalar, fonksiyonun davranisini

daha esnek bir sekilde analiz etmeye olanak tanir.

Literatiirdeki bir diger onemli doniim noktasi, 1969 yilinda Meir ve Keeler tarafindan

tanmimlanan “Meir-Keeler tipi daralma” kavramidir [5]. Bu kavram, klasik daralma sabitini

(5, o ) tipi bir stireklilik kosuluyla degistirerek teoriyi daha genel bir boyuta tagimistir. Son

yillarda ise bu geleneksel yaklagimlar, “kuvvetsel” yaklasimlarla birlestirilmistir.
Karapinar tarafindan literatiire kazandirilan bu yaklagim, sabit nokta sonuglarini elde

ederken metrik degerlerin kuvvetlerini kullanarak daha genel bir ¢ergeve sunar [6].

Ayrica, sabit nokta teorisine son yillarda eklenen dikkat ¢ekici bir perspektif de geometrik
yaklagimlardir. Klasik teoride odak noktasi genellikle fonksiyonun sabit biraktig1 tek bir
“nokta” iken; Ozgiir ve Tas’in galismalariyla birlikte, fonksiyonun sabit biraktigi “disk”

D, . veya “cember” C, — gibi geometrik yapilar da incelenmeye baslanmistir [7-10]. Bu

baglamda “sabit disk” ve “sabit ¢ember” teoremleri, metrik uzaylarin geometrik

Ozelliklerini anlamada kritik bir rol oynamaktadir.

Bu tez calismasi, yukarida Ozetlenen tarihsel siiregten hareketle; Dass-Gupta, Jaggi ve
Barada tipindeki daralma kosullarini rasyonel ve kuvvetsel formda yeniden tanimlayarak,
metrik uzaylar iizerinde yeni sabit nokta ve sabit disk sonuglari elde etmeyi

amagclamaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez ¢calismasi boyunca yardimct olacak temel kavramlara yer verilecektir.

Tanmm 2.1. A= ve x: A — A bir fonksiyon olsun.

KG=¢

esitligini saglayan bir £ € A elemanma x fonksiyonunun bir sabit noktasi denir. Bir x

fonksiyonunun sabit nokta kiimesi Fix(x) ile gosterilir [11,12].

Ornek 2.2. A=R olsun. x:R —R fonksiyonu her éeR igin x&=7E+5 seklinde

tanimlansin. Bu durumda

K§=§:>7§+5=§:>6§=—5:>§:_%

ve bdylece

elde edilir.

Ornek 2.3. A=R olsun. x:R — R fonksiyonu her £eR igin &&= &> +3£+5 seklinde

tanimlansin. Bu durumda

KE=E=E43645=¢E=E242645=0
A=-16<0

ve boylece

%)

Fix(x)

elde edilir.



Ornek 2.4. A=C olsun. x:C — C fonksiyonu her £eR icin &€ =&*+3£+5 seklinde
tanimlansin. Bu durumda

KE=E= E +3E+5=E= 2+ 28 +5=0

A=-16
24/
&, :ﬂ:—li 2i
‘ 2

& =-1+2i

& =-1-2i
ve bdylece

Fix(«)={-1+2i,-1-2i}
elde edilir.

Tamm 2.5 A bostan farkli bir kiime ve p:AxA—)[O,oo) fonksiyonu verilsin. Her
E,weA igin

(M,) p(é0)=0¢=0,
(M;) p(& 0)=d(o,9),
(My) p(&w)<d(&0)+d(v,0)

yo,
P

kosullar1 saglamyorsa o fonksiyonuna metrik, (A, p) uzayma da metrik uzay denir
[12,13].

Tamm 2.6. A =R kimesi ve p:AxA — A fonksiyonu verilsin.
p(éo)=|¢-ql

Metrigi varsa, (A, p) uzayma alisilmis metrik uzay denir [14].



1,

0 ayrik metrigi verilsin.

Ornek 2.7. A=R ve A kiimesi (izerinde pA(f,a)):{

¢ =10 ve w=5 olsun. Bu durumda

p(& w)=p(10,5)=[10-5=5ve p, (&, @)= p,(10,5)=1

elde edilir. Sonu¢ olarak, herhangi bir bostan farkli A kiimesi tizerinde farkli metrik
tanimlanabilir ve metrik kavrami degistik¢e uzaklik da degisir.

Tanmim 2.8. (A, p) bir metrik uzay, & e Ave {&,} < A bir dizi olsun. Eger
Ve>0icin 3ny(e)eN,Vn>ny(e)= p(&,.&)<e
ise {&,} dizisine & noktasmna yakinstyor denir.
lims, =& veya £ — &
seklinde gosterilir [11].
Tamim 2.9. (A, p) bir metrik uzay ve {&,} < A bir dizi olsun. Eger
Ve >0 icin Any(e) e N,vn,m>ny(e) = p(&,.6,) <€
ise {&,} dizisine bir Cauchy dizisi denir [11].

Tanmm 2.10. (A,p) bir metrik uzay olsun. Eger bu uzayda alinan her Cauchy dizisi
yakinsak ise (A, p) metrik uzay1 tamdir denir [11].

Tamm 2.11. Eger ¢:[0,00) —[0,00) fonksiyonu artan ve herhangi bir t<[0,0) igin

n— o iken ¢"(t)—>0 ise ¢ fonksiyonuna bir karsilastirma fonksiyonu denir. TUm
¢:[0,00) —>[0,0) karsilastirma fonksiyonlarmin smifi @ ile gosterilir [15].

Lemma 2.12. [15] Eger ¢:[0,00) —[0,0) fonksiyonu bir karsilastirma fonksiyonu ise bu
durumda



(1) k>1 icin ¢ nin her ¢ iterasyonu da bir karsilastirma fonksiyonudur.
(2) ¢ fonksiyonu O noktasinda siireklidir.
(3) Herhangi t >0 igin ¢(t) <t dir.

Not 2.13. ¥ smufi herhangi t >0 icin w", y ’nin n. iterasyonu olmak tzere
Zl/ln(t) <0
n=1

olacak sekilde tim y :[0,00) —[0,00) azalmayan fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Eger

® < ¥ ise bu durumda y € ¥ ve herhangi t >0 igin w(t) <t oldugu agiktir [16].

Her w ¥ fonksiyonuna bir (c)—karsilastirma fonksiyonu denir. Eger y bir (C)-
karsilastirma fonksiyonu ise bu durumda herhangi t >0 i¢in y(t) <t ve w(0) <0 dir [17].

Tamm 2.14. (A, p) bir metrik uzay olsun. A kiimesi tizerinde
C..={¢erip(&&)=u)
kiimesine &, merkezli g yarigapli gember denir. [8].

Ornek 2.15. A=R alisilnis metrik uzayinda p(f,a)):|§—a)| metrigi verilsin. Bu
durumda A Uzerinde birim gember

Cou={¢eR:ip(£0)=1}={feR:|£-0=1}={ceR:|f|=1}={-11}
seklinde elde edilir.

Tamm 2.16. (A, p) bir metrik uzay olsun. A kiimesi tizerinde

D, ={&ea:p(£:4) < uf

kumesine &, merkezli u yarigaplh disk denir [9-10].

10



Ornek 2.17. A=R alisilmis metrik uzayinda p(f,a))=|§—a)| metrigi verilsin. Bu
durumda, A kiimesi Gzerindeki birim disk

Dy, ={&eR:p(&0)<l}={seR:|E-0]=1} ={&eR:|& <1} =[-11]
seklinde elde edilir.

Tamm 2.18. (A,p) herhangi bir metrik uzay, «:A — A bir fonksiyon ve C, , bir cember
olsun. Her £eC, , icin k& =¢ oluyorsa, C. , cemberine x fonksiyonunun bir sabit
cemberi ya da « fonksiyonu C, , cemberini sabit birakiyor denir [8].

Ornek 2.19. A=R, p(&, @) =|é - | metrigi ile alisilmis metrik uzay olsun.

Cz,z:{é:ER:P(é,Z):2}={§€RZ|§—Z|:2}:{O,4}

ve

olsun. Buradan
Fix(x)=[0,0)
ve
k0=20=0, xk4=4
elde edilir. Bu durumda, C,, ¢emberi x fonksiyonunun bir sabit cemberidir. Ayrica
C,, c Fix(x)=C,, ={0,4} < Fix(x)=[0,)

elde edilir.

11



Tamm 2.20. (A, p) bir metrik uzay ve x:A — A bir fonksiyon olsun. Her £ e D, , igin

& =x¢ oluyorsa D, , diskine x fonksiyonunun bir sabit diski denir [9-10].
Ornek 2.21. A=R, p({,‘, a)) = |§ - a)| metrigi ile alisilmis metrik uzay olsun.

D,,={feR:p(£2)<2}={feR:|£-2<2}=[0,4]

ve

olsun. Buradan
Fix(x)=[0,)
elde edilir. Bu durumda, D,, diski x fonksiyonunun bir sabit diskidir. Ayrica
D,, « Fix(x)= D,, =[0,4] < Fix(x)=[0,)

elde edilir.

12



3. RASYONEL FORMDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu bolimde bazi kuvvetsel daralmalar tanimlanip, bu daralmalar kullanilarak sabit nokta
sonuclar1 elde edilecektir.

3.1 Dass-Gupta Formunda Sabit Nokta Sonuglar:

Tanmmm 3.1.1. (A,p) bir metrik uzay ve x:A— A bir fonksiyon olsun. Eger her
&, e A\ Fix(x) igin asagidaki kosulu saglayacak sekilde y € (0,1) var ise bu durumda x
fonksiyonuna bir rasyonel Dass-Gupta formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma denir.

Verilen ¢ >0 igin,

plo, ko) (1+p(§,l<§))j”
1+ p(¢, @)

m@,w):(p(g,w))y[

olmak uzere
<R, w)<e+0 = p(ké kw) < &
olacak sekilde 6(&) >0 vardir [17].

Lemma 3.1.2. (A, p) bir metrik uzay ve x:A — A fonksiyonu A (zerinde bir rasyonel
Dass-Gupta formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda

P&, ko) <R(&, w)
dir [17].
Ispat. Hipotezden, verilen ¢ >0 icin
ESNR(E,w)<e+0= p(ké, kw) < &
olacak sekilde bir 6(¢&) >0 vardir. Buradan,
p(ké, k) < e <R(E, 0) = p(ké, kw) < R(E, w)

elde edilir. O

13



Teorem 3.1.3. (A, p) bir tam metrik uzay ve «x:A— A fonksiyonu A Uzerinde bir

rasyonel Dass-Gupta formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda, «
fonksiyonunun bir sabit noktas1 vardir [17].

Ispat. £ € A herhangi bir nokta ve her k e N igin {&} dizisi

S =K& 4 = kao

seklinde tanimli olsun. Her k e NuU{0} i¢in & # &, ., oldugunu kabul edelim. Eger degilse,

ék,, = §k0+1 = kao

olacak sekilde en az bir k, e NU{0} vardir. Bu durumda &, noktast x fonksiyonunun

bir sabit noktasi olur ve ispat biter.

Simdi p(x&, kw) < R(&,w) esitsizligini kullanalim. Burada, & =&, , ve @=¢&, olsun. Bu
durumda

P& ) = P(Ké:k—l,’fgk)
<R 1, ¢0)

= (p(gk—li ng))y[

p(fk,zcék)(up(skm«f“))j”
1+ p(é:k—l’ ":Zk )

_ ¥ p(§k7§k+l)(1+ p(gk—l’ék))jl_y
(p(é:k—l’é':k)) ( 1+ p(&car &)

= (P& &)Y (P )

elde edilir. Buradan,

P& ben) <(PELE)Y (PE &)

- (pfégk%§k3l))l_7 <(p(&sd))

= (P& &))" < (P& L))
= (P(fk ' §k+1))7 < (p(é:k_p gk))y

olur. Boylece

14



P& Gn) < P& &)

esitsizligi elde edilir. Bu da { p(fk,§k+l)} dizisinin kesin azalan oldugunu gosterir. Diger
taraftan, her k e N {0} igin

P(SiGia) >0

oldugundan {p(&,,&,.,)} dizisi yakinsaktir ve bdylece
l!m P& Ska) =1

olacak sekilde bir />0 noktas1 vardir. /=0 oldugunu iddia ediyoruz. Tersine, />0
oldugunu kabul edelim. ¢ = /¢ alalim. Hipotezden,

C<R(E 4, 6) < £+5(€) = p(Kg, 4 k&) </

olacak sekilde &(¢)>0 sayisi vardir. Diger taraftan, 5(¢) >0 sayis1 igin

P& Ea) o1

oldugundan, herhangi k > N igin

£<p(& &a) <R(E 1 E)

_ y p(é:k!’(fk)(l'F P(gk—llmfk—l))j_y
(P(fk—l’fk)) ( 1+ p(¢ 1,6

p(ék,ék+l>(1+p(ék1,<§k))]”
1+ p(fk—ll gk)

= (P, &) (P &)
< p(&a &)< 54‘5(5)

= (p(‘fk—hé:k))y(

olacak sekilde N e N bulabiliriz. Buradan, her k > N igin

P& x8) = p(&, &) <

15



elde edilir. Bu ise, /< p(&,,¢&,.,) ile gelisir. O halde
lmp(gk’§k+l) =(=0
olmalidir. Simdi {fk} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Lemma 3.1.2’den,

P&, &) = p(x& 4,18 ) = p(rg 1, Kk, 4)
<R(& 4, 8c0)

=(p(G1é0)) (

p(é.wcf.1)(1+p<§k1,r<§k1))]”
1+ p(&y &)

p(&1.¢) (1+ P&y gk))j_y

=(p(& é:k—l))y( 1+ p(&1.E)

elde edilir. k,I -« iken p(¢ ;,¢&)— 0 oldugundan,

p(&.é)—0

olur. Bu durumda, {&,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Tamlik hipotezinden,

lI(im & =¢&
olacak sekilde & € A vardir ve ayrica
Eim K6 =&

oldugu elde edilir. Simdi, & noktasmm x fonksiyonunun bir sabit noktasi oldugunu

gosterelim. Tersine x&* # & oldugunu kabul edelim.

16



0<p(&" x57)

<p(& &)+ o6 KE)
=p(&", &) + P& KET)
<p(& &) + RS

1-y

o[ P& kE) 1+ P& KE))
l+p(§*’§k)

=p(&" &) +(p(é:k ' ‘f*))

olur ve k > «o iken

0<p(& &) <0

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Sonug olarak,

olmalidir, yani & noktas1 x fonksiyonunun bir sabit noktasidir. o

Ornek 3.1.4. [17] A=[1,») ve p:AxA —[0,:) fonksiyonu her &, e A igin

max{{,w} , E#*w

p@&@z{ 0 fmo

seklinde tanimli olsun. Bu durumda, (A,p) bir metrik uzaydir. Ayrica, x:A—>A
fonksiyonu her &£ e A igin

, £el12]

1
Ké‘:% , §e(2,oo)

seklinde tanimlansin. Simdi, asagidaki durumlar altinda x fonksiyonunun rasyonel Dass-

Gupta formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma oldugunu gosterelim:

Durum 1: &, e[1,2] olsun. Bu durumda,

p(xé kw)=pLL))=0<¢

17



her zaman saglanir.

Durum 2: &,w e (2,0) olsun. Bu durumda,

p(x, kw) =p(%,%)=0< £

her zaman saglanir.

Durum 3: ¢ €[1,2],w €(2,0) olsun. Bu durumda,

p(é’a)) = maX{g,a)} =,
p(E x&E) =max{&, k&) =max{&,1}

g,

plo, kw) = max{w, kw} = max {a),

N
Hr_/
Il
S

p(x&, kw) = max {Ké:, Ka)} = max {1, %} =1,

ve
k) (1+ p(&, 7
R(E @) = (€, @) (P(w ko) (L+ p(& Ké))J
1+ p(&, w)
= (a’(1+ 9) jly _ oo (14 &) _o(l+ &)~
1+w (1+ a))l_7 (1+a))1_;,
elde edilir.
4 =% olsun. O halde
1+¢

SR((;:,G)):(O m

ve
1<R(,0)<w

olur.
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Durum 4: £ e(2,),w €[1,2] olsun. Bu durumda,

,0(5,60) = maX{f,a)} :é:a
p(&, x&E) =max {&, k) = max {5%}

g,

p(, kw) = max {a), Ka)} = max{a),l} = o,

p(k&, ko) = max{lcf, Ka)} = max {%1} =1,
ve
&) (L+ p(&,x&)) Y
RE @) = (p(E.0) (p (@ ro) L+ ple ’“’E))J
1+ p(S, o)
=égy(a)(1+ §)jl_7 _ o & (1+ &) _
1+¢ (1+&)
elde edilir.
1
y == olsun. O halde
2
R 0) = éo
ve
1<R(E, w) <28 <&
olur.

@ (£ yada w) e(2,00) alahm. &(g) sayisim

o—-¢ , 21
o(e)=
0 , <1

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

1<R¢,w)<e+m—-c=w
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oldugundan
p(é, kw) <1

elde edilir. Sonug olarak x fonksiyonu rasyonel Dass-Gupta formunda kuvvetsel Meir-
Keeler daralmadir. Ayrica, x« fonksiyonu

p(ié, kw) <R(, w)
esitsizligini de saglar. Clinki,
p(k& kw) =1<R(&, w) <@

dir. Teorem 3.1.3°den, « ilgili fonksiyonu, yalnizca bir sabit noktaya sahip olup bu nokta
& =1 olarak belirlenmistir.

Tanmm 3.1.5. (A, p) bir metrik uzay ve x:A — A bir fonksiyon olsun. Eger &, @ e A igin
asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde w eV ve g/e[O,l) varsa bu durumda «

fonksiyonuna A Uzerinde bir rasyonel Dass—Gupta, formunda kuvvetsel Meir-Keeler
daralma denir:

Verilen ¢ >0igin
e<y (R, w))<e+6 = p(ké, kw) < e

olacak sekilde 6(g) >0 vardir [18].

Lemma 3.1.6. (A, p) bir metrik uzay ve x:A— A fonksiyonu A Uzerinde bir rasyonel
Dass —Gupta, formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda

plKE, k) <y (R(E, )
dir [18].

Ispat. Hipotezden, verilen & > 0 igin

20



e<y (R, w))<e+6 = p(ké, kw) <&
olacak sekilde bir d(&) > 0 sayis1 vardir. Buradan,
P, k) < £ <y (R(E,0)) = p(KE,x0) <y (R(E,0))

elde edilir. o

Teorem 3.1.7. (A, p) bir tam metrik uzay ve x:A— A fonksiyonu A (zerinde bir
rasyonel Dass—Gupta, formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Buna gore, x

fonksiyonunun en az bir sabit noktasinin varligi garanti edilmektedir [18].

Ispat. Her k >0 icin A de {&} dizisi

Sk = K&

seklinde tanimlansin. Eger baz1 K, igin

§k0 = §k0+l

ise bu durumda &, x nin bir sabit noktasidir. Her k e N i¢in

gk # §k+l

oldugunu kabul edelim. Her k € N igin
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P& &) = Pl K& ) = p(K&, 4, KE,)
< V/(m(gk—l’gk))

=y (p(fk1,§k))7['0(§k”{§k)(1+'0(§k1’K§k1))J ]

1+ p(&1:¢0)

P& &) (1+ ol (Y fk))]l_y
1+ p(&1: &)

= V/((p('fk—l' ék))y (,O(fk : é:"*1))177)
< (p(‘fk—l' & ))7 (,O(fk ' é:k*l))liy

=y (p(é:k—li é:k))y [

ve buradan
P& Sia) <P 1, 8) < p(Seai i)

elde edilir. Bu da {p(&,,&,,)} dizisinin kesin olarak azalan oldugunu gdsterir. Teorem
3.1.3°de kullanilan teknige benzer sekilde {ék} dizisi bir Cauchy dizisidir ve tamlik

hipotezinden bu {&} dizisi bir & noktasina yakisar. Sonug olarak, bu & noktast &

fonksiyonunun bir sabit noktasidir. o

3.2 Jaggi Formunda Sabit Nokta Sonuclari

Bu boliimde, Jaggi formunda daralmalar kullanarak yeni kuvvetsel daralmalar tanimlayip
bazi sabit nokta sonuglar1 elde edecegiz.

Tammm 3.2.1. (A,p) bir metrik uzay ve x:A—>A bir fonksiyon olsun. Eger her
&, 0 e A\Fix(x) i¢in asagidaki kosulu saglayacak sekilde y €(0,1) var ise bu durumda x
fonksiyonuna bir rasyonel Jaggi formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma denir.

Verilen ¢ >0 igin,

o e

olmak lizere

LI w)<e+0= p(ké kw)<e
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olacak sekilde (&) >0 vardir [18].

Lemma 3.2.2. (A, p) bir metrik uzay ve x:A — A fonksiyonu A (zerinde bir rasyonel
Jaggi formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda

p(ié, kw) < (£, )
dir [18].
Ispat. Hipotezden, verilen her & >0 igin
LI w)<e+0= p(ké ko)< &
olacak sekilde bir 6(¢) >0 vardir. Buradan,
p(é ko) < e < J(&,0) = p(ké, kw) < J(&, )
elde edilir.O

Teorem 3.2.3. (A,p) bir tam metrik uzay ve x:A— A fonksiyonu A (zerinde bir

rasyonel Jaggi formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda, «
fonksiyonunun bir sabit noktas1 vardir [18].

Ispat. & € A herhangi bir nokta ve her k e N igin {ék} dizisi
& = K& =K"E,

seklinde taniml olsun. Her k e NuU {0} i¢in & # &, ., oldugunu kabul edelim. Eger degilse,
Sy = Sk 1 = KGy,

olacak sekilde en az bir k, e NU{0} vardir. Bu durumda &, noktasi x fonksiyonunun

bir sabit noktasi olur ve ispat biter.

(S, kw) < (S, 0)

esitsizligini kullanalim. Buradan, & =¢&_, olsun. Bu durumda
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P& é) = P&, K& )
<J(&a i)

= (p(gk—l’ égk))y (

P& K&, ) (p(ék ) ka))jly
P&, é)

P& &) (p(gk ' §k+1))jly
P& 6i)

= (p(gk—l’ égk))y (P(‘:gk ' §k+1))17y

= (p(gk—l’ égk))y (

elde edilir. Buradan,

P& er) <(PELE)) (P &)

= (P&, &))" < (P60 &)
= (p(gk ’ §k+1))7 < (p(f:hl’ gk))y

olur. Boylece

P& ) <p(E i)

esitsizligi elde edilir. Bu da { ol (S +1)} dizisinin kesin azalan oldugunu gosterir. Diger

taraftan, her k e N {0} igin
PS¢ Sia) >0
oldugundan { Jol (NS +1)} dizisi yakinsaktir ve bdylece
M p(&,.4,.) =

olacak sekilde bir ¢ > 0 noktas1 vardir.

¢ =0 oldugunu iddia ediyoruz. Tersine, ¢ >0 oldugunu kabul edelim. &£ = /¢ alalim.
Hipotezden,
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0<I(& 1,8 ) <l+0(0) = p(ré, 1, kE) <Y
olacak sekilde & (ﬁ) >0 sayis1 vardir. Diger taraftan, 0 (E) >0 sayisi i¢in

P& Sn) > 1

oldugundan, herhangi k>N icin

0<p(&r &) <I(Ear &)

P& x& 1) p (& xE,) jly
P& 1:8)

_ [ P61 E)P(Es Ein) N
_(p(fk_l,m)( plE &) ]

= (p(gk—li é:k))y (P(fk ) §k+1))177
<(p&s &) (p(Eern D))
= p(é:k—l' §k) <1+4(1)

= (P(‘fk—li gk))y [

olacak sekilde N € N bulabiliriz. Buradan, her k >N icin
p(x& 4 k8 ) = p(&, &) <4
elde edilir. Bu ise,

C<p(&Ga)

ile gelisir. O halde

lim p(&, &) = =0

olmalidir. Simdi {fk} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Lemma 3.2.2’den,
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P& &) = p(x&y 1, k8 4) < I(§ 1, 61)

_ 7 PG K8 1) PG4 kG ) N

—(p(fk-l’é:l—l)) ( p(‘):kfl'glfl) j

p(‘fpliégk)p(fkpé)jl_y
P& 1:611)

= (p(gk—l’ é:lfl))y (

_ (p(gkfl’ gl—l)) ) (p(gk—li ) [0 (<< ))H

(P(fk—l’ ézl—l)H
(P &) (P e PEn )

elde edilir. k,I - o iken p(¢, ,,&) — 0 ve p(& 4, &) — 0 oldugundan,
p(&.&)—0

olur. Bu durumda, {¢} dizisi bir Cauchy dizisidir. Tamlik hipotezinden,

img, =&
olacak sekilde & €A vardir ve ayrica
lim kG =&

oldugu elde edilir. Simdi, £ noktasinin k fonksiyonunun bir sabit noktasi oldugunu
gosterelim. Tersine x&* # & oldugunu kabul edelim. Bu durumda

0<p(&",x&7)

<p(& &)+ (& KET)
=p(&", &)+ p(KG k&)
<p&" &) +pS)

p@waﬂxp@imf»jy

-p@i@@+0ﬁ443y[ PE.E)

olur ve k — o iken
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0<p(&" x87) <0

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Sonug olarak,

olmalidir. Yani & noktasi & fonksiyonunun bir sabit noktasidir. O

Ornek 3.2.4. [18] A=[L,®) ve p:AxA—[0,:0) fonksiyonu her &, e A igin

max{&,v} , &#w

p(f,w)={ 0 Cimw

seklinde tanimli olsun. (A, p) bir metrik uzaydir. Ayrica, x: A — A fonksiyonu her £ e A
icin

. felL2]

1
Kg:% , 56(2,00)

seklinde tamimlansin [17]. Simdi & fonksiyonunun rasyonel Jaggi formunda kuvvetsel
Meir-Keeler daralma oldugunu gésterelim:

Durum 1: &, @ [1,2] olsun. Bu durumda,

plkg, ko) = p(L1) =0<¢
her zaman saglanir.

Durum 2: £, we (2,oo) olsun. Bu durumda,

p(xé, kw) =p(%,%j=0< &

her zaman saglanir.

Durum 3: ¢ €[1,2],w €(2,0) olsun. Bu durumda,
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P&, 0) =max{¢, o} = o,
p(f,Kﬁ) = max{g,/cf} = max{ﬁ,l} = é:a

p(o, ko) = max {a), Ka)} = max{a),% =,

j=1

p (K&, kw) = max { k&, kw} = max {1,

N |-

ve

P& k) (plo, m))j‘y
p(¢ w)

J(é’w) :(p(éjfa)))y[

= (6_&)] ’ — a)}’glf}’

()

elde edilir. » =% olsun. O halde

1<J(,m)<a
olur.

Durum 4: & €(2,%),w €[1,2] olsun. Bu durumda,

P&, ) =max{¢, 0} =,
P&, KE) = max &, k) = max{g,%} ¢

p(o, k) = max {o, Ka)} =max{w,1} = o,

p(KE, kw) = max { k&, kw} = max {%1} =1,

ve
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)& 0) =(p(§,a)))’y(p .12)0(0 "“’)j_y

p&, o)

elde edilir. 7:% olsun. O halde

1 0)=éo
ve
1<J(& o)< &

olur. @ (¢ yada w) €(2,0) alalim. 0(€) sayisim

o—-¢ , €21
o(e)=
) , <1

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,
1<J(¢,w)<e+d=¢c+m-c=w
oldugundan
o(xé, kw) <1

elde edilir. Sonug olarak x fonksiyonu rasyonel Jaggi formunda kuvvetsel Meir-Keeler
daralmadir. Ayrica, x fonksiyonu

plKS, kw) <J(¢, 0)

esitsizligini de saglar. Clinki,

p(ké ko) =1<J(¢ 0) <@
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dir. Teorem 3.2.2°den, « ilgili fonksiyonu, yalnizca bir sabit noktaya sahip olup bu nokta
& =1 olarak belirlenmistir.

Tanmm 3.2.5. (A, p) bir metrik uzay ve x:A — A bir fonksiyon olsun. Eger £, € A igin
asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde we¥ ve ye[0,1) varsa bu durumda «

fonksiyonuna A Uzerinde bir rasyonel Jaggi, formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma
denir:

Verilen ¢ >0 igin

e<y(J(& w)<e+8= p(ké kw) <&
olacak sekilde 0(¢) >0 vardir [18].

Lemma 3.2.6. (A, p) bir metrik uzay ve &k :A— A fonksiyonu A (zerinde rasyonel
Jaggi, formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda

P& ko) <y (I(£, @)
dir [18].
Ispat. Hipotezden, verilen & >0 igin
e<y (& ) <e+8= p(ké ko) < &

olacak sekilde bir (&) > 0 sayisi1 vardir. Buradan,

Pt xw) < & <y (I(£,0)) = p(ié, ko) <y (I (£, 0))
elde edilir. O
Teorem 3.2.7. (A,p) bir tam metrik uzay ve «:A— A fonksiyonu A (zerinde bir
rasyonel Jaggi, formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Buna gore, «

fonksiyonunun en az bir sabit noktasinin varligi garanti edilmektedir [18].

Ispat. Her k>0 icin Ade {&} dizisi
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Sk = K&
seklinde tanimlansin. Eger baz1 K, igin
Sgko = §k0+1

ise bu durumda &, , x fonksiyonunun bir sabit noktasidir. Her k € N icin

é:k # gk +1

oldugunu kabul edelim. Her k € N igin

P& &) = p(KE K& )
< V/(J(é:k’gk—l))

=y (p((fk,?k_l)) [ p(gkvék—l)

p(gk,(:m)(p(ik_l,ék))]”
P(é:k ) é:k—l)

= V/((p(égk ' gk—l))y ('O(gk ! é:k*l))liy)
(PG )) (PEED)

p(ék,xék)(p(ékl,xﬁko)j”}

=yl (P& &) (

ve buradan
P& Sa) < (& Eca) < p(&éis)

elde edilir. Bu da {p(&,,&,,,)} dizisinin kesin olarak azalan oldugunu gosterir. Teorem
3.2.3’de kullamlan teknige benzer sekilde {& .} dizisi bir Cauchy dizisidir ve tamlik

hipotezinden bu {&} dizisi bir & noktasina yakinsar. Sonug olarak, bu & noktasi &

fonksiyonunun bir sabit noktasidir. O

3.3 Barada Formunda Sabit Nokta Sonugclar:

Bu bo6limde, Barada formunda daralmalar kullanarak yeni kuvvetsel daralmalar tanimlayip
bazi sabit nokta sonuclar1 elde edecegiz.
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Tanim 3.3.1. (A,p) bir metrik uzay ve x:A—> A bir fonksiyon olsun. Eger her
&, o e A\Fix(«) i¢in asagidaki kosulu saglayacak sekilde y €(0,1) var ise bu durumda «
fonksiyonuna bir rasyonel Barada formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma denir:

Verilen ¢ >0 igin,

) [ P& KE) plE, K0) + ploo, 1) plo, ko) |
B @)= (p(5. ) [ max (&, k00, pla, 1)} j
olmak Uzere
e<B(,w)<e+0= p(ké kw)< g

olacak sekilde 6(g) >0 vardir [18].

Lemma 3.3.2. (A, p) bir metrik uzay ve x:A— A fonksiyonu A (zerinde bir rasyonel
Barada formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda

p(KS, kw) < B(S, )
dir [18].
Ispat. Hipotezden, verilen her & >0 igin
e<B(,w)<e+0= p(ké,kw) < ¢
olacak sekilde bir 6(¢) >0 vardir. Buradan,
p(Ké, kw) < & <B(S,0) = p(k&, kw) < B(S, »)

elde edilir. O

Teorem 3.3.3. (A,p) bir tam metrik uzay ve x:A— A fonksiyonu A (zerinde bir

rasyonel Barada formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda, «
fonksiyonunun bir sabit noktas1 vardir [18].

Ispat. &, € A herhangi bir nokta ve her k e N icin {&} dizisi
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S = K& 1 = Kk‘fo

seklinde tanimli olsun. Her k e NU{0} igin & =&, ., oldugunu kabul edelim. Eger degilse,

Sy = Skor = KGi

olacak sekilde en az bir k, e NU{0} vardir. Bu durumda & _ noktasi x fonksiyonunun bir

sabit noktasi olur ve ispat biter.
p(x&, kw) < B(S, »)

esitsizligini kullanalim. Buradan, £ =¢,_, ve @ = ¢, olsun. Bu durumda

P& ) = p(K&, 1, KE,)
<B(&.1:¢0)

= (P(ézk, , 6zk))V p(%gk—ly chk—l)p(%gk-la Kék) + P(gk ) thk)p(«fk , ka_l) ]17

max { p(&1, k&), P& k& 1)}

P& 1, 8) PG 1 E) + P E) PG E) Jl—V
max {p(égk—ll Sen) P& & )}

P& 1:6)P(E 11 S 1) le
ol (P

:(p(é:k—lié:k))y

= (p(fk—l’ fk))y
= p(&c1: &)

elde edilir. Bu da { p&, fkﬂ)} dizisinin kesin azalan oldugunu gosterir. Diger taraftan, her
k e Nu{0} icin

P& &ca) >0

oldugundan {p(&,,&,.,)} dizisi yakinsaktir ve boylece
lim p(&, &) =

olacak sekilde bir />0 noktas1 vardir. /=0 oldugunu iddia ediyoruz. Tersine, />0
oldugunu kabul edelim. ¢ = ¢ alalim. Hipotezden,
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C<B(&1,6) <l+0(0) = p(k&, 1, K& ) </

olacak sekilde 5(¢) >0 sayis1 vardir. Diger taraftan, 6(¢) > 0 sayisi i¢in

P& Gn) >4
oldugundan, herhangi k >N igin
C<p( &) <B(G1 &) = p(G 1. 6) <L+ 6(0)
olacak sekilde N e N bulabiliriz. Buradan, her k > N igin
PG 1,58, ) = P(Sr Gun) S

elde edilir. Bu ise,

< p(&r i)

ile gelisir. O halde
lmp(gk’gkﬂ) =(=0

olmahidir. Simdi {&,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Lemma 3.3.2°den,

P& &) = p(ré 1,18 1) <B(& 1. & )

_ [ P ke )PEs &)+ PE L KE)PE L KEL) |
(p(ék_l’gl_l)) [ max{p(fk-ll’ffl-l)aP(§|-1'K§k—1)} J

_ | PG 8NP 1 8) + P&, E) P60 ¢ B
(o (5“’5"1))( max{p(§ 1, &) P& 1 &)} j

elde edilir. k,I — oo iken p(& ,,&)— 0 ve p(& ,,¢&) — 0 oldugundan,

p(&. &) —>0

olur. Bu durumda, {&,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Tamlik hipotezinden,
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limg, =&

k—o0

olacak sekilde &" € A vardir ve ayrica
Lim K = I!im Sen=¢

oldugu elde edilir. Simdi, &* noktasinin x fonksiyonunun bir sabit noktasi oldugunu
gosterelim. Tersine x&* # & oldugunu kabul edelim.

0<p(&",x57)

< P& 8a)+ p(6nn KE)
= p(&" &)+ p(KE KE)
<p(& 8. +B(G.¢)

1-y

o pELrE) P& KE ) +p(E KE ) p(E KE,)
max{p(&,, k"), p(&", k&)

= P& &)+ (P, E))

olur ve k > « iken
0<p(¢&,x&7) <0

bulunur. Bu ise baslangigtaki varsayimimizla ¢elismektedir. Bu sebeple,

olmalidir. Yani & noktas1 x fonksiyonunun bir sabit noktasidir. o
Ornek 3.3.4. [18] A=[1,») ve p:AxA —[0,:) fonksiyonu her &,we A igin

max{¢, o} , +w

p(f,w)z{ 0 J

seklinde tanimli olsun. (A, p) bir metrik uzaydir. Ayrica, x:A— A fonksiyonu her
EeAigin
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seklinde tanimlansin [17]. Simdi x fonksiyonunun rasyonel Barada formunda kuvvetsel
Meir-Keeler daralma oldugunu gosterelim:

Durum 1: &, €[1,2] olsun. Bu durumda,

po(é, kw)=pL)=0<¢
her zaman saglanir.

Durum 2: &, e (2,0) olsun. Bu durumda,

d(x¢, kw) :p(%,%j:O«e

her zaman saglanir.

Durum 3: £ €[1,2],w €(2,0) olsun. Bu durumda,

d(¢, @) = max{¢, o} = 0,

ve
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) [ pl&.xE) p(é, k) + ploo, ko) plo, kE) |
86 @)= (0l 0)) ( max { p(&, ko), ple, &)} J

L éEtww 1_7: , £+ 0’ 1_7: 2a (g2 2\
=w (—max{rf,w}] a)(—w ] 0] (§ +a))

elde edilir. » :% olsun. O halde

B(,0) =& + 0’

ve
1<B(,0)<w , (@ >w)
olur.

Durum 4: £ e(2,),we[1,2] olsun. Bu durumda,

p(&,0) = max (£, 0} = ¢,
P&, KE) = max (£, kE} = max{f%} 3

plo, kw) = max{o, ko} = max{,1} = o,
P& kw) = max{¢, ko) = max{&,1} = ¢,

plo, k&) = max{w, &} = max {a),%} = o,

p(ké, ko) = max{lccf, Ka)} = max {%,1} =1

ve
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B o) = (.01 p(é,Ké)p(é,m)+p(w,m)p(w,r<§)j‘7
(& o) =(p(& »)) [ max | p(&, k), ple,kE)]
e [_«fémw ]

max {&, o}

elde edilir. » :% olsun. O halde

B(&, @) = /&% + 0
ve
1<B(,0)<m , (@ >&)

olur. " (@ yada @) e(2,00) alahm. &(¢) sayisim

i >1
5(8):{20 *8 , &
o , ¢<1

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

1<B(,0)<e+0=¢c+a —¢c=a"
oldugundan
p(xé, kw) <1

elde edilir. Sonug olarak x fonksiyonu rasyonel Barada formunda kuvvetsel Meir-Keeler
daralmadir. Ayrica, K fonksiyonu

p(x¢, kw) < B(S, @)
esitsizligini de saglar. Ciinkii,
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p(ké ko) =1<B(&,0) <@’

dir. Teorem 3.3.3’den, « ilgili fonksiyonu, yalnizca bir sabit noktaya sahip olup bu nokta
¢ =1 olarak belirlenmistir.

Tamim 3.3.5 (A, p) bir metrik uzay ve x:A — A bir fonksiyon olsun. Eger &, @ € A igin
asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde we¥ ve ye[O,l) varsa bu durumda &

fonksiyonuna A Uzerinde bir rasyonel Barada,, formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma
denir:

Verilen her £>0 igin
<y (B(& ) <e+6= p(ké kw) < &
olacak sekilde d(¢) >0 vardir [17].

Lemma 3.3.6. (A, p) bir metrik uzay ve x:A— A fonksiyonu A (izerinde rasyonel
Baradaw formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Bu durumda

plit, ko) <y (B, 0))

dir [17].

Ispat. Hipotezden, verilen ¢ >0 igin

<y (B(& ) <e+6= p(ké kw) < &
olacak sekilde bir d(¢) >0 sayis1 vardir. Buradan,

plt ko) < & <y (B(£,0)) = p(ké k) <y (B(£,0)

elde edilir. O
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Teorem 3.3.7. (A,p) bir tam metrik uzay ve x:A— A fonksiyonu A (zerinde bir
rasyonel Barada, formunda kuvvetsel Meir-Keeler daralma olsun. Buna gore, «
fonksiyonunun en az bir sabit noktasinin varligi garanti edilmektedir [17].

Ispat. Her k>0 igin A kiimesinde {£} dizisi

k1 = K&y

seklinde tanimlansin. Eger bazi k; i¢in

§k0 = §k0+l

ise bu durumda &, , & fonksiyonunun bir sabit noktasidir. Her k eN icin

é:k # é:k +1

oldugunu kabul edelim. Her k € N i¢gin

P(&:6) = P, K&, ) < '//(B(é:k ) §k—l))

| PG 8 PG Gia) + P& Si) PG S) B
(p(gk,gkl))( max{p(é:k—lrékﬂ)rp(ék’ézk)} ] J

_ [ P )& i) B
=y (p(gk’gkfl)) ( P& 11 ) j J

=y (P& 6)Y (PG 8)) T )= (P60 E))

=y

elde edilir. Timevarimla

P&, &) < l//k (p(ﬁ,g%))

oldugu goriiliir. Simdi {& } dizisinin bir Cauchy dizisi olduunu gosterelim.

Y v (p&.&)) <

k=n(e)
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olacak sekilde ¢>0 ve n(g)eN olsun. m>n>n(g) ile mneN olsun. Ucgen
esitsizliginden

P& &) SmZp(fk,é‘m) Sle//k (P(&. &))< mZ v (p(&.&))<e

= k=n(e)

olur. Boylece {& ) dizisi bir (A, p) tam metrik uzay: iizerinde bir Cauchy dizisidir. O
halde

limé =¢

oo

olacak sekilde & € A vardir. Her k e N igin

0< plE,1E) < PE,KE) + plict, KE)
= p(rg,, &) + p(rg, , k&) < p(§k+1'§)+l//(B(§k’§))

) p(gk,xfk)p@k,K§)+p(§.xg)p(§m§k>}l7
max { p(&, k&), p(&, k&)

= p(&0.6) +y” ((p(ék &)

elde edilir ve k > oo iken

0<p(S,x5) <0

olur. O halde

p(C.xE)=0= =g

elde edilir. Sonug olarak, & noktas1 K fonksiyonunun bir sabit noktasidir. O
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4. RASYONEL FORMDA BAZI SABIT DiSK TEOREMLERI

Bu bolimde geometrik bir yaklasim olarak bazi sabit disk sonuglari elde edilecektir.

Teorem 4.1. (A, p) bir metrik uzay, x:A — A bir fonksiyon ve x sayisi
p=inf {p(ks,&): & # k&, € A}
seklinde taniml1 olsun. Her & € A—Fix(x) ve y €(0,1) icin

0<p(kS, &) <R(&. <)

olacak sekilde bir &, € A var ise bu durumda D, , diski & fonksiyonunun bir sabit
diskidir. Ayrica, C, , cemberi de x fonksiyonunun bir sabit cemberidir [18].

Ispat. =0 olsun. O halde

D,, ={£cAip(é.&)<u)
z{feA:p(f,fo)SO}
:{980}

olur. & noktasinin K fonksiyonunun bir sabit noktasi oldugunu gostermek i¢in & # x¢&,

oldugunu kabul edelim. Hipotezden,

0< p(’fgo’go) < m(goyfo)

p(f:o,xéo)(up(:o,xéo))jl‘y
1+ p(égo ) §0)

= (p(’fgmgo))y (

=0

olur ve bu bir ¢eligkidir. O halde

KGy =&,

elde edilir. #>0 ve £eD, , (& e Fix(x)) olsun. Hipotezden,
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0< p(kE, &) <R(&,., &)
(et ))y(p(é,Kf)(“p(éo'Kfo))T7

1+ p(¢,5)
<y (p(fi’ff) j17

_ ﬂy(p(fiffé)j_
<(p(& k)Y (P& xE))
= p(&, k&)

olur ve bu bir ¢eligkidir. Bu durumda
KE=¢

elde edilir. Sonug olarak, D. . diski A fonksiyonunun bir sabit diskidir. Benzer sekilde,
C. , cemberi D,  diskinin bir siir1 oldugundan bu cember de k& fonksiyonunun bir sabit
cemberidir. O

Ornek 4.2. [18] A=R alisilmis metrik uzay olsun ve x:R — R fonksiyonu

49 & =50
K& = )
&, digerdurumlarda

seklinde tamimli olsun. 50 ¢ Fix(x) oldugundan & =50, & =0 ve y =% icin

0 < p(x50,50) < R(0,50)
= 0< p(49,50) < K(0,50)

p(50,49)(1+ p(0,0)))”
1+ p(0,50)

=(p<o,5o>)y(

1Yy
= 0<1<507 (—)
51

= E alinirsa
4 4 )
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olur. Ayrica
p=inf{p(k&, &)1 £ =50} =1

elde edilir. O halde D,, =[-1,1] diski ve C,, ={-1,1} ¢cemberi kK nin sirasiyla sabit diski
ve sabit cemberidir.

Teorem 4.3.(A,p) bir metrik uzay, x:A—> A bir fonksiyon ve u sayist da Teorem
4.1’deki gibi tanimli olsun. Her & € A—FixX(x) ve 7 €(0,1) icin

0<p(x&, &) = u
ve
0< p(x&,&) < B(&, <)

olacak sekilde bir &, € A var ise bu durumda D, , diski & fonksiyonunun bir sabit
diskidir. Ayrica, C, , cemberi de & fonksiyonunun bir sabit cemberidir [18].

Ispat. 1=0 olsun. O halde D_ 6 ={&} olur. & #x& oldugunu kabul edelim.
Hipotezden,

0< p(x&,, &) <B(&, &)

) [ P& KE) P&y KE) + P&y KE) pEy k5D )
=(p (§°’§°))[ max | p(&, k), (& )] j

=0
olur ve bu bir ¢eligkidir. O halde,
K&y =&

elde edilir. #>0 ve £eD, , (& ¢ Fix(x)) olsun. Hipotezden,

So.
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0<p(x€,8) <B(&¢)

) A P&, KE)P(E, KE)+ P& kE)P(EKE) )
=(p (5"’5))( max { p(&,,xE), p(&.xE,)) J

< M(P(ffﬁ)ﬂj_7

<(p(& x8)Y (& k&)
= p(&,x8)

olur ve bu bir ¢eliskidir. Bu durumda
KE=¢

elde edilir. Sonug olarak, D, , diski K fonksiyonunun bir sabit diskidir. Benzer sekilde,
C. . cemberi D, , diskinin bir sir1 oldugundan bu ¢ember de K fonksiyonunun bir sabit
cemberidir. O

Ornek 4.4. [18] A=R alisilmis metrik uzay ve x:R — R fonksiyonu da Ornek 4.2’deki
gibi tanimli olsun. £ =50, & =0 ve }/:% icin
0 < p(x50,50) < B(0,50)

£(0,x0) p(0,x50) + p(50, x50) p(50, x0) le

= 0<1<(p(0,50)) [ max { p(0, k50), p(50, x0)}

(507
-50 = — /50 =52

olur. Ayrica

N
I
=

elde edilir. O halde, D,, =[-1,1] diski ve C,, ={-1,1} ¢emberi x fonksiyonunun sirasiyla
sabit diski ve sabit cemberidir.

I.:A— A fonksiyonu her sca icin I,(§)=¢ seklinde tammli 6zdeslik fonksiyonu

olsun. Asagidaki teoremde bir fonksiyonun Jaggi formunda bir kosul altinda 6zdeslik
fonksiyonuna esitligi arastirilmaktadir:
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Teorem 4.5. (A, p) bir metrik uzay, x:A— A bir fonksiyon ve D; . bir disk olsun. &

fonksiyonu her & € A igin

0<p(x8,8) < I(&. <)
esitsizliginin saglanmast i¢in gerekli ve yeterli kosul x =1, olmasidir [18].

Ispat. (=): Ik olarak & fonksiyonunun D, , diskinin & noktasii sabit biraktigini

gosterelim. Bunun igin, tersine &, # x&, oldugunu kabul edelim. Hipotezden,

0< ,0(’(50’50) <J (‘50150)

p(e‘o,’féo)p(fo,’ffo)}l_y
p(ﬁo’go)

=(p(§0,§o))y(

olur ve bu bir ¢eligkidir. Bu durumda
KSo = &
olmalidir. £ e A—{&} ve & # && olsun. Hipotezden,

0<p(x8,8) < (&, ¢)

N G e AN
_(p(ﬁoé))( P(6:6) J

=0
bulunur. Bu ise baslangictaki varsayimimizla celismektedir. Bu sebeple, her & € Aigin
KG=¢

Yani,

olmalidir.

(<): k=1, ise ispatin bu yonii agiktir. O
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Uyan 4.6. Eger verilen bir x fonksiyonu Teorem 4.1 ve Teorem 4.3’(in sartlarini saglayip
Teorem 4.5’in sartim1 saglamiyorsa bu durumda x fonksiyonu bir 6zdeslik doniistimii
olamaz [18].

(p:[O,oo)—)[O,oo) yerel integrallenebilir ([0,00)arahglmn her kompakt alt kiimesi
uzerinde integrali sonlu) ve her £ >0 sayisi igin

j¢awt>o

biciminde bir fonksiyon olsun [19].

Sonug 4.7. (A,p) bir metrik uzay, x: A — A bir fonksiyon ve u sayis1 Teorem 4.1’deki
gibi taniml1 olsun. Her & € A—Fix(x)ve y €(0,1) icin

o) n(5¢)
0< [ p(t)dt< [ o(t)dt
0 0

olacak sekilde bir &, €A var ise bu durumda D, , diski x fonksiyonunun bir sabit

diskidir. Ayrica, C, , cemberi de k& fonksiyonunun bir sabit cemberidir.
Uyar 4.8. Sonug 4.7°de go(t) =1 alirsa Teorem 4.1 ve Sonug 4.7 ¢akisir.

Sonug 4.9. (A,p) bir metrik uzay, x:A— A bir fonksiyon ve u sayist da Teorem
4.1°deki gibi tanimli olsun. Her £ € A— FiX(K‘) ve y e (O,l) icin

0<p(’(§’§o):ﬂ

ve

p(x2.2) B(¢y.9)
0< [ p(t)dt< [ p(t)dt
0 0
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olacak sekilde bir &, € A var ise bu durumda D, ,diski x fonksiyonunun bir sabit

diskidir. Ayrica, C, , cemberi de x fonksiyonunun bir sabit cemberidir.
Uyan 4.10. Sonug 4.9” da ¢(t)=1 alirsa Teorem 4.3 ve Sonug 4.9 ¢akisir.

Sonu¢ 4.11. (A,p) bir metrik uzay, x:A— A bir fonksiyon ve D, , bir disk olsun. x
fonksiyonu her & € A igin

p(xE.8) I(&.€)
0< [ p(M)dt< [ o(t)dt
0 0

esitsizliinin saglanmast icin gerekli ve yeterli kosul x =1, olmasidir.

Uyan 4.12. Sonug 4.11° de (p(t) =1 alinirsa Teorem 4.5 ve Sonug 4.11 c¢akisir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, metrik uzaylar {izerinde sabit nokta teorisine hem analitik hem de
geometrik agilardan yeni yaklasimlar getirilmistir. Literatlirde yer alan Dass-Gupta, Jaggi
ve Barada tipi daralma kosullari, rasyonel ve kuvvetsel formlar kullanilarak Meir-Keeler
tipi yaklagimlarla yeniden tanimlanmistir. Bu yeni tanimlamalar, fonksiyonlarin
davraniglarinit analiz etmede daha esnek bir cergeve sunmustur. Tanimlanan rasyonel
formdaki kuvvetsel Meir-Keeler daralmalar1 kullanilarak, tam metrik uzaylar Gzerinde
cesitli sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilmistir. Bu teoremler, klasik daralma
prensiplerinin kapsamini genisletmistir. Sabit nokta teorisine geometrik bir bakis agisi
getirilerek, rasyonel formdaki daralmalar altinda “’sabit disk’” ve *’sabit cember’” sonuglari
elde edilmistir. Ozellikle belirli metrik kosullar altinda bir fonksiyonun sadece noktalar
degil, disk veya gember gibi geometrik yapilar1 da sabit birakabilecegi gosterilmistir. Elde
edilen tim teorik sonuglar, hem sabit nokta varligini hem de sabit disk olusumunu gésteren

0zgiin ve agiklayici 6rneklerle desteklenmistir.

Bu calismada elde edilen bulgular 1s181nda, gelecekte su konularda arastirmalar yapilmasi

onerilmektedir:

e Bu tezde metrik uzaylar tzerinde elde edilen sonuglar; gesitli genellestirilmis
metrik uzay yapilarina genisletilebilir.

e Rasyonel formdaki kuvvetsel daralmalar, literatiirde var olan ¢esitli daralma
yaklagimlartyla birlestirilerek yeni sabit nokta sonuglari arastirilabilir.

e Elde edilen rasyonel formdaki sabit nokta sonuglarinin, integral denklemlerinin
¢oziimli veya dinamik sistemlerin kararlilik analizi gibi uygulamali matematik
alanlarindaki karsiliklar1 incelenebilir.

e Sabit disk ve sabit cember kavramlari, daha yiiksek boyutlu uzaylarda sabit kiireler
veya sabit hiper-yiizeyler gibi yapilar i¢in genellestirilebilir.
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