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OZET

H()\¢) HECKE GRUBUNUN SONLU INDEKSLi ALT GRUPLARI
YUKSEK LiSANS TEZi
NUR KESKIN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. RECEP SAHIN)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2012

Bu tezde H(A,) Hecke grubunun sonlu indeksli normal alt gruplar:
verilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimii olan birinci béliimde,
calisma tanitilmistir.

Ikinci bdliimde, diger boliimlerde gerekli olan temel tanimlar, kavramlar,
teoremler ve metodlar verilmistir.

Uglincii bdliim tezin ana kismudir. H(,,) Hecke grubunun sonlu indeksli

normal alt gruplarinin iiretecleri, grup gosterimleri ve simgeleri verilmistir.
Dordiincii boliimde, tezde elde edilen sonuglar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER:Hecke grubu, iiggen grup.



ABSTRACT

FINITE SUBGROUPS OF THE HECKE GROUP H(k¢)
MSC THESIS
NUR KESKIN

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR. RECEP SAHIN

BALIKESIR, JUNE 2012

In this thesis, normal subgroups of finite index in the H(44) Hecke group

are given.
This thesis consists of four chapters. In the first chapter which is the

introduction the study is introduced.
In the second chapter, the fundamental definitions, notations, theorems

and methods which are needed in the other chapters are given.

The third chapter is the main part of the thesis. In this chapter, group
presentatians, signatures and generators of normal subgroups of finite index in the
H(A,) Hecke group are given.

In the forth chapter, the results obtained in this thesis are given.

KEYWORDS:Hecke group, triangle groups,
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SEMBOL LIiSTESI

[G, X]
GF(p")
GL(2, K)
Z(GL(2, K))
PGL(2, K)
SL(2, K)
Z(SL(2, K))
PSL(2, K)
C..

Aut(C,)

Aut (C.,)

U

PSL(2, R)

Go

r
(g;my,...,m5t5u)
u(r)

(l,m,n)

[a, b]

: Topolojik doniisiim grubu

: p" mertebeli Galois cismi

: Genel lineer grup

: Genel lineer grubun merkezi

: Projektif genel lineer grup

: Ozel lineer grup

: Ozel lineer grubun merkezi

: Projektif 6zel lineer grup

: Genisletilmis karmasik diizlem

: C, un tim otomorfizmlerinin kiimesi

: C, un tim otomorfizm ve anti-otomorfizmlerinin kiimesi

: Ust yar1 diizlem {ze C : Im(z) >0}

:{T|T(z)=aZ+b,a, b,c,deR ve ad —bc =1}
cz+d
: {U|U@)= 2+ b c.deR ve ad—be =1}
cz+d

: Fuchsian gruplar

: Fuchsian gruplarm simgesi

: Fuchsian grubun temel bolgesinin hiperbolik alani
1 <X,y | x' = y™ = (xy)" = I > iicgen grubun simgesi
: Devirli grup

: Dihedral grup

: Simetrik grup

: Alterne grup

: Schreier transversali

: a ile b elemanlarmim komitatori

v



AxB : Direk carpim grubu

A*B : Serbest ¢arpim grubu

A*x, B : Birlestirilmis serbest carpim grubu

H®) : Hecke grubu

H(®.,) PA=A, = 2cos§ , 1 <A <2 icin elde edilen Hecke grubu
H(\,) P A= V3 icin elde edilen Hecke grubu
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1.GIRIS

Hecke gruplar1 literatiire, E.Heckenin 1936 yilinda yaptigi “Uber die
Bestimmung Dirishletscher Reihen durch ihre Funktionalgleichung” isimli ¢alismasi
ile girmistir. H(A) ile gosterilen Hecke gruplari, A sabit bir pozitif reel say1 olmak

uzere;

T(z) = —gve Uz)=z+A

kesirli dogrusal doniisiimleri ile iretilir, [1]. Ayrica E. Hecke, H(A) Hecke

gruplarmin Fuchsian olmasi icin gerekli ve yeterli sartin

A =2 veyaq =3 bir tamsay1 olmak iizere A= 4, = 2cos§ olmas1 gerektigini

gostermistir, [1].

Fuchsian grup kavrami ise Jules Henry Poincare’nin 1880 li yillarda Paris
akademisinin actig1 matematik yarigmasina katilmasiyla ortaya c¢ikmistir. Bu
yarismaya katilan Jules Henry Poincare’nin amaci, 1820 li yillarda Abel, Gauss ve

Jocabi tarafindan tanimlamis Eliptik fonksiyonlar1 genellestirmektir.

Poincare L.Fuchs’un diferansiyel denklemler hakkindaki bir ¢alismasindan
yararlanarak eliptik fonksiyonlar ailesini, adina Fuchsian fonksiyonlar dedigi bir
fonksiyon ailesine genisletmeyi basarir. Poincare tarafindan Fuchsian fonksiyonlarla

olan ilgisi nedeniyle, Fuchsian gruplar ad1 verilen gruplar literatiire girmistir.

Literatiirde H(Aq) Hecke gruplarinda, q=3 degerine karsilik gelen H(A3) Hecke
grubu daha ¢ok Modiiler grup olarak adlandirilir ve PSL(2,Z) ile gosterilir. Modiiler



grup matematikgiler tarafindan ¢ok ¢alisilan bir gruptur. Modiiler grubun kendisinin
yani sira Onemli bazi alt gruplart literatiirde ¢okca kullanilmigtir. M. Newman 1962
ve 1964 yillarinda yaptigi [2-3] nolu makalelerde kuvvet ve komiitator alt gruplarmni
incelemis ve bu alt gruplar aralarindaki iliskiyr gostermistir. Bununla beraber
Newman kuvvet alt gruplarindan yararlanarak Modiiler grubun serbest alt gruplar1

hakkinda da bilgi vermistir.

Hecke gruplarmin A=A;=2cos T j¢in q=4,6 degerlerine karsilik gelen H(A
q q g q

Hecke gruplari ile bunlarin normal alt gruplar1 Cangiil tarafindan ¢alisilmistir, [4].

Lang, Rosen, Sheingorn, Kulkarni, Schimidt, Fine, Rosenburger, Singerman,
Jones, Knopp, Cangiil gibi bir ¢ok matematik¢i tarafindan Hecke gruplar ve Hecke
grubunun normal alt gruplar1 hakkinda bir¢ok ¢alisma yapmistir, [5-10].

1980 1i yillardan itibaren Modiiler gruptan yararlanarak tanimlanan,
Genisletilmis Modiiler grup T=PGL(2,Z) ve onun alt gruplarinin cebirsel, geometrik
ve fonksiyonel ozellikleri Jones, Thornton, Sibner ve Mushtag tarafindan

calisilmastir, [11-12].

Conder ve Dobcsanyi [13] nolu makalede 4 < g < 12 degerlerine karsilik
gelen Hecke gruplarinin sonlu indeksli normal alt gruplarinin sayisini diisiik indeksli
alt grup algoritmasmi kullanarak bulmustur. Bu tezde Conder ve Dobcsanyi’nin
makalesindeki sonuglar1 kullanarak ¢ = 6 durumuna karsilik gelen 24 indekse kadar

normal altgruplarinin iiretegleri, grup gdsterimleri ve simgeleri bulundu.

Tezin ikinci boliimiinde tezin daha sonraki boliimlerinde kullanacagimiz bazi

temel tanimlar, teoremler, metodlar ve yontemler verilmistir. Ana hatlariyla topolojik



dontistim gruplari, ayrik gruplar, projektif gruplar, dogrusal doniistimler, Fuchsian
gruplari, permiitasyon metodu, Reidemeister-Scheier metodu ve Hecke gruplarindan

bahsedilmistir.

Tezin son boliimiinde ise Conder ve Dobcsanyi’nin makalesindeki sonuglar,
Reidemeister-Scheier metodu, permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiilii
kullanilarak g = 6 durumuna karsilik gelen 24 indekse kadar normal altgruplarinin

iiretegleri, grup gosterimleri ve simgeleri verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu bolimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan kavramlar

tanimlanmis, temel teoremler ve metotlar verilmistir.

2.1 Topolojik Doniisiim Gruplan

2.1.1 Tamim : G bir grup ve de bir topolojik uzay olsun. Eger her a, be G
i¢cin
f :GxG—>G; f(a,b)=ab,

g :G>G; g(a)=a”

biciminde tanimlanan f* ve g islemleri siirekli iseler, G ye bir topolojik grup dentir,

[15].

2.1.2 Tanmm : G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik uzay olsun.
A:GxX—>X; A(gX)=gAX
stirekli doniisiimti, eger her g, he G ve her xe X i¢in

(1) gA(hAx)=ghAx
(11) e A x=x
kosullarin1 saglhyorsa [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu denir, [15].



2.2 Ayrik Gruplar

2.2.1 Teorem : G bir topolojik grup olsun.

(1) G nin elemanlarinin higbirisi G nin bir yigilma noktasi degil ise G ye ayrik

grup denir.

(11) G nin her g eleman: i¢in {g} kiimesi g nin bir komsulugu ise G ye ayrik

grup denir.
(111) G nin her g eleman1 G nin bir ayrik noktasi ise G ye ayrik grup denir.

(iv) G nin birim elemant olan e, G nin bir ayrik noktasi ise G ye ayrik grup

denir, [15].
2.3 Projektif Gruplar

p bir asal sayr olmak flizere, g=p" bicimindeki her asal kuvveti i¢in
izomorfizm farkiyla GF(q) ile gosterilen q elemanli bir tek cisim vardir ve bu q

elemanli cisim Galois cismidir. Biitlin sonlu cisimler bu formdadir, [4].
K, gq=p" mertebeli sonlu bir cisim, yani K=GF(q) olsun. GL(2, K) ile

gosterilen genel lineer grup,

a b

GL(2,K) = {( d] |a,b,c,d e K,ad—bc # 0}

C
biciminde tanimlanir. Bu grubun merkezi Z(GL(2, K)) ile gosterilir ve GL(2, K) nin
normal alt grubudur. Buradan PGL(2, K) ile gosterilen projektif genel lineer grup

PGL(2, K)=GL(2,K)/Z(GL(2,K))

olarak tanimlanir, [4].

GL(2, K) grubunda determinant1 1 olan matrisler bir alt grup olustururlar ve

SL(2, K) ile gosterilen bu alt gruba é6zel lineer grup denir, yani

5



b
SL(2,K) :{(a d]|a,b,c,de K,ad—bc:l}
C

olur. Dolayistyla PSL(2, K) ile gosterilen projektif 6zel lineer grup,
PSL(2, K)=SL(2,K)/Z(SL(2,K))

bi¢iminde tanimlanir, [4].

Sadece sonlu cisimler iizerinde tanimladigimiz yukaridaki dort projektif grup
genelde K nin sonsuz bir cisim olmasi halinde de tanimlanabilir. Bu durumda
matrislerin ya da indirgenen kesirli lineer doniisiimlerin tiim katsayilar1 bu sonsuz
cisimden almnir. En ¢ok c¢alisilan projektif gruplar PSL(2, Z), PSL(2, R) ve PSL(2, C)
dir.

2.4 Dogrusal Doniisiimler

C., genisletilmis karmasik diizlemin otomorfizmleri a,b,c,de C ve ad—bc #0

olmak tizere

az+b

T(z)=
@) cz+d
bicimindeki doniisiimlere dogrusal doniisiim veya Mobius doniigiimii denir. Bu tip
dontistimlerin kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup olusturur ve bu
grup Aut(C.)=PGL(2, C) ile gosterilir. a, b, ¢, d € C ve ad—bc # 0 olmak iizere

Uz az+b

cz+d

doniisiimleri de C,, un anti-otomorfizmleridir. Iki anti-otomorfizmin birlesimi bir
otomorfizm ve bir anti-otomorfizm ile bir otomorfizmin birlesimi bir anti-

otomorfizmdir. Dolayisiyla C. un tiim otomorfizm ve anti-otomorfizmleri bir grup

olusturur ve bu grup A_ut(Cw)ZPGL(2,C) biciminde gosterilir. U bir anti-



otomorfizm olmak tizere PGL(2,C) ve UPGL(2,C), PGL(2,C) deki kosetlerdir, yani

[PGL(2,C):PGL(2,C)]:2 dir ve buradan PGL(2,C), bu grubun normal bir alt

grubudur.

U ile iist yar1 diizlemi gosterelim yani, U={zeC : Im(z) >0} olsun.
Hiperbolik geometri i¢in iist yar1 diizlem gosterimini kullanacagiz. Bu ¢alismada
kullanacagimiz gruplar hiperbolik geometrinin esmetrilerinin gruplar1 oldugundan ve
hiperbolik geometri i¢in list yar1 diizlem gdsterimini sec¢tigimizden bu doniisiimlerin
gercel katsayili olanlar1 1ile ilgilenecegiz. Bu nedenle PGL(2,C) nin bazi

dontistimlerinden olusan

aZH;,a, b,c,deRve ad—bc=1}

PSL(2, R)={T | T(Z)ZCZ—+

\(

az+b

Go={U| U(z)= T b,c,deRve ad—bc=-1}

cZ +

bicimindeki iki alt kiimesini alalim ve G= PSL(2, R) U Gy kiimesini olusturalim. G

kiimesinin fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup oldugu kolayca goriilebilir.

Matrislerde ¢arpma islemi yapmak, fonksiyonlarin bileske islemine gére daha
kolaydir. Bunun i¢in, Mobius doniisiimleri ile matrisler arasinda birebir iliskiyi

a b

inceleyelim. Bu iliski, T()="2"2 vyerine (
cz+d c

] matrisini kullanmak olacaktir.

Bunun i¢in bazi teoremler verelim.

2.4.1 Teorem : 0:GL(2, C)—> Aut(C.)
a b az+b

s
c d cz+d

seklinde tanimlanan doniisiim bir epimorfizmdir, [16].




b
Dikkat edilirse Teorem 2.4.1 deki doniisiim birebir degildir. Ciinkii (a d]
C

matrisi donilistimiiniin yaninda, bu doniisiimiin, k katina da gidebilir.

cz+d

Dolayisiyla birebirlik yoktur.

2.5 Fuchsian Gruplan

2.5.1 Tanmm : (i) [G, U] topolojik doniisiim grubunun ayrik alt gruplarina
Oklidyen olmayan kristallografik grup denir ve kisaca N.E.C. grup seklinde yazilir.

(ii) PSL(2, R) nin alt grubu olan N.E.C. gruplara Fuchsian gruplar denir ve

I' ile gosterilir.
Her I' Fuchsian grubunun asagidaki sekilde bir temsili vardir:

Uretegler : aj, by, ..., ag, by (hiperbolik)

Xy oo s Xr (eliptik)
Pis --- 5 Pt (parabolik)
hi, ..., hy (hiperbolik sinir elemani)
g r t u
Bagntilar : x;" =x5? =...=x" = H[ai,bi]H le_[pkl_[hl =1
i=l 1=l

j=1 k=1
I' Fuchsian grubuna
(gsmy,...,mstu) (2.1)

simgesine sahiptir denir. Burada m;, ... , m;>2 tamsayilardir ve bunlara ' nin
periyotlar: denir. g, I' nin lizerinde ayrik olarak hareket ettigi U/I" Riemann

yiizeyinin cinsidir, [4].



2.5.2 Riemann-Hurwitz Formiilii : ", simgesi (2.1) bicimindeki gibi olan

bir grup olsun. I' nin hiperbolik alanin

d 1
p()=2g-2+> (1-—)+t+u
i=l m;

1

olarak tanimlansin. Eger u(I')>0 ise simgesi (2.1) bi¢cimindeki gibi olan bir
Fuchsian grup vardir. Eger I', birinci tiirden Fuchsian grupsa w(I') >0 dir. Simdi

Iy, I' grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olsun. O halde

u())

I:1r,]=
[ ] u(I)

olur. Burada u(I7) ve p(I') swasiyla I, ve I' grubunun temel bdlgesinin hiperbolik

alanin1 gostermektedir. Bu formiile Riemann-Hurwitz formiilii denir, [4].
2.6 Permiitasyon Metodu

H(Xs) Hecke grubunun simgesini bulmakta kullanilan bir metottur. Bu metot

icin su teoremi verelim.

2.6.1 Teorem : p+q=r+t ve l<k <o (1<i<q) olmak iizere I
grubunun simgesi (g;m,,...,mp,n,k,,...,nqkq) ve I, T’ grubunun y indeksli bir
normal alt grubu ise T, alt grubu (g ;k\*’ "‘),...,k;” /"‘*)) simgesine sahiptir. Burada

k™) ki mertebeli elemandan g /n, tane var demektir ve g, cinsi Riemann-

Hurwitz formiilii ile bulunabilir, [17].

Simdi liggen gruplardan biraz bahsedelim.



I, m, n > 2 olacak sekildeki tamsayilar olsun. Agilar1 7/ 1, 7/m, 7 /n olan
hiperbolik iiggeni géz oniine alalm. o,, o,, o, yansimalar ve r’ grubu bu ii¢

yansima ile tiretilen grup olsun.
F*_< 2 2 2 1 _ m __ N>
=<o0,,0,,0;|0 =0, =0; =(0,0;) =(0,0,) =(0,0,) =

Burada o,, o, ve o, yon korumayan elemanlar, o,0,, o,0, ve 0,0, ise yon
koruyan elemanlardir. x =o,0, ve y =o,0, olarak alirsak xy =o,0, olarak elde

edilir.
Boylece;

* Xx,Actrafinda 27x/1 kadarlik donme,

* ydeBetrafinda 27 /m kadarlik donme,

 xyise Cetrafinda 27 /n kadarlik donmedir.

Buradan T'° grubunun sadece X, y ve Xy yon koruyan esmetrilerinden olusan
bir I' alt grubunu
F=<xy|x=y"=@xy'=1>

elde ederiz. Bu alt grup bir Fuchsian gruptur ve simgesi (0;l,m,n) dir. Kisaca (1,m,n)
biciminde gosterilir. Bu I" alt grubuna bir siggen grup denir. I' alt grubu r’

grubunun 2 indeksli bir normal alt grubudur, [18].

Simdi (1,m,n) gosterimine sahip herhangi bir licgen grup i¢in su teoremi

verelim:

. 1 1 1 .
2.6.2 Teorem : Eger l+i+l>1 ise liggen grup sonlu, —+—+—<1 ise
m n Il m n

sonsuz mertebelidir, [19].

Simdi calismamizda kullandigimiz sonlu mertebeli bazi iiggen gruplari

tanitalim.

10



(i) C, Devirli gruplar : C, devirli gruplarin gosterimleri
Coz=(a|a"=1)

bicimindedir. Bunlarin {iggen grubu olarak gosterimleri de her neN i¢in (l,n,n)

bi¢imindedir. Ayrica m tek say1 oldugunda
sz ;<Q,B | (12 :Bm :I,(XB :Ba>

olacagindan C,y, in liggen grubu olarak gosterimi (2,m,2m) bigiminde olur, [18].

(ii) D, Dihedral Gruplar : D, dihedral gruplar, diizgiin n-genlerin simetri

grubudur. D, dihedral gruplarin grup gosterimleri

Dy =(op | @* = =(ap)"=1)
veya

Dy =(o,p | @’ =B" = (@p)’=1)
veya

Dy =(0,p | 0" =p> = (aP)*=1)

bi¢imindedir ve |Dn =2n dir. D, grubunun {i¢gen grubu olarak gdsterimi (2,2,n) veya

(2,n,2) veya (n,2,2) bicimindedir, [18].

(iii) Simetrik ve Alterne Gruplar : n elemanli bir kiimenin biitiin
permiitasyonlarinin kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup olusturur.
Bu gruba simetrik grup denir ve S, ile gosterilir. Cift permiitasyonlarin kiimesi de bu

grubun bir alt grubunu olusturur. Bu gruba alterne grup denir ve A, ile gosterilir.

!
z% dir. Cok karsilasilan simetrik ve alterne gruplar D;= S;=

S,

=n! ve |An

(2,2,3), A4 =(2,3,3), S4 =(2,3,4) ve As =(2,3,5) gruplaridir, [18].

11



2.7 Reidemeister-Schreier Metodu

Bu kisimda H(44) Hecke grubunun sonlu indeksli normal alt gruplarinin
iireteclerini bulmakta kullanilacak bir teknik olan Reidemeister-Schreier metodu

verilecektir.

G, {gi} uretecleri ile tiretilen bir grup ve H, G nin sonlu indeksli bir normal
alt grubu olsun. Metot 6nce H i¢in bir Scheier transversali segmekle ve sonra da bu
transversalin, iireteclerin ve koset gdsterimlerinin elemanlarinin sirali carpimlarinin

alimmasiyla, asagidaki gibi uygulanir.

Bir 2. Schreier transversali asagidaki kosullar1 saglayan koset gosterimlerinin

bir kiimesinden olusur:

(i ley
(i) 2. sag sadelestirme altinda kapalidir. Yani eger g, .g, ... g, € X

ise g,.g, ...g  elemamda X kiimesinde olmal.

2., H i¢cin Schreier transversali olsun. H nin bir Schreier iireteci asagidaki

bigimde olacaktir, [4].

(X nin bir eleman1)x(G nin bir iireteci)x(énceki ¢arpimimn koset gosterimi)”

2.8 Serbest Gruplar ve Serbest Carpimlar

Simdi H(Xq) bir serbest carpim olarak bazi serbest alt gruplara sahip

oldugundan, bu alt gruplarin yapisiyla ilgili baz1 sonuglar1 verelim.

12



2.8.1 Tammm : X bir F grubunun alt kiimesi ve G herhangi bir grup olmak

uzere,

Py : X—>G
seklinde herhangi bir doniisiim i¢in,

0 F>G

¢, doniisimiiniin uzantis1 olan tek bir ¢ homomorfizmas: varsa F grubuna X

iizerinde serbesttir denir, [20].

X bir F grubunun bir alt kiimesi olsun. F, asagidaki kosullar1 saglayan X

tabani ile bir serbest gruptur: Eger ¢, X kiimesinden bir H grubu i¢ine herhangi bir

fonksiyon ise ¢ homomorfizminin F den H ye bir ¢~ homomorfizmine tek bir

genislemesi vardir. Burada X e F nin serbest taban: denir, [20].

X serbest tabanmin mertebesine F nin ranki denir. Eger |X|:n ve

X= {xl,xz,...,x } ise F, {xl,xz,...,xn} uzerinde serbesttir diyecegiz ve bunu F, ile

n

gosterecegiz, [20].

2.8.2 Teorem : iki serbest grubun izomorf olmasi igin gerek ve yeter kosul

ranklarini ayni olmasidir, [20].

0 rankli bir serbest grup asikardir ve 1 rankli bir serbest grup sonsuz

devirlidir.

2.8.3 Teorem : F grubunun bir serbest grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

F nin F=<X;> bigiminde bir gdsterimi olmasidir, [21].
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2.84 Teorem : Her G grubu bir serbest grubun bir homomorfik

goriintiisiidiir, [20].

2.8.5 Teorem : Bir serbest grup biikiimsiizdiir (torsion-free), yani bir serbest

grupta birim eleman diginda sonlu mertebeli eleman yoktur, [21].

2.8.6 Teorem (Nielsen-Screier) : Bir serbest grubun her alt grubu da

serbesttir, [21].

Bigim ve Ozellik bakimindan serbest gruplara en yakm kavram, gruplarin
serbest carpimlaridir. Burada ¢alismamizda kullanacagimiz kadariyla serbest

carpimlarin genel 6zelliklerini [21] nolu kaynaktan yararlanarak verecegiz.

2.8.7 Tanim : A:<a],...;R],...> VGB=<b],...;S],...> iki grup olsun. A ve B

gruplarmin A * B ile gosterilen serbest ¢carpimi,
<a] yeeesD e Ry 5eess S, ,>

gosterimli gruptur. Yani G grubunun iiretecleri, A ve B gruplarinin iireteglerinin

timiinden ve bagmtilart da A grubunun R; ve B grubunun S; bagmtilarmin

tiimiinden olusur. A ve B gruplarina G grubunun ¢arpanlar: denir, [21].

2.8.8 Tanim : Eger A = <iirAa :bagA, >, a €I gruplarin bir koleksiyonu ise
bu gruplarin G=#* A serbest ¢carpimi, Uretecleri A gruplarmin iireteclerinin ayrik
birlesimlerinden ve bagmtilar1 da A gruplarinin  bagmtilarinin  ayrik

o

birlesimlerinden olusan gruptur, [21].

2.8.9 Teorem : G=A*B olsun. O zaman A —>G ve B— G eslemeleri

birebir eslemelerdir. A nin iiretegleri ile iiretilen G grubunun alt grubu <A grubunun
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iretecleri, A grubunun bagintilari> bigiminde gosterime sahiptir. Yani A grubuna
izomorftur. Benzer durum B i¢inde gecerlidir. Bu yiizden A ve B, G grubunun alt

gruplar1 olarak diisiiniilebilir, [21].

Bir G grubunun bir serbest ¢arpim olarak ayrisip ayristirilamayacagini
belirlemek onemlidir. G i¢in verilen bir gosterimde G grubunun iireteclerini,
bagintilar da ayrisacak bigimde iki kiimeye bolmeye calismak basit bir yontemdir.
Yani G=<RUS; {sadece R deki iiretegleri iceren bagmtilar} U { sadece S deki

iiretecleri iceren bagntilar}> biciminde yazmaya ¢aligmaktir. Artik G,
G, =<R ; R deki tiretegleri igeren bagintilar>

ve
G, =<8; S deki Uiretegleri iceren bagmntilar>

gruplarmin serbest carpimidir.

Serbest carpimlar, serbest gruplarla bir ¢ok o6zelligi paylasir. Ornegin
Kurosh’un teoremi ile serbest gruplar i¢in verilmis olan Nielsen-Schreier teoremi

serbest ¢arpimlara genisletilmistir.

2.8.10 Teorem (Kurosh) : G, A alt gruplarinin ¢arpimi yani,

G=[] .A.

o

olsun. Eger H, G nin bir alt grubu ise

H=F=* [].B,
p

olur. Burada F bir serbest grup ve her bir 8 i¢in B, bir A alt grubuna esleniktir,

[4].
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2.8.11 Teorem : Eger G=A*B ve Hc A, K < B ise H ve K ile liretilen alt

grup bunlarin serbest carpimidir. Yani <H,K>=H=#*K dir, [21].

2.8.12 Tanim : A:<a],...;R],...> ve B :<b],...;S],...> iki grup, Hc A, KcB

has alt gruplar1 ve @ :H—>K bir izomorfizm olsun. A ve B nin, H yi1 K ya

birlestirerek elde edilen serbest carpimi, gosterimi
G=(a,..bpse 3R Sy, H = O(H))

olan G grubudur. G grubunun fiiretecleri A ve B nin iirete¢lerinin ayrik birlesimidir
ve bagntilar1 da A ve B nin bagintilar ile birlikte alt grup izomorfizmini veren

bagintilarin ek bir kiimesinden olusur.

H izomorfik resmi ile 6zdeslendigi icin G, A ve B gruplarmin H ile
birlestirilmis serbest ¢arpimidir denir. Bu ¢arpim G = A *, B ile gosterilir. A ile B

gruplarma G nin ¢arpanlar1 denir, [21].

Bir G grubu eger asikar olmayan bir H has alt grubu ve her ikisi de agikar
olmayan G; ve Gy gruplart i¢in G=G,*,G, ise G birlestirilmis bir serbest

carpimdir.

H={1} alinirsa bir serbest carpim elde edilir. Bu nedenle serbest ¢arpimlar,

birlestirilmis serbest carpimlarin 6zel halleridir.
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2.9 Hecke Gruplan

Eric Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen durch
thre Funktionalgleichungen” adli calismasinda Hecke gruplarini asagidaki gibi

tanimlamistir.

2.9.1 Tanmm : A sabit bir pozitif reel say1 olmak tlizere,
1
T(z)=— ve U(@)=z+Ar
V4
kesirli dogrusal doniisiimleri ile iiretilen gruplara Hecke gruplar: denir ve H(A) ile
gosterilir.
Burada S =T.U alinirsa

1
S(z2)=——
@ Z+ A\

elde edilir, [1].

2.9.2 Teorem : H(A) Hecke gruplarmnin ayrik olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul A = 2 veya q = 3 bir tamsay1 olmak lizere A = 4, = ZCOSE olmasidur, [1].

A>2 degerleriyle elde edilen Hecke gruplari i¢cin H(A) gosterimi kullanilir.
q = 3 bir tamsay1 olmak tizere A=A = 2cos ™ , <A <2 durumuna karsilik gelen
q
Hecke gruplart H(A ) ile gosterilir.
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2.9.3 Teorem : H(A ) Hecke gruplarmin grup gosterimi,
H(A)=<T,S|T*=8'=1>= C,*C,

seklinde, 2 mertebeli devirli grup ile q mertebeli devirli grubun serbest carpimidir,

[4].
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3. H(As) HECKE GRUBUNUN SONLU INDEKSLi NORMAL
ALTGRUPLARI

Conder ve Dobcsanyi [13] nolu makalede 4 < g < 12 degerlerine karsilik
gelen Hecke gruplarinin sonlu indeksli normal alt gruplarinin sayisini diisiik indeksli
alt grup algoritmasmi kullanarak bulmustur. Tezin bu bolimiinde Conder ve
Dobcsanyi’nin  bu  makalesindeki sonuglar, Reidemeister-Scheier metodu,
permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili kullanilarak ¢ = 6 durumuna
karsilik gelen 24 indekse kadar normal altgruplarinin iiretecleri, grup gosterimleri ve

simgeleri verilmistir.

3.1.1.Teorem: H(As) Hecke grubu 2 indeksli 3 tane normal alt gruba sahiptir.
Bu alt gruplar

Ni=< TS, TS’T | (TS’T)’ =1>
N,=< S,TST | S°=(TST)* =1>
N;=<T,S% STS’ | T> =( $*)* =(STS’ )* =1>
bi¢imindedir. Ayrica bu alt gruplarin grup gdsterimleri sirastyla
(0;3,90%),(0;6%,00),(0;2?,3,0)
seklindedir.

Ispat: (i) Eger N;, H(A¢) Hecke grubunun 2 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / Nj boliim grubu ( g;; 2, 2, 1) simgesine sahiptir.

H) /N, =<T,S|T% $*,(TS)' =1> =C,

olur. Burada = { I, T } transversalini secersek ve TS =1 (S = T) oldugunu

diisiiniirsek asagidaki carpimlar1 buluruz.
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LT.(T)'=1, LS.(T)" =ST,

T.T.()' =1, T.S.()"' =TS,

Boylece Nj normal alt grubunun gosterimi;
Ni=<TS, TS’T | (TS’TY’ =1> =(C;*Z
olarak bulunur.

Ayrica N; normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(Ae) = N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +(1-3) +1+1
=
(2g-2)+ (1-5)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N; normal alt grubunun simgesi
(053, 00%)

olarak bulunur.

ii) Eger N», H(A¢) Hecke grubunun 2 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N, boliim grubu ( g;; 2, 1, 2) simgesine sahiptir.

H) /No=<T,S|T%S', (TS’ =1>=C,

olur. Burada = { I, T } transversalini secersek ve S = 1 oldugunu diisiinlirsek

asagidaki ¢arpimlar1 buluruz.
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LT.(T)' =1, LS.(D!'=s,
T.T.()' =1, T.S(T)' =TS

Boylece N; normal alt grubunun gosterimi;
No=< S, TST| S®=(TST)°=I> = C¢ * Cs
olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiiliini kullanalim.

[H(Ae) = N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +(1-3) +(1-%) +1
T (2g-2)+ (1-3)+ (1-3)+1

buradan g=0 elde edilir ve N, normal alt grubunun simgesi
(0; 6%, 00)
olarak bulunur.

iii) Eger N;, H(A¢) Hecke grubunun 2 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N3 boliim grubu ( g3; 1, 2, 2) simgesine sahiptir.

H() /N3 =<T,S|T', S*, (TS’ =1>=C,

olur. Burada = { I, S } transversalini secersek ve T =1 oldugunu diisiintirsek

asagidaki ¢arpimlar1 buluruz.

LT.)'=1, LS.(S)' =1,

T.T.(S)'=STS’, T.S.()'=§°

21



Boylece N3 normal alt grubunun gosterimi;
Ns=< T,8% STS’ | T =(STS’Y =[> =C, * C, * C,
olarak bulunur.

Ayrica N3 normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(Ae) = N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +(1-3) + (1-5) + (1-3)+1
B (2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N3 normal alt grubunun simgesi
(02,3, 0)

olarak bulunur

3.1.2.Teorem: H(As) Hecke grubu 3 indeksli 1 tane normal alt gruba sahiptir.
Bu alt grup;
N=<T, $’ §’TS*, STS’ | T> = (S’)*= (STS’)*= (S*TS**=I >
bi¢imindedir. Ayrica bu alt grubun grup gosterimi
(0,29, 00)
seklindedir.

Ispat: Eger N, H(\s) Hecke grubunun 3 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 1, 3, 3) simgesine sahiptir.

H()/N=<T,S| T, S, (TS’ =1> =C;
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olur. Burada Y= { I, S, S? } transversalini secersek ve T =1 oldugunu diisiiniirsek

asagidaki ¢arpimlar1 buluruz.

LT.()'=T, 1S.(S)"' =1,
S.T.(S)'=STS°, S.S.(SH!'=1I,
S%.T.(S%)'=S’TS?, $?S.(n)'=¢°

Boylece N normal alt grubunun gosterimi;
N=<T, $’§’TS?, STS’ | T* = (S’)*= (STS’)*= (S’ TS**=1 > = C,* Cy* C,*C,
olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiiliinii kullanalim.
[H(e) = N] = (u(N ))/(u(HAe)))

_ e+ (1-2)+ (1-2) + (1-3) + (1-3) +1

(2g-2)+ (1-5)+ (1-¢)+ 1

3

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0529, 0)

olarak bulunur.

3.1.3.Teorem: H(As) Hecke grubu 4 indeksli 1 tane normal alt gruba sahiptir.
Bu alt grup;
N=< §%,TS’T, TSTS’ | (TS’T)’= (8%)’= (TSTS”)= (S°TS)*=I >
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bicimindedir. Ayrica bu alt grubun grup gosterimi
(0; 3(2) oo? )

seklindedir.
Ispat: Eger N, H(As) Hecke grubunun 4 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 2) simgesine sahiptir.

H()/N=<T,S|T% $*, (TS’ =1> =C,xC,

olur. Burada Y= { I, T, S, TS } transversalini secersek asagidaki ¢carpimlar1 buluruz.

LT.(T)'=1, LS.(S)' =1,
T.T.()"'=1, T.S.(TS)' =1,
S.T.(TS)'=STS’T, S.S.(D)'=8%
TS.T.(S) '=TSTS’, TS.S.(T)"' = TS™T,

Boylece N normal alt grubunun gosterimi;
N=< 8%, TS’T, TSTS’ | (TS’T)’= (S*)’= (TSTS’)= (S°TS*)®=I > = C3* C3*Z
olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiiliini kullanalim.

[H(e) : N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +(1-3) +(1-3) + (1-)+ 1
B (2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
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(0537, o)

olarak bulunur.

3.1.4.Teorem: H(As) Hecke grubu 6 indeksli 5 tane normal alt gruba sahiptir.
Bu alt gruplar

Ni=< TSTSTS, $*,TS’T,TSTS’TS'T | (S*)’= (TS’T)’=(TSTS’TS’T)*= 1>
N>=< S TS’T,TSTS*TS’TS’ | (S*)’=(TS’T)? =1>

N; = < T,STS’,S’TS*,S’TS? S*TS%,S°TS | T>=(STS’ )* = (S*TS*’= (S’TS’)*=
(S*TS?*=(S’TS)*=I >

N, =<TS’, STS%,S TS | - >
Ns=<§° TS’T,TSTS’,TS*TS*| ( S’y =( TS’T )*=1>
bicimindedir. Ayrica bu alt gruplarin grup gosterimleri sirasiyla
(053,002, (0;2%, 007, (0:29,0), (13007, (1;2%, 0)
seklindedir.

Ispat: (i) Eger N;, H(A) Hecke grubunun 6 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / Nj boliim grubu ( g;; 2, 2, 3) simgesine sahiptir.

H(k) /N; =<T, S| T>=S$*=(TS)’ =1 > = Djs

olur. Burada = { I, T, S, TS, TST, TSTS } transversalini segersek asagidaki

carpimlar1 buluruz.

LT.(T)'=1, LS.(S)' =1,
T.T.()"'=1, T.S.(TS)' =1,
S.T.(TSTS)'=STS’TS°T, S.S.()"'=8%,
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TS.T.(TST) =1, TS.S.(TST)'=TST,
TST.T.(TS)'=l, TST.S.(TS) =L,

TSTS.T.(S)'=TSTSTS’, TSTS.S.(S)'=TSTS*TST,

Boylece Nj normal alt grubunun gosterimi;

Ni= < TSTSTS’,S%TS’T,TSTS’TS’T | (S*°, (TS’T)’, (TSTS’TS’Ty’=1 >

olarak bulunur.

Ayrica N; normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(e) = Ny = (u(N))/(u( H(A)))

(2g-2) +(1-3) + (1-3) + (1-3) + 1+ 1
6 (2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N; normal alt grubunun simgesi
(0;3%, )
olarak bulunur.

ii) Eger N, H(As) Hecke grubunun 6 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N, boliim grubu ( g;; 2, 3, 2) simgesine sahiptir.

H(kg) /N, =<T,S | T?= §’=(TS)’=1 > = Ds

olur. Burada Y= { I, T,S,S’TS,TS® } transversalini secersek asagidaki carpimlari

buluruz.

LT.(T) =1, LS. =1,
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T.T.()' =1, T.S(T)' =1,

S.T.(TS?)'=STS'T, S.S.()'=1,
S%.T.(TS)'=S’TS°T, S?.S.(TST)'=S’,
TS.T.(S*)'=TSTS*, TS.S.(TS)'=1,
TS’T.T.(S)'=TS’TS’, TS’T.S.(S)'=TS’T,

Boylece N; normal alt grubunun gosterimi;
N, =< 8 TS’T, TSTS* TS*TS’ | (S’)’= (TS’ T)*=1 >
olarak bulunur.

Ayrica N; normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiiliini kullanalim.

[H(Ae) : Np] = (u(N;))/(u(HQ) )

(2g-2) +(1-3) + (1-5) + 1+ 1+1
B (2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N; normal alt grubunun simgesi
(0:2?, @)
olarak bulunur.

(iii) Eger N3, H(A¢) Hecke grubunun 6 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N3 boliim grubu ( g;; 1, 6, 6) simgesine sahiptir.

H(h) /N3=<T,S|T'=8°=(TS)°=1> = Cs
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olur. Burada Y= { I, S, S*, S, S*, S° } transversalini secersek asagidaki carpimlari

buluruz.
LT.()'=T, LS.(S)' =1,
S.T.(S)'=STS’, S.S.(SYH)' =1,
S%.T.(S*)'=S’TS", S%.8.(S)) =1,
S’ T.(S)'=S’TS’, S*.S.(SH'=1,
S*T.(SY'=s'TS?, S*.S.(8)) =1,
S>.S.(D)'=1, S°.T.(S°)'=S’TS,

Boylece N3 normal alt grubunun gosterimi;

N; = < T,STS’,S’TS*,S’TS? S*TS%,S°TS | T>=(STS’ )* = (S*TS*’*= (S’TS’)*=
(S*TS?*=(S’TS)*=I >

olarak bulunur.

Ayrica N3 normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(A) = N3] = (u(N3))/(u( H(A) )

(2g-2) + 6(1—%) +1
6 (2g-2)+ (1-5)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N3 normal alt grubunun simgesi
(0;2%,0)
olarak bulunur.

(iv) Eger Ns, H(A¢) Hecke grubunun 6 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N4 boliim grubu ( g;; 2, 6, 3) simgesine sahiptir.
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H(h) /Ny=<T,S| T>=S° =TSy’ =1> = Cs

olur. Burada Y= { L, S, S*, S, S*, S° } transversalini secersek asagidaki carpimlari

buluruz.
LT.(S)'=T, LS.(S)' =1,
S.T.(S%'=STS’, S.S.(SYH)' =1,
S%.T.(S°)'=S’TS", S%.8.(S) "=,
S’ T.(1)'=S’TS’, S*.S.(SH'=1,
S* T.(S)'=S*TS? S*.S.(S°) =1,
S°.T.(S})'=S’TS, S°.S.(0)'=I,

Burada (S’T)'=TS’ , (S*TS’)'=STS? , (S’TS*)'=S’TS oldugundan N,

normal alt grubunun gosterimi;
N, =<TS’,STS%S’TS |-->
olarak bulunur.

Ayrica Ns normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(e) = NyJ = (u(N,))/(u(H(A)))

" (2g-2) +1+1
(2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=1 elde edilir ve N4 normal alt grubunun simgesi
(L;0®)

olarak bulunur.
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(v) Eger N5, H(A¢) Hecke grubunun 6 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(As) / N5 boliim grubu ( g;; 2, 3, 6) simgesine sahiptir.

H(k) /Ns=<T, S| T S, (TS)*=1> =Cs

Burada T=u’ ve S= u’ déniisiimii yapilirsa TS= u’ olur ve bdylece boliim grubu < u>

grubuna izomorf olur.

Y={LT, S, S, TS, TS* } transversalini secersek asagidaki carpimlar1 buluruz.

LT.(T)'=1, LS.(S)' =1,
T.T.(D =1, T.S.(TS)' =1,
S.T.(TS)'=STS°T, S.S.(SH =1,
S?.T.(TS?)'=S*TS"T, S%.S.(I)'=S°,
TS.T.(S)'=TSTS’, TS.S.(TS?) =1,
TS T.(S*)'=TS*TS", TS®.S.(T)'=TS’T,

Burada (STS’T)'= TSTS® , (S’TS'T)"'= TS*TS* oldugundan Ns normal alt

grubunun gosterimi;
Ns =<8’ TS’T, TSTS’, TS’TS* | (S°) = (TS’T)*=I >
olarak bulunur.

Ayrica Ns normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(A) = Ns] = (u(Ns))/(u( H(A) ))
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(2g-2) +2(1-3)+1
T (2g-2)+ (1-3)+ (1-3)+1

buradan g=1 elde edilir ve N5 normal alt grubunun simgesi
(1529, 00)

olarak bulunur.

3.1.5.Teorem: H(As) Hecke grubu 8 indeksli 1 tane normal alt gruba sahiptir.
Bu alt grup;

N= < TSTSTSTS’S?, TS*T, TSTS’TS’T, TSTSTS’TS’TS’T |
(TSTSTSTS)®= (S?)*= (TS*T)’= (TSTS’TS’T)’= (TSTSTS’TS TS T)’=1 >

bicimindedir. Ayrica bu alt grubun grup gosterimi
(0; 3(4) oo? )
seklindedir.

Ispat: Eger N, H(\s) Hecke grubunun 8 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 4) simgesine sahiptir.

H() /N=<T,S|T’=S*=TS)*=1> =D,

olur. Burada Y= { I, T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS } transversalini secersek

asagidaki ¢arpimlar1 buluruz.

LT.(T)'=1, LS.(S)' =1,
T.T.()"'=1, T.S.(TS)' =1,
S.T.(TSTSTS)'=STS’ TS’ TS’T, S.S.()'=8%
TS.T.(TST) =1, TS.S.(T)"' =TS™T,
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TST.T.(TS)'=1, TST.S.(TSTS)" =I,

TSTS.T.(TSTST) '=1, TSTS.S.(TST)! = TSTS’TS°T,
TSTST.T.(TSTS) '=1, TSTST.S.(TSTSTS) " =1,
TSTSTS.T.(S) '= TSTSTSTS’, TSTSTS.S.(TSTST)'=TSTSTS’TS’TS’T,

Burada (STS’ TS’ TS’T)" = TSTSTSTS’ dir.
Boylece N normal alt grubunun goésterimi;

N= < TSTSTSTS’, S*TS’T, TSTS’TS T, TSTSTS’TS’TS’T | (TSTSTSTS)®=
(S?Y’=(TS*T)’= (TSTS*TS’T)’=( TSTSTS* TS’ TS’T)’=I > = C3xC3x C3xC3x Z

olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(Ae) = N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +4 (1—%) +1+1
5 (2g-2)+ (1-5)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0; 3(4) @ )

olarak bulunur.

3.1.6.Teorem: H(As) Hecke grubu 10 indeksli 1 tane normal alt gruba
sahiptir.

Bu alt grup;
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N= < TSTSTSTSTS’, S° TS*T,TSTS’TS’T, TSTSTS’TS’TS’T,
TSTSTSTS’TS’TS’TS’T | (TSTSTSTSTS))®= (S?)’= (TS*T)’= (TSTS*TS’T)’=
(TSTSTS’TS TS T)’= (TSTSTSTS?TS TS TS T)’ =I > bicimindedir.

Ayrica bu alt grubun grup gosterimi
( 0: 3(5) oo? )
seklindedir.

Ispat: Eger N, H(A¢) Hecke grubunun 10 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 5) simgesine sahiptir.

H(h)/N=<T,S|T% S*, (TS’ =1> =D;s

olur. Burada = { I, T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST,
TSTSTSTS} transversalini secersek asagidaki carpimlari buluruz.

LT.(T)'=1, LS.(S)' =1,
T.T.()"'=1, T.S.(TS)' =1,

S.T.(TSTSTSTS)'=STS’ TS’ TS’TS’T, S.S.(I)'=§?,

TS.T.(TST)'=1, TS.S.(T)"' = TS™T,

TST.T.(TS)'=1, TST.S.(TSTS)™ =I,
TSTS.T.(TSTST)'=1, TSTS.S.(TST)! = TSTS’TS°T,
TSTST.T.(TSTS)'=1, TSTST.S.(TSTSTS) ™" =,
TSTSTS.T.(TSTSTST)'=1, (TS)’.S.(TSTST)'= TSTSTS*TS’TS"T,
TSTSTST.T.(TSTSTS) =, TSTSTST.S.(TSTSTSTS)™ =,
TSTSTSTS.T.(S)'= TSTSTSTSTS’, (TS)".S.(TSTSTST)'=(TS)’TS*T(S’T)’,

Burada (STS’ TS’ TS’TS’T)" = TSTSTSTSTS” dir.
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Boylece N normal alt grubunun goésterimi;

N=<TSTSTSTSTS’,S* TS*T,TSTS*TS T,TSTSTS’TS TS T,TSTSTSTS’TS TS’ T
ST | (TSTSTSTSTS))®= (S%)’= (TS*T)’= (TSTS*TS’T)’= (TSTSTS’TS’TS T)’=
(TSTSTSTS’TS TS TS T)3=I>= C3xC3x C3x C3xC3x Z

olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(e) : N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +5 (1—%) +1+1
1= (2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0; 3(5) oo? )

olarak bulunur.

3.1.7.Teorem: H(As) Hecke grubu 12 indeksli cinsi 0 olan 2 tane normal alt

gruba sahiptir.
Bu alt gruplar

Ni= < TS*TSTS'TS’T, TS’TS’TS’, TSTSTS', S°, TS’T, TSTS’TS’T,
TS*TS’TS'T | (S’)’= (TS’T)*= (TS’TSTS'TS’T)’= (TSTS’TS’T)’= (TSTSTS*y’=
(TS’TS’TS*T)’ =(TS*TS*TS?)’ =I>

No=<TSTSTSTSTSTS’,S*, TS*T, TSTS*TS T, TSTSTS*TS TS T, TSTSTSTS?
TS’T S°TS’T, TSTSTSTSTS’TS’TS’TS’TS’T | (TSTSTSTSTSTS’)®= (S?)’=
(TS*T)’=(TSTS*TS’T)’=(TSTSTS TS TS’ T)’=((TS)’TS*T(S’T)’)’=((TS)*TS’T
(S’T)*y’=I>bicimindedir. Ayrica bu alt gruplarin grup gdsterimleri sirastyla

(0:29, 009, (0;2%, %)
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seklindedir.

Ispat: i) Eger N;, H()\¢) Hecke grubunun 12 indeksli bir normal alt grubu ise,

H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 3,3) simgesine sahiptir.

H) /N =<T,S|T% S, (TS’ =1> = A,

secersek asagidaki ¢carpimlar1 buluruz.

LT.(T)' =1,

T.T.()"'=1,

S.T.( TS*TS?'= STS*TS'T,
S*T.T.(TSTS)'=S’TS’TS°T,
TS.T.(TST)'=1,

TST.T.(TS)'=1,
TSTS.T.(S*)'=TSTSTS*,

TSTS®.T.( TS°TS)'= TSTS’TS’TS"T,
TS®.T.( TS*T) =,

TS T.T(TS*'=1,
TS’TS.T.(TSTS?)'=TS’TSTS*TST,

TS’TS™.T.(S)'=TS*TS’TS’,

olur. Burada Y= { I, T, S,S% TS, TST, TSTS, TS’T, TS’TS, TS’TS?} transversalini

LS.(S)' =1,
T.S.(TS)' =1,
S.S.(SH) =L,
S’s.(D)'=§°,
TS.S.(TS? ! =,
TST.S.(TSTS)"' =1,
TSTS.S.(TSTS? ! =1,
TSTS®.S.(TST)"' = TSTS’TS°T,
TS®.S.(T)'=TS°T,
TS’T.S.(TS’TS)'= 1,
TS’TS.S.(TS’TS?) =1,

TS’TS%S (TS*T)'=TS’TS’TS"T,

Burada (TSTS*TS’TS*T)” TS’TS’TS’ TS’TS’TS’,

(S*TS’TS’T)'= TSTSTS" dir.

(STS*TS'T)'=

Boylece Nj normal alt grubunun gosterimi;
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Ni= < TS*TSTS'TS’T, TS*TS*TS°, TSTSTS?, S°, TS’T, TSTS’TS’T, TS*TS TS'T |
(S?Y= (TS’T)*= (TS*TSTS*TS’T)’= (TSTS’TS’T)*= (TSTSTS"3= (TS*TS’TS*T)’
=(TS’TS’TS’)’ =I>

olarak bulunur.

Ayrica N; normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H() = Nyl = (u(Ny )/ (u(HQA) )

(2g-2) +4 (1-3) + 1+ 1+ 1+1
(2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

12=

buradan g=0 elde edilir ve N; normal alt grubunun simgesi
(0; 2@ 5@ )
olarak bulunur.

ii) Eger N, , H(A¢) Hecke grubunun 12 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N, boliim grubu ( g; 2, 2, 6) simgesine sahiptir.

H(k) /N, =<T,S|T% S$*, (TS)°=1> =Ds olur.
Burada ;

>={ L T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS,
TSTSTSTST, TSTSTSTSTS}

transversalini segersek asagidaki carpimlari buluruz.

LT.(T)'=1, LS.(S)' =1,
T.T.()"'=1, T.S.(TS)' =1,
S.T.(TSTSTSTSTS)' =ST(S°T)’, S.S.(D)'=8%
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TS.T.(TST)'=1, TS.S.(T)' = TS™T,

TST.T.(TS)'=1, TST.S.(TSTS)" =I,
TSTS.T.(TSTST)'=1, TSTS.S.(TST)"' = TSTS’TS’T
TSTST.T.(TSTS)'=1, TSTST.S.(TSTSTS) ' =I,
TSTSTS.T.(TSTSTST)'=1, (TS)’.S.(TSTST)'= TSTSTS*TS’TS"T,
TSTSTST.T.(TSTSTS)'=I, TSTSTST.S.(TSTSTSTS) ' =I,
TSTSTSTS.T.(TSTSTSTST) =L, (TS)".S.(TSTSTST)'=(TS)’TS*T(S’T)’,
TSTSTSTST.T.(TSTSTSTS)'=I TSTSTSTST.S.(TSTSTSTSTS)'=I
(TS)’.T.(S)' =TSTSTSTSTSTS’ (TSY’.S.((TS)*T)'=(TS)*TS*T(S’T)*,

Burada (STS’ TS’ TS’TS’TS’T)" = TSTSTSTSTSTS? dir.
Boylece N; normal alt grubunun gosterimi;

No=<TSTSTSTSTSTS’,S*, TS*T, TSTS*TS T, TSTSTS TS TS T, TSTSTSTS*TS’T

S°TS’T, TSTSTSTSTS*TS TS’ TS’TS T | (TSTSTSTSTSTS ) ®= (S?)’= (TS’T)’=

(TSTS*TS T’ =(TSTSTS* TS TS T)’=((TS)’TS*T(S’T)’)’=((TS)*"TS*T(S’T)*)’=I>
=C3xC3xCixC3xCx Cyx Z

olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiiliini kullanalim.

[H(Ae) : Nyl = (u(Ny ))/(u(H()))

_ (28-2)+6 (1—%) +1+1
1= (2g-2)+ (1-5)+ (1-¢)+ 1
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buradan g=0 elde edilir ve N, normal alt grubunun simgesi
(0; 3(6) oo? )

olarak bulunur.

3.1.8.Teorem: H(As) Hecke grubu 14 indeksli 1 tane normal alt gruba
sahiptir.

Bu alt grup;

N=<TSTSTSTSTSTSTS’,S* TS*T,TSTS*TS T, TSTSTS*TS TS T,(TS)’TS’T
(S’T),(TS)*TS*T(S’T)*, TSTSTSTSTSTS* TS TS TS’ TS TS T|(TSTSTSTSTSTS)*
=(S?)’=(TS*T)’=(TSTS’TS T)’=(TSTSTS’TS TS T)’=(TSTSTSTS*TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTS*TS TS TS TS T)’=((TS)’ TS*T(S’T)’)’=((TS)°TS*T(S’T)°)’=I>

bicimindedir. Ayrica bu alt gruplarin grup gosterimi
(0; 3(7) oo? )
seklindedir.

Ispat: Eger N, H(\s) Hecke grubunun 14 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 7) simgesine sahiptir.

H(h) /N=<T,S|T% S*,(TS)’=1> =D; olur.
Burada ;

>={ L T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS,
TSTSTSTST, TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS } transversalini

secersek asagidaki ¢carpimlar1 buluruz.

LT.(T) =1, LS.(S)' =1,
T.T.()'=1, T.S(TS)' =1,
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S.T.(TS)*)'=ST(S’ T)°
TS.T.(TST)'=1,

TST.T.(TS)'=1,
TSTS.T.(TSTST)'=1,
TSTST.T.(TSTS)'=1,
TSTSTS.T.(TSTSTST)'=1,
TSTSTST.T.(TSTSTS) =L,
TSTSTSTS.T.(TSTSTSTST) =L,
TSTSTSTST.T.(TSTSTSTS)'=I
TSTSTSTSTS.T.(TSTSTSTSTST)'=I
TSTSTSTSTST.T.(TSTSTSTSTS)'=I

(TS)*.T.(S)'= TSTSTSTSTSTSTS’

S.S.(D)'=8%,

TS.S.(T)"' = TST,

TST.S.(TSTS)" =I,

TSTS.S.(TST)! = TSTS’TS°T,
TSTST.S.(TSTSTS)" =1,
(TS)’.S.(TSTST)'= TSTSTS*TS’TS"T,
TSTSTST.S.(TSTSTS)" =I,
(TS)*.S.((TS)’T)'= (TS)’TS’T(S’T)’,
TSTSTSTST.S.(TSTSTSTS)'=I
(TS)’.S.((TS)*T)'=(TS)*'TS*T(S°T)*,
TSTSTSTSTST.S.(TS)’)'=1,

(TS)®.S.((TS)’T)'=(TS)’TS’T(S’T)’

Burada (STS’ TS’ TS’TS’TS TS T)" = TSTSTSTSTSTSTS’ dir.

Boylece N normal alt grubunun goésterimi;

N=<TSTSTSTSTSTSTS’,S* TS*T, TSTS*TS T, TSTSTS*TS TS T,(TS)’TS*T(S’T)’,
(TS)*TS*T(S’T)*, TSTSTSTSTSTS* TS TS’ TS TS TS T|(TSTSTSTSTSTSTS”)®=
(S*Y=(TS*T)’=(TSTS’TS T)’=(TSTSTS* TS TS T)’=(TSTSTSTS’*TS’TS TS T)*=
(TSTSTSTSTS*TS TS TS TS T)’=((TS)’ TS*T(S’T)’)’=((TS)°TS*T(S’T)°)’=I> =

C3XC3XC3XC3XC3XC3XC3XZ

olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiiliini kullanalim.
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[H(Ae) : N] = (u(N ))/(u(H(e)))

 (28-2)+7 (1—%) +1+1
1= (2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0; 3(7) oo? )

olarak bulunur.

3.1.9.Teorem: H(As) Hecke grubu 16 indeksli 1 tane normal alt gruba
sahiptir.

Bu alt grup;

N=<TSTSTSTSTSTSTS’,S> TS*T, TSTS*TS T, TSTSTS* TS’ TS T, TSTSTSTS’TS’T
S’ TS T, TSTSTSTSTS TS TS TS’ TS T, TSTSTSTSTSTS TS TS TS’ TS TS’ T,
TSTSTSTSTSTSTS* TS TS’ TS TS TS TS T|(TSTSTSTSTSTSTS®)®=(S%)*=
(TS*T)’=(TSTS* TS T)’=(TSTSTS* TS TS T)’=(TSTSTSTS*TS TS’ TS’T)’=
(TSTSTSTSTS*TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS T)’=(TS)°T
S*(TS T)°)’=I >

Ayrica bu alt gruplarin grup gosterimi
( 0: 3(8) oo? )
seklindedir.

Ispat: Eger N, H(A¢) Hecke grubunun 16 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 8) simgesine sahiptir.

H(k) /N=<T,S|T%S*,(TS)*=1> = Dg olur.

Burada ;
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Y= { I, T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS,
TSTSTSTST,TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST,
TSTSTSTSTSTSTS}

transversalini segersek asagidaki carpimlari buluruz.

LT.(T) =1,

T.T.()"'=1,
S.T.(TS)")'=ST(S’T),
TS.T.(TST)'=1,
TST.T.(TS)'=1,
TSTS.T.(TSTST)'=1,
TSTST.T.(TSTS)'=1,
TSTSTS.T.(TSTSTST)'=1,
TSTSTST.T.(TSTSTS) =L,
TSTSTSTS.T.(TSTSTSTST) =L,
TSTSTSTST.T.(TSTSTSTS)'=I
(TS)’.T.(TSTSTSTSTST)" =I
(TSY’T.T.(TSTSTSTSTS)" =I
(TS)*.T(TSTSTSTST) ' =1
(TS)®.T.(TSTSTSTSTSTS)'=1

(TS)".T.(S)'=(TS)'TS’

LS.(S)' =1,
T.S.(TS)' =1,
S.S.(D)'=8%,

TS.S.(T)"' = TST,

TST.S.(TSTS)™ =I,

TSTS.S.(TST)! = TSTS’TS°T,
TSTST.S.(TSTSTS)" =1,
TSTSTS.S.(TSTST)"' = TSTSTS’TS’TS’T,
TSTSTST.S.(TSTSTSTS)" =L,
(TS)*.S.(TSTSTST)'= (TS)’TS’TS’TS’TS°T,
TSTSTSTST.S.(TSTSTSTSTS)'=I
(TS)’.S.(TSTSTSTST)'=(TS)*TS*T(S’T)*,
TSTSTSTSTST.S.(TSTSTSTSTSTS)'=I
(TS)®.S.((TS)’T)'= (TS)’TS*T(S’T)’,
(TS)®T.S.(TSTSTSTSTSTSTS) =1,

(TS)".S.((TS)°T) "= (TS)°TS*T(S’T)",
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Burada (STS’ TS’ TS’TS’TS’TS’T)" = TSTSTSTSTSTSTS’ dir.
Boylece N normal alt grubunun goésterimi;

N= < TSTSTSTSTSTSTS’, S>TS’T, TSTS’TS’T, TSTSTS’TS’TS’T,
(TS’ TS’ TS TS TS T, TSTSTSTSTS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTS’ TS TS TS’
TS’TS T, TSTSTSTSTSTSTS TS’ TS TS TS TS TS T|(TSTSTSTSTSTSTS?)®
=(S?)’=(TS*T)’=(TSTS’TS T)’=(TSTSTS’TS TS T)’=(TSTSTSTS’TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTS* TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTS’TS TS TS TS TS TS T)’ =I> = C3x C3x C3x C3x C3x C3 X
CixCyxZ

olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(Ae) = N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +8 (1—%) +1+1
o= (2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0; 3(8) oo? )

olarak bulunur.

3.1.10.Teorem: H(As) Hecke grubu 18 indeksli cinsi 0 olan 1 tane normal alt
gruba sahiptir.

Bu alt grup;

N= < TSTSTSTSTSTSTSTSTS®, S>TS’T, TSTS’TS’T, TSTSTS’TS’TS’T,
TSTSTSTS’TS TS TS T, TSTSTSTSTS* TS TS’ TS TS T, TSTSTSTSTST
S TS’ TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTST
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STSTS* TS’ TS’ TS TS TS TS TS T|(TSTSTSTSTSTSTSTSTS)*= (S%)’= (TS’T)’=
(TSTS*TS Ty’ =(TSTSTS*TS TS T)’=(TSTSTSTS’TS TS TS T)’=

(TSTSTSTSTS* TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTS* TS TS’TS’TS TS TS T)’
(TSTSTSTSTSTSTSTS*TS TS TS TS TS TS TS T)’=I> bi¢imindedir.

Ayrica bu alt gruplarin grup gosterimi
( 0: 3(9) oo? )
seklindedir.

Ispat: Eger N, H(A¢) Hecke grubunun 18 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 9) simgesine sahiptir.

H(h) /N=<T,S|T% S*, (TS’ =1> =Dy olur.
Burada ;

>={ L T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS,
TSTSTSTST, TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST,
TSTSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTSTS }

transversalini segersek asagidaki carpimlari buluruz.

LT.(T) =1, LS.(S)' =1,

T.T.()"'=1, T.S.(TS)' =1,

S.T.(TS)*)'= ST(S’T)%, S.S.(D)'=8%

TS.T.(TST)'=1, TS.S.(T)"' =TS™T,
TST.T.(TS)'=1, TST.S.(TSTS)" =I,
TSTS.T.(TSTST)'=1, TSTS.S.(TST)! = TSTS’TS°T,
TSTST.T.(TSTS)'=1, TSTST.S.(TSTSTS) ™" =I,
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TSTSTS.T.(TSTSTST)'=1, TSTSTS.S.(TSTST)'= TSTSTS*TS’TS’T,
TSTSTST.T.(TSTSTS) =, TSTSTST.S.(TSTSTSTS) ™ =I,
TSTSTSTS.T.(TSTSTSTST) =L, (TS)*.S.((TS)’T)'= (TS)’S*TS’TS’TS’T,
TSTSTSTST.T.(TSTSTSTS)'=I TSTSTSTST.S.(TSTSTSTSTS)'=I
(TS)’.T.(TSTSTSTSTST)'=I (TSY’.S.((TS)*T) "= (TS)*TS*T(S’T)*,
(TSY’T.T.(TSTSTSTSTS) =1 TSTSTSTSTST.S.(TSTSTSTSTSTS)'=I
(TS).T.(TSTSTSTSTSTSTST)'=1 (TS)°.S.((TS)’T)'=(TS)’TS*T(S’T)’,
(TS)°T.T.(TSTSTSTSTSTS)'=1 (TS)®T.S.(TSTSTSTSTSTSTS)'=1,

(TS) . T.(TSTSTSTSTSTSTST)'=1 (TS)".S.((TS)°T)"'=(TS)°TS*T(S’T)’,
(TS)' T.T.(TS)*)'=1 (TS)'T.S.(TSTSTSTSTSTSTSTS) =1,

(TS)E.T.(S)'=(TS)*TS’, (TS)E.S.((TS)'T) "= (TS)' TS*T(S’T)’

Burada (STS’ TS’ TS’TS’TS’TS TS TS T)" = TSTSTSTSTSTSTSTSTS’ dir.
Boylece N normal alt grubunun goésterimi;

N= < TSTSTSTSTSTSTSTSTS’, S°TS’T, TSTS’TS’T, TSTSTS’TS’TS’T,
TSTSTSTS’TS TS TS T, TSTSTSTSTS TS TS TS’ TS T, TSTSTSTSTSTS’ TS TS’
TS’ TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS

TS TS TS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTS TS’ TS’ TS’ TS TS TS’ TS T
(TSTSTSTSTSTSTSTSTS ) *=(S*)’=(TS*T)’=(TSTS*TS’T)’= (TSTSTS*TS’TS’T)’
=(TSTSTSTS* TS TS’TS T)’=(TSTSTSTSTS’TS TS TS TS T)’=

(TSTSTSTSTSTS TS TS TS’ TS’ TS T)P=(TSTSTSTSTSTSTS TS’ TS’ TS’ TS TS’
TS T)’ =(TSTSTSTSTSTSTSTS’TS’TS TS TS’ TS’TS’TS T)’ = I> = C3x C3 x C3
XC3xC3xCi3xC3xCy xC5 xZ

olarak bulunur.
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Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(e) = N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +9 (1—%) +1+1
18- (2g-2)+ (1-5)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0; 3(9) oo? )

olarak bulunur.

3.1.11.Teorem: H(As) Hecke grubu 20 indeksli 1 tane normal alt gruba
sahiptir. Bu alt grup;

N=<TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS’,S*, TS’T,TSTS*TST,
TSTSTS*TS’ TS T, TSTSTSTS’TS TS TS T, TSTSTSTSTS* TS TS’ TS TST,
TSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS TS’ TS’ TS TS TS TS’ T
,TSTSTSTSTSTSTSTS’TS’TS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTS
TS TS TS TS TS TS TS TS TS T|(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS ) ® =(S%)’=
(TS*T)’=(TSTS* TS T)’=(TSTSTS* TS TS T)’=(TSTSTSTS*TS TS’ TS’T)’=
(TSTSTSTSTS* TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTS TS’ TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTS TS’ TS’TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTSTS’TS’TS TS TS TS TS’ TS T)’=
TSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS TS TS T)’ =I> bicimindedir.

Ayrica bu alt gruplarin grup gosterimi
(0: 309, o)

seklindedir.
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Ispat:

Eger N, H(As) Hecke grubunun 20 indeksli bir normal alt grubu ise,

H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 10) simgesine sahiptir.

H(k) /N=<T,S|T% S*,(TS)"’=1> =Dy, olur.

Burada ;

>={ L T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS,
TSTSTSTST, TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST,
TSTSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTSTST,TSTSTSTSTSTSTSTS,
TSTSTSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTSTSTS }

transversalini segersek asagidaki carpimlar1 buluruz.

LT.(T)' =1,

T.T.()'=1,

S.T.(TS)’)'= ST(S’T)’,
TS.T.(TST)'=1,
TST.T.(TS)'=1,
TSTS.T.(TSTST)'=1,
TSTST.T.(TSTS)'=1,
TSTSTS.T.(TSTSTST)'=1,
TSTSTST.T.(TSTSTS) =L,
TSTSTSTS.T.(TSTSTSTST) =L,
TSTSTSTST.T.(TSTSTSTS)'=I
TSTSTSTSTS.T.(TSTSTSTSTST)'=I

TSTSTSTSTST.T.(TSTSTSTSTS)'=I

46

LS.(S)' =1,
T.S.(TS)' =1,
S.S.(D)'=8%

TS.S.(T)"' = TST,

TST.S.(TSTS)" =I,

TSTS.S.(TST)" = TSTS’TS’T
TSTST.S.(TSTSTS)" =1,
(TS)’.S.(TSTST)'= TSTSTS*TS’TS"T,
TSTSTST.S.(TSTST) =L,
(TS)*.S.((TS)’T)'=(TSy’TS*T(S’T)’,
TSTSTSTST.S.(TSTSTSTSTS)'=I
(TS)’.S.((TS)*T)" =(TS)*'TS*T(S’T)",

TSTSTSTSTST.S.(TSTSTSTSTSTS)'=I



(TS)®.T.(TSTSTSTSTSTSTST)'=1 (TS)®.S.((TS)’T)'=(TSY’TS*T(S’T)’,
(TS)°T.T.(TSTSTSTSTSTS)'=1 (TS)’T.S.(TSTSTSTSTSTSTS) =1,
(TS) . T.(TSTSTSTSTSTSTST)'=1 (TS)".S.((TS)°T)" =(TS)°TS*T(S’T)°,
(TS)'T.T.(TSTSTSTSTSTSTSTS)'=1  (TS)'T.S.(TSTSTSTSTSTSTSTS)'=1,
(TS)®. T.(TSTSTSTSTSTSTSTST)'=1,  (TS)®.S.((TS)'T)" =(TS)'TS*T(S’T),
(TS)*T.T.(TS’T)'=1 (TS)*T.S.(TS))'=1,

(TS)’.T.(S)'=(TS)’TS’ (TS)’.S.((TS)*TT)" =(TS)*TS*T(S’T)"

Burada (STS’ TS’ TS’TS TS’ TS TS TS TS T)" = TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS’ dir.
Boylece N normal alt grubunun gosterimi;

N= < TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS’, S*TS’T, TSTS’TS’T, TSTSTS’TS’TS’T,
TSTSTSTS’TS TS TS T, TSTSTSTSTS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTS

TS*TS TS TS TS’ TS T, TSTSTSTSTSTSTS* TS TS’ TS TS TS TS°T,
TSTSTSTSTSTSTSTS TS TS’ TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTS

TS TS TS TS TS TS’ TS TS TS T|(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS?) *=
(S*Y=(TS*T)’=(TSTS’TS T)’=(TSTSTS* TS TS T)’=(TSTSTSTS’*TS’TS TS T)*=
(TSTSTSTSTS TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTSTS TS TS’
TS’ TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTSTSTS* TS TS’ TS’ TS TS TS TS TS’T)’
> 2CGxGxCixCGxCixCixCixCyxCiyxCy x Z

olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiiliini kullanalim.

[H(Ae) = N] = (u(N ))/(u(H(e)))
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(2g-2) +10 (1—%) +1+1
20- (2g-2)+ (1-5)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0; 3(10) o? )

olarak bulunur.

3.1.11.Teorem: H(As) Hecke grubu 22 indeksli 1 tane normal alt gruba
sahiptir. Bu alt grup;

N= < TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS’, $*,TS’T, TSTS’TS’T, TSTSTS*TS’TS’T,
TSTSTSTS’*TS TS TS T, TSTSTSTSTS TS TS TS’ TS T, TSTSTSTSTSTS’ TS TS’
TS’ TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS
TS*TS TS TS TS’ TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS TS’ TS TS TS’
TS’ TS T, TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS’ TS TS TS TS TS TS’ TS T|
(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS’)*=(S*)’=(TS’T)’=(TSTS*TS’T)’=

(TSTSTS* TS’ TS T)’=(TSTSTSTS’TS TS TS T)*=(TSTSTSTSTS’TS TS TS’T

S T)’=(TSTSTSTSTSTS TS TS TS’TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTS* TS’ TS TS’ T
S TS’ TS’ T)’=(TSTSTSTSTSTSTSTS* TS TS TS TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTSTSTS TS’ TS TS TS TS’ TS’ TS TS T) =
TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS*TS TS TS TS TS TS TS’ TS TS T)’ =I> bi¢imindedir.

Ayrica bu alt gruplarin grup gosterimi
(0. 3(”) oo? )
seklindedir.

Ispat: Eger N, H(A¢) Hecke grubunun 22 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 11) simgesine sahiptir.

H(k) /N=<T,S|T% S*,(TS)"'=1> =D, olur.

Burada ;
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>={ L T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS,

TSTSTSTST, TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST,
TSTSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTSTST,TSTSTSTSTSTSTSTS,
TSTSTSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTSTSTSTST,TST

STSTSTSTSTSTSTSTS }

transversalini segersek asagidaki carpimlari buluruz.

LT.(T)'=1,

T.T.()'=1,

S.T.(TS)'% "= ST(S’T)"?
TS.T.(TST)'=1,

TST.T.(TS)'=1,
TSTS.T.(TSTST)'=1,
TSTST.T.(TSTS)'=1,
TSTSTS.T.(TSTSTST)'=1,
TSTSTST.T.(TSTSTS) =L,
TSTSTSTS.T.(TSTSTSTST) =L,
TSTSTSTST.T.(TSTSTSTS)'=I
TSTSTSTSTS.T.(TSTSTSTSTST)'=I
TSTSTSTSTST.T.(TSTSTSTSTS)'=I
(TS)®.T.(TSTSTSTSTSTST) =1
(TS)’T.T.(TSTSTSTSTSTS)' =1

(TS)”.T(TSTSTSTSTSTSTST)'=1
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LS.(S)' =1,
T.S.(TS)! =1
S.S.(D'=8%,

TS.S.(T)'=TS’T

TST.S.(TSTS)" =I,

TSTS.S.(TST)! =TSTS’TS’T
TSTST.S.(TSTSTS)" =I
(TS)’.S.(TSTST)'= TSTSTS’TS’TS’T
TSTSTST.S.(TSTSTSTS)" =I
(TS)'T.S.((TSY’T)'=(TS)’ TS*T(S’T)’
TSTSTSTST.S.(TSTSTSTSTS)'=I
(TSY’.S.((TS)*T) "= (TS)*TS*T(S’T)*
(TS)’T.S.(TSTSTSTSTSTS)" =I
(TS)®.S.((TS)’T) "= (TS)’TS*T(S’T)’,
(TS)°T.S.(TSTSTSTSTSTSTS)'=1

(TS)".S.((TS)°T) "= (TS)°TS*T(S’T)",



(TS) .T.(TSTSTSTSTSTSTS)'=1
(TS)*T.T.(TSTSTSTSTSTSTST)'=1
(TS)®.T.(TSTSTSTSTSTSTSTS)'=1
(TS)’T.T.(TSTSTSTSTSTSTSTST)'=1,
(TSY’. T.(TS))'=1

(TS)'.T.(S)'= (TS)''TS’,

Burada ;

(TS)'T.S.((TS)’T)'=1,
(TS)E.S.((TS)")'= (TS)'TS*T(S’T),
(TS)*T.S.(TSTSTSTSTSTSTSTS)'=1
(TS)’.S.((TS)*T)'= (TS)*TS*T(S’T)%,
(TSY’T.S.((TS)')'=1

(TS)'°.S.((TS)’T)'=(TS)’TS*T(S’T)’

(STS’ TS’ TS’ TS’ TS’ TS’ TS TS TS TS T)! = TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS” dir.

Boylece N normal alt grubunun gosterimi;

N= < TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS®, S*TS’T, TSTS*TS’T, TSTSTS’TS TST,
TSTSTSTS’TS TS TS T, TSTSTSTSTS TS TS TS’ TS T, TSTSTSTSTSTS’ TS T
S’ TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS’ TS TST,
TSTSTSTSTSTSTSTS TS TS’ TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTS

TS TS TS TS TS TS’ TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS* TS TS’ TS’ T

S TS TS TS TS’ TS T|(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS®) ®=(S*)’=(TS*T)’=
(TSTS*TS T’ =(TSTSTS*TS TS T)’=(TSTSTSTS’TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTS TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTS’TS TS TS TS TS TS T)’=<(TSTSTSTSTSTSTS

TS*TS TS TS TS TS’ TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTSTSTS*TS TS T

S TS’ TS’ TS’ TS’ TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS TS’ TS’ TS TS T
STS’TS’T)’ =I> = C3x C3xC3x C3x C3xC3x C3x C3 x C3 x C3 x C3x Z

olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.



[H(e) = N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +11 (1—%) +1+1
22= 1 1
(2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0; 3(”) @ )

olarak bulunur.

3.1.12.Teorem: H(As) Hecke grubu 24 indeksli cinsi 0 olan 1 tane normal alt
gruba sahiptir. Bu alt grup;

N=<TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS’,S* TS*T,TSTS’TS’T,
TSTSTS’TS TS T, TSTSTSTS TS’ TS TS T, TSTSTSTSTS TS’ TS’ TS TST,
TSTSTSTSTSTS’TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS TS TS TS’ TS TS TS’T
,TSTSTSTSTSTSTSTS*TS TS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTS
TS TS TS’ TS’ TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS’ TS TS TS TS’ TS’
TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS TS TS T
S’ TS T|(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS?)®=(S*y’=(TS’T)’=(TSTS’TS’T)’=
(TSTSTS* TS’ TS T)’=(TSTSTSTS*TS’TS TS T)’=(TSTSTSTSTS’TS TS’T
S’ TS T)’=(TSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTS*TS’TST
S TS’ TS’ TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTS
TSTSTS’ TS’ TS’ TS’ TS’ TS TS TS TS TS T)’=TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS
TS TS TS TS TS TS TS TS TS TS TS T)® “I> bigimindedir.

Ayrica bu alt gruplarin grup gosterimi
(0; 3(12) oo? )

seklindedir.
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Ispat: Eger N, H(As) Hecke grubunun 24 indeksli bir normal alt grubu ise,
H(A¢) / N boliim grubu ( g; 2, 2, 12) simgesine sahiptir.

H(k) /N=<T,S|T% $*,(TS)"?*=1> =D, olur.
Burada ;

>={ L T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS,
TSTSTSTST, TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST,
TSTSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTSTST,TSTSTSTSTSTSTSTS,
TSTSTSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTSTSTSTST,TST
STSTSTSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTSTSTSTSTST,
TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS }

transversalini segersek asagidaki carpimlar1 buluruz.

LT.(T)'=1, LS.(S)' =1

T.T.()"'=1 T.S.(TS)! =1

S.T.(TS)'Y'= ST(S’T)" S.S.(D'=§?

TS.T.(TST)'=1, TS.S.(T)"'=TS’T

TST.T.(TS)'=1, TST.S.(TSTS)™ =I
TSTS.T.(TSTST)'=1, TSTS.S.(TST)" = TSTS’TS’T
TSTST.T.(TSTS)'=1 TSTST.S.(TSTSTS) " =I
TSTSTS.T.(TSTSTST)'=1 (TS)’.S.((TS)*T) "= (TS)*TS*T(S’T)*
TSTSTST.T.(TSTSTS)'=I TSTSTST.S.(TSTSTSTS) " =I
TSTSTSTS.T.(TSTSTSTST) =1 (TS)*.S.((TS)’T) "= (TS)’TS*T(S’T)’
TSTSTSTST.T.(TSTSTSTS)'=I TSTSTSTST.S.(TSTSTST)'=I

TSTSTSTSTS.T.(TSTSTSTSTST)'=I  (TS)’.S.((TS)*T)'= (TS)*TS*T(S’T)"
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TSTSTSTSTST.T.(TSTSTSTSTS) =1
(TS)C.T.((TS)’T)'=1
(TS)’T.T.(TS)°)'=D)'=1
(TS) . T.(TS)'T)'=1
(TS)'T.T.(TS))'=D'=1

(TS .T.((TS)*T)'=1
(TS)*T.T.(TS)*)'=1

(TS)’. T.(TSY’T)'=1

(TSY’T.T.((TS)’)'=1

(TS)"°.T.(TS)'T)'=1

(TS)'°T.T.((TS)"")'=1

(TS)'L.T.(S)'=(T9)'TS’

Burada ;

(ST(S’D)'Y'=(TS)' TS’ dir.

TSTSTSTSTST.S.(TSTSTST)'=I
(TS)®.S.((TS)’T) "= (TS)’TS*T(S’T)’
(TS)’T.S.((TS))'=1
(TS)".S.((TS)°T) "= (TS)°TS*T(S’T)°
(TS)'T.S.((TS)*)'=1
(TS)E.S.((TS)'T) "= (TS)' TS*T(S’T)’
(TS)*T.S.((TS)’)'=1
(TSY’T.S.((TS)*T) "= (TS)*TS*T(S°T)®

(TS)’.S.((TS)'")'=1

(TS)'°T.S.(TS)’T) "= (TS’ TS*T(S’T)’

(TS)'°.8.(TS)')'=1

(TS)'T.S.((TS)''T)'=(TS) *TS*T(S’T) "

Boylece N normal alt grubunun goésterimi;

N= < TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS’, S*>,TS’T, TSTS*TS’T, TSTSTS’TS TS’T,
TSTSTSTS*TS TS TS T, TSTSTSTSTS TS’ TS’ TS TS’T,
TSTSTSTSTSTS’TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTS TS’ TS’ TS TS’ TS’T
S>T,TSTSTSTSTSTSTSTS’TS TS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTS

TS TS TS TS TS TS TS TS TS T, TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS* TS TS TS’ T

S TS’ TS’ TS TS’ TS T, TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS’T

S’ TS TS TS T|(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS®)®=(S*)’=(TS*T)’=

(TSTS*TS Ty’ =(TSTSTS*TS TS T)’=(TSTSTSTS’TS TS TS T)’=



(TSTSTSTSTS* TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTS TS’ TS TS TS TS T)’=
(TSTSTSTSTSTSTS TS’ TS’ TS TS TS TS T)’=(TSTSTSTSTSTSTSTS TS TS’ T

S TS TS TS TS’ T)’=(TSTSTSTSTSTSTSTSTS TS’ TS TS TS TS TS TS TS’ T)’
=(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS TS TS TS TS’ TS’ TS TS T)*=
(TSTSTSTSTSTSTSTSTSTSTS TS TS’ TS’ TS TS TS TS TS’ TS’ TS’ T)’ =I> = C;
XC3xG3xCixGixCixCG3xCixC3 xCy x G xCx Z

olarak bulunur.

Ayrica N normal alt grubunun cinsini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

[H(e) : N] = (u(N ))/(u(H(e)))

(2g-2) +12 (1—%) +1+1
24 (2g-2)+ (1-3)+ (1-¢)+ 1

buradan g=0 elde edilir ve N normal alt grubunun simgesi
(0; 3(12) @ )

olarak bulunur.

3.1.13. m = 2 Tamsay1, 2m Mertebeli Normal Altgruplar:

Eger H(As) / N boliim grubu (g;2,2,m) simgeli ise; yani
H(k)/N=<T,S|T% S$*,(TS)"=1> =D, olur.

Bu durumda;
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>={ L T, S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS,

TSTSTSTST, TSTSTSTSTS,

TSTSTSTSTST,

TSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTS,..., (TS) ™"}

transversalini segersek asagidaki carpimlari buluruz.

LT.(T)' =1,

T.T.)" =1,

S.T.((TS) ™) '=8T(S’T) ™"
TS.T.(TST)'=1,
TST.T.(TS)'=1,
TSTS.T(TSTST)'=1,

TSTST.T.(TSTS)'=1,

(TS) ™. T.(S)'=(TS) ™ITS?

Burada ;

TSTSTSTSTSTS,
LS.(S)' =1,

T.S.(TS)' =1,

S.S.(D)'=8%

TS.S.(T)"' = TS™T,
TST.S.(TSTS)" =I,
TSTS.S.(TST)" = TSTS’TS°T,

TSTST.S.(TSTSTS)" =1,

(TS)™V S.(TS)™T)'=

(TS) ™HTS*T(S°T) ™2

(ST (S° T) ™Dy '=(TS) ™ITS° oldugundan
N normal alt grubunun {iiretecleri;

ai= (TS)™VTS°, a,=8%, a;=TS’T, as=TSTS’T
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ame= (TS) ™I TS*T(S’T) ™),
olarak bulunur. Ayrica grup gosterimi;
N=< a;, ap,a3,..., amt | ( a2)3=( a3)3=( a4)3...= (am+1)3=I>

olarak bulunur.Ayrica Rieman Hurwitz formuliinden N normal altgrubunun

simgesini (0;3™,00?) olarak buluruz.
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4.SONUCLAR

Bu calismada elde edilen yeni sonuglar ii¢lincii boliimde bulunmaktadir ve

bunlar agagidaki gibidir.

Conder ve Dobcsanyi [13] nolu makalede 4 < g < 12 degerlerine karsilik
gelen Hecke gruplarinin sonlu indeksli normal alt gruplarinin sayisini diisiik indeksli
alt grup algoritmasmi kullanarak bulmustur. Bu tezde Conder ve Dobcsanyi’nin
makalesindeki sonuglar1 kullanarak ¢ = 6 durumuna karsilik gelen 24 indekse kadar
normal altgruplarinin iiretecleri, grup gosterimleri ve simgeleri Reidemeister-Scheier

metodu, permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak bulundu.
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