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OZET

KARMA LEBESGUE UZAYLARINDA YAKLASIM
YUKSEK LiSANS TEZi
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MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. RAMAZAN AKGUN)
BALIKESIR, OCAK - 2026

Bu tezde karma Lebesgue uzayinda trigonometrik yaklagimin temel 6zellikleri
incelenmistir.

Tez bes ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim, girig boliimiidiir.

Ikinci boliimde, tezde kullanilan ve gerekli olan tanimlar, teoremler ve notasyonlar
hakkinda bilgiler verilmistir.

Ucgiincii béliimde karma Lebesgue uzay ile ilgili bazi bilgilere yer verilmistir.

Dordiincii boliimde acgisal yaklasim, fark operatorii, K-fonksiyoneli, Vallee-Poussin
ortalamalarinin yaklasimidan bahsedilmistir.

Besinci ve son boliim sonug boliimii olarak verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Diizgiinliik modiilii, Fourier serisi, Karma Lebesgue uzay,

Steklov operatorii
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ABSTRACT

APPROXIMATION IN MIXED LEBESGUE SPACES
MSC THESIS
ALI KAYA
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MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. RAMAZAN AKGUN)
BALIKESIR, JANUARY - 2026

This thesis discusses trigonometrical approximation problems in the mixed Lebesgue
spaces.

The thesis consists of five main sections.

The first section is introduction.

The second section gives informations about definitions, theorems and notations used and
required in the thesis.

The third section describes some main properties the mixed Lebesgue space.

The fourth section discusses angular approximation, the difference operator, the K-
functional, and approximation by Vallee-Poussin averages.

The fifth and final section contains the conclusions of this thesis.

KEYWORDS: Smoothness module, Fourier series, Mixed Lebesgue spaces, Steklov
operator

Science Code / Codes : 20404 Page Number : 32



ICINDEKILER Sayfa

OZET ... i
ABST R A CT ettt ettt b e b e be et e be e nre e nee e e I
ICINDEKILER ..ottt eeeeeees iii
SEMBOL LISTEST .....c.ooouiiiiiiiiee et iv
ONSOZ ..o v
LuGIRIS ..ottt e et e ettt 1
2. ON BILGILER .......coooiiii et 3
3. Karma Lebesgue UZayl...........ccccoooiiiiiiiiiiii s 5
4. Diiz Ve Ters Yaklasim Teoremleri...............cccccooiiiiiiiiiiiiii e 7
.01 TaNIM oo oee e e e e e e e 7
I o) 710 Lo LV U o OSSR 8
4.2 Realizasyon FONKSIYONEI........cooeviiiiiiiiiiicccee e 9
4.3 Steklov ortalamalari, fark operatorleri ve siireklilik modiilii ............... 10
4.4 Fourier serisinin bazi ortalamalari...........cccccoeeiiieeiiies e, 10
4.5 Bernstein eSitS1ZIKICTT .....eeeoiiviri i 14
4.6 Favard tipi Jackson e§itSizIIKIEri .........occvevvriiiiiiiiiciiccecc 17
4.7 Karma K-foNKSIYONEH .......ccuveviiieiicc e 20
4.8 PotapoVv tipl dUZ tEOTEM.......cccvverieiiiieriie e 23
4.9 Realizasyon Fonksiyoneli ile denkliK...........c.coocevviiiiiiiiiiiiiccecen 24
SONUC VE ONERILER .........ooiiiiiiieeeeeeteeeeeeeeee ettt 29
KAYNAKLAR L.ttt ettt et e s et e sbe e ab e e be e e neeenneeaneas 30
L0y 200\ | K5 32



SEMBOL LIiSTESI

R Z

LP(T?)

Sm,o0 (f)
Soon(f)
Smn(f)

f(pl,Pz)

wdl,dl (f’ 61,62)1’1va

h.h.h
a=>hb
asbh
Z

: Tanim olarak esittir

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Lebesgue uzay11 < p < o

: f € L1(T?) fonksiyonunun Fourier serisinin x e gore kismi
toplami

: f € L1(T?) fonksiyonunun Fourier serisinin y e gére kismi
toplam1

. f € L}(T?) fonksiyonunun Fourier serisinin hem x e gore
hem'y ye gore kismi toplami1

: f(x,y) nin x e gore p; mertebeli vey ye gore p, mertebeli
tiirevi

(f(x,y) nin X e gore o; dereceli, y ye gore o, dereceli
karma diizgiinliik modiili

: Hemen hemen her yerde

: Oyle ¢; > 0,c, > O vardirkicya < b < c,a saglanir

: Oyle € > 0 vardir ki b < Ca saglanir

: Tam sayilar kiimesi
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1.GIRIS

Bu tezde, karma Lebesgue uzayinda yaklagim kavramini ele alicaz. Tarihi gelisim olarak
bakildiginda: ilk 6nemli adim, Joseph Fourier’nin 19. yiizyilin baslarinda ortaya koydugu
Fourier serileriyle atilmistir. Fourier, periyodik fonksiyonlarin, trigonometrik
fonksiyonlarin sonsuz toplamlariyla ifade edilebilecegini gostermistir. Bu fikir,
fonksiyonlarin yaklasik temsilinin miimkiin oldugu diisiincesini dogurmus ve yaklagim
teorisinin dogmasina zemin hazirlamigtir.

Yaklagim teorisinde neler yapildigina dair fikir olmasi agisindan sunlar1 sdyleyebiliriz.

Bir fonksiyonu, daha basit fonksiyonlarla (mesela trigonometrik polinomlar,rasyonel
fonksiyonlar,cebirsel polinomlar v.b. gibi) ne kadar iyi yaklastirabiliriz sorusuna cevap
aramaktadir. Karma Lebesgue uzaylarinda bu soru daha detaylhidir ¢iinkii, yaklagimin
arastirtlmasi tek bir 6lgiiyle degil, birden fazla parammetrelerle 6l¢iilebilir.Burada yaklasan
trigonometrik polinomlar olarak, Fourier kismi toplamlar1 kullanilmaktadir ki amag;
karmasik haldeki fonksiyonlar1 daha kontrollii ve hesaplanabilir araglarla temsil etmeyi
saglayacaktir.

Karma Lebesgue uzaylarindaki temel fikire gelecek olursak.Fonksiyon ne kadar diizgiinse,
yaklagim o kadar iyi olmaktadir.Bu yiizden klasik tek parametreli diizgiinliik yerine,bizler
her degisken i¢in ayr1 diizgiinliik alip, sonra bunlarin birlikte etkisini incelenir. Dogrudan
yaklagim fikrine gore, Fonksiyonun karma diizgiinligii ne kadar iyiyse, trigonometrik
polinomlarla o kadar hizli yaklasimi miimkiin olur.Bu, yaklasim teorisinin bir
yonidiir. Tersine ele alacak olursak, Eger bir fonksiyon nekadar hizli yaklagima sahip ise,
bu fonksiyon mutlaka karma diizgiinliik 6lgme araci anlaminda o kadar diizgiindiir..Bu
sonug, diizglinliigiin karaktirezsyonu sonucudur.

Karma Lebesgue uzayi, ¢ok degiskenli bir fonksiyonun her degisken yoniinde ayn1 sekilde
davranmak zorunda olmadigini anlatir. Bir fonksiyon bir yonde ¢ok diizgiin, baska bir
yonde daha diizensiz olabilir, karma Lebesgue uzay1 bu farkliliklar tek bir lgiiye
zorlamadan, her yonii kendi dogasi i¢inde degerlendirir.Bu uzaylar, “fonksiyon ne kadar
bliyliktiir?” sorusuna tek bir cevap vermek yerine, her degiskenin katkisini ayr1 ayr1 ve
sirali bicimde 6lger. Boylece fonksiyonun bazi yonlerde giiclii, bazi yonlerde zayif olabilen
yapist dogru bigimde yansitilir.Yaklasim teorisi agisindan bakildiginda, karma Lebesgue
uzaylar1 sunu soyler,bir fonksiyonun trigonometrik polinomlar veya Fourier serileriyle ne

kadar iyi yaklasabilecegi, tiim degiskenlerdeki davraniginin ortalama bir 6zetiyle degil, her



yoniin ayr1 etkisiyle belirlenir. Bu nedenle yaklasim hizi da tek bir diizgiinliik 6l¢iisiine

degil, karma diizgiinliige baglidir.



2. ON BILGILER

2.1 Tanim (Normlu Uzay) A bir lineer uzay alalim. ||.||: A = R fonksiyonu x vekt6riine
karsilik gelen ve negatif olmayan degeri ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon asagida verilen
ic Ozelligi saglhiyor ise ||.|| fonksiyonuna A da bir norm ve (4, ]|.||) ikilisine de normlu

uzay denir.

1. (13

X|| =0, & x=0,”. Burada Oy lineer uzayin toplamaya gére etkisiz elemamdir,

2.V AeR icin||Ax|| < |A]|lx]|,
3. VX, yelamani icin ||x + y|| < ||x]| + |[y]l.

2.2 Tamim (Banach Uzay1) (4, ||. ||) normlu uzay1 tam ise bu uzaya Banach uzay denir.

2.3 Tamm (Olgiilebilir Kiime) X bostan farkli bir kiime olarak alinir ve X ° in alt
kiimelerinin bos olmayan bir S koleksiyonu i¢in eger

) 3,SeX,
i) VE€S igin E° €S,

iii) vneN i¢in E, Sise | JE, e,

n=1

verilen kosullar saglaniyor ise S koleksiyonuna X iizerinde bir o - cebiri denir. Bu
durumda (X,S) sirali ikilisine de 6lgiilebilir uzay ayrica S koleksiyonundaki her bir
kiimeye de olgiilebilir kiime denir.
2.4 Tamim (Lebesgue Uzay1) T := [0,2r], 7?:=Tx T,1 < p < oo igin,

1/p

£l = flf(x)l”dx <o

T2

kosulunu saglayan her f:T? — R &lgiilebilir fonksiyonun olusturdugu LP (T?) kiimesine
Lebesgue uzay1 denir [1]. (2.1)

25 Tanim Bir M > 0 alalim,

f(X)|SM ozelligi, T? iizerinde h.h.h saglaniyor ise

f:T? > R fonksiyonlarinin, h.h.h yerde esit olma bagmntis1 igin denklik smiflarinin

olusturdugu kiimeye L*(T?) denir.



2.6 Tammm (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) 1 < p < o0, K (X, y) hem x
degiskenine, hem de y degiskenine gore siirekli fonksiyon ve f klasik Lebesgue uzay1

LP(T) ‘ye ait ise
P \p 5
dx} < j ( f |f<;v)f<<x,y>|pdx> dy
T T

I
1
< [irol ( | |K<x,y>|pdx>p ay.

1 1

f fOOK(x,y)dy

T

2.7 Onerme (Jensen Esitsizligi) oy > 0 ve 0 << f olsun. Bu durumda

o up o Va
(Za{j s[Za;‘j 2]
k=1 k=1

2.8 Tamm T2 := T x T olmak iizere L' (T?) ailesi her bir x,y degiskeni i¢in 2z-periyotlu, f
(x,y) : T>— R Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarinin kiimesi olsun. Simdi, f €L*(T?)

icin

5 i) =

1'11=0 n2=0
oo co

Z Z Hn, n, (X, Y) [anl.nz oS nyXcos npy + by . sinnyxcos nyy + ¢y, n,COS NyXSin nyy

n{=0n,=0

+dp, n,Sin n;xsin nzy],

,n1=1’12=0,

unl,nz -

) n, = 0,n, > 0veya n, = 0,n; > 0, (2.2)
,ny >0,n, >0,

NP SR

serisine f ye karsilik gelen Fourier serisi denir.



3. Karma Lebesgue Uzay
Lebesgue Uzaylari, p = 1 oldugu durum i¢in bir Banach uzaylarinin 6rnegini olusturur.

Ayrica Karma Lebesgue Uzaylari, Lebesgue Uzaylarinin bir genellemesidir [2].

Karma Lebesgue Uzayi, ¢ok degiskenli fonksiyonlarmm her degisken yoniinde aymi
davranis1 gostermek zorunda olmadigini ifade eden bir fonksiyon uzayidir. Klasik
Lebesgue uzaylarinda fonksiyonun biiyiikligli tek bir dlgiiyle degerlendirilirken, karma
Lebesgue uzaylarinda bu degerlendirme her degisken igin ayr1 ayri ve sirali olarak yapilir.
Bdylece fonksiyonun bazi yonlerde daha diizenli, baz1 yonlerde ise daha diizensiz olabilen
yapist dogru bi¢gimde yansitilir.

Yaklasim teorisi a¢isindan bakildiginda, karma Lebesgue uzaylart bir fonksiyonun
trigonometrik polinomlar veya Fourier serileriyle ne kadar iyi yaklastirilabilecegini, her
degiskenin katkisini ayr1 ayr1 dikkate alarak belirler. Bu nedenle yaklasim hizi,
fonksiyonun yalnizca genel diizgiinliigiine degil, karma diizgiinliik 6zelliklerine baghdir.

3.1 Tamim {2 C R 6lgiilebilir kiime ve p= (p4, p,) olmak iizere 1 < py,p, < oo alalim.

Olgiilebilir f: 2x 2 — R fonksiyonu i¢in karma Lebesgue normunun tanimi su sekildedir:

1
P2 \p;

P1
Ifllpax o = ( |f(x1,x2)|p1dx1> dx
I\

Buna gore karma Lebesgue uzayi,
LP (2x 2) = {f olgiilebilir: ||f||,» < oo}
olarak verilir. L? (2x 2 ) bir Banach uzayidir [3].

Ayrica ¢alismamizda kullanacagimiz LP (2x 2 ) iki degiskenli fonksiyonlarm her degisken
yoniinde farkli integrallenebilirlik derecelerine sahip olmasina izin veren karma Lebesgue
uzayidir [2].

3.2 Tamm Bir o : 7> — R=:= [0,o0) fonksiyonu T? iizerinde 6l¢iilebilir ve T? iizerinde
h.h.h pozitif ise w ya agirlik denir [6].

3.3 Tamum J’yi T? ‘de koordinat eksenlerine paralel kenarlara sahip dikdortgenler ailesi
olarak alalim. A, (T?,.J), (1 < p < x), yerel integrallenebilir w : 72— R> agirliklarindan
olusur 6yle ki ® (X,y) her bir x,y degiskeni i¢in 2z-periyotludur ve

-1
1 p

(04— 29 (& [f, (e Y)dxdy) (= [T, [0(x y)dxdy] 7idxdy) <. (31)

[@]ap degerine bu agirligin Muckenhoupt sabiti denir [5].



34Tamm 1 <p < oo, w T?iizerinde bir agirhik olsun. Lebesgue integrallenebilir
(x,y) :T? — R her bir x,y degiskeni igin 27 periyodik ve

”f”p,w = (.UTzlf(x: VIPw(x, y)dxdy)l/p<oo

kosulunu saglayan f fonksiyonlarindan olusur. LY (T'?) uzaymna agirhkli Lebesgue uzayi
deriz ve bu uzay 1 < p < oo, i¢in bir Banach uzayidir [7].

3.5 Tanim Tnoile (Ton ile) x degiskenine gore (y degiskenine gore) derecesi en fazla m
olan (derecesi en fazla n olan) tiim iki degiskenli trigonometrik polinomlarin kiimesini
gosterelim. Fonksiyonlara kismi en iyi trigonometrik polinomlarla yaklagim hatasi
asagidaki gibi tanimlanir:

Yo (FDpw = f{If = Tllpw: T € T,

Yon(Fpw = f{lIf = Ullpw: U € Ty},

burada, 1 <p < o, w € A,(T?,]) ve fFELL (T?).

f € LP (T?) fonksiyonuna en iyi agisal trigonometrik yaklasim hatast ise,

Ym,n(f)p,w :Lnf{”f -T- U”p,w: T € Tm,o' U € To,n}

bigiminde tanimlanir [9,10].



4. Diiz Ve Ters Yaklasim Teoremleri
4.0.1 Tammm I<p<oo, w € A,(T?,]) ve feL;,(T?) olsun. Steklov ortalamalarin

asagidaki gibi tanimlayalim [2]:

x+h ry+k
onk f(x,y) = Tk f(t, T)dtdr,
x—h Yy—-k
1 x+h 1 y+k
oo fen) =3 [ FeDd L g fen =3[ reo
x—h y—k

4.0.2 Tamm I<p<oo, w € A,(T%]), f €L, (T?) olsun. A, k adimh fark operatdrlerini

asagidaki gibi tanimlayalim [4,3]:

1 x+h
Vh,of(ny) = (I - O-h,o)f(x'y) = Ef (f(x)y) _f(t' T))dtr
x—h
1 y+k
Torf ) = (1 =00 )f ) = | (FGey) = Fem)ir
-

1 x+h (y+k
Vi (%, ¥) = Vo (Vorf)(x,y) = Ef ) f ) (f(x,y) — f(t,7))dtdx.
x-h Jy-

4.0.3 Tamm I<p<oc, w€ Ay(T?]), feL},(T?) olsun. Karma siireklilik modiilii

Q(f,800)p0 = sup  [Vuifll,,
0=k<sy

olarak tanimlanir [6,8].

4.0.4 Tamm W, ;; (r = 0;s = 0) kiimesi, f €L'(T?) ve

aT+Sf
oxToyS

fo) = € L, (T?) (4.1)

Ozelliklerini saglayan tiim f fonksiyonlarinin ailesidir.

405Tamm 1 < p < o,w € Ay(T?]) ve f € LY (T?) olsun. Karma K-fonksiyoneli

su sekilde tanimlanir:



8" g1
ox’

P'w}

Burada infimumun g, € W, ;) , g, € W, ,g € W,,, kosulunu saglayan tim

r

K(fraifrprer'S) = inf {”g_gl_gz_g”p,w-l- 6
91,92,9 b,w

r+s

5°9,
oys

g

S
+< 6x"oyS

+67 &

pw

g1, 82, g’ler lizerinden alinir.

4.1 Potapov tipi diiz teorem

Oncelikle siireklilik modiilii ile K-fonksiyonelinin denkligi hakkindaki teoremi verelim

[9,12].

41.1Teorem1 <p < o, w € A,(T?,]) ve f € L, (T?) olsun. Bu durumda,
Q(,6,8)pe~ K(Uf,6,$,p,0,2,2), 6 =0. (4.2)

Bu teoremi kullanarak Potapov tipli diiz teorem elde edilebilir [11].

4.1.2 Teorem 1 <p < 0, w € A,(T?,]) ve f € L, (T?) olsun. Bu durumda [w]a, Ve p
ye bagli olan 6yle bir C sabiti mevcuttur ki,

11
Yoo (Fpw < C[w]Ap,P‘Q (f )p,(u

"m+1’ n+1

Ozelligi saglanir [16].

413 NotEger1 <p < o, w € A,(T?,]) ve f € L, (T?) ise bir 1 > 1 igin,
L (T?) c LA(T?)
icermesi dogru olur.

Boylece, f € LP (T?) igin trigonometrik Fourier serileri tanimlanabilir [15].

4.1.4 Not Kabul edelim ki,
wr*n,nf = Sm,O(f) + So,n(f) - Sm,n(f)-

Bu durumda,

”f B wr*n,nf”p'w = CwAp,PYm,n(f)p,w
ve boylece

Ym,n(f)p,w V0, m,n oo

Bu seferde ters yaklagim teoremini verelim [12].



4.1.5 Teorem Eger 1 <p < 0, w € A,(T?]) ve f € L;,(T?) ise [w], p ye bagh Gyle
bir C sabiti mevcuttur ki,

11 Clola,» oo o
wW]lA,D

0(f—=) ==Y e+ DA+ DY (D
p® k=01=0

m’'n m?2n?
4.2 Realizasyon Fonksiyoneli

4.2.1 Tammm £ €L (T?)*ye karsilik gelen Fourier serisi (2.2) tanim’daki gibi olsun. Fourier
serisin kismi toplamlar1 asagidaki gibi tanimlayalim:

Smo(x,y) = i i Apin, v, ) Son(F)(xy) = i i An,n, 0, 1),

n,=0mn,=0 ny=0mn,=0

Sm,n(f)(x: :V) = Sm,o(So,n(f))(x; :V) = Z Z Anl,nz (X, y'f)-

n1=0n,=0

4.2.2 Tamm I<p<co, w € Ay(T?]) ve f €L}, (T?) olsun. Realizasyon fonksiyonelini
asagidaki gibi tanimlayalim:

R(f; mnp,w, 2,2) =
”f B Sm"’(f) - SO,n(f) + Sm,n(f)”p,w

025 (f = Son(F))

O0x?

+m=2
pw

025, n(f=Smo())
dy?

0*Sm, n(f)
0x29y?

+m™?n?
p,w

+n=2

p,w

423 Teorem 1 <p < o, w € A,(T?,)), f € L%, (T?) olsun. Bu durumda sadece
P, [w] 4, degerlerine bagl bir sabit i¢in,

o, mLn ) = R(f,m,n,p,w,2,2) (4.3)
denkligi her m,n € N i¢in saglanir [17].



4.3 Steklov ortalamalari, fark operatorleri ve siireklilik modiilii

4.3.1 Onerme 1 < p < o olsun. w (x,y) € A,(T?,J) kosulu verildiginde her bir [/ c T
araligi i¢in

1

p-1
sup (ﬁflw(x, y)dx <|Tl|f1[w(x' y)]_ﬁdx) > < oo, h.h.hy,

p—1

51]1p (I]ilff w(x, y)dx) (Uilf][w(x, y)]_ﬁdy) < oo, h.h.h x,

ozellikleri saglanir.

432 Onerme I<p<ec, w(xy)€ A,(T?)), f €L, (T?) olsun. Bu durumda sadece
[w]Apve p’ye bagl bir sabit igin,

max {llonof Il Nooifll,  } S 1fllpe

esitsizligi saglanir [13].

4.3.3 Not Yukaridaki son 6nerme geregi

) max{[1nof 1| o NZorf N, oo 17k f N o} S 1Fllp

elde ederiz.

(ii) Siireklilik modiiliiniin tanimi g6z oniine alindiginda, [w] a, Vep’ye bagli bir sabit i¢in,

Q(f,61,82)p0 S Ifllpe-
(iii) 1 < p < 0, w € A,(T?,)), FELY,(T?) icin asagidaki dzellikler saglanir:
(1) 2(f,0,0),,=0.

(2) 2(f,01,62)p, Fyegore yari toplamsaldir.

(3) 2(f,01,62)p,w<0(f, t1,t3)p e esitsizligi 0 <di<t; ;i=12icinsaglanir  (4.4)

4.4 Fourier serisinin bazi ortalamalari

4.4.1 Onerme [7] Eger 1 < p < o, w € 4,(T?,]) ve f€L},(T?) ise bir 1>1igin
L, (T?) c IA(T?) [14].

10



Kanit

Bir re(1,p) i¢in w€ A, (T%]) olur. A := p/r > 1 dersek, f* w'/7 ve w Y7 € L1

oldugundan, Holder esitsizligini kullanarak
1

(ff e y)vdxdy)% < ([[renroc s dy)% ([fote y)_%dmyy—ﬁ

S fllpew

elde edilir. Burada sabit yalnizca [w] 4, Y€ Ve p'ye baglidir. Buda ispatt bitirir.

I1<p<oo, w € A,(T?]) ve fELL(T?) ve

5" i) =

1'11=0 n2=0

[0e] [ee]
Z Z Hn, n, (X, ¥) [anl’nz COS N;XCOS N,y + bnl‘nzsin N1XCOS Nzy + Cp, | COS Ny XSin nyy

n1=0 n2=0

+dn1nzsin n;xsin nzy]
(1
Z ,hy =n, =0,
| 2 1 2
Mngn, = 1 — —
5 n; =0,n, >0veya n, =0,n; >0,
1 ,ny >0,n, >0,
olsun.

Smo (NG Y) =~ [ f(x + £,)D (D)L,
Son(F)0) = 1 [ 0y + 0D, )

1
Sma(F)(, ) = — fT fT f(x +t,y + wWDp () Dy (W) dudt,
yazilabilir. Burada

!
1 t 1
Di(t) = (sin{l+=)t)/(2sin(=z)) ==+ ) coskt
! ( 2) (2) 2 kzl

Dirichlet ¢ekirdegidir [5].

4.4.2 Onerme I1<p<oo, w € A,(T?,]) ve f€L},(T?) olsun. Bu durumda sadece
[w] 4,V€ P ye bagli bir sabit i¢in

max{[1Smo (O o 1S0n O o ISmn DI} = 1F 1l [1281 (45)

11



4.43 Tammm f €L'(T?) Fourier serisinin Cesaro ortalamalarmi ve Vallee Poussin

ortalamalarini asagidaki gibi tanimlayalim [8,10]:

1 m
Cm,o(f)(x; y) = m—HZ Sk,o (f);
k=0

1 n
Con(D@Y) = —7 > S0t (),
=0

1 m n
Cnn(H0) = Cno (ConNEN) = ooy kz lz Sea(h)
=0 [=0

[19].

ve
1 2m-1
Vo (DY) = ——= > Sio (),
k=m
2n—-1

1
Von (DY) === > Sor ()
l=n

2m-12n-1

V(DY) = Vino (Yo (D .9)) e N s,
l=n

T+ D+ 1)

=m

4.4.4 Not FeL'(T?) igin
1
o (NG = [ £0+ 09K,

1
Con(N@y) = | £y + V@),

1
Con(H(x,y) = Ff ff(x + u,y + v)D,,(u)D,,(v)dudv

esitlikleri saglanir.

Burada,

K (t) = ( 1 ) (Sin(21+1)t/2)2

2(1+1) sint/2

Fejer ¢ekirdegidir [20].

12
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Yukaridaki veriler 1s1ginda su sonuca sahip oluruz:

4.4.5 Sonu¢ I1<p<oo, w € A,(T?,]) ve FEL},(T?) olsun. Bu durumda [w],,Ve p'ye baglt
bir sabit i¢in,

max{||Vin,o (F) |

WVor O, oo Wnn O, } S 1f o

pw’

4.4.6 Onerme 1<p<oo, w € A,(T?,]) ve f€L}, (T?) olsun. Ayrica
Wm,nf(x' y) = (Vm,o (f) + V;)n(f) - Vm,n(f))(xJ :V)

diyelim. Bu durumda sadece [w]ap Ve p'ye bagli bir sabit i¢in
”f - Wm,nf”p‘w s Ym,n(f)p,w [21]-

Kanit

T1 € Tno Ty € Ty, Tz € Ty keyfi alalim ve

(P(x,y) = f(ny) - Tl(xi:V) - TZ(ny) + T3(X,y)
diyelim.

f'Wm,nf:(p - Vm,o ((P) - V;),n((p) +Vm,n((p)

oldugundan

If = Wnnf |, , =ll® = Vino () = Vor(9) + Viun (@),
S l@llpw=If = T1=T2 + Tzllp,0-

Burada T,,T,, Ts

keyfi olarak secildiginden

|f = Win f||p'w < Yun(f)pw- Buda kaniti bitirir.

Yukaridaki sonug yardimiyla artik sunu elde edebiliriz:

I1<p<oo, w € A,(T?,]) ve f€ELL (T?) ise

max {[|Cmo O] o [1ConON o ICmaOI L} S 1l

Burada sabit sadece [w]ap Ve p'ye baghdir [22].
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4.5 Bernstein esitsizlikleri

451 Not (i) Ty € Ty, T2 € Ty, T3 € Ty, 0lmast durumunda,

1

T y) = | T@)D(e = 0)de,
1

T,y) = 5 | TG )Dals = )i,

Ty(x,y) = % fT fT Ty(t, 5) Dt — x)Dy(s — ) dtds.
(i)

2T (6= [, Ty (6,9) o= (Dt — )it

= T5(6Y)=2 [ To(5, %) 2= (Das = ) ds,

sy T30 9= fy Jy To(0,9) 5 (Dt = 2)) 35 (D5 — ) e, (@.7)

Asagidaki Bernstein esitsizlikleri gegerlidir [23].

4.5.2 Onerme I<p<co, w € Ap(T?,]), Ty € Ty, Tz € Ty, T3 € Ty Olsun. Bu durumda,
[a)]Apve p Ye bagh sabitler i¢in [11-12],

a

- <
=TS il

0

- <
e I

62
| s mnlTslp.e.
dxdy pw p.w

[10,11].

4.5.3 Sonu¢ 1<p<oo, w € Ap(T?%]), Ty € Ty, T2 € Ty, T3 € Tyyn, k,1 € N olsun. Bu

durumda, [®]ap Ve p'ye bagli sabitler i¢in
ak k
l5=mll |, = il

al
— < l
”axl T2||p,w = Tzl

14



ak+l T - kol T
lsasll |, = m il

4.5.4 Onerme 1<p<oo, w € A,(T?,]) ve f€L (T?) olsun. Bu durumda [w]a,ve plye
bagli bir sabit i¢in [13].

ak+l . .
||a—xkaxl ®:;(f) ”pw S 2520 s i (D

Burada,
Vaigi (F) = Vai2i=1(f) = Vpi-1) i () + Vjgi1) |p5-1)(F) =2 04,;(f) € Tpina_y 414
ve
|x] :=max{z € Z:z < x}. (4.8)

Kamit Kolayca gérillebilir ki
94,i(f) = Va5 (F) = Vai |51 () = V]gim1) 25 (F) + Vi1 i1 (f)

W oini () = Wi |p5-1)(F) = W11 55 (F) + W i1 | p5-1) (f)

Woini () =+ = Wi i1 |(f) + [ = Wpima 50 (f) = f + Wpima i1 ().
Daha nceki sonugtan dolays

lows O, < IWoii ) = £l + | = Wasorn D+ [l = WpoapusD||
+r+ W 0
lows O, < IWoii ) = £l + | = Wasorn D+ [l = WpoapusD||
|+ W]

s Yzizj (f)p,(u + Yzi,[zi—lj (f)p,a) + lei—lj’zj (f)p,cu + lei—ll,[zj—ll(f)p,w
< lei—llllzj—lj (f)p’w.

Boylece

k+l . . . .
oD = 252 @i (O, S 2527 Y i1 o1 (P
p,w

Bu da kanitin ispatini sonlandirir. [12].

4.5.5 Onerme I<p<eo, w € A,(T?]) ve f€L},(T?) olsun. Bu durumda [w]4y Ve p'ye
bagli bir sabit igin,
15



||aa_a:<90"'f Y )”pm S 2% 1) (M-
Burada,

Vo (F = Vorai(F) = Vigizt(o (f = Vorri () =101 (f) € Tyina_y -

Kanit Asagidaki esitligi kolayca gorebiliriz:
0ij(f) = Vyi o (f =V, () — Vigi-1],0 (f — Vo’zj(f)) = Wi, (f) = Wigiea i
Bunu kullanarak
lo DI, < Was (D =1, + |1 - lei_ljlz,-(f)”plw
S Y, (Fpw + lei—ll,zj(f)p,w
< lei—ll’zj(f)p,w.
Dolayisiyla
9k i .
|0l = 2¥loull,, S 24V P

elde edilir.

4.5.6 Onerme I<p<co, w € A,(T?%]) ve f€L; (T?) olsun. Bu durumda [w]4p Ve p'ye

bagli bir sabit igin,

o < ol .
||a_yzhi,j(f) ”pw S 27511 Py
Burada,

Voot (F = Vot o () = Vi oi1) (£ = Voo (F)) =t hij (F) € Ty iy,

Kamt hy j(f) =V, ,i(f = Vi0(F) = V, o5 (f - Vzi,o(f)) = Whisi (f) = Wiifai-1(f)

olarak tanimlandiginda
1y O, < Waias () = 11, + |f = Watpr O
3 Yzizj(f)p,w + Yzilzj-ll(f)p,w

< YZile_lj(f)P.w'

Son esitsizligi kullanarak,
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l . .
[t = 2D, , S 2oty Py (4.9)

elde edilir.

4.6 Favard tipi Jackson esitsizlikleri

4.6.1 Onerme 7<p<oo, w€ A,(T?,]) ve f€L,(T?) olsun. Bu durumda [w)]ap Ve p'ye
bagl sabitler igin [13-14]

(2,0)

2,
Ymn(91)pw S m ”g e’ Vg1 € Wy

1
Ym,n (gz)p,w S m ||g§0’2) ||p,w, Vg, € I/Vpoj )
Ym,n(g)p,w S m ||'g(2,2)||p,w' ngVsz,g'

[13,14].

Kamt ”.91 - Sm,o(gl) - So,n(.gl) + Sm,n(gl)“p,w

= Z ZAL,(xy,gl)

i=m+1 j=n+1
p,w

[ee] [ee] 1 .2
= Z z i—zlAi,j(X.y’gﬂ

i=m+1 j=n+1
p,w

(o) (o2)

— Z Z COSTL’L.lei,j( (2) y’g§20))

i=m+1 j=n+1
pw

(o) [o2)

=112 mhulera)

i=m+1 j=n+1
bw

(0] oo

= Z Z ) (Sl]( @ O)) Si,j—l(r giz'O)) - Si—l,j(giz'O)) + Sl 1,j— 1( g(Z O))

i=m+1 j=n+1

B Z [(z+1)2 ](lm ) ﬁsmm(gf'o))

i=m+1 p,w

1
Z |(l+1)z 2| Sl a™)| |+ gz ISmal™)]]

i=m+1
17
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2,0 c 1 1 1
< (o ))”p,w< Z (i_z_(i+1)2>+(m+1)2)

i=m+1

m |G,
[13].

oldugundan,
mn(gl)p w = mn (gl - Sm,o (gl) - So,n(gl)+5m,n(gl))p ®

< ”91 - Sm,o(gl) - So,n(gl)+5m,n(gl)”p‘w

olur ve aranan esitsizlik buradan ¢ikar.

Benzer olarak,

192 = Son(92) = Smo(g2)+Smala)|l, m” (oz>”
ve dolayisiyla,

Ym,n(gz)p.a) = Ym,n (gz - So,n(gz) - Sm,o(gz)+sm,n(gz))pw

=< ”91 = Son(g1) — Sm,o(gl)‘l'Sm,n(gl)”p’w

m” |,

i¢in,

”g - Sm,o (g) - So,n(g)‘l'sm,n(g)”p,w

= z Z Ajy, 9l = z Z Z zlJZAU(x v, 9)
i=m+1 j=n+1 i=m+1 j=n+1
p,w p,w
- Z Z 4o y,g(z”) Z Z 741 (0, Y)
i=m+1 j=n+1 i=m+1 j=n+1

p,w

= Z Z 41067, 7)

i=m+1 j=n+1
p,w

o)

> 1
= z 22 (Si,j(Y) =81 (V) = S;i_1;(Y) + 5i—1,j—1(Y))

i=m+1 j=n+1

b,w

18



i=;-1j;_1 [llz - (14‘1—1)2] [ (/ + 1)2] Sl](Y)
(m + 1)2 Z [ G+ 1)2] m,j(Y)
+ﬁj;ﬂ [ - ] im0

1 L
tomrDzmt 2o )

b,w

Z Z (_2_(14-—1)2)(12_(]_'_1)2)”51]( )”

i=m+1 j=n+1

+m},;1[ (].|.1)2] ”Smj( )”

L N S [P
2 2 2 n,j
n+1) oy [ (i+1) pw

1
* (m+ 1)% (n+ 1)? ”Sm'”(y)”p.w
1 1 1 1

= 1Y 1lp,0 = lg2]
(m+1)2Mm+1)2"0 " (m+ 1)2 (n + 1)2 pw

olur ve buradan da,

Ym,n(g)p.w = Ym,n (g - Sm,o (.g) - So,n(g)+5m,n(g))p ©

< ”g - Sm,o(g) - So,n(g)_*'sm,n(g)”p’w

1 1
= [
(m+1)2(n+1)2

92,

kanit tamamlanir.
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4.7 Karma K-fonksiyoneli

4.7.1 Teorem I<p<cove w€ A,(T?]) olsun. Bu durumda [w]4p Ve p'ye bagl sabitler

i¢in,
2 5291 2,0
Q (glfgf-)p,w S 6 S5x2 ’ Vgl € vaw'
b,w
2 52g1 0,2
-Q(ng-'E)p,wS E Sv?2 , VgZEVpr'
Yol
64
09,60 s 678 |55 . veews (4.10)
p,w
ozellikleri V 6, & > 0 i¢in gegerlidir [15].
Kanit Asagida verilen adimlari takip ederek
17h0(Vose 91)ll,,,, = It = ono)( = 00,0)l,,, = (L = omo)FIl,,
1
‘ th (F(x,y) —F(x +¢, y))dt H j f f —F(x+s y)dsdudt
b,w
L (P o
_Zh Ul X (x +s,y)ds u
b,w
1 h pt dZ dZ dZ
< — S < h?||— =h?|ll— (1 -
< Zhj; fo 2u ||oy0 (dxz F> dudt < h Ix2 h T2 [(l ao‘k)gl]
b,w p,w p,w
d? d?
_ (2,0)
o (gao) =] =wlel,,
p,w p,w
buluruz. Boylece
2908, dpu = 0 [l g€ W

Benzer sekilde,
QG2 o s € [l g2 EWi

00,0050 5 828 |91, g€

20



4.1.1 Teoremin Kaniti

Ust degerlendirmeyi kanitlayalim. Bunun igin

1 h t1 U4
Unof (x,y) = Ff f J- f(x + s, y)ds du,dty,
0 0 U1

1 k ts Uy
Uof G =5 | || Gy + s)ds,dugdes,
0 Yo

—Uy

Unif(x,y) = Uh,o(Uo,kf)(x: y)

1 h k tl tz Uuq Uy
3 f f f f f f f(x+ s,y + sp)ds ds,dudu,dt dts,,
k3 )y Jo Jo Jo Iy

—Uy

ve
gl(x' y) = Uh,o(l - Uo,k)f(x: y)
gz(x’)’) = Uo,k(l - Uh,o)f(x:y)

9, y) = Upo(Uosf) 6, y) = (Unif)(x, ¥)

tanimlamalarin1 yapalim. Sonra,

Ilf —91—92—9llpw = ”f = Unof —Uoif + Uh,kf”p’w

= [ = Uno) = Uoi)ll,,,, = It =Uno)FI,,

1 h t1 Uq
s [ ey = e s + s s dude,
0 0 —Uuq

1 h tl
S— ul
o

1 h rtq
= | [l oo, duds
0 Y0 ’

b,w

du,dt,

1 (m
- | @ - e+ sus,

—-uq

p,w

1 h rty
S Ossgls)h Uy ||(l - au,o)F”p‘w ﬁjo jo u;du,dty
< gop 0= 0wl = € s 0= our) (= o)Al

< sup ||(l — Uo,k)(l - Uu,o)f”pw
0<ush '

sup (1= U3,
Ayni sekilde,

1= 0013, = 509 1= 00,3, = 509 0= 00,)(0 = o)1,
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ve dolayisiya,

If —91— 92— 9llpw = sup ”(l -
O<us<h
0<v<k

bulunur. Ote yandan

5291

Ox?
p,w

2

5% 1
0x2h3

2
= w1t =Uno) =11,

ve

6291

hZ
ox?

52 sup [[(1=00,)(l
0<sv<k

Benzer sekilde,

‘ “ 6
p,w

5%g, 2

by?

2
=z = Vo)t = Uno)rll,,,

ve

6% 1
Sy? k3

0
5x2 Uh,o (l - Uo,k)f

h rty ,ruq
.f .[ f [(1 = Uo)f (x + s1,9)]ds, du, dt,
0o Jo J-u,

= le(l - Uh,o)(l - U
pw

5_3;2 Uo:k(l - Uh,o)f

h rty ru,
f f f [(L = Uno)f](x,y + sp)ds, duydt,
0 Yo J-u,

de)(l_-awo)f”pﬂ)

pw

pw

Y

~ o)l

p,w

p,w

52
K 5);(]21 =2[|(1 = U ) (1 - Uh,o)f“p,w <2 sup [[(1-0,)(1 - G”'O)f”p,w'
o 0zvek
Ayrica,
5*g 5*g
o [ Gezayal| = |5y Ve (Vou)
P b

52 52 52

= k? 5y° h? SxZ Uh,o(Uo,kf) = k? 5y2 (l - O-h'o)(Uo'kf)
pw b

52 52

= k? 6_yzUo’k(l - th,o)(f) = |[k? (S_yzUO.k(l - Uh.o)(f)
P b
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= 10 00t 0mo)r < sup 0= 00)( = o)A,

O<v<k

Bundan dolay1
K(f,6,§,p,®,2,2) s Q(f,8,§)p0
Alt esitsizlik i¢in de,
Q (f» 5» E)p,w s -Q(f — 91— 92— 9, 6: E)p,(u + Q (91: 6: E)p,(u + Q (92: 6: g)p,w

5%g 5%g
+0(9,8,p0 SIf =91 = 92 = 9llpw + % ||=7|| + |5z

ox oy

p,w p,w
5%g
52 2

+o% ¢ 6x2%6y?

pw

Son esitsizlikte infimum alirsak (4.1) den,

Q,6,8)p,w = K(f,8,¢,p,w,2,2).

4.7.3 Sonu¢ I<p<co, w € A,(T%]) ve f €Lb(T?) olsun. Bu durumda sadece
[w] 4,Ve P ye bagl sabitler i¢in,

Q28,1 8)pe s A+ DA +m*Q(f,6,8pw, 6,§>0,

ve

Q(f, 81, 62)pw Ry (f) t B2)pw
8,7 8,° " t1? t;?

, 0< <6, i=12

esitsizlikleri saglanir.

4.8 Potapov tipi diiz teorem

4.1.2 Teoremin Kanit1
Burada Potapov tipi diiz teoremin kanitini1 verelim. Herhangi

91 €Wy, g2 €EWyi, g €W,y alalim. Bu durumda

p,w’

Ym,n(f' g, E )p,w < Ym,n(f —91—92—9 g, f)p,a) + Ym,n(.gl: 8, 8; )p,w
+Ym,n(92ﬁ 6' 5 )p,w + Ym,n(g' 6: f )p,w

1

1
S ||f_gl_gz_g||p,w+(m+1)2

n 5292
" (n+ 1)

Sy?

6291
Ox?

23



1 1

+ o9
(m+1)2(n+1)2

6x?%6y?

b,w

g1, 8, g ler lizerinden infimumunu alirsak,

Foon Pl S K(fr— : 02250 (f : 1)
mn\J Jpw = '(m+1);(n+1)'p' A ’(m+1)'(n+1) P

elde ederiz [16,19].

4.9 Realizasyon Fonksiyoneli ile denklik

4.2.3 Teoremin Kaniti

h,k> 0vem, n € N alalim. Bu durumda,

”Vh,o(Vo,kf)”p’w = ”Vh,o(Vo,k[f - Sm,o (f) - So,n(f)‘}'sm,n(f)])”p'w
+||Vh,o(‘70,k5m,o(f - So,n(f))”p,w + ”Vh,o(Vo,kSm,o(f - So,n(f))”p'w
H|7ho (VorSmaf ), =l + L2+ Ls + L.

Diyelim ki,

fY) = Smo () Y) = Son(f) 6 Y)+Smn(F)(x,y) = @(x, y).
Bu durumda, h.h.hy igin,

1

1/p
< f IVh,o(Vo,k)w(x.y))lpw(x,y)dx> = ( f IVo,kw(x,y)Ipw(x,y)dx>p,
j 170 (7000 (e )P0t y)dx < j 17, 0 9) [Pz, y)dx,
T T

[ [1noosdotem)l o vdrdy s [ [ 17ospte )l weyddxdy.
TYT TYT

Buradan,
b = 1o oo, 5 VoxeCenl,

h.h.h X i¢in,
1

1/p
<f|‘70,k<p(x,y)|pw(x,y)dy> S <f|<p(x.y)l”w(x.y)dy>p.

fIVo,mp(x,y)Ipw(x,y)dy = flw(x,y)lpw(x,y)dy,
T T
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[ [Paronl o ndyix s [ [ 1o nPoydydx

TYT TYT

Buradan,

1o, , < 10GNlpo = If = SmotF) = Son(+Smn(l,
Diyelim ki;

f(X,y) - So,n(f)(x'y) = l/)(xry)

h.h.h X i¢in.

1
p
)

1/p
( f 170 (Vo 1) S0 () G )P0, y)dy) < ( f oS0 () (9 [P0, y)dy)
f V0 (Vo 1)Smo (), 9) [P0 () dy < f VoS0 () G0 9)[” 0 )y,
T T

J ] 1720 (PasSmaw o )| @ 90y 5 | [ PoSimo )0 )| o ey
Buradan,

l, = ”Vh,o (Vo,ksm,o (l/))) S ”‘70:"5"1'0 (lp)”p,w'

l,..

Nikolskii-Stechkin tipi tek degisikenli esitsizligi kullanarak,

1/p 1
<fT|VhTm(x)|pw(x)dx> SW(-L

h.h.hyicinve 0 < h < % icin,

1

P D 1
w(x)dx> , 0<h<—
m

d2
WTm(x)

P b
<f |Vh,05m,ol/)(x: y)lp(‘)(x: Y)dx> S _<f |Sm,o(2’0)1/)(x'Y)lpw(er)dx> )
T T

3
1/p 1
D < 1 (2,0) D p
|Vh,o'sm,o¢(x; y)l w(x,y)dx ~ hep |Sm,o Y(x, Y)l w(x,y)dx |,
T T

VoS P axs— [ [1s,.@ P d
| h,o0 m,olp(xJY)l w(xJY) X = 2 | m,o l/)(x,y)| w(x'y) X.
)T m=P Jp Jr

Buradan;

1
”Vh,osm,o(l/))”p'w < W ”Sm,o(z'O) (lp)”p,w'

boylece

1
L S — |Smo *(f = Son(A,,

Benzer yontemle, 0 < k < %, O0<h< % igin
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1
l3 ~ ﬁ ”So,n(O’Z)(f - Sm,o(f)”p'w
Ve

11
I3 = Wﬁ ”Sm,n(z’Z)(f)”p'w-

Elde edilen degerlendirmeleri yerlerine yazarak ve (4.1) den,
Qf, mt,n Hpw = K(f,mnp w,?2?2).
Ote yandan,

Ay = |If = Smo(f) — SO,n(f)+5m,n(f)||p,w S Ynn(Fpo S QU m™, 7).
A; = ”Sm,o(z'O)(f - So,n(f)”p’w Ve

Yy, y) = f(x,y) = Son(f)(x,y) olsun [1].
Tek degiskenli esitsizlikten,

<f ' w(x, y)dx)l/p < m? (f
T T

h.h.h y igin,
1/p
w(x, y)dx> < m? <f
T

(]
fr w(x,y)dx S mZPL

!

Buradan,

1

2 P P
ViTm(x)| w(x)dx) ,

dx?

T (%)

1

p p D
Vlsmm(y)| w(x,y)dx) ,
m

2

d
d—yz Sm,o (V)

2 p

d
d_yz Sm,o (V)

p
V1Smo(¥) | w(x,y)dx,
m

p p
w(x,y)dxdy < m?P ] j VlSm’o(y)| w(x,y)dxdy.
/vl m

dZ
d_ysz,o )

A, S m? =m?||V1 y

p,w m p,w

S (71 )
m,o m'oy

Vi f=V1i Son(f)
m’ m

Vlosm,o(V)H = m?
mw .

pw

=m2

71 (f = Son()

pw

=m2||lvy £ -So, (\71 f) ~ S, (\71 f) + Son (171 f) |
m° m° m° m? L,
2 2 1 2
s m*“Yyn <Vlof) s meQ (f, 1, 1) =m* sup |(|VhoVox (Vlof)
m” pw n+t Vpw o=t " e
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< m? Vor |V < m? Vol =m?2Q —1 1
= Supl ok iof = Supl ” h.O( O.Rf)”pw = )
1 m’ 2 ! p,w
Osks p.w 0shs—
1
Osksy
Benzer sekilde,

11
A3 = 5022 F = Smo (P, S0 (F.202)
b,w

11
A= lma @2, < men2a (£, )

p,w
diyelim. Bundan sonra,

R(f,m,n,p,w,2,2) S Q(f,m*,n™1),,,

ve

Qf, mt,n YHpw = K(f,mn,p w,?2,2).
Buda kanit1 bitirir.

4.1.5 Teoremin Kanit

Siireklilik modiiliiniin altoplamsallig1 geregi

Q(fl 1) sa(f-w £ 1) +a(w £ 1)
ern - ~ Zu,zv rmln - Zu,Zv er -

n

ve
11
Q (f - qu,z"f'a;;) S ”f - Wz“,z"f”p’w S qu,z" (f)p,a)-
p,w

Ote yandan

u

Wougvf —Woof < Z (Wz",z”f - W[zi-lj,zvf) + Z (qu,zif - qu,[zi—lj,f)
j=0

i=0
i=o Xj=o Waipif = Wzi,[zf-ljf - W[zi‘lj,sz + W[zi‘lj,[zf-ljf
esitligi geregi
Q (qu,z"f'i’l> =Q (qu,z"f - Wo,of'l:l)
m n/ye m n/y,

u

SZ“@M”%3W+i 0 (b ) +i ﬂ@%ﬂ N

=0 j=0 i=0 j=

u u
1 1 1
SWZWMNmMﬁﬁZMMNwM)Ejz Jou e,
i=0 =0

l:

27



u

v
1 . 1 ,
S mz Z 221' lei—l]lzj (f)p'(,_) + ﬁ E 22] Yzi:lzj_lj (f)p,(.c)

=0

+Wﬁ2222”2] Y1) -] Py

i=0 j=

u v
1 : 1 Z .
S mz Z 221 lei—lj’zj (f)p,a) + nz 22] Yzi'lzj_lj (f)p‘w
i=0 j=0

+Wﬁ22221+2]Y i— 1] 2] 1] (f)pw

i=0 j=
Bu durumda, 2% < m < 2%*1 | 2Y < n < 2V*1 alirsak,

a(r ‘) S nzZZ 2 Y eyt P

i=0 j=

mznZEZa ENERR A

i=0 j=
elde edilir [21,23].
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SONUC VE ONERILER

Stirekli olup 27 periyota sahip olan fonksiyonlar ve L°, 1< p<o uzayma ait

fonksiyonlarindaki karma diizgiinliik modiilii ile yaklasimin tipki karma Lebesgue
uzaylarindaki gibi oldugu goriilmektedir. Karma Lebesgue uzaylari, Lebesgue uzaylarinin
bir genellemesi oldugundan bu durum olagan bir sonugtur. Sonu¢ olarak, bu ¢alismada
Karma Lebesgue Uzaylari ¢ergevesinde yaklasim problemleri incelenmis ve ¢cok degiskenli
fonksiyonlarin farkli davraniglarinin klasik Lebesgue Uzaylariyla yeterince agiklanamadigi
goriilmiistiir. Karma Lebesgue uzaylari, her degiskenin fonksiyon lizerindeki etkisini ayri
ayr1 ele alaran yapilar1 dogru bigimde inceleme imkani1 sunmaktadir. Bu baglamda, Fourier
yaklagimlart ve Trigonometrik polinomlar ile elde edilen veriler, fonksiyonun karma
diizgiinltigii ile yaklasim hiz1 arasindaki gii¢lii iliskiyi ortaya koymustur. Ayrica dogrudan
ve ters yaklasgim teoremleri, karma siireklilik modiilii ve K-fonksiyoneli araciligiyla
birlestirilerek yaklagim teorisinin bu uzaylardaki yapisi modellenmistir. Elde edilen
bulgular, Karma Lebesgue uzaylarmin ¢ok degiskenli problemlerin incelenmesinde dogal
ve etkili bir ortam sagladigin1 gostermektedir.
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