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Bu tezde karma Lebesgue uzayında trigonometrik yaklaşımın temel özellikleri 
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SEMBOL LİSTESİ 

 
≔    : Tanım olarak eşittir 

𝑵    : Doğal sayılar kümesi 

𝑹    : Reel sayılar kümesi 

𝑳𝒑(𝑻𝟐)                                        : Lebesgue uzayı 1 ≤ p ≤ ∞ 

𝑺𝒎,∞(𝒇) : f ∈ L1(T2) fonksiyonunun Fourier serisinin x e göre kısmi 

toplamı 

𝑺∞,𝒏(𝒇) : f ∈ L1(T2) fonksiyonunun Fourier serisinin y e göre kısmi 

toplamı 

𝑺𝒎,𝒏(𝒇) : f ∈ L1(T2) fonksiyonunun Fourier serisinin hem x e göre    

hem y ye göre kısmi toplamı 

𝒇(𝒑𝟏,𝒑𝟐) : f(x, y) nin x e göre p1 mertebeli  ve y ye göre p2  mertebeli 

türevi 

𝝎𝜶𝟏,𝜶𝟏(𝒇, 𝜹𝟏,𝜹𝟐)𝒑𝟏,𝒑𝟐 : f(x, y) nin  x e göre ∝1 dereceli, y ye göre  ∝2 dereceli 

karma düzgünlük modülü 

h.h.h    : Hemen hemen her yerde 

𝒂 ≈ 𝒃                                     : Öyle 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 0 vardır ki 𝑐1𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐2𝑎 sağlanır 

𝒂 ≲ 𝒃                                     : Öyle 𝐶 > 0 vardır ki 𝑏 ≤ 𝐶𝑎 sağlanır 

𝐙                                             : Tam sayılar kümesi 
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1.GİRİŞ 

Bu tezde, karma Lebesgue uzayında yaklaşım kavramını ele alıcaz.Tarihi gelişim olarak 

bakıldığında: ilk önemli adım, Joseph Fourier’nin 19. yüzyılın başlarında ortaya koyduğu 

Fourier serileriyle atılmıştır. Fourier, periyodik fonksiyonların, trigonometrik 

fonksiyonların sonsuz toplamlarıyla ifade edilebileceğini göstermiştir. Bu fikir, 

fonksiyonların yaklaşık temsilinin mümkün olduğu düşüncesini doğurmuş ve yaklaşım 

teorisinin doğmasına zemin hazırlamıştır. 

Yaklaşım teorisinde neler yapıldığına dair fikir olması açısından şunları söyleyebiliriz. 

Bir fonksiyonu, daha basit fonksiyonlarla (mesela trigonometrik polinomlar,rasyonel 

fonksiyonlar,cebirsel polinomlar v.b. gibi) ne kadar iyi yaklaştırabiliriz sorusuna cevap 

aramaktadır. Karma Lebesgue uzaylarında bu soru daha detaylıdır çünkü, yaklaşımın 

araştırılması tek bir ölçüyle değil, birden fazla parammetrelerle ölçülebilir.Burada yaklaşan 

trigonometrik polinomlar olarak, Fourier kısmi toplamları kullanılmaktadır ki amaç; 

karmaşık haldeki fonksiyonları daha kontrollü ve hesaplanabilir araçlarla temsil etmeyi 

sağlayacaktır. 

Karma Lebesgue uzaylarındaki temel fikire gelecek olursak.Fonksiyon ne kadar düzgünse, 

yaklaşım o kadar iyi olmaktadır.Bu yüzden klasik tek parametreli  düzgünlük yerine,bizler 

her değişken için ayrı düzgünlük alıp, sonra bunların birlikte etkisini incelenir. Doğrudan 

yaklaşım fikrine göre, Fonksiyonun karma düzgünlüğü ne kadar iyiyse, trigonometrik 

polinomlarla o kadar hızlı yaklaşımı mümkün olur.Bu, yaklaşım teorisinin bir 

yönüdür.Tersine ele alacak olursak, Eğer bir fonksiyon nekadar hızlı yaklaşıma sahip ise, 

bu fonksiyon mutlaka karma düzgünlük ölçme aracı anlamında o  kadar düzgündür..Bu 

sonuç, düzgünlüğün karaktirezsyonu sonucudur. 

Karma Lebesgue uzayı, çok değişkenli bir fonksiyonun her değişken yönünde aynı şekilde 

davranmak zorunda olmadığını anlatır. Bir fonksiyon bir yönde çok düzgün, başka bir 

yönde daha düzensiz olabilir, karma Lebesgue uzayı bu farklılıkları tek bir ölçüye 

zorlamadan, her yönü kendi doğası içinde değerlendirir.Bu uzaylar, “fonksiyon ne kadar 

büyüktür?” sorusuna tek bir cevap vermek yerine, her değişkenin katkısını ayrı ayrı ve 

sıralı biçimde ölçer. Böylece fonksiyonun bazı yönlerde güçlü, bazı yönlerde zayıf olabilen 

yapısı doğru biçimde yansıtılır.Yaklaşım teorisi açısından bakıldığında, karma Lebesgue 

uzayları şunu söyler,bir fonksiyonun trigonometrik polinomlar veya Fourier serileriyle ne 

kadar iyi yaklaşabileceği, tüm değişkenlerdeki davranışının ortalama bir özetiyle değil, her 
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yönün ayrı etkisiyle belirlenir. Bu nedenle yaklaşım hızı da tek bir düzgünlük ölçüsüne 

değil, karma düzgünlüğe bağlıdır. 
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2. ÖN BİLGİLER 

 

2.1 Tanım (Normlu Uzay) A bir lineer uzay alalım. ‖. ‖: 𝐴 → 𝑅 fonksiyonu x vektörüne 

karşılık gelen ve negatif olmayan değeri ‖𝑥‖ ile gösterelim. Bu fonksiyon aşağıda verilen 

üç özelliği sağlıyor ise ‖. ‖ fonksiyonuna 𝐴 da bir norm ve (𝐴, ‖. ‖) ikilisine de normlu 

uzay denir. 

1. “ 0 0x x    ” .  Burada 0𝜃  lineer uzayın toplamaya göre etkisiz elemanıdır, 

2. ∀ 𝜆𝜖𝑅 için‖𝜆𝑥‖ ≤ |𝜆|‖𝑥‖, 

3. ∀ ,x y elamanı için  ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

2.2 Tanım (Banach Uzayı) (𝐴, ‖. ‖) normlu uzayı tam ise bu uzaya Banach uzayı denir. 

2.3 Tanım (Ölçülebilir Küme)  X boştan farklı bir küme olarak alınır ve X ’ in alt 

kümelerinin boş olmayan bir S  koleksiyonu için eğer 

i) ,S X  , 

ii) S   için 
c S  , 

iii) n    için n S  ise 
1

n

n

S




  , 

verilen koşullar sağlanıyor ise  S  koleksiyonuna X üzerinde bir   cebiri denir. Bu 

durumda  ,X S
 
sıralı ikilisine de ölçülebilir uzay ayrıca S  koleksiyonundaki her bir 

kümeye de ölçülebilir küme denir. 

2.4 Tanım (Lebesgue Uzayı)  𝑇 ≔ [0,2𝜋] , T2 := T × T, 1 < 𝑝 < ∞  için, 

‖𝑓‖𝑝 = (∫|𝑓(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑇2

)

1/𝑝

< ∞ 

koşulunu sağlayan her 𝑓: 𝑇2 → 𝑅 ölçülebilir fonksiyonun oluşturduğu 𝐿𝑝(𝑇2) kümesine 

Lebesgue uzayı denir [1].                                                                                                 (2.1) 

 

2.5 Tanım Bir  M > 0 alalım,  f x M özelliği, 𝑇2 üzerinde h.h.h sağlanıyor ise 

𝑓: 𝑇2 → 𝑅 fonksiyonlarının, h.h.h  yerde eşit olma bağıntısı için  denklik sınıflarının 

oluşturduğu kümeye  𝐿∞(𝑇2)  denir. 
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2.6 Tanım (Genelleştirilmiş Minkowski Eşitsizliği) 1 < 𝑝 < ∞,  ,K x y  hem x 

değişkenine, hem de y değişkenine göre sürekli fonksiyon ve  f  klasik Lebesgue uzayı 

𝐿𝑝(𝑇) ‘ye ait ise 

{∫ |∫𝑓(𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑇

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑇

}

1
𝑝

≤ ∫(∫|𝑓(𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦)|𝑝

𝑇

𝑑𝑥)

1
𝑝

𝑇

𝑑𝑦 

≤ ∫|𝑓(𝑦)| (∫|𝐾(𝑥, 𝑦)|𝑝

𝑇

𝑑𝑥)

1
𝑝

𝑇

𝑑𝑦. 

 

2.7 Önerme (Jensen Eşitsizliği)  αk ≥ 0 ve 0 <∝≤ β olsun. Bu durumda 

1/ 1/

1 1

k k

k k

 

  
 

 

   
   

   
   [2]. 

2.8 Tanım T2 := T × T olmak üzere  L1 (T2) ailesi her bir x,y değişkeni için 2π-periyotlu, f 

(x,y) : T2 → R Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarının kümesi olsun. Şimdi,  f ∈𝐿1(𝑇2) 

için  

∑ ∑ An1,n2(x, y) ≔

∞

n2=0

∞

n1=0

 

∑ ∑ μn1,n2(x, y)[an1,n2cos n1xcos n2y + bn1,n2sin n1xcos n2y + cn1,n2cos n1xsin n2y

∞

n2=0

∞

n1=0

 

+dn1,n2sin n1xsin n2y], 

μn1,n2 = {

1

4
                                                    , n1 = n2 = 0,

1

2
  ,         n1 = 0, n2 > 0 veya  n2 = 0, n1 > 0,

1                                                   , n1 > 0, n2 > 0,

                                              (2.2) 

 

serisine f  ye karşılık gelen Fourier serisi denir.                                                               
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3. Karma Lebesgue Uzayı 

Lebesgue Uzayları, 𝑝 ≥ 1 olduğu durum için bir Banach uzaylarının örneğini oluşturur. 

Ayrıca Karma Lebesgue Uzayları, Lebesgue Uzaylarının bir  genellemesidir [2]. 

Karma Lebesgue Uzayı, çok değişkenli fonksiyonların her değişken yönünde aynı 

davranışı göstermek zorunda olmadığını ifade eden bir fonksiyon uzayıdır. Klasik 

Lebesgue uzaylarında fonksiyonun büyüklüğü tek bir ölçüyle değerlendirilirken, karma 

Lebesgue uzaylarında bu değerlendirme her değişken için ayrı ayrı ve sıralı olarak yapılır. 

Böylece fonksiyonun bazı yönlerde daha düzenli, bazı yönlerde ise daha düzensiz olabilen 

yapısı doğru biçimde yansıtılır. 

Yaklaşım teorisi açısından bakıldığında, karma Lebesgue uzayları bir fonksiyonun 

trigonometrik polinomlar veya Fourier serileriyle ne kadar iyi yaklaştırılabileceğini, her 

değişkenin katkısını ayrı ayrı dikkate alarak belirler. Bu nedenle yaklaşım hızı, 

fonksiyonun yalnızca genel düzgünlüğüne değil, karma düzgünlük özelliklerine bağlıdır. 

3.1 Tanım 𝛺 ⊂ 𝑅 ölçülebilir küme ve p= (𝑝1, 𝑝2) olmak üzere 1 ≤ 𝑝1, 𝑝2 < ∞ alalım. 

Ölçülebilir f: 𝛺x 𝛺 → 𝑅 fonksiyonu için karma Lebesgue normunun tanımı şu şekildedir: 

‖𝑓‖𝐿𝑝𝛺𝑥 𝛺 = (∫(∫|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|
𝑝1𝑑𝑥1

𝛺

)

𝑝2
𝑝1

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝2

. 

Buna göre karma Lebesgue uzayı, 

𝐿𝑃(𝛺x 𝛺 ) = {𝑓 ölçülebilir: ‖𝑓‖𝐿𝑝 < ∞} 

olarak verilir. 𝐿𝑃(𝛺x 𝛺 ) bir Banach uzayıdır [3]. 

Ayrıca çalışmamızda kullanacağımız 𝐿𝑃(𝛺x 𝛺 ) iki değişkenli fonksiyonların her değişken 

yönünde farklı integrallenebilirlik derecelerine sahip olmasına izin veren karma Lebesgue 

uzayıdır [2]. 

 

3.2 Tanım  Bir ω : T2 → R≥ := [0,∞) fonksiyonu T2  üzerinde ölçülebilir ve T2  üzerinde 

h.h.h pozitif ise 𝜔 ya ağırlık denir [6]. 

 

3.3 Tanım  J’yi T2 ‘de koordinat eksenlerine paralel kenarlara sahip dikdörtgenler ailesi 

olarak alalım. Ap (T2,J), (1 < p < ∞),  yerel integrallenebilir ω : T2 → R≥   ağırlıklarından 

oluşur öyle ki ω (x,y) her bir x,y değişkeni için 2π-periyotludur ve  

[𝜔]𝐴𝑝:=  (
1

|𝐺|𝐺𝜖𝐽
𝑠𝑢𝑝

∬ 𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦)
𝐺

(
1

|𝐺|
∬ [𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦]

−
1

𝑝−1𝑑𝑥𝑑𝑦)
𝐺

𝑝−1

<∞ .               (3.1) 

[ω]Ap  değerine bu ağırlığın Muckenhoupt sabiti denir [5].             
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3.4 Tanım  1 ≤ 𝑝 <  ∞, ω  𝑇2üzerinde bir ağırlık olsun. Lebesgue integrallenebilir f 

(x,y) :𝑇2 → R her bir x,y değişkeni için 2𝜋 periyodik ve 

‖𝑓‖𝑝,𝜔 ≔ (∬ |𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇2

)
1/𝑝

<∞  

koşulunu sağlayan  f  fonksiyonlarından oluşur. 𝐿𝜔
𝑝 (𝑇2) uzayına ağırlıklı Lebesgue uzayı 

deriz ve bu uzay 1 ≤ 𝑝 < ∞, için bir Banach uzayıdır [7]. 

 

3.5 Tanım  Tm,o ile ( To,n  ile) x değişkenine göre (y değişkenine göre) derecesi en fazla m 

olan (derecesi en fazla n olan) tüm iki değişkenli trigonometrik polinomların kümesini 

gösterelim. Fonksiyonlara kısmi en iyi trigonometrik polinomlarla yaklaşım hatası 

aşağıdaki gibi tanımlanır: 

𝑌𝑚,𝑜(𝑓)𝑝,𝜔 = 𝑖𝑛𝑓{‖𝑓 − 𝑇‖𝑝,𝜔: 𝑇 ∈ 𝑇𝑚,𝑜}, 

𝑌𝑜,𝑛(𝑓)𝑝,𝜔 = 𝑖𝑛𝑓{‖𝑓 − 𝑈‖𝑝,𝜔: 𝑈 ∈ 𝑇𝑜,𝑛}, 

burada, 1 ≤ 𝑝 <  ∞, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2). 

f ∈ 𝐿𝜔
𝑝 (𝑇2) fonksiyonuna en iyi açısal trigonometrik yaklaşım hatası ise,  

𝑌𝑚,𝑛(𝑓)𝑝,𝜔  = 𝑖𝑛𝑓{‖𝑓 − 𝑇 − 𝑈‖𝑝,𝜔: 𝑇 ∈  𝑇𝑚,𝑜, 𝑈 ∈  𝑇𝑜,𝑛} 

biçiminde tanımlanır [9,10]. 
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4. Düz Ve Ters Yaklaşım Teoremleri 

4.0.1 Tanım 1<p<∞, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Steklov ortalamalarını 

aşağıdaki gibi tanımlayalım [2]: 

𝜎ℎ,𝑘 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

ℎ𝑘
∫ ∫ 𝑓(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏,

𝑦+𝑘

𝑦−𝑘

𝑥+ℎ

𝑥−ℎ

 

𝜎ℎ,𝑜 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡      ,
𝑥+ℎ

𝑥−ℎ

     𝜎𝑜,𝑘 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝑘
∫ 𝑓(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏
𝑦+𝑘

𝑦−𝑘

. 

 

4.0.2 Tanım 1<p<∞ , ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) , f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. h, k  adımlı fark operatörlerini 

aşağıdaki gibi tanımlayalım [4,3]: 

𝛻ℎ,𝑜𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝐼 − 𝜎ℎ,𝑜)𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

ℎ
∫ (𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑡, 𝜏))𝑑𝑡,
𝑥+ℎ

𝑥−ℎ

 

𝛻𝑜,𝑘𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝐼 − 𝜎𝑜,𝑘)𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝑘
∫ (𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑡, 𝜏))𝑑𝜏,
𝑦+𝑘

𝑦−𝑘

 

𝛻ℎ,𝑘𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

ℎ𝑘
∫ ∫ (𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑡, 𝜏))𝑑𝑡𝑑𝜏.

𝑦+𝑘

𝑦−𝑘

𝑥+ℎ

𝑥−ℎ

 

 

4.0.3 Tanım 1<p<∞, ω ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽), f∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Karma süreklilik modülü  

Ω (𝑓, 𝛿1, 𝛿2)𝑝,𝜔 = sup
0≤ℎ≤𝛿1
0≤𝑘≤𝛿2

  ‖𝛻ℎ,𝑘𝑓‖𝑝,𝜔 

olarak tanımlanır [6,8]. 

 

4.0.4 Tanım 𝑊𝑝,𝜔
𝑟,𝑠  (𝑟 ≥ 0; 𝑠 ≥ 0) kümesi, f ∈𝐿1(𝑇2) ve  

                                            𝑓(𝑟,𝑠) ≔
𝜕𝑟+𝑠𝑓

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑦𝑠
∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2)                                                         (4.1) 

Özelliklerini sağlayan tüm f fonksiyonlarının ailesidir.  

 

4.0.5 Tanım 1 <  𝑝 <  ∞ , 𝜔 ∈  𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽)  ve  𝑓 ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2)  olsun.  Karma K-fonksiyoneli 

şu şekilde tanımlanır: 
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𝐾(𝑓, 𝛿, 𝜉, 𝑝, 𝜔, 𝑟, 𝑠) ≔ inf
𝑔1,𝑔2,,𝑔

{‖𝑔 − 𝑔1 − 𝑔2 − 𝑔‖𝑝,𝜔 +  𝛿
𝑟 ‖
 𝛿𝑟𝑔1
 𝛿𝑥𝑟

‖
𝑝,𝜔

 

 

+  𝜉𝑠 ‖
 𝛿𝑠𝑔2
 𝛿𝑦𝑠

‖
𝑝,𝜔

+ 𝛿𝑟   𝜉𝑠 ‖
 𝛿𝑟+𝑠𝑔

 𝛿𝑥𝑟𝛿𝑦𝑠
‖
𝑝,𝜔

}. 

 

Burada infimumun 𝑔1 ∈ 𝑊𝑝,𝜔
𝑟,𝑜  ,  𝑔2 ∈ 𝑊𝑝,𝜔

𝑜,𝑠  , 𝑔 ∈ 𝑊𝑝,𝜔
𝑟,𝑠      koşulunu sağlayan  tüm 

g1, g2, g’ler üzerinden alınır. 

       

4.1 Potapov tipi düz teorem 

Öncelikle süreklilik modülü ile K-fonksiyonelinin denkliği hakkındaki teoremi verelim 

[9,12]. 

 

4.1.1 Teorem 1 < 𝑝 < ∞, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve  𝑓 ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda, 

Ω (𝑓, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 ≈  𝐾(𝑓, 𝛿, 𝜉, 𝑝, 𝜔, 2, 2) ,   δ, ξ ≥ 0.                                          (4.2) 

 

Bu teoremi kullanarak Potapov tipli düz teorem elde edilebilir [11].                               

 

4.1.2 Teorem 1 < 𝑝 < ∞, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve 𝑓 ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda  [𝜔]𝐴𝑝 ve p 

ye bağlı olan öyle bir C sabiti mevcuttur ki, 

𝑌𝑚,𝑛(𝑓)𝑝,𝜔 ≤ 𝐶[𝜔]𝐴𝑝 ,𝑝Ω(𝑓,
1

𝑚+1
,
1

𝑛+1
)
𝑝,𝜔

  

özelliği sağlanır [16]. 

 

4.1.3 Not Eğer 1 < 𝑝 < ∞, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve  𝑓 ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) ise bir 𝜆 > 1 için, 

 𝐿𝜔
𝑝 (𝑇2) ⊂ 𝐿𝜆(𝑇2) 

içermesi doğru olur.  

Böylece, 𝑓 ∈ 𝐿𝜔
𝑝 (𝑇2) için trigonometrik Fourier serileri tanımlanabilir [15]. 

 

4.1.4 Not Kabul edelim ki, 

𝜔𝑚,𝑛
∗ 𝑓 ≔ 𝑠𝑚,0(𝑓) + 𝑠𝑜,𝑛(𝑓) − 𝑠𝑚,𝑛(𝑓). 

Bu durumda, 

‖𝑓 − 𝜔𝑚,𝑛
∗ 𝑓‖

𝑝,𝜔
≤ 𝐶𝜔𝐴𝑝 ,𝑝𝑌𝑚,𝑛(𝑓)𝑝,𝜔  

ve böylece 

 𝑌𝑚,𝑛(𝑓)𝑝,𝜔 ↘ 0,  m,n ↗ ∞.  

 

Bu seferde ters yaklaşım teoremini verelim [12]. 
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4.1.5 Teorem Eğer 1 < 𝑝 < ∞, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve 𝑓 ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) ise  [𝜔]𝐴𝑝 ,p ye bağlı öyle 

bir C sabiti mevcuttur ki, 

 Ω (𝑓,
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

≤
𝐶[𝜔]𝐴𝑝 ,𝑝

𝑚2𝑛2
∑∑(𝑘 + 1)(𝑙 + 1)𝑌𝑘,𝑙(𝑓)𝑝,𝜔.

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

 

4.2 Realizasyon Fonksiyoneli 

 

4.2.1 Tanım f ∈𝐿1(𝑇2)‘ye karşılık gelen Fourier serisi (2.2) tanım’daki gibi olsun. Fourier 

serisin kısmi toplamları aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

𝑆𝑚,𝑜(𝑓)(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝐴𝑛1,𝑛2(𝑥, 𝑦, 𝑓)

∞

𝑛2=0

𝑚

𝑛1=0

,       𝑆𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝐴𝑛1,𝑛2(𝑥, 𝑦, 𝑓),

𝑛

𝑛2=0

∞

𝑛1=0

 

𝑆𝑚,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝑆𝑚,𝑜(𝑆𝑜,𝑛(𝑓))(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝐴𝑛1,𝑛2(𝑥, 𝑦, 𝑓).

𝑛

𝑛2=0

𝑚

𝑛1=0

 

 

4.2.2 Tanım 1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Realizasyon fonksiyonelini 

aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

𝑅(𝑓, 𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝜔, 2,2) ≔ 

‖𝑓 − 𝑆𝑚,∘(𝑓) − 𝑆∘, 𝑛(𝑓) + 𝑆𝑚, 𝑛(𝑓)‖𝑝, 𝜔 

+𝑚−2 ‖
𝜕2𝑆𝑚,∘ (𝑓 − 𝑆∘, 𝑛(𝑓))

𝜕𝑥2
‖

𝑝, 𝜔

 

+𝑛−2 ‖
𝜕2𝑆∘, 𝑛(𝑓−𝑆𝑚,∘(𝑓))

𝜕𝑦2
‖
𝑝, 𝜔

+𝑚−2𝑛−2 ‖
𝜕4𝑆𝑚, 𝑛(𝑓)

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
‖
𝑝, 𝜔

. 

4.2.3 Teorem 1 < 𝑝 < ∞, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽), 𝑓 ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda sadece 

𝑝, [𝜔]𝐴𝑝 değerlerine bağlı bir sabit için,  

                                  𝛺(𝑓,𝑚−1, 𝑛−1) ≈ 𝑅(𝑓,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑤, 2,2)                                          (4.3) 

denkliği her 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁 için sağlanır [17].                                                                        
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4.3 Steklov ortalamaları,  fark operatörleri ve süreklilik modülü 

 

4.3.1 Önerme 1 < 𝑝 < ∞  olsun.  𝜔 (𝑥, 𝑦)  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽)  koşulu verildiğinde her bir I,J ⊂ T 

aralığı için  

sup
𝐼
(
1

|𝐼|
∫ 𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝐼

(
1

|𝐼|
∫[𝜔(𝑥, 𝑦)]

−
1

𝑝−1𝑑𝑥
𝐼

)
𝑝−1

) < ∞,         h.h.h y, 

sup
𝐽
(
1

|𝐽|
∫ 𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝐽

) (
1

|𝐽|
∫ [𝜔(𝑥, 𝑦)]

−
1

𝑝−1𝑑𝑦
𝐽

)
𝑝−1

< ∞,         h.h.h x, 

özellikleri sağlanır. 

 

4.3.2 Önerme 1<p<∞, ω(x,y) ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽), f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda sadece 

[𝜔]𝐴𝑝ve p’ye bağlı bir sabit için,  

max {‖𝜎ℎ,𝑜𝑓‖𝑝,𝜔, ‖𝜎𝑜,𝑘𝑓‖𝑝,𝜔}  ≲  
‖𝑓‖𝑝,𝜔 

eşitsizliği sağlanır [13]. 

 

4.3.3 Not Yukarıdaki son önerme gereği 

(i) max{‖𝛻ℎ,𝑜𝑓‖𝑝,𝜔, ‖𝛻𝑜,𝑘𝑓‖𝑝,𝜔, ‖𝛻ℎ,𝑘𝑓‖𝑝,𝜔} ≲
‖𝑓‖𝑝,𝜔 

elde ederiz.  

(ii) Süreklilik modülünün tanımı göz önüne alındığında, [𝜔]𝐴𝑝 ve p’ye bağlı bir sabit için, 

Ω(𝑓, 𝛿1, 𝛿2)𝑝,𝜔 ≲ ‖𝑓‖𝑝,𝜔. 

(iii) 1 < 𝑝 < ∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽), f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2)  için aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(1) 𝛺(𝑓, 0,0)𝑝,𝜔= 0. 

(2) 𝛺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2)𝑝,𝜔  f’ye göre  yarı toplamsaldır. 

(3) 𝛺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2)𝑝,𝜔≤ 𝛺(𝑓, 𝑡1, 𝑡2)𝑝,𝜔  eşitsizliği  0 ≤ δi ≤ 𝑡𝑖  ; i= 1,2 için sağlanır       (4.4)   

 

4.4 Fourı̇er serisinin bazı ortalamaları 

 

4.4.1 Önerme [7] Eğer 1 < 𝑝 < ∞,  𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) ise bir λ>1 için 

𝐿𝜔
𝑝 (𝑇2)⊂ Lλ (T2)  [14]. 
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Kanıt 

Bir r∈(1,p) için ω ∈ 𝐴𝑟(𝑇
2, 𝐽) olur. λ := p/r > 1 dersek, 𝑓𝜆 𝜔1/𝑟  ve  𝜔−1/𝑟 ∈ 𝐿

𝑟

𝑟−1  

olduğundan, Hölder eşitsizliğini kullanarak 

(∬|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝝀𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

)

1
𝝀

≤ (∬|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

)

1
𝑝

(∬𝜔(𝑥, 𝑦)−
1
𝑟−1𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑇

)

𝑟−
1
𝑝

≲ ‖𝑓‖𝑝,𝜔 

elde edilir. Burada sabit yalnızca [𝜔]𝐴𝑝 'ye ve p'ye bağlıdır. Buda ispatı bitirir. 

1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) ve 

∑ ∑ An1,n2(x, y) ≔

∞

n2=0

∞

n1=0

 

∑ ∑ μn1,n2(x, y) [an1,n2cos n1xcos n2y + bn1,n2sin n1xcos n2y + cn1,n2cos n1xsin n2y

∞

n2=0

∞

n1=0

 

+dn1,n2sin n1xsin n2y] 

μn1,n2 =

{
 
 

 
 
1

4
                                                    , n1 = n2 = 0,

1

2
  ,         n1 = 0, n2 > 0 veya  n2 = 0, n1 > 0 ,

1                                                   , n1 > 0, n2 > 0,

 

olsun.  

𝑆𝑚,𝑜(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡, 𝑦)𝐷𝑚(𝑡)𝑑𝑡𝑇

, 

𝑆𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑢)𝐷𝑛(𝑢)𝑑𝑢,
𝑇

 

𝑆𝑚,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋2
∫ ∫𝑓(𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑢)𝐷𝑚(𝑡)𝐷𝑛(𝑢)𝑑𝑢𝑑𝑡

𝑇𝑇

, 

yazılabilir. Burada 

𝐷1(𝑡) = (𝑠𝑖𝑛 (𝑙 +
1

2
) 𝑡)/(2 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

2
)) =

1

2
+∑𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡

𝑙

𝑘=1

 

Dirichlet çekirdeğidir [5]. 

 

4.4.2 Önerme 1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝑤

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda sadece  

[𝜔]𝐴𝑝ve p ye bağlı bir sabit için  

max{‖𝑆𝑚,𝑜(𝑓)‖𝑝,𝜔, ‖𝑆𝑜,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔, ‖𝑆𝑚,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔} ≲
‖𝑓‖𝑝,𝜔 [18].                                  (4.5) 
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4.4.3 Tanım f ∈𝐿1(𝑇2) Fourier serisinin Cesaro ortalamalarını ve Vallee Poussin 

ortalamalarını aşağıdaki gibi tanımlayalım [8,10]: 

 

𝐶𝑚,𝑜(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝑚 + 1
∑𝑆𝑘,𝑜

𝑚

𝑘=0

(𝑓), 

𝐶𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝑛 + 1
∑𝑆𝑜,𝑙

𝑛

𝑙=0

(𝑓), 

𝐶𝑚,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑚,𝑜 (𝐶𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦)) =
1

(𝑛 + 1)(𝑚 + 1)
∑∑𝑆𝑘,𝑙(𝑓)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑘=0

 

[19]. 

ve 

𝑉𝑚,𝑜(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝑚 + 1
∑ 𝑆𝑘,𝑜

2𝑚−1

𝑘=𝑚

(𝑓), 

𝑉𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝑛 + 1
∑ 𝑆𝑜,𝑙

2𝑛−1

𝑙=𝑛

(𝑓), 

𝑉𝑚,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚,𝑜 (𝑉𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦)) =
1

(𝑛 + 1)(𝑚 + 1)
∑ ∑ 𝑆𝑘,𝑙(𝑓)

2𝑛−1

𝑙=𝑛

2𝑚−1

𝑘=𝑚

. 

 

4.4.4 Not f ∈𝐿1(𝑇2) için  

𝐶𝑚,𝑜(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫𝑓(𝑥 + 𝑢, 𝑦)𝐾𝑚(𝑢)𝑑𝑢,
𝑇

 

𝐶𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑣)𝐾𝑛(𝑣)𝑑𝑣,
𝑇

 

𝐶𝑚,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋2
∫ ∫𝑓(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣)𝐷𝑚(𝑢)𝐷𝑛(𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑇𝑇

 

eşitlikleri sağlanır. 

Burada, 

                                          𝐾1(𝑡)= (
1

2(𝑙+1)
) (

𝑠𝑖𝑛(2𝑙+1)𝑡/2

𝑠𝑖𝑛𝑡/2
)
2

                                                      (4.6) 

Fejer çekirdeğidir [20].                                                                                                     
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Yukarıdaki veriler ışığında şu sonuca sahip oluruz: 

 

4.4.5 Sonuç 1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda [𝜔]𝐴𝑝ve p'ye bağlı 

bir sabit için, 

max{‖𝑉𝑚,𝑜(𝑓)‖𝑝,𝜔, ‖𝑉𝑜,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔, ‖𝑉𝑚,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔} ≲
‖𝑓‖𝑝,𝜔

 , 

 

4.4.6 Önerme 1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Ayrıca  

𝑊𝑚,𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑉𝑚,𝑜(𝑓) + 𝑉𝑜,𝑛(𝑓) − 𝑉𝑚,𝑛(𝑓))(𝑥, 𝑦) 

diyelim. Bu durumda sadece [ω]Ap ve p'ye bağlı bir sabit için  

‖𝑓 −𝑊𝑚,𝑛𝑓‖𝑝,𝜔 ≲ 𝑌𝑚,𝑛(𝑓)𝑝,𝜔 [21]. 

 

Kanıt 

𝑇1 ∈ 𝑇𝑚,𝑜, 𝑇2 ∈ 𝑇𝑜,𝑛, 𝑇3 ∈ 𝑇𝑚,𝑛  keyfi alalım ve 

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑇1(𝑥, 𝑦) − 𝑇2(𝑥, 𝑦) + 𝑇3(𝑥, 𝑦) 

diyelim.  

f-𝑊𝑚,𝑛𝑓= 𝜑 − 𝑉𝑚,𝑜(𝜑) − 𝑉𝑜,𝑛(𝜑)+𝑉𝑚,𝑛(𝜑) 

olduğundan 

‖𝑓 −𝑊𝑚,𝑛𝑓‖𝑝,𝜔=‖𝜑 − 𝑉𝑚,𝑜(𝜑) − 𝑉𝑜,𝑛(𝜑) + 𝑉𝑚,𝑛(𝜑)‖𝑝,𝜔
  

≲ ‖𝜑‖𝑝,𝜔=‖𝑓 − 𝑇1−𝑇2 + 𝑇3‖𝑝,𝜔. 

Burada 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 

keyfi olarak seçildiğinden 

‖𝑓 −𝑊𝑚,𝑛𝑓‖𝑝,𝜔 ≲ 𝑌𝑚,𝑛
(𝑓)𝑝,𝜔.  Buda kanıtı bitirir. 

 

Yukarıdaki sonuç yardımıyla artık şunu elde edebiliriz: 

1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) ise 

𝑚𝑎𝑥 {‖𝐶𝑚,𝑜(𝑓)‖𝑝,𝜔, ‖𝐶𝑜,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔, ‖𝐶𝑚,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔} ≲
‖𝑓‖𝑝,𝜔. 

Burada sabit sadece [ω]Ap ve p'ye bağlıdır [22]. 
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4.5 Bernstein eşitsizlikleri 

 

4.5.1 Not (i) 𝑇1 ∈ 𝑇𝑚,𝑜,  𝑇2 ∈ 𝑇𝑜,𝑛,  𝑇3 ∈ 𝑇𝑚,𝑛 olması durumunda, 

𝑇1(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫𝑇1(𝑡, 𝑦)𝐷𝑚(𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡,
𝑇

 

𝑇2(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫𝑇2(𝑥, 𝑠)𝐷𝑛(𝑠 − 𝑦)𝑑𝑠,
𝑇

 

𝑇3(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋2
∫ ∫𝑇3(𝑡, 𝑠)

𝑇𝑇

𝐷𝑚(𝑡 − 𝑥)𝐷𝑛(𝑠 − 𝑦) 𝑑𝑡𝑑𝑠. 

(ii) 

 
𝜕

𝜕𝑥
𝑇1(𝑥, 𝑦)=

−1

𝜋
∫ 𝑇1(𝑡, 𝑦)𝑇

𝜕

𝜕𝑥
(𝐷𝑚(𝑡 − 𝑥))𝑑𝑡, 

𝜕

𝜕𝑦
𝑇2(𝑥, 𝑦)=

−1

𝜋
∫ 𝑇2(𝑠, 𝑥)𝑇

𝜕

𝜕𝑦
(𝐷𝑛(𝑠 − 𝑦))𝑑𝑠, 

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑇3(𝑥, 𝑦)=

−1

𝜋2
∫ ∫ 𝑇3(𝑡, 𝑠)𝑇𝑇

𝜕

𝜕𝑥
(𝐷𝑚(𝑡 − 𝑥))

𝜕

𝜕𝑦
(𝐷𝑛(𝑠 − 𝑦))𝑑𝑡𝑑𝑠.                              (4.7) 

 

Aşağıdaki Bernstein eşitsizlikleri geçerlidir [23].                                                             

 

4.5.2 Önerme1<p<∞, ω ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽), 𝑇1 ∈ 𝑇𝑚,𝑜, 𝑇2 ∈ 𝑇𝑜,𝑛, 𝑇3 ∈ 𝑇𝑚,𝑛 olsun. Bu durumda, 

[𝜔]𝐴𝑝ve p'ye bağlı sabitler için [11-12], 

‖
𝜕

𝜕𝑥
𝑇1‖

𝑝,𝜔
≲   𝑚‖𝑇1‖𝑝,𝜔, 

‖
𝜕

𝜕𝑦
𝑇2‖

𝑝,𝜔
≲   𝑛‖𝑇2‖𝑝,𝜔, 

‖
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑇3‖

𝑝,𝜔
≲   𝑚𝑛‖𝑇3‖𝑝,𝜔. 

[10,11]. 

 

4.5.3 Sonuç 1<p<∞, ω ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽), 𝑇1 ∈ 𝑇𝑚,𝑜,  𝑇2 ∈ 𝑇𝑜,𝑛, 𝑇3 ∈ 𝑇𝑚,𝑛,   𝑘, 𝑙 ∈ 𝑁 olsun. Bu 

durumda, [ω]Ap ve p'ye bağlı sabitler için 

‖
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑇1‖

𝑝,𝜔
≲   𝑚𝑘‖𝑇1‖𝑝,𝜔, 

‖
𝜕𝑙

𝜕𝑥𝑙
𝑇2‖

𝑝,𝜔
≲   𝑛𝑙‖𝑇2‖𝑝,𝜔, 
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‖
𝜕𝑘+𝑙

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙
𝑇3‖

𝑝,𝜔
≲   𝑚𝑘𝑛𝑙‖𝑇3‖𝑝,𝜔 . 

 

4.5.4 Önerme 1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda [𝜔]𝐴𝑝ve p'ye 

bağlı bir sabit için [13]. 

‖
𝜕𝑘+𝑙

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙
𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖

𝑝,𝜔
≲   2𝑖𝑘2𝑗𝑙𝑌⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔. 

Burada, 

𝑉2𝑖2𝑗(𝑓) − 𝑉2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓) − 𝑉⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓) + 𝑉⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓) =:𝜑𝑖,𝑗(𝑓) ∈ 𝑇2𝑖+1−1,2𝑗+1−1 

ve 

                                        ⌊𝑥⌋ ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝑧 ∈ 𝒁: 𝑧 ≤ 𝑥}.                                                   (4.8) 

 

Kanıt Kolayca görülebilir ki 

𝜑𝑖,𝑗(𝑓) = 𝑉2𝑖2𝑗(𝑓) − 𝑉2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓) − 𝑉⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓) + 𝑉⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓) 

=𝑊2𝑖2𝑗(𝑓) −𝑊2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓) −𝑊⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓) +𝑊⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓) 

 =𝑊2𝑖2𝑗(𝑓) − 𝑓 + 𝑓 −𝑊2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓) + 𝑓 −𝑊⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓) − 𝑓 +  𝑊⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓).                         

Daha önceki sonuçtan dolayı 

‖𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≤ ‖𝑊2𝑖2𝑗(𝑓) − 𝑓‖𝑝,𝜔 + ‖𝑓 −𝑊2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)‖
𝑝,𝜔

+ ‖𝑓 −𝑊⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓)‖
𝑝,𝜔

 

+ ‖𝑓 +  𝑊⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)‖
𝑝,𝜔

, 

‖𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≤ ‖𝑊2𝑖2𝑗(𝑓) − 𝑓‖𝑝,𝜔 + ‖𝑓 −𝑊2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)‖
𝑝,𝜔

+ ‖𝑓 −𝑊⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓)‖
𝑝,𝜔

 

+ ‖𝑓 +  𝑊⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)‖
𝑝,𝜔

 

≲ 𝑌2𝑖2𝑗(𝑓)𝑝,𝜔 + 𝑌2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔 + 𝑌⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓)𝑝,𝜔 + 𝑌⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔
 

≲ 𝑌⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔. 

Böylece 

‖
𝜕𝑘+𝑙

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙
𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖

𝑝,𝜔

≲ 2𝑖𝑘2𝑗𝑙‖𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≲ 2
𝑖𝑘2𝑗𝑙 𝑌⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔. 

Bu da kanıtın ispatını sonlandırır. [12]. 

 

4.5.5 Önerme 1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2)  olsun. Bu durumda [ω]Ap ve p'ye 

bağlı bir sabit için, 
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‖
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖

𝑝,𝜔
≲   2𝑖𝑘𝑌⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓)𝑝,𝜔. 

Burada, 

𝑉2𝑖,𝑜(𝑓 − 𝑉𝑜,2𝑖(𝑓)) − 𝑉⌊2𝑖−1⌋,𝑜 (𝑓 − 𝑉𝑜,2𝑗(𝑓)) =:𝜑𝑖,𝑗(𝑓) ∈ 𝑇2𝑖+1−1,𝑜. 

 

Kanıt Aşağıdaki eşitliği kolayca görebiliriz: 

𝜑𝑖,𝑗(𝑓) = 𝑉2𝑖,𝑜(𝑓 − 𝑉𝑜,2𝑖(𝑓)) − 𝑉⌊2𝑖−1⌋,𝑜 (𝑓 − 𝑉𝑜,2𝑗(𝑓)) = 𝑊2𝑖,2𝑗(𝑓) −𝑊⌊2𝑖−1⌋,2𝑗. 

Bunu kullanarak 

‖𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≤ ‖𝑊2𝑖2𝑗(𝑓) − 𝑓‖𝑝,𝜔 + ‖𝑓 −𝑊⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓)‖
𝑝,𝜔

 

≲ 𝑌2𝑖2𝑗(𝑓)𝑝,𝜔 + 𝑌⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓)𝑝,𝜔
 

≲ 𝑌⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓)𝑝,𝜔. 

Dolayısıyla 

‖
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖

𝑝,𝜔
≲   2𝑖𝑘‖𝜑𝑖,𝑗(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≲

   2𝑖𝑘𝑌⌊2𝑖−1⌋,2𝑗(𝑓)𝑝,𝜔 

elde edilir. 

 

4.5.6 Önerme 1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2)  olsun. Bu durumda [ω]Ap ve p'ye 

bağlı bir sabit için, 

‖
𝜕𝑙

𝜕𝑦𝑙
ℎ𝑖,𝑗(𝑓)‖

𝑝,𝜔
≲   2𝑗𝑙𝑌2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔

. 

Burada, 

𝑉𝑜,2𝑖(𝑓 − 𝑉2𝑖,𝑜(𝑓)) − 𝑉𝑜,⌊2𝑗−1⌋ (𝑓 − 𝑉2𝑖,𝑜(𝑓)) =: ℎ𝑖,𝑗(𝑓) ∈ 𝑇𝑜,2𝑗+1−1. 

 

Kanıt ℎ𝑖,𝑗(𝑓) = 𝑉𝑜,2𝑗(𝑓 − 𝑉2𝑖,𝑜(𝑓)) −  𝑉𝑜,⌊2𝑗−1⌋ (𝑓 − 𝑉2𝑖,𝑜(𝑓)) = 𝑊2𝑖2𝑗(𝑓) −𝑊2𝑖⌊2𝑗−1⌋(𝑓) 

olarak tanımlandığında 

‖ℎ𝑖,𝑗(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≤ ‖𝑊2𝑖2𝑗(𝑓) − 𝑓‖𝑝,𝜔 + ‖𝑓 −𝑊2𝑖⌊2𝑗−1⌋(𝑓)‖
𝑝,𝜔

 

≲ 𝑌2𝑖2𝑗(𝑓)𝑝,𝜔 + 𝑌2𝑖⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔
 

 ≲ 𝑌2𝑖⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔. 

Son eşitsizliği kullanarak, 
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                      ‖
𝜕𝑙

𝜕𝑦𝑙
ℎ𝑖,𝑗(𝑓)‖

𝑝,𝜔
≲   2𝑗𝑙‖ℎ𝑖,𝑗(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≲ 2

𝑗𝑙𝑌2𝑖,⌊2𝑗−1⌋(𝑓)𝑝,𝜔                          (4.9) 

elde edilir.                                                                                                                     

4.6 Favard tipi Jackson eşitsizlikleri 

 

4.6.1 Önerme 1<p<∞, ω ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda [ω]Ap ve p'ye 

bağlı  sabitler için [13-14], 

𝑌𝑚,𝑛(𝑔1)𝑝,𝜔 ≲
1

(𝑚 + 1)2
‖𝑔1

(2,𝑜)
‖
𝑝,𝜔
,    ∀𝑔1 ∈ 𝑊𝑝,𝜔

2,𝑜 , 

𝑌𝑚,𝑛(𝑔2)𝑝,𝜔 ≲
1

(𝑛 + 1)2
‖𝑔2

(𝑜,2)
‖
𝑝,𝜔
,    ∀𝑔2 ∈ 𝑊𝑝,𝜔

𝑜,2 , 

𝑌𝑚,𝑛(𝑔)𝑝,𝜔 ≲
1

(𝑚+1)2(𝑛+1)2
‖𝑔(2,2)‖

𝑝,𝜔
,   ∀g ∈ 𝑊𝑝,𝜔

2,2. 

[13,14]. 

 

Kanıt   ‖𝑔1 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔1) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔1) + 𝑆𝑚,𝑛(𝑔1)‖𝑝,𝜔 = 

= ‖ ∑ ∑ 𝐴𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑔1)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

= ‖ ∑ ∑
1

𝑖2
𝑖2𝐴𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑔1)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

= ‖ ∑ ∑ 𝑐𝑜𝑠𝜋
1

𝑖2
𝐴𝑖,𝑗 (𝑥 + (

𝜋

2
) , 𝑦, 𝑔1

(2,𝑜)
)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

= ‖ ∑ ∑
1

𝑖2
𝐴𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑔1

(2,𝑜)
)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

= ‖ ∑ ∑
1

𝑖2
(𝑆𝑖,𝑗(𝑔1

(2,𝑜)
) − 𝑆𝑖,𝑗−1(, 𝑔1

(2,𝑜)) − 𝑆𝑖−1,𝑗(𝑔1
(2,𝑜)) + 𝑆𝑖−1,𝑗−1(, 𝑔1

(2,𝑜)
)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

= ‖ ∑ [
1

(𝑖 + 1)2
−
1

𝑖2
] (𝑆𝑖,𝑚(, 𝑔1

(2,𝑜)
) +

1

(𝑚 + 1)2
𝑆𝑚,𝑛(𝑔1

(2,𝑜)
)

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

≤ ∑ |
1

(𝑖 + 1)2
−
1

𝑖2
|

∞

𝑖=𝑚+1

‖𝑆𝑖,𝑛(, 𝑔1
(2,𝑜))‖

𝑝,𝜔
+

1

(𝑚 + 1)2
‖𝑆𝑚,𝑛(𝑔1

(2,𝑜))‖
𝑝,𝜔
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≤ ‖(𝑔1
(2,𝑜))‖

𝑝,𝜔
( ∑ (

1

𝑖2
−

1

(𝑖 + 1)2
)

∞

𝑖=𝑚+1

+
1

(𝑚 + 1)2
) 

≤
𝐶

(𝑚 + 1)2
‖(𝑔1

(2,𝑜))‖
𝑝,𝜔

 

[13]. 

olduğundan, 

𝑌𝑚,𝑛(𝑔1)𝑝,𝜔 = 𝑌𝑚,𝑛 (𝑔1 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔1) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔1)+𝑆𝑚,𝑛(𝑔1))
𝑝,𝜔

 

≤ ‖𝑔1 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔1) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔1)+𝑆𝑚,𝑛(𝑔1)‖𝑝,𝜔
 

olur ve aranan eşitsizlik  buradan çıkar. 

Benzer olarak, 

‖𝑔2 − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔2) − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔2)+𝑆𝑚,𝑛(𝑔2)‖𝑝,𝜔 ≲
1

(𝑛 + 1)2
‖𝑔2

(𝑜,2)
‖
𝑝,𝜔

 

ve dolayısıyla, 

𝑌𝑚,𝑛(𝑔2)𝑝,𝜔 = 𝑌𝑚,𝑛 (𝑔2 − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔2) − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔2)+𝑆𝑚,𝑛(𝑔2))
𝑝,𝜔

 

≤ ‖𝑔1 − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔1) − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔1)+𝑆𝑚,𝑛(𝑔1)‖𝑝,𝜔
 

≲
1

(𝑛 + 1)2
‖𝑔2

(𝑜,2)
‖
𝑝,𝜔

 

için, 

‖𝑔 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔)+𝑆𝑚,𝑛(𝑔)‖𝑝,𝜔
 

= ‖ ∑ ∑ 𝐴𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑔)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

= ‖ ∑ ∑
1

𝑖2𝑗2
𝑖2𝑗2𝐴𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑔)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

= ‖ ∑ ∑
1

𝑖2𝑗2
𝐴𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑔

(2,2))

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

= ‖ ∑ ∑
1

𝑖2𝑗2
𝐴𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑌)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

= ‖ ∑ ∑
1

𝑖2𝑗2
𝐴𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑌)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔

 

= ‖ ∑ ∑
1

𝑖2𝑗2
(𝑆𝑖,𝑗(𝑌) − 𝑆𝑖,𝑗−1(𝑌) − 𝑆𝑖−1,𝑗(𝑌) + 𝑆𝑖−1,𝑗−1(𝑌))

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

‖

𝑝,𝜔
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= ‖ ∑ ∑ [
1

𝑖2
−

1

(𝑖 + 1)2
] [
1

𝑗2
−

1

(𝑗 + 1)2
] 𝑆𝑖,𝑗(𝑌)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

 

+
1

(𝑚 + 1)2
∑ [

1

𝑗2
−

1

(𝑗 + 1)2
] 𝑆𝑚,𝑗(𝑌)

∞

𝑗=𝑛+1

 

+
1

(𝑛 + 1)2
∑ [

1

𝑖2
−

1

(𝑖 + 1)2
] 𝑆𝑖,𝑚(𝑌)

∞

𝑗=𝑛+1

 

+
1

(𝑚 + 1)2
1

(𝑛 + 1)2
𝑆𝑚,𝑛(𝑌)‖

𝑝,𝜔

 

≤ ∑ ∑ (
1

𝑖2
−

1

(𝑖 + 1)2
)

∞

𝑗=𝑛+1

∞

𝑖=𝑚+1

(
1

𝑗2
−

1

(𝑗 + 1)2
) ‖𝑆𝑖,𝑗(𝑌)‖𝑝,𝜔

 

+
1

(𝑚 + 1)2
∑ [

1

𝑗2
−

1

(𝑗 + 1)2
] ‖𝑆𝑚,𝑗(𝑌)‖𝑝,𝜔

∞

𝑗=𝑛+1

 

+
1

(𝑛 + 1)2
∑ [

1

𝑖2
−

1

(𝑖 + 1)2
] ‖𝑆𝑛,𝑗(𝑌)‖𝑝,𝜔

∞

𝑖=𝑚+1

 

+
1

(𝑚 + 1)2
1

(𝑛 + 1)2
‖𝑆𝑚,𝑛(𝑌)‖𝑝,𝜔

 

≲
1

(𝑚 + 1)2
1

(𝑛 + 1)2
‖𝑌‖𝑝,𝜔 =

1

(𝑚 + 1)2
1

(𝑛 + 1)2
‖𝑔(2,2)‖

𝑝,𝜔
 

olur ve buradan da, 

𝑌𝑚,𝑛(𝑔)𝑝,𝜔 = 𝑌𝑚,𝑛 (𝑔 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔)+𝑆𝑚,𝑛(𝑔))
𝑝,𝜔

 

≤ ‖𝑔 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑔) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑔)+𝑆𝑚,𝑛(𝑔)‖𝑝,𝜔
 

≲
1

(𝑚 + 1)2
1

(𝑛 + 1)2
‖𝑔(2,2)‖

𝑝,𝜔
 

kanıt tamamlanır. 
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4.7 Karma K-fonksiyoneli 

 

4.7.1 Teorem 1<p<∞ ve ω ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) olsun. Bu durumda [ω]Ap ve p'ye bağlı  sabitler 

için, 

      Ω (𝑔1, 𝛿, . )𝑝,𝜔 ≲  𝛿
2   ‖

 𝛿2𝑔1
 𝛿𝑥2

‖
𝑝,𝜔

, ∀𝑔1 ∈ 𝑊𝑝,𝜔
2,𝑜, 

Ω (𝑔2, . , 𝜉)𝑝,𝜔 ≲  𝜉
2   ‖

 𝛿2𝑔1
 𝛿𝑦2

‖
𝑝,𝜔

,     ∀𝑔2 ∈ 𝑊𝑝,𝜔
𝑜,2, 

                             Ω (𝑔, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 ≲  𝛿
2 𝜉2   ‖

 𝛿4𝑔

 𝛿𝑥2𝛿𝑦2
‖
𝑝,𝜔
,      ∀𝑔 ∈ 𝑊𝑝,𝜔

2,2,             (4.10) 

özellikleri ∀ δ, ξ > 0 için geçerlidir [15].                                                                          

 

Kanıt Aşağıda verilen adımları takip ederek 

 ‖𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘 𝑔1)‖𝑝,𝜔 = ‖(𝑙 − 𝜎ℎ,𝑜)(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑘)‖𝑝,𝜔 = ‖(𝑙 − 𝜎ℎ,𝑜)𝐹‖𝑝,𝜔
 

= ‖
1

2ℎ
∫ (𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑥 + 𝑡, 𝑦))𝑑𝑡
ℎ

−ℎ

‖
𝑝,𝜔

= ‖
−1

2ℎ
∫ ∫ ∫

𝑑2

𝑑𝑥2
𝐹(𝑥 + 𝑠, 𝑦)𝑑𝑠𝑑𝑢𝑑𝑡

𝑢

−𝑢

𝑡

0

ℎ

−ℎ

‖
𝑝,𝜔

 

≤
1

2ℎ
∫ ∫ 2𝑢 ‖

1

2𝑢
∫

𝑑2

𝑑𝑥2
𝐹(𝑥 + 𝑠, 𝑦)𝑑𝑠

𝑢

−𝑢

‖
𝑝,𝜔

𝑡

0

ℎ

0

𝑑𝑢𝑑𝑡 

≲
1

2ℎ
∫ ∫ 2𝑢 ‖𝜎𝑢,𝑜 (

𝑑2

𝑑𝑥2
𝐹)‖

𝑝,𝜔

𝑡

0

ℎ

0

𝑑𝑢𝑑𝑡 ≲ ℎ2 ‖
𝑑2

𝑑𝑥2
𝐹‖

𝑝,𝜔

= ℎ2 ‖
𝑑2

𝑑𝑥2
[(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑘)𝑔1]‖

𝑝,𝜔

 

= ℎ2 ‖(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑘) (
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑔1)‖

𝑝,𝜔

≲ ℎ2 ‖
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑔1‖

𝑝,𝜔

= ℎ2‖𝑔1
(2,𝑜)

‖
𝑝,𝜔

 

buluruz. Böylece 

Ω (𝑔1, 𝛿, . )𝑝,𝜔 ≲  𝛿
2  ‖𝑔1

(2,𝑜)
‖
𝑝,𝜔
     𝑔1 ∈ 𝑊𝑝,𝜔

2,𝑜. 

Benzer şekilde, 

Ω (𝑔2, . , 𝜉)𝑝,𝜔 ≲  𝜉
2  ‖𝑔2

(𝑜,2)
‖
𝑝,𝜔
     𝑔2 ∈ 𝑊𝑝,𝜔

𝑜,2, 

Ω (𝑔, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 ≲  𝛿
2 𝜉2  ‖𝑔(2,2)‖

𝑝,𝜔
     𝑔 ∈ 𝑊𝑝,𝜔

2,2
. 
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4.1.1 Teoremin Kanıtı 

Üst değerlendirmeyi kanıtlayalım. Bunun için 

𝑈ℎ,𝑜𝑓(𝑥, 𝑦) ≔
1

ℎ3
∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑠1, 𝑦)𝑑𝑠1𝑑𝑢1𝑑𝑡1,

𝑢1

−𝑢1

𝑡1

0

ℎ

0

   

𝑈𝑜,𝑘𝑓(𝑥, 𝑦) ≔
1

𝑘3
∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑢2𝑑𝑡2,

𝑢2

−𝑢2

𝑡2

0

𝑘

0

 

𝑈ℎ,𝑘𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑈ℎ,𝑜(𝑈𝑜,𝑘𝑓)(𝑥, 𝑦) 

=
1

ℎ3𝑘3
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑠1, 𝑦 + 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑡1𝑑𝑡2,

𝑢2

−𝑢2

𝑢1

−𝑢1

𝑡2

0

  
𝑡1

0

𝑘

0

ℎ

0

 

ve 

𝑔1(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑈ℎ,𝑜(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)𝑓(𝑥, 𝑦)
 

𝑔2(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑈𝑜,𝑘(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)𝑓(𝑥, 𝑦)
 

𝑔(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑈ℎ,𝑜(𝑈𝑜,𝑘𝑓)(𝑥, 𝑦) = (𝑈ℎ,𝑘𝑓)(𝑥, 𝑦)
 

tanımlamalarını yapalım. Sonra, 

‖𝑓 − 𝑔1 − 𝑔2 − 𝑔‖𝑝,𝜔 = ‖𝑓 − 𝑈ℎ,𝑜𝑓 − 𝑈𝑜,𝑘𝑓 + 𝑈ℎ,𝑘𝑓‖𝑝,𝜔
 

 = ‖(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)‖𝑝,𝜔  = ‖(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)𝐹‖𝑝,𝜔
 

= ‖
1

ℎ3
∫ ∫ ∫ (𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑥 + 𝑠1, 𝑦)) + 𝑠1, 𝑦)𝑑𝑠1𝑑𝑢1𝑑𝑡1  

𝑢1

−𝑢1

𝑡1

0

ℎ

0

‖
𝑝,𝜔

 

≲
1

ℎ3
∫ ∫ 𝑢1 ‖

1

2𝑢1
∫ (𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑥 + 𝑠1, 𝑦))𝑑𝑠1

𝑢1

−𝑢1

‖
𝑝,𝜔

𝑡1

0

ℎ

0

𝑑𝑢1𝑑𝑡1
 

=
1

ℎ3
∫ ∫ 𝑢1‖(𝑙 − 𝜎𝑢1,𝑜)𝐹‖𝑝,𝜔

𝑡1

0

ℎ

0

𝑑𝑢1𝑑𝑡1
 

≲ sup
0≤𝑢≤ℎ

 𝑢1 ‖(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)𝐹‖𝑝,𝜔
1

ℎ3
∫ ∫ 𝑢1𝑑𝑢1𝑑𝑡1

𝑡1

0

ℎ

0

 

≲ sup
0≤𝑢≤ℎ

 𝑢1 ‖(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)𝐹‖𝑝,𝜔 = 𝐶 sup
0≤𝑢≤ℎ

‖(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑘)𝑓‖𝑝,𝜔 

≲ sup
0≤𝑢≤ℎ

‖(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔
 

= sup
0≤𝑢≤ℎ

‖(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)Ʒ‖𝑝,𝜔.
 

Aynı şekilde, 

‖(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)Ʒ‖𝑝,𝜔 ≲ sup
0≤𝑣≤𝑘

‖(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑣)Ʒ‖𝑝,𝜔 = sup
0≤𝑣≤𝑘

‖(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑣)(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔
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ve dolayısıya, 

‖𝑓 − 𝑔1 − 𝑔2 − 𝑔‖𝑝,𝜔 ≲ sup
0≤𝑢≤ℎ
0≤𝑣≤𝑘

‖(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑣)(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔 

bulunur. Öte yandan 

‖
 𝛿2𝑔1
 𝛿𝑥2

‖
𝑝,𝜔

= ‖
 𝛿2

 𝛿𝑥2
𝑈ℎ,𝑜(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)𝑓‖

𝑝,𝜔

 

‖
 𝛿2

 𝛿𝑥2
1

ℎ3
∫ ∫ ∫ [(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)𝑓(𝑥 + 𝑠1, 𝑦)]𝑑𝑠1𝑑𝑢1𝑑𝑡1  

𝑢1

−𝑢1

𝑡1

0

ℎ

0

‖
𝑝,𝜔

 

=
2

ℎ2
‖(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)𝑓‖𝑝,𝜔 

ve 

ℎ2 ‖
 𝛿2𝑔1
 𝛿𝑥2

‖
𝑝,𝜔

= 2‖(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)𝑓‖𝑝,𝜔
 

≲ 2 sup
0≤𝑢≤ℎ
0≤𝑣≤𝑘

‖(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑣)(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔. 

Benzer şekilde, 

‖
 𝛿2𝑔2
 𝛿𝑦2

‖
𝑝,𝜔

= ‖
 𝛿2

 𝛿𝑦2
𝑈𝑜,𝑘(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)𝑓‖

𝑝,𝜔

 

= ‖
 𝛿2

 𝛿𝑦2
1

𝑘3
∫ ∫ ∫ [(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)𝑓](𝑥, 𝑦 + 𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑢2𝑑𝑡2  

𝑢2

−𝑢2

𝑡2

0

ℎ

0

‖
𝑝,𝜔

 

=
2

ℎ2
‖(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔

 

ve 

𝑘2 ‖
 𝛿2𝑔1
 𝛿𝑥2

‖
𝑝,𝜔

= 2‖(𝑙 − 𝑈𝑜,𝑘)(𝑙 − 𝑈ℎ,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔 ≲ 2 sup0≤𝑢≤ℎ
0≤𝑣≤𝑘

‖(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑣)(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔. 

Ayrıca, 

𝑘2ℎ2 ‖
 𝛿4𝑔

 𝛿𝑥2𝛿𝑦2
‖
𝑝,𝜔

= 𝑘2ℎ2 ‖
 𝛿4𝑔

 𝛿𝑦2𝛿𝑥2
𝑈ℎ,𝑜(𝑈𝑜,𝑘𝑓)‖

𝑝,𝜔

 

= 𝑘2 ‖
 𝛿2

 𝛿𝑦2
ℎ2

 𝛿2

 𝛿𝑥2
𝑈ℎ,𝑜(𝑈𝑜,𝑘𝑓)‖

𝑝,𝜔

= 𝑘2 ‖
 𝛿2

 𝛿𝑦2
(𝑙 − 𝜎ℎ,𝑜)(𝑈𝑜,𝑘𝑓)‖

𝑝,𝜔

 

= 𝑘2 ‖
 𝛿2

 𝛿𝑦2
𝑈𝑜,𝑘(𝑙 − 𝜎ℎ,𝑜)(𝑓)‖

𝑝,𝜔

= ‖𝑘2
 𝛿2

 𝛿𝑦2
𝑈𝑜,𝑘(𝑙 − 𝜎ℎ,𝑜)(𝑓)‖

𝑝,𝜔
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= ‖(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑘)(𝑙 − 𝜎ℎ,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔 ≤ 𝑠𝑢𝑝0≤𝑢≤ℎ
0≤𝑣≤𝑘

‖(𝑙 − 𝜎𝑜,𝑣)(𝑙 − 𝜎𝑢,𝑜)𝑓‖𝑝,𝜔. 

Bundan dolayı 

𝐾(𝑓, 𝛿, 𝜉, 𝑝, 𝜔, 2, 2) ≲ Ω (𝑓, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔.
 

Alt eşitsizlik için de, 

Ω (𝑓, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 ≲ Ω(𝑓 − 𝑔1 − 𝑔2 − 𝑔, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 + Ω (𝑔1, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 + Ω (𝑔2, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔
 

+Ω (𝑔, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 ≲ ‖𝑓 − 𝑔1 − 𝑔2 − 𝑔‖𝑝,𝜔 +  𝛿
2 ‖
 𝛿2𝑔1
 𝛿𝑥2

‖
𝑝,𝜔

+   𝜉2 ‖
 𝛿2𝑔2
 𝛿𝑦2

‖
𝑝,𝜔

 

+ 𝛿2  𝜉2 ‖
 𝛿4𝑔

 𝛿𝑥2𝛿𝑦2
‖
𝑝,𝜔

. 

 

Son eşitsizlikte infimum alırsak (4.1) den, 

Ω (𝑓, 𝛿, 𝜉)𝑝, 𝜔 ≈  𝐾(𝑓, 𝛿, 𝜉, 𝑝, 𝜔, 2, 2). 

 

 

4.7.3 Sonuç 1<p<∞, ω  ∈ 𝐴𝑝(𝑇
2, 𝐽) ve f ∈𝐿𝜔

𝑝 (𝑇2) olsun. Bu durumda sadece  

[𝜔]𝐴𝑝ve p ye bağlı sabitler için, 

 Ω (𝑓, 𝜆 𝛿, 𝜂 𝜉)𝑝,𝜔 ≲ (1 + 𝜆)
2(1 + 𝜂)2Ω (𝑓, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 , 𝛿, 𝜉 > 0,

 

ve 

Ω (𝑓,  𝛿1,  𝛿2)𝑝,𝜔

 𝛿1
2 𝛿2

2 ≲
Ω (𝑓,  𝑡1,  𝑡2)𝑝,𝜔

 𝑡1
2 𝑡2

2  , 0 <  𝑡𝑖 ≤  𝛿𝑖 , 𝑖 = 1,2 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

4.8 Potapov tipi düz teorem 

 

4.1.2 Teoremin Kanıtı 

Burada Potapov tipi düz teoremin kanıtını verelim. Herhangi 

𝑔1 ∈ 𝑊𝑝,𝜔
𝑟,𝑜 ,  𝑔2 ∈ 𝑊𝑝,𝜔

𝑜,𝑠 ,  𝑔 ∈ 𝑊𝑝,𝜔
𝑟,𝑠   alalım. Bu durumda 

 𝑌𝑚,𝑛(𝑓, 𝛿, 𝜉 )𝑝,𝜔 ≤ 𝑌𝑚,𝑛(𝑓 − 𝑔1 − 𝑔2 − 𝑔, 𝛿, 𝜉)𝑝,𝜔 + 𝑌𝑚,𝑛(𝑔1, 𝛿, 𝜉 )𝑝,𝜔
 

+𝑌𝑚,𝑛(𝑔2, 𝛿, 𝜉 )𝑝,𝜔 + 𝑌𝑚,𝑛(𝑔, 𝛿, 𝜉 )𝑝,𝜔
 

≲ ‖𝑓 − 𝑔1 − 𝑔2 − 𝑔‖𝑝,𝜔 +
1

(𝑚 + 1)2
‖
 𝛿2𝑔1
 𝛿𝑥2

‖
𝑝,𝜔

+
1

(𝑛 + 1)2
‖
 𝛿2𝑔2
 𝛿𝑦2

‖
𝑝,𝜔
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+
1

(𝑚 + 1)2
1

(𝑛 + 1)2
‖

 𝛿4𝑔

 𝛿𝑥2𝛿𝑦2
‖
𝑝,𝜔

. 

g1, g2, g ler üzerinden infimumunu alırsak, 

𝑌𝑚,𝑛(𝑓)𝑝,𝜔 ≲ 𝐾(𝑓,
1

(𝑚 + 1)
,

1

(𝑛 + 1)
, 𝑝, 𝜔, 2, 2) ≲ Ω (𝑓,

1

(𝑚 + 1)
,

1

(𝑛 + 1)
)
𝑝,𝜔

 

elde ederiz [16,19]. 

 

4.9 Realizasyon Fonksiyoneli ile denklik 

 

4.2.3 Teoremin Kanıtı 

h, k > 0 ve m, n ∈ N alalım. Bu durumda, 

‖𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘𝑓)‖𝑝,𝜔 = ‖𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘[𝑓 − 𝑆𝑚,𝑜
(𝑓) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)+𝑆𝑚,𝑛(𝑓)])‖𝑝,𝜔

 

+‖𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘𝑆𝑚,𝑜(𝑓 − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓))‖𝑝,𝜔 + ‖𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘𝑆𝑚,𝑜(𝑓 − 𝑆𝑜,𝑛
(𝑓))‖

𝑝,𝜔
 

+‖𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘𝑆𝑚,𝑛𝑓)‖𝑝,𝜔 ≔ 𝑙1 + 𝑙2 + 𝑙3 + 𝑙4. 

Diyelim ki, 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑆𝑚,𝑜(𝑓)(𝑥, 𝑦) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦)+𝑆𝑚,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) ≔ 𝜑(𝑥, 𝑦). 

Bu durumda, h.h.h y için, 

(∫|𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘)𝜑(𝑥, 𝑦))|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑇

)

1/𝑝

≲ (∫|𝛻𝑜,𝑘𝜑(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑇

)

1
𝑝

, 

∫|𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘)𝜑(𝑥, 𝑦))|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 ≲ ∫|𝛻𝑜,𝑘𝜑(𝑥, 𝑦)|

𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 ,

𝑇𝑇

 

∫ ∫|𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘)𝜑(𝑥, 𝑦))|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≲ ∫ ∫|𝛻𝑜,𝑘𝜑(𝑥, 𝑦)|

𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 .

𝑇𝑇𝑇𝑇

 

Buradan, 

𝑙1 = ‖𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘𝜑(𝑥, 𝑦))‖𝑝,𝜔 ≲ ‖𝛻𝑜,𝑘𝜑
(𝑥, 𝑦)‖

𝑝,𝜔
. 

h.h.h x için, 

(∫|𝛻𝑜,𝑘𝜑(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑇

)

1/𝑝

≲ (∫|𝜑(𝑥, 𝑦)|𝑝𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑇

)

1
𝑝

, 

∫|𝛻𝑜,𝑘𝜑(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≲ ∫|𝜑(𝑥, 𝑦)|𝑝𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦,

𝑇𝑇
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∫ ∫|𝛻𝑜,𝑘𝜑(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 ≲ ∫ ∫|𝜑(𝑥, 𝑦)|𝑝𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥.

𝑇𝑇𝑇𝑇

 

Buradan, 

‖𝛻𝑜,𝑘𝜑(𝑥, 𝑦)‖𝑝,𝜔 ≲
‖𝜑(𝑥, 𝑦)‖𝑝,𝜔 = ‖𝑓 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑓) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)+𝑆𝑚,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔. 

Diyelim ki; 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) ≔ 𝜓(𝑥, 𝑦). 

h.h.h x için. 

(∫|𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘)𝑆𝑚,𝑜(𝜓)(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑇

)

1/𝑝

≲ (∫|𝛻ℎ,𝑜𝑆𝑚,𝑜(𝜓)(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑇

)

1
𝑝

, 

∫|𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘)𝑆𝑚,𝑜(𝜓)(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≲ ∫|𝛻ℎ,𝑜𝑆𝑚,𝑜(𝜓)(𝑥, 𝑦)|

𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑇𝑇

, 

∫ ∫ |𝛻ℎ,𝑜 (𝛻𝑜,𝑘)𝑆𝑚,𝑜(𝜓)(𝑥, 𝑦))|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 ≲ ∫ ∫|𝛻ℎ,𝑜𝑆𝑚,𝑜(𝜓)(𝑥, 𝑦)|

𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

𝑇𝑇𝑇𝑇

 

Buradan, 

𝑙2 = ‖𝛻ℎ,𝑜 (𝛻𝑜,𝑘𝑆𝑚,𝑜(𝜓))‖
𝑝,𝜔

≲ ‖𝛻𝑜,𝑘𝑆𝑚,𝑜(𝜓)‖𝑝,𝜔.
 

Nikolskii-Stechkin tipi tek değişikenli eşitsizliği kullanarak, 

(∫|𝛻ℎ𝑇𝑚(𝑥)|
𝑝𝜔(𝑥)𝑑𝑥

𝑇

)

1/𝑝

≲
1

𝑚2
(∫ |

 𝑑2

 𝑑𝑥2
𝑇𝑚(𝑥)|

𝑝

𝜔(𝑥)𝑑𝑥
𝑇

)

1
𝑝

, 0 < ℎ <
1

𝑚
. 

h.h.h y için ve 0 < ℎ <
1

𝑚
  için, 

(∫|𝛻ℎ,𝑜𝑆𝑚,𝑜𝜓(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑇

)

1/𝑝

≲
1

𝑚2
(∫|𝑆𝑚,𝑜

(2,𝑜)𝜓(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑇

)

1
𝑝

, 

(∫|𝛻ℎ,𝑜𝑆𝑚,𝑜𝜓(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑇

)

1/𝑝

≲
1

𝑚2𝑝
(∫|𝑆𝑚,𝑜

(2,𝑜)𝜓(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑇

)

1
𝑝

, 

∫ ∫|𝛻ℎ,𝑜𝑆𝑚,𝑜𝜓(𝑥, 𝑦)|
𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 ≲

1

𝑚2𝑝
𝑇𝑇

∫ ∫|𝑆𝑚,𝑜
(2,𝑜)𝜓(𝑥, 𝑦)|

𝑝
𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑇𝑇

. 

Buradan; 

‖𝛻ℎ,𝑜𝑆𝑚,𝑜(𝜓)‖𝑝,𝜔 ≲
1

𝑚2
‖𝑆𝑚,𝑜

(2,𝑜)(𝜓)‖
𝑝,𝜔
. 

böylece 

𝑙2 ≲
1

𝑚2
‖𝑆𝑚,𝑜

(2,𝑜)(𝑓 − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔. 

Benzer yöntemle, 0 < 𝑘 <
1

𝑘
,  0 < ℎ <

1

𝑚
   için 
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𝑙3 ≲
1

𝑛2
‖𝑆𝑜,𝑛

(𝑜,2)(𝑓 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑓)‖𝑝,𝜔
 

ve 

𝑙3 ≲
1

𝑚2

1

𝑛2
‖𝑆𝑚,𝑛

(2,2)(𝑓)‖
𝑝,𝜔
. 

Elde edilen değerlendirmeleri yerlerine yazarak ve (4.1) den, 

Ω (𝑓,𝑚−1 , 𝑛−1)𝑝, 𝜔 ≈  𝐾(𝑓,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝜔, 2, 2). 

Öte yandan, 

𝐴1 = ‖𝑓 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑓) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)+𝑆𝑚,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≲ 𝑌𝑚,𝑛
(𝑓)𝑝,𝜔 ≲ Ω (𝑓,  𝑚

−1,  𝑛−1)𝑝,𝜔.
 

𝐴2 = ‖𝑆𝑚,𝑜
(2,𝑜)(𝑓 − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)‖𝑝,𝜔

   ve 

𝛾(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) olsun [1]. 

Tek değişkenli eşitsizlikten, 

(∫ |
 𝑑2

 𝑑𝑥2
𝑇𝑚(𝑥)|

𝑝

𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑇

)

1/𝑝

≲ 𝑚2 (∫ |𝛻1
𝑚
𝑇𝑚(𝑥)|

𝑝

𝜔(𝑥)𝑑𝑥
𝑇

)

1
𝑝

, 

h.h.h y için, 

(∫ |
 𝑑2

 𝑑𝑦2
𝑆𝑚,𝑜(𝛾)|

𝑝

𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑇

)

1/𝑝

≲ 𝑚2 (∫ |𝛻1
𝑚
𝑆𝑚,𝑜(𝛾)|

𝑝

𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑇

)

1
𝑝

, 

∫ |
 𝑑2

 𝑑𝑦2
𝑆𝑚,𝑜(𝛾)|

𝑝

𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 ≲ 𝑚2𝑝∫ |𝛻1
𝑚
𝑆𝑚,𝑜(𝛾)|

𝑝

𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥,
𝑇𝑇

 

∫ ∫ |
 𝑑2

 𝑑𝑦2
𝑆𝑚,𝑜(𝛾)|

𝑝

𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≲ 𝑚2𝑝∫ ∫ |𝛻1
𝑚
𝑆𝑚,𝑜(𝛾)|

𝑝

𝜔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.
𝑇𝑇𝑇𝑇

 

Buradan, 

𝐴2 ≲ 𝑚
2 ‖𝛻1

𝑚
,𝑜
𝑆𝑚,𝑜(𝛾)‖

𝑝,𝜔

= 𝑚2 ‖𝑆𝑚,𝑜 (𝛻1
𝑚
,𝑜
𝛾)‖

𝑝,𝜔

= 𝑚2 ‖𝛻1
𝑚
,𝑜
𝛾‖

𝑝,𝜔

 

= 𝑚2 ‖𝛻1
𝑚
,𝑜
(𝑓 − 𝑆𝑜,𝑛(𝑓)‖

𝑝,𝜔

= 𝑚2 ‖𝛻1
𝑚
,𝑜
𝑓 − 𝛻1

𝑚
,𝑜
𝑆𝑜,𝑛(𝑓)‖

𝑝,𝜔

 

= 𝑚2 ‖𝛻1
𝑚
,𝑜
𝑓 − 𝑆0,𝑜 (𝛻1

𝑚
,𝑜
𝑓) −𝑆𝑜,𝑛 (𝛻1

𝑚
,𝑜
𝑓) + 𝑆0,𝑛 (𝛻1

𝑚
,𝑜
𝑓)‖

𝑝,𝜔

 

≲ 𝑚2𝑌0,𝑛 (𝛻1
𝑚
,𝑜
𝑓)

𝑝,𝜔

≲ 𝑚2Ω(𝑓, 1,
1

𝑛 + 1
)
𝑝,𝜔

= 𝑚2 𝑠𝑢𝑝
0≤ℎ≤1
0≤𝑘≤1/𝑛

‖𝛻ℎ,𝑜 𝛻𝑜,𝑘 (𝛻1
𝑛
,𝑜 
𝑓)‖

𝑝,𝜔
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≲ 𝑚2 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑘≤

1
𝑛

 ‖𝛻𝑜,𝑘 (𝛻1
𝑚
,𝑜 
𝑓)‖

𝑝,𝜔

≲ 𝑚2 𝑠𝑢𝑝
0≤ℎ≤

1
𝑚

0≤𝑘≤
1
𝑛

‖𝛻ℎ,𝑜(𝛻𝑜,𝑘𝑓)‖𝑝,𝜔 = 𝑚
2Ω (𝑓,

1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔
. 

Benzer şekilde, 

𝐴3 = ‖𝑆𝑜,𝑛
(𝑜,2)(𝑓 − 𝑆𝑚,𝑜(𝑓)‖𝑝,𝜔 ≲ 𝑛2Ω (𝑓,

1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔
, 

𝐴4 = ‖𝑆𝑚,𝑛
(2,2)(𝑓)‖

𝑝,𝜔
≲ 𝑚2𝑛2Ω (𝑓,

1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

 

diyelim. Bundan sonra, 

𝑅(𝑓,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑤, 2,2) ≲ 𝛺(𝑓,𝑚−1, 𝑛−1)𝑝,𝜔, 

ve 

Ω (𝑓,𝑚−1 , 𝑛−1)𝑝, 𝜔 ≈  𝐾(𝑓,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝜔, 2, 2). 

Buda kanıtı bitirir. 

 

4.1.5 Teoremin Kanıtı 

Süreklilik modülünün altoplamsallığı gereği 

Ω (𝑓,
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

≲ Ω (𝑓 −𝑊2𝑢,2𝑣𝑓,
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

+ Ω (𝑊2𝑢,2𝑣𝑓,
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

 

ve 

Ω (𝑓 −𝑊2𝑢,2𝑣𝑓,
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

≲ ‖𝑓 −𝑊2𝑢,2𝑣𝑓‖𝑝,𝜔 ≲ 𝑌2
𝑢,2𝑣  (𝑓)𝑝,𝜔. 

Öte yandan 

𝑊2𝑢,2𝑣𝑓 −𝑊0,0𝑓 ≤∑(𝑊2𝑣,2𝑣𝑓 −𝑊⌊2𝑖−1⌋,2𝑣𝑓)

𝑢

𝑖=0

+∑(𝑊2𝑢,2𝑗𝑓 −𝑊2𝑢,⌊2𝑗−1⌋,𝑓)

𝑣

𝑗=0

 

−∑ ∑ 𝑊2𝑖2𝑗𝑓 −𝑊2𝑖,⌊2𝑗−1⌋𝑓 −𝑊⌊2𝑖−1⌋,2𝑗𝑓 +𝑊⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋𝑓
𝑣
𝑗=0

𝑢
𝑖=0    

eşitliği gereği 

Ω (𝑊2𝑢,2𝑣𝑓,
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

= Ω (𝑊2𝑢,2𝑣𝑓 −𝑊0,0𝑓,
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

 

≤∑Ω (𝜓𝑖,𝑣(𝑓),
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

+∑Ω (ℎ𝑢,𝑗(𝑓),
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

+∑∑Ω (𝜑𝑖,𝑗(𝑓),
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

𝑣

𝑗=0

𝑢

𝑖=0

𝑣

𝑗=0

𝑢

𝑖=0

 

≲
1

𝑚2
∑‖𝜓𝑖,𝑣(𝑓)

(2,𝑜)‖
𝑝,𝜔

𝑢

𝑖=0

+
1

𝑛2
∑‖ℎ𝑢,𝑗(𝑓)

(𝑜,2)‖
𝑝,𝜔

+
1

𝑚2

1

𝑛2

𝑣

𝑗=0

∑∑‖𝜑𝑖,𝑗(𝑓)
(2,2)‖

𝑝,𝜔

𝑣

𝑗=0

𝑢

𝑖=0
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≲
1

𝑚2
∑22𝑖
𝑢

𝑖=0

𝑌⌊2𝑖−1⌋,2𝑗  (𝑓)𝑝,𝜔 +
1

𝑛2
∑22𝑗
𝑣

𝑗=0

𝑌2𝑖,⌊2𝑗−1⌋ (𝑓)𝑝,𝜔
 

+
1

𝑚2

1

𝑛2
∑∑22𝑖+2𝑗

𝑣

𝑗=0

𝑌⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋ (𝑓)𝑝,𝜔

𝑢

𝑖=0

 

≲
1

𝑚2
∑22𝑖
𝑢

𝑖=0

𝑌⌊2𝑖−1⌋,2𝑗  (𝑓)𝑝,𝜔 +
1

𝑛2
∑22𝑗
𝑣

𝑗=0

𝑌2𝑖,⌊2𝑗−1⌋ (𝑓)𝑝,𝜔
 

+
1

𝑚2

1

𝑛2
∑∑22𝑖+2𝑗

𝑣

𝑗=0

𝑌⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋ (𝑓)𝑝,𝜔.

𝑢

𝑖=0

 

Bu durumda, 2𝑢 ≤ 𝑚 < 2𝑢+1  , 2𝑣 ≤ 𝑛 < 2𝑣+1 alırsak, 

Ω (𝑓,
1

𝑚
,
1

𝑛
)
𝑝,𝜔

≲
1

𝑚2

1

𝑛2
∑∑22𝑖+2𝑗

𝑣

𝑗=0

𝑌⌊2𝑖−1⌋,⌊2𝑗−1⌋ (𝑓)𝑝,𝜔

𝑢

𝑖=0

 

≲
1

𝑚2

1

𝑛2
∑∑(𝑖 + 1)(𝑗 + 1)

𝑛

𝑗=0

 𝑌𝑖,𝑗(𝑓)𝑝,𝜔

𝑚

𝑖=0

 

elde edilir [21,23]. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

Sürekli olup 2 periyota sahip olan fonksiyonlar ve pL , 1 p    uzayına ait 

fonksiyonlarındaki karma düzgünlük modülü ile yaklaşımın tıpkı karma Lebesgue 

uzaylarındaki gibi olduğu görülmektedir. Karma Lebesgue uzayları, Lebesgue uzaylarının 

bir genellemesi olduğundan bu durum olağan bir sonuçtur. Sonuç olarak, bu çalışmada 

Karma Lebesgue Uzayları çerçevesinde yaklaşım problemleri incelenmiş ve çok değişkenli 

fonksiyonların farklı davranışlarının klasik Lebesgue Uzaylarıyla yeterince açıklanamadığı 

görülmüştür. Karma Lebesgue uzayları, her değişkenin fonksiyon üzerindeki etkisini ayrı 

ayrı ele alaran yapıları doğru biçimde inceleme imkânı sunmaktadır. Bu bağlamda, Fourier 

yaklaşımları ve Trigonometrik polinomlar ile elde edilen veriler, fonksiyonun karma 

düzgünlüğü ile yaklaşım hızı arasındaki güçlü ilişkiyi ortaya koymuştur. Ayrıca doğrudan 

ve ters yaklaşım teoremleri, karma süreklilik modülü ve K-fonksiyoneli aracılığıyla 

birleştirilerek yaklaşım teorisinin bu uzaylardaki yapısı modellenmiştir. Elde edilen 

bulgular, Karma Lebesgue uzaylarının çok değişkenli problemlerin incelenmesinde doğal 

ve etkili bir ortam sağladığını göstermektedir. 
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