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Bu tezde, Lorentzian Para-Sasakian manifoldlarin anti-invaryant altmanifoldlarinin
geometrisi incelenmistir.
Tez bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim tezin giris boliimiidiir.

Ikinci béliimde, diger boliimlerde kullanilan bazi temel kavramlar, tamimlar ve teoremler
sunulmustur.

Ucgiincii béliimde, Lorentzian Para-Sasakian manifoldlarla ilgili temel bilgilere yer
verilmistir.

Dérdiincii boliim, Lorentzian Para-Sasakian manifoldlarin anti-invaryant altmanifoldlarinin
incelenmesi sonucu elde edilen ispatlara ayrilmstir.

Sonug ve Oneri boliimiinde ise, elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve gelecekte yapilabilecek
calismalara yonelik bazi oneriler sunulmustur.
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In this thesis, the geometry of anti-invariant submanifolds of Lorentzian Para-Sasakian
manifolds is studied.

The thesis consists of five chapters.

The first chapter is the introduction of the thesis.

In the second chapter, some fundamental concepts, definitions, and theorems used in the
other chapters are presented.

In the third chapter, the fundamental concepts related to Lorentzian Para-Sasakian manifolds
are presented.

The fourth chapter is devoted to the proofs obtained from the study of the anti-invariant
submanifolds of Lorentzian Para-Sasakian manifolds.

Summary and Recommendations, the obtained results are summarized, and several
recommendations for future studies are presented.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometri; manifoldlar {izerindeki geometrik yapilart ve bu yapilarin
Ozelliklerini inceleyen matematik dalidir. Bu alanda, 6zel yapilar olan manifoldlar, 6zellikle
Sasakian, Kenmotsu ve Koszul-Vinberg manifoldlar1 gibi yapilar, 6nemli bir arastirma
konusu olmustur. Bu 6zel yapilar arasinda ise, Lorentzian Para-Sasakian (LP-Sasakian)
manifoldlar, hem kontakt geometri hem de Lorentz geometrisinin 6zelliklerini birlestirmesi
acisindan dikkat ¢cekmektedir.

LP-Sasakian manifoldlari, bir Lorentz metrigi, bir kontakt formu (1), bir vektor alani (¢) ve
bir (1,1) tip tensor alani (¢) ile tanimlanan 6zel bir yapidir. Bu manifoldlar, genel gorelilik
teorisi ve kozmoloji gibi fiziksel uygulamalarda da potansiyel tasiyan, zaman benzeri ve
uzay benzeri yonlerin bir arada bulundugu bir geometri sunar.

P-Sasakian (Para-Sasakian) manifoldlar1 kavrami, Adati ve Matsumoto [1] tarafindan
tanitilmistir. Bu manifoldlar, Sasakian manifoldlarinin bir tiir genellemesi olarak ortaya
¢tkmis ve daha sonra Adati ve Miyazawa [2] ile De ve Tarafdar [3] gibi arastirmacilar
tarafindan ¢esitli kosullar1 saglayan P-Sasakian manifoldlar {izerine calismalar yapilmistir.
Matsumoto, Ianus ve Mihai [4], P-Sasakian manifoldlarinin belirli tensor alanlarini kabul
etme kosullarini incelemislerdir.

Lorentzian Para-Sasakian (LP-Sasakian) manifoldlari ise, Lorentz metrigi ile donatilmis P-
Sasakian yapisinin bir uzantisidir. Matsumoto [5], bu yapilarin temel 6zelliklerini ortaya
koymus; Mihai ve Rosca [6] bu manifoldlar {izerine ¢aligmalar sunmuslardir. Bu yapilar,
Lorentz geometrisinin dinamiklerini kontakt geometrisinin kisitlamalariyla birlestirir.

Bir manifoldun altmanifoldlari, diferansiyel geometrinin merkezi konularindan biridir.
Ayrica LP-Sasakian manifoldlarmin altmanifoldlari, bu 6zel yapinin altuzaylara nasil
yansidigini anlamak i¢in kritik dneme sahiptir. Al-Aqgeel, De ve Shaikh [7], Lorentzian para-
Sasakian manifoldlarinin alt manifoldlarinin geometrik 6zelliklerini incelemislerdir.
Ozellikle, bu alt manifoldlarin ne zaman total geodezik veya total umbilik olacagini
belirleyen kosullari ele alir.

Ozgiir ve Murathan [8], LP-Sasakian manifoldlarmin invaryant altmanifoldlar1 iizerine
onemli bir calisma yapmislardir. Bu altmanifoldlar, ¢ tensor alani altinda teget uzayda kalan
altuzaylardir. Samui ve De [9] de, LP-Sasakian manifoldlarinin bazi invaryant altmanifold
siiflarin incelemislerdir. Buna karsilik, anti-invaryant altmanifoldlar (Al-Ageel, De ve
Shaikh [7]), ¢ tensor alani altinda normal uzaya eslenen teget uzaya sahiptir. Bu iki sinif,
LP-Sasakian yapisinin altmanifoldlar iizerindeki etkilesimini anlamak i¢in temel teskil eder.

Daha genel altmanifold siniflar1 da incelenmistir. Pandey, Singh ve Gautam [10], LP-
Sasakian manifoldlarinin CR-altmanifoldlarini arastirmiglardir. Alegre, Carriazo ve
Fernandez [11], Lorentzian Sasakian ve para-Sasakian manifoldlarinin slant
altmanifoldlarini inceleyerek, bu yapilarin daha esnek bir genellemesini sunmuslardir.

LP-Sasakian manifoldlarinin hiperyiizeyleri de yogun ilgi gormiistiir. Perktas, Kili¢c ve Keles
[12], bu manifoldlarin hiperyiizeylerinin geometrik o6zelliklerini incelemislerdir. Ayni



yazarlar [13], LP-Sasakian manifoldlarinin biharmonik hiperyiizeylerini de arastirarak
biharmoniklik kavramini bu geometriye uygulamislardir. Prasad ve Ojha [14], Lorentzian
Para-Kontact altmanifoldlar tizerine ¢alismiglardir. Ayrica, Faghfouri ve Mashmouli [15],
LP-Sasakian manifoldlarindan ¢ikan anti-invaryant semi-Riemannian submersiyonlari
incelemislerdir.

Semi-paralel kavrami, ilk kez J. Deprez tarafindan 1985 yilinda yayimlanan bir ¢calismada
tanitilmis ve bu yeni altmanifold smmifinnn  Oklid uzayindaki hiperyiizeylerini
siniflandirmistir [16]. 1999 yilinda ise A. C. Asperti, G. A. Lobos ve F. Mercuri, Deprez'in
tanimladig1 semi-paralel altmanifoldlar iizerinde yeni bir arastirma baglatarak pseudo-paralel
altmanifold kavramini ortaya atmislardir [17]. Bu ¢aligmalar, diferansiyel geometri alanina
derinlik katmistir.

Bu calismada ise Lorentzian Para-Sasakian manifoldlarin anti-invaryant altmanifoldlar
semi-paralellik ve pseudo-paralellik gibi kosullarla ele almacaktir. Inceleme yapilirken [18]
makalesinde bulunan yontem LP-Sasakian manifoldlara taginmustir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris boliimiidiir. ikinci boliim temel kavramlari icerir. Bu boliim, tezin
ilerleyen kisimlar1 i¢in gerekli olan Riemann Geometrisi, Altmanifoldlar Geometrisi ve
Kontakt Geometri alanlarina ait temel kavramlar1 ve tanimlar1 sunarak teorik altyapiy1
olusturmaktadir. Ugiincii boliim, tezin ana uzay1 olan LP-Sasakian Manifoldlarin yapisini
inceler. LP-Sasakian kosulu, temel tensériin kovaryant tiirevinin agik¢a tanimlanmasiyla
saglanir ve bu, metrigin Lorentzian yapida oldugunu gosterir. Karakteristik Vektor Alaninin
(&) tiirevinin (Vy& = ¢X) oldugu gibi temel ispatlar ve bu yapinin gerektirdigi karakteristik
ozellikler sunulur. Ayrica, bu yapisal denklemler kullanilarak, ilgili manifolda ait Riemann
egrilik tensorii ve Ricci tensorii gibi temel geometrik nesnelerin tensorler cinsinden
ifadelerine yer verilir. Dordiincii boliimde, LP-Sasakian Manifoldlarin anti-invaryant alt
manifoldlart hakkindaki temel 6zgiin teoremleri igerir. Alt manifoldlarin total geodezik,
minimal ve paralel kosullarina sahip olmasi i¢in gerekli kosullar incelenmistir. Sonug
boliimiinde ise, elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve ¢esitli 6neriler agiklanmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Calismanin teorik altyapisini olusturmak amaciyla, tez kapsaminda bagvurulan baslica

tanimlamalar bu baslik altinda irdelenmektedir.

2.1. RIEMANN MANIFOLDU
Tamm 2.1.1. n-boyutlu  bir M diferensiyellenebilir ~ manifoldu  iizerinde;
diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi y(M) ve M manifoldundan reel sayilara giden
fonksiyonlar ailesi C“(M) olarak belirlensin. Eger M {izerinde;

g (M) x x(M) - C*(M, k)
seklinde; simetrik, pozitif tanimli ve 2-lineer 6zellige sahip bir g Riemann metrigi varsa, bu

metrik yapisina sahip M uzayina bir Riemann manifoldu adi verilir ve (M, g) cifti ile temsil

edilir [19].

Tamm 2.1.2. n-boyutlu bir M diferensiyellenebilir bir manifold verilsin. Bu manifold
tizerindeki tiim diferansiyellenebilir vektor alanlarmin kiimesini y(M), ve M manifoldundan
reel sayilara giden sonsuz tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayini ise C*(M, &) ile gosterelim.

Her f, g e C*(M, R) fonksiyonu ve her X,Y,Z € y(M) vektor alanlar1 i¢in
2-lineer
Vi x(M)x z(M) —— (M)
X,Y)» VX, Y)=WY (2.1)

seklinde tanimlanan V' doniisiimii

V(Y +2) = V¥ + VyZ (2.2)
Vixegr(Z) = fVZ + gWZ (2.3)
x(fY) = fV,Y + X(f)Y (2.4)

ozelliklerini sagliyorsa M iizerinde bir lineer koneksiyon olarak adlandirilir. Bu tanim
altinda VY ifadesine Y vektor alaninin X yoniindeki kovaryant tiirevi denir. Ayrica VyY =

0 sart1 saglantyorsa Y vektor alan1 X boyunca paraleldir denir [20].

Tamm 2.1.3. (M, g), bir Riemann manifoldu ve V , M {izerinde tanimli bir lineer

koneksiyon olsun. Her X, Y € y(M) vektor alani i¢in;

T (M) x x(M)— x(M)



T(X,Y) = VY — VX —[X,Y] (2.5)

bi¢ciminde tanimlanan T fonksiyonuna V' koneksiyonun forsiyon tensérii adi verilir. Burada
[X,Y] ifadesi X ve Y vektor alanlarinin Lie braketini temsil eder. T(X,Y) = 0 olursa, V/

lineer koneksiyonuna forsiyonsuzdur denir [21].

Tanim 2.1.4. Boyutu n olan bir (M, g) Riemann manifoldu ile M manifoldu tizerinde V
afin koneksiyonu ele alinsin. Asagidaki iki sart1 saglayan V' koneksiyonuna, M iizerindeki
Levi-Civita koneksiyonu adi verilir:
(i) Her X, Y € y(M) igin,
Y — WX = [X,Y] (2.6)
(ii) V X, Y ey (M) igin,
Xg(Y,Z2) =g(WY,2)+ g(Y, Vx2). 2.7)
Bu koneksiyon, manifold iizerindeki her X, Y, Z vektor alani i¢in asagida yer alan Koszul
Ozdegsligi ile tek tiirlii belirlidir:
29(WY,Z2)=Xg(Y,Z)+Yg(Z, X)) —Zg(X,Y)
—9X Y, ZD + g, [1Z, XD + g(Z,[X,YD (2.8)
[21].

Tamm 2.1.5. M Riemann manifoldu iizerindeki V' Levi-Civita koneksiyonuna bagli olarak,

RX,VZ=VWZ — WWZ — VixnZ (2.9)

bagintistyla ifade edilen (1,3) — tipindeki R tensor alani Riemann egrilik tensorii olarak
isimlendirilir. Ayrica R tensorii yardimiyla tanimlanan;

RX,Y,Z,W)= g(RX,Y)Z,W) (2.10)

tensorii ise M lizerinde Riemann-Christoffel egrilik tensorii olarak isimlendirilir [20]. Bu

tensorler her X, Y, Z,V,W € (M) igin

R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z 2.11)
RX,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z,X)Y = 0 (2.12)
gRX, V)V,W) = — g(RKX, )W, V) (2.13)
gRX, V)V, W)=g(RV,W)X,Y) (2.14)
VyR(Y,Z) + VyR(Z,X) + V,R(X,Y) = 0 (2.15)

esitlikleri gegerlidir [22].



Tamm 2.1.6. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve /ej,e,,...,e,} T,M tanjant

uzayl i¢in bir ortonormal baz olsun. Her X, Y € y(M) vektor alani igin
n
SV = ) g(Re, XY e (2.16)
i=1

biciminde tanimlanan (0, 2)-tipindeki S tensor alanina, M tlizerinde Ricci egrilik tensérii adi

verilir. Diger taraftan,
9(@QX,Y)=5(X,Y) (2.17)

seklinde tanimlanan @ tensor alanina ise Ricci operatorii denir [21].

Tanim 2.1.7. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve /ey, ey, ...,e,} kimesi M

tizerinde yerel bir ortonormal baz alani olsun. S, Ricci egrilik tensorii olmak {izere;
n
r= Z S(e;, e;) (2.18)
i=1

biciminde tanimlanan r degerine M manifoldu lizerindeki skaler egrilik denir [21].

Tanmim 2.1.8. (M, g) bir n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M tizerindeki birp € M
noktasinda, lineer bagimsi1z X, Y € T,M vektorleri tarafindan gerilen [] € .M dizlem
Kkesiti icin

9(R(Xp, Y)Yy, Xp)
9(Xp, Xp)9 (Y, Yp) — 9 (X, Yp)z
seklinde tanimlanan K (Xp A Yp) degerine [] diizlem kesitinin kesitsel egriligi ad1 verilir

[21].

K(X,AY,) = (2.19)



2.2. ALTMANIFOLDLAR
Tanim 2.2.1. Boyutlan sirastyla m ve n olan iki farkli Riemann manifoldu (M, g) ve

(M, g) olarak belirlensin. M manifoldundan M manifolduna giden diizgiin bir f: M - M
fonksiyonu ele alindiginda; eger her p € M noktasindaki

fop: TyM = TpHM
tirev doniisiimii birebir ise, f fonksiyonu bir immersiyon (daldirma) olarak
nitelendirilmektedir. Boylece M manifoldu, M yapisinin bir immersed (daldirilmis)

altmanifoldu seklinde tanimlanir.

Tanm 2.2.2. f: M — M bir immersiyon olsun. Eger f doniisiimii global olarak birebir
(1—-1) ve aym zamanda M ile f(M) goriintiisii arasinda bir homeomorfizma ise; f
doniisiimiine embedding (gomme) ad1 verilir. Bu durumda f (M) kiimesi, M manifoldunun

bir gomiilen altmanifoldu veya kisaca altmanifoldu olarak tanimlanir [22].

Tamm 2.2.3. (M,g) bir Riemann manifoldu ve M, (M, §) manifoldun bir altmanifoldu

olsun. M altmanifoldunun tanjant demeti TM ve normal demeti ise T+M ile gosterilmek

lizere; M  manifoldunun M lizerindeki  kisitlanmig  tanjant  demeti,
TM =TM & T*M

bi¢iminde ifade edilebilir [22].

Tamm 2.2.4. (M, ) bir Riemann manifold ve M, (M, g) manifoldun bir altmanifoldu

olsun. Herhangi bir p € M noktasi i¢in T,,M teget uzay1 tanimlandiginda
T*M={¢eT,M: g§,X)=0, VX eT,M}

kiimesinin her bir ¢ elemanina M altmanifoldunun p noktasindaki normal vektorii denir.

Eger & vektorii g(&,&) = 1 sartin1 sagliyorsa birim normal vektor olarak adlandirilir. M

tizerindeki her noktada tanimli olan normal vektorlerin olusturdugu yapiya ise M nin normal

demeti ad1 verilir ve T M ile gdsterilir.

Tamm 2.2.5. (M, g), (M, §) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun. M iizerinde

Levi-Civita konneksiyonu V ile gosterildiginde her X,Y € y(M) icin,



esitlifine Gauss formiilii denir. Burada VY ve h(X,Y) sirastyla VY nin tanjant ve normal

bilesenleridir. M tizerindeki teget vektor alanlarin1 normal demete esleyen;

h: x(M) x x(M) - x*(M)
dontistimiine M altmanifoldunun ikinci temel formu adi verilir. h = 0 olmasi durumunda ise

altmanifold total geodeziktir denir.[22].

Tamm 2.2.6. M, M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu ve M nin birim normal vektdr
alan1 V olsun. Her X € y(M) i¢in M iizerindeki Levi-Civita koneksiyonu V ile gosterilmek

lizere;

ViV =TV — ApX (2.21)
seklinde ifade edilen denkleme Weingarten formiilii adi verilir. Burada yer alan operatorlerin
tanim ve deger kiimeleri su sekildedir:

o Sekil Operatorii (Ay): Ay: x(M) = x(M ) seklinde tanimli bir lineer doniigtimdiir.
e Normal Koneksiyon V*:y(M)x yt(M) - y*(M) seklinde tanimli bir
koneksiyondur.
M tizerindeki h ikinci temel form ve Ay, sekil operatorii sekil operatorii arasinda asagidaki
temel bagint1 vardir:
9AxV,Y) = g(h(X,Y),V) (2.22)
[22].

Tamm 2.2.7. M manifoldu, (M,§) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu ve
{e1, €y, ...,e,} kiimesi M iizerinde tanmimli bir yerel ortonormal cati alani olsun. M

altmanifoldu tizerinde h ikinci temel form olmak tizere;

n
1
H= ;Z he, e)) (2.23)
i=1

biciminde tanimlanan H vektor alanina, M altmanifoldunun ortalama egrilik vektor alan:
denir. Eger manifold iizerindeki her noktada H = 0 sart1 saglantyorsa, M altmanifoldu

minimal altmanifold olarak adlandirilir [22].

Tamm 2.2.8. (M, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M

altmanifoldunun ikinci temel formu olan h nin kovaryant tiirevi her VX,Y,Z e y(M) igin



(TxR)(Y,Z) = VER(Y, Z) — h(VyY, Z) — h(Y, Vy Z) (2.24)

bigiminde tanimlanir [22].

Tamm 2.2.9. (M, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M igin egrilik tensér alanlar
sirasiyla R ve R ile gosterilmek iizere; her X,Y,Z, W e y(M) ve &,1 € y(M)* icin Gauss,
Codazzi ve Ricci denklemleri su sekildedir:

RX,Y,Z,W) =R, Y, Z,W) — g(h(X,2), (Y, W)) — g(h(Y,Z),h(X,W)) (2.25)
R&X,V)Z2)* = (Vxh)(Y,2) — (Vyh)(X, Z) (2.26)
RX,Y,&m) =R (X, Y,&n) — g([4e, 4,]X.Y) (2.17)

Burada [AE' An] = AgA, — ApAg seklinde gosterilir [22] ve V koneksiyonu van der

Waerden-Bortolotti konneksiyonu olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.10. (M, §) bir Riemann manifoldu ve M bu manifoldun bir altmanifoldu olsun.
M nin Riemann egrilik tensorii R ve her X,Y,Z € y(M) teget vektor alanlari icin
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z + Anx)Y — Any X + (V) (Y, Z) — (Wh)(X, Z) . (2.28)

Tamm 2.2.11. (M, §) bir Riemann manifoldunun altmanifoldu M iizerinde R egrilik tensorii
ile h ikinci temel form arasindaki iliski X, Y, Z, W € y(M) teget vektor alanlari i¢in;

(RIX,Y)-h)(Z,W)=R* (X,Y)h(Z, W) — h(R(X,Y)Z,W) — h(Z,R(X,Y)W)) (2.29)
dir [16].

Tamm 2.2.12. (M, §) Riemann manifoldu ve M bu yapinm bir altmanifoldu olarak ele
almsin. M iizerindeki X, Y, Z, W € y(M) teget vektor alanlari i¢in R - V h;

(RX,Y) - VRYEZ W, V=R*X,V)(Vh(ZW,V)) -
(VRRX,Y)ZW, V)= (VR(ZRX, Y)W, V)= (VR(Z W,R(X,Y)V) (2.30)

bigiminde tanimlanir [16].

Tamm 2.2.13. (M, §) bir Riemannian manifold, T bir (0, k) —tipi tensdr alan1 ve A bir
(0,2) —tipi tensor alani olsun. Bu durumda T ve A tensorleri igin Tachibana tenséoriin > 1

Uy, Uy, ..., Uy, p1, p2 € (M) iken



Q(A, T)(Uy, ..., Uy;, p1,p2) = _T((P1 A p)Uy, Uy, ..., Uk)
=T Uy, (py A p)Uy, ..., Uy) — =+ =T(Uy, Uy, ..., (p1 A p2)Uy) (2.31)

seklinde tanimlanir. Burada (X A, Y)U = A(X,Y)Z — A(X, Z)Y ifadesini temsil eder [16].

Tamm 2.2.14. (M, §) Riemann manifoldunun n — boyutlu (n > 3) bir altmanifoldu M

olsun. Ly, L,, L3, L, € C*(M) skaler fonksiyonlar olmak iizere;

R.h = L,Q(g, h) (2.32)
R.Vh = L,Q(g, Vh) (2.33)

R.h =L3;Q(S,h) (2.34)
R.Vh = L,Q(S,Vh) (2.35)

olacak sekilde bu denklemler baglaminda L., L,, L5 ve L, fonksiyonlar1 bulunabiliyor ise
M altmanifold icin sirasiyla pseudoparalel, 2-pseudoparalel, Ricci genellestirilmis
pseudoparalel, 2-Ricci genellestirilmis pseudoparalel altmanifold denir [17]. Diger taraftan,

Ly = 0ve Ly = 0 ise sirasiyla semiparalel ve 2-semiparalel altmanifold denir [16].

Tamm 2.2.15. (M, §), LP-Sasakian manifoldu ve M, (M, §) manifoldunun n — boyutlu bir
altmanifoldu olsun. Eger M manifoldunun her p noktasinda
¢(T,M) c TiM

sart1 saglaniyorsa, M altmanifolduna M manifoldunun bir anti-invaryant altmanifoldu denir.



2.3. HEMEN HEMEN KONTAKT METRIiK MANIFOLDLAR
Tamm 2.3.1. (2n + 1) — boyutlu diferansiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde; (1,1) —
tipinde bir ¢ tensor alani, ¢ karakteristik vektor alan1 ve n 1 — form tanimlanmis olsun. Her
X € (M) igin,
n@ =1 (2.36)

P*(X) = =X +n(X)¢ (2.37)
sartlar1 saglandiginda (M, ¢, &, 1) yapisi hemen hemen kontakt manifold olarak isimlendirilir
[20].

Lemma 2.3.1. (M,¢,&,n) hemen hemen kontakt yapisi ile donatilmis bir manifold

lizerinde, tamimlayic1 aksiyomlarin bir sonucu olarak asagidaki cebirsel bagintilar

gecerlidir:
$() =0 (2.38)
n(¢X) =0 (2:39)
rankg = 2n (2.40)

[21].

Tamm 2.3.2. (M, ¢, &,n) hemen hemen kontakt manifoldu tizerinde, her X,Y € y(M) teget
vektor alani icin agagidaki sartlar1 saglayan bir g Riemann metrigi tanimlanabiliyorsa;

nX) =gX,$) (2.41)

9(@X,9Y) = g(X,Y) —n(COn(Y) (2.42)

bu durumda g metrigi hemen hemen kontakt metrik, (M, ¢, &, 1, g) beslisi ise hemen hemen

kontakt metrik manifold olarak adlandirilir [21].

Tamim 2.3.3. M fizerinde (¢, &,n,g) yapisi tanimli (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen
kontakt metrik manifold olsun. Eger M iizerindeki n 1-formu, her noktada

nA(dn™#0 (2.43)
sartin1 sagliyorsa n formuna M iizerinde bir kontakt yapi ve M manifolduna da kontakt

manifold denir [23].
Tanimm 2.34. (¢,¢,n,g) kontakt metrik yapisma sahip (2n+ 1) — boyutlu bir M

manifoldu verilsin. Eger bu kontakt metrik yap1 normal ise, M manifoldu Sasakian manifold

olarak tanimlanir [23].
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Teorem 2.3.1. (2n + 1) — boyutlu bir M hemen hemen kontakt metrik manifoldunun
Sasakian manifold yapisina sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul, her X, Y € y(M) teget

vektor alanlari igin;

(Txp)Y = g(X,Y)§ —n(¥)X (2.44)

denkleminin saglanmasidir [23].

Tamm 2.3.5. (2n + 1) — boyutlu boyutlu diferansiyellenenilir bir M manifoldu {izerinde

(¢, &, m, g) bilesenleri ile tanimlanan hemen hemen parakontakt metrik yapi; her X,Y €

x (M) teget vektor alanlari i¢in asagidaki sartlari sagliyorsa, M manifolduna Para-Sasakian
manifold denir:

dn=20 (2.45)

Vx§ = ¢X (2.46)

(Vx@)Y = g(X, )& —=n(NX —nX)n(Y)E (2.47)
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3. LORENTZiAN PARA-SASAKIAN MANIFOLDLAR
Bu boéliim kapsaminda, Lorentzian Para-Sasakian manifoldlarin geometrisinin temel c¢atisini
olusturan kavramsal tanimlar ve bu yapilarin sergiledigi karakteristik matematiksel

ozellikler incelenecektir.

Tamm 3.1. n boyutlu bir M manifoldu ele alinsin. Bu manifold {izerinde tanimlanan ¢ bir
(1,1) —tensor alani, & bir vektor alan1 ve n bir 1 —form olmak {izere; eger (¢, &,1) yapist
asagidaki kosullar1 sagliyorsa, M manifoldu hemen hemen parakontakt manifold olarak
nitelendirilir. (¢, &,n) bilesenleri ise M tlizerindeki hemen hemen parakontakt yapi olarak
tanimlanir:
n =-1, (3.1)
2=1+nQE. (3.2)

Burada I, M tizerindeki 6zdeslik doniisiimiinii ifade etmektedir [1].

Lemma 3.1. Bir hemen hemen parakontakt yap1 i¢in asagidaki esitlikler ve rank kosulu

gecerlidir:
¢$ =0, (3.3)
ne¢g =0, (3.4)
rankg =n—1 (3.5)

[5].

Ispat: (3.1) ve (3.2) denklemleri dikkate alindiginda ¢? operatoriiniin & iizerindeki etkisi

P*¢ =& +n()E

=§—¢
=0 (3.6)
seklinde elde edilir. Bu durum, ¢¢ = 0 oldugunu veya ¢¢ tensoriiniin sifir 6zdegerine
karsilik gelen asikar olmayan bir 6zvektor oldugunu gosterir. Eger ¢p& # 0 ise (3.2)
kullanilarak
0= ¢*P¢ = & +n(Pp)¢

dir. Buradan ise

—Nn(Pp$)§ = ¢S (3.7)
esitligine ulagilir. (3.7) ifadesine tekrar ¢ uygulandiginda ¢p? & = —n(pé)PpE # 0 celiskisi
dogar. Bu sebeple ¢p& = 0 olmalidir.
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VX € y(M) i¢in (3.2) denklemi {izerinden (3.4) esitligimi incelemek amaciyla ¢pX vektor
alani ele alinirsa;

—n(pX)§ = X — p?¢pX

—n(9pX)§ = ¢X — p($*X)

—N(@X)§ = ¢pX —d (X + n(X)$) =n(X)¢pS =0

bulunur. Burada ¢ # 0 oldugundan n o ¢ = 0 oldugu agiktir. Dolayisiyla M {izerinde
¢p& = 0 ve & # 0 olmasi rank(¢p) < n oldugunu gosterir. Eger ¢ operatoriinii sifirlayan
baska bir &, vektor alan1 kabul edilirse, yap1 tanimi geregi

0 = $a+ 1)
0zdesligi ortaya ¢ikar. Bu durum &, vektor alaninin ¢ ile dogrusal bagimli oldugunu
dolayisiyla ¢ekirdek uzayinin boyutunun 1 oldugunu kanitlar. Dolayisiyla

rank(¢) = n — 1 sonucu elde edilir.

Lemma 3.2. (M, ¢,¢&,n), dortlisii ile temsil edilen bir hemen hemen para-kontakt
manifold yapisi ele alinsin. M iizerinde tanimli g Lorentz metrigi, her X,Y € y(M) vektor
alanlar1 igin,
nX) =g9X,),
9(@X,¢Y) = g(X,Y) + n(X)n(Y)
kosullarini saglar [5].

Ispat: M manifolduna ait keyfi bir h Lorentz metrigi tamimlansin. Bu metrikten
faydalanarak, manifoldun yapi tensorleriyle uyumlu olan yeni bir g metrigi su formiilasyonla

kurgulanabilir:

1
9&X,Y) =S {h(eX,9Y) + h(X,Y) + n(XnT)}: (3.8)

Tanimlanan bu g metriginde X ve Y vektor alanlari yerine sirasiyla ¢pX ve ¢Y yazilirsa; (3.2)

ve (3.4) 6zdeslikleri kullanilarak
1
g (¢X,¢Y) = E{h(q.')X, ¢Y) + h(¢2X,¢2Y) — n(dpX)n(pY)}

1
=S (h(¢X, ¢Y) + h(X +n(X)E,n(Y)S + V)}

elde edilir. (3.1) kullanilirsa;
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1
9 (¢X,¢Y) =S {h(@X,¢Y) + h(X,Y) + 2n(X)n(¥) + n(Xn(¥)A(E, O}

1
=5 {h($X,¢Y) + h(X,Y) + n(X)n(¥)}
sekline doniisiir. (3.8) tanimi burada yerine koyuldugunda
9 (@X,9Y) = gX,Y) + n(X)n(¥)
sonucu elde edilir. Bu ise g metriginin bir Lorentz metrigi oldugunu ve parakontakt yap1 ile

uyumlulugunu kanitlar.

Tamim 3.2. (M, ¢, &, 1), dortliisiiyle temsil edilen bir hemen hemen parakontakt manifold
yapisi ele alinsin. Sayet M manifolduna ait her X,Y € y(M) vektor alani igin;

9(@X,9Y) = g(X,Y) + nCOn(Y) (3.9)
kosulunu saglayan bir Lorentz yapili g metrigi tanimlanabiliyorsa (¢, &, 1, g) dortlisiine M
manifoldunda bir Lorentzian hemen hemen parakontakt yap: denir [5]. Bu geometrik yapiya
sahip M manifoldu ise bir Lorentzian hemen hemen parakontakt manifold olarak

isimlendirilir.

Tamm 3.3. (M, ¢, &,n, g) Lorentzian hemen hemen parakontakt manifold olsun. Eger M
tizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V, her X,Y € y(M) igin;

(Vxp)Y = g(X,Y)§ +n(V)X + 2n(X)n(Y)E (3.10)
sartin1 sagliyorsa M manifolduna bir Lorentzian Para-Sasakian (LP-Sasakian) manifold adi

verilir [5].

Onerme 3.1. (M, ¢, §,7, g) Lorentzian Para-Sasakian manifoldu ele alindiginda, yapiya ait
n 1-form dis tiirevi sifira esittir (dn = 0). Bu kapalilik 6zelligine ek olarak karakteristik
vektor alani € i¢in;

Vyé = ¢pX (3.11)
dir [5].

Lemma 3.3. n— boyutlu (M,¢,&,1n,g) LP-Sasakian manifoldu ele alindiginda; R

Riemann  egrilik tensorii, her X,Y,Z€ y(M) teget wvektor alami igin;

gRX,Y)Z,§) = n(RX,Y)Z) = g(¥,Z)n(X) — g(X,Z)n(¥) (3.12)
seklinde ifade edilir. Ayrica, R egrilik tensoriiniin ve S Ricci tensoriiniin 6zellikleri
R X)Y = gX,Y)¢ — n(Y )X, (3.13)
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R(X,Y)¢ = n(Y )X — n(X)Y, (3.14)

R, X)§ =X + n(X)S, (3.15)
SX, 8 = (n — DnX), (3.16)
S(@X,9Y) = SX,Y) + (n — Dn(X)n(¥) (3.17)

dir [5].

Ornek 3.1. M = R3 manifoldu iizerinde (x, y, z) standart koordinat sistemini ele alalim. M

tizerindeki lineer bagimsiz vektor alanlar1 asagidaki gibi tanimlansin:

0 0
_ _,x0 —ox(9 _9 -2
Ey € 6y'E2 € (62 6y)'E3 ox’

Bu cat1 alani tizerinde g Lorentz metrigi, bilesenleri bazinda su sekilde insa edilir:
9(Ey, Ep) = g(Eq, E3) = g(Ey, E3) = 0,
g(E, Ey) = g(Ez Ep) =1, g(Es E3) = —1.
Karakteristik vektor alanm1 § = E; olarak segildiginde, her V € y(M) i¢in n(V) = g(V, E3)
olarak tanimlanir. (1,1)-tipindeki ¢ tensor alani ise baz vektorleri lizerinde;
$E, = —Ey, 9E; = —E; ,¢pE3 =0
olarak alinsin. ¢ ve g operatorlerinin lineerligi dikkate alindiginda, yapmin her X,Y €
x(M) igin,
n(Es) = -1,
¢*X = X +n(X)E;,
9(@X,9Y) = g(X,Y) + n(X)n(¥)
kosullarini sagladigi dogrudan goriiliir. Bu veriler 1s181inda (¢, &, 7, g) dortlissic M iizerinde
bir Lorentzian parakontakt yapi1 tanimlamaktadir. Bu yapisal 6zellikler neticesinde M, 3 —

boyutlu bir LP-Sasakian manifold 6rnegi teskil eder [24].
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4. LORENTZIAN PARA-SASAKIAN MANIFOLDLARIN ANTi-INVARYANT
ALTMANIFOLDLARI
Ilgili béliimde, anti-invaryantlik kosulu altinda Lorentzian Para-Sasakian Manifoldlarin

altmanifoldlarinin geometrik 6zellikleri incelenecektir.

Lemma 4.1 Bir Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun, § karakteristik vektor alanini teget
demetinde barindiran ¢ € y(M) bir anti-invaryant altmanifoldu goz 6niine alinsin. Bu kosul

altinda altmanifold tizerindeki her X, Y € y(M) vektor alan ¢ifti igin;

Veé = X, (4.1)
AyX = ¢X, (4.2)
h(X,§) = ¢X, (4.3)

VY = ¢Vy Y, (4.4)
Vyé =0 (4.5)

esitlikleri gegerlidir.

Ispat: £ € y(M) sartim saglayan ve M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun icerisinde
yer alan M bir anti-invaryant altmanifoldu ele alinsin. X,Y € y(M) olmak lizere (2.20) ve
(3.11) kullanilirsa

PX = V& = Vxé + h(X,§)

bulunur. Buradan normal ve teget bilesenler i¢in h(X, &) = dX ve Vg€ = 0 esitlikleri elde
edilir. (2.21) ve (3.11) kullanilirsa

PX =V, & =Vié+ A X

bulunur. Buradan normal ve teget bilesenler igin V3& = ¢pX ve AgX = 0 esitlikleri elde

edilir. X,Y € y(M) i¢in (2.21) kullanirsa
Vx(@Y) = Vg (pY) — AgyX (4.6)

bulunur. Diger taraftan kovaryant tiirev 6zellikleri ile birlikte (3.10) ve (2.20) esitlikleri

geregi
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Vg(9Y) = (VxP)Y + ¢(VxY)
= (Vxp)Y + ¢ (Vi)
= g(X,E+nMX +nXn(E + d(VyY + h(X,Y)) (4.7)
esitligi elde edilir. Buradan (4.6) ve (4.7) esitlikleri ile
Vx(Y) — AgyX = g(X, V)& + (VX + nON(V)E + VY + Gh(X, Y) (4.8)
bulunur. (4.8) denkleminin normal bileseni ile
VF (V) = pVyY
sonucu elde edilir.

Onerme 4.1. M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun € € y(M) olacak sekilde bir

anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda her X, Y € y(M) igin
SR (X,Y)Z = R(X,Y)pZ (4.9)
bagintisi elde edilir.

Ispat: M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun, karakteristik € vektor alanini teget

demetinde barindiran (§ € y(M)) bir M bir anti-invaryant altmanifoldu ele alinsin.

PR (X, )Z = p(VEVHZ — VFVRZ — Vi Z)
= QVg VW Z — QVy Vi Z — pViz i Z (4.10)

(4.10) ifadesindeki her terim i¢in (4.4) kullanilirsa
= Vy Vit Z — Vy VA Z — Vig 102 (4.11)
Benzer sekilde (4.11) ifadesindeki her terim i¢in (4.4) kullanilirsa
= VxWoZ —VyVyx¢pZ = Vixy)pZ = RX,Y)pZ

sonucu elde edilir.

17



Onerme 4.2. M,M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir
anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda her X,Y,Z € y(M) igin M anti-invaryant
altmanifold ise (Vyh) (Y, ) = 0 dir.

Ispat: Altmanifold iizerindeki h ikinci temel formunun Van der Waerden-Bortolotti

konneksiyonuna gore tiirevi;
(VR (Y, 2) = VER(Y, Z) — h(Vy Y, Z) — h(Y, VyZ) (4.12)
seklinde tanimlanir. (4.12) denkleminde Z = & yazilirsa
(Vxh)(Y,8) = Vg h(Y,§) — h(VxY,§) — h(Y,Vx §) (4.13)
elde edilir. (4.13) denkleminde (4.3) denklemi kullanilirsa
(VxR (Y, §) = Vg pX — pVxY (4.14)
bulunur. (4.4) esitliginden (Vyh)(Y, &) = 0 bulunur.

Teorem 4.1. M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir
anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda her M altmanifoldunun bir semi-paralel

altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin total geodezik olmasidir.

Ispat: M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir semi-
paralel altmanifold oldugunu kabul edelim. Boylece her X,Y,Z, W € y(M)

(R(X,V)h)(Z, W) = (R*(X,Y)h(Z,W)
— h(R(X,Y)Z,W) — h(Z,R(X,Y)W) = 0 (4.15)

denkleminin gegerli oldugu goriiliir. (4.14) denkleminde Z = W = & yazilirsa
(RX,VM(E ) =R X, NAE D —h(REK,Y)EE —h(ERK Y =0  (4.16)

olur. M anti-invaryant altmanifold oldugundan (4.3) esitligi kullanilirsa

h(E, &) = 0 ve h ikinci temel formunun simetrik olma 6zelliginden
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(RIX, V)M, §) = —2h(R(X,Y)§,$) (4.17)
esitligi saglanir. (4.9) esitligi (4.17) denkleminde kullanilirsa
(RX,YIN)(§,§) = —2¢R(X,Y)§ (4.18)
ve (3.14) esitligi (4.18) denkleminde kullanilirsa
R&,VIM(E,§) = —26((NX - n(X)Y) (4.19)
sonucu bulunur. M altmanifoldu semi-paralel oldugundan dolay1 (4.19) denkleminden
(X —n(X)Y) =0 (4.20)
elde edilir. X ve Y lineer bagimsiz vektorler olmasi ve (4.20) denkleminden
nX)=0 (4.21)
sonucu elde edilir. Benzer sekilde (4.15) denkleminde W = X = § yazalim. Buradan
(RE,YIR(Z,§) = (R, VR(Z,§) — h(R(E,Y)Z,§) — h(Z,R(,Y)E) (4.22)
olur. (4.22) denkleminde (4.3) ve (3.15) esitlikleri kullanilirsa
RENN(Z,8) = R Y)PZ — dR(E Y)Z — h(Zn()§ +7) (4.23)
(4.23) denkleminde (4.9) esitligi kullanildiginda
REVN(Z,§ =-—n(h(Z,§) —h(Z,Y) (4.24)
bulunur. (4.24) esitliginde semi-paralel olma kosulu kullanilirsa
0=-—n)h(Z,¢&) —h(ZY) (4.25)
elde edilir.(4.21) sonucu (4.25) denkleminde uygulanirsa
0=h(ZY)

bulunur. Bu ise M altmanifoldunun total geodezik oldugunu gosterir. Tersine M total

geodezik ise M altmanifoldunun semi-paralel oldugu asikardir.
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Teorem 4.2. M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun £ € y(M) olacak sekilde bir
anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda her M nin altmanifoldunun bir pseudo-

paralel altmanifold ise A; # —1,0 i¢in M totally geodeziktir.

Ispat: M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir pseudo-
paralel altmanifold oldugunu kabul edelim. Boylece her X,Y,Z, W € y(M)

RX,VY)(Z, W) =-10(g,W)(Z,W,X,Y) (4.26)
esitligi s6z konusu olur. (2.30) denklemi (4.26) denkleminde uygulanirsa

REX,V)R)(Z, W) = —1,0(g, h)(Z, W, X, Y) =
1 (h ((zagw)x,Y) +n(x,Y(ZA, W))) -
~ M (h(g(W, X)Z — g(Z, X)W, Y) + h(g(W,Y)Z — g(Z,Y)W),X) (4.27)

esitligi elde edilir. (4.27) esitlginde X =Y = ¢ yazdigimizda

R OREZW) = -2,(h(gW,E)Z — g(Z, W, &)
~L(h(gW,8Z — g(Z,EHW),§) (4.28)

esitligi elde edilir. (4.3) denklemi (4.28) denkleminde kullanilirsa
0 = =L (nWHR(Z,§) = n(DhW,§) + n(W)h(Z,§) = n(Z)hW, )
0 = —12(nWHR(Z,§) — (D)W, D))
0==2L(nW)pZ —n(W)¢Z)
0==-24e(n(W)Z —n(W)Z) (4.29)
sonucu bulunur. X ve Y lineer bagimsiz vektorler ve (4.28) denkleminden
nwW)=0 (4.30)
sonucu elde edilir. Daha sonra (4.26) denkleminde X = W = & yazilirsa

= -4 (-hZ,Y) =n@DhEY) + n(VR(Z,§) — g(Z,Y)h(, ) (4.31)
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(4.29) ve (4.24) esitligi (4.31) de kullanilirsa
h(ZI Y) = Alh(zl Y);
0=(1-2A)h(ZY)

sonucu elde edilir. Bu ise bize A; = 1 ya da h(Z,Y) = 0 sonucunu verir. A; # —1 kabul

edildiginden dolay1 h(Z,Y) = 0 bunulur. Dolayisiyla total geodeziktir.

Teorem 4.3. M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir

anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda her M nin altmanifoldunun bir Ricci

pseudo-paralel altmanifold ve 4, # ﬁ 0 ise totally geodeziktir.

Ispat: M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir Ricci
pseudo-paralel altmanifold oldugunu varsayalim. Boylece her X, Y, Z, W € y(M)

esitligi saglanir. (2.31) denklemi M manifoldu igin ele alindiginda

R(X,Y)R)(Z, W) = —1,Q(S, h)(Z, W, X, ¥) =
—22 (A((Z As W)X, Y) + h(X, Y (Z As W)))

—2(R((Z As W)X, Y) + h(X,Y(Z A W)) =
A, (h(SW,X)Z =S(Z,X)W,Y)+ h(S(W,Y)Z —S(Z,YIW), X)) (4.32)
esitligi bulunur. (4.32) ifadesinde X = Y = ¢ yazarsak

=4 ((h(SW,$)Z = S(Z,5)HW),$) (4.33)

bulunur. (4.33) denkleminde (3.16) ve (4.3) esitlikleri kullanilirsa
0 = —=1,2(n = D(WHR(Z,§) = n(2hW, )
0=-22(n—-1D(nW)PZ —n(W)$pZ)

0=-22,n—-Dp(nW)Z —n(W)Z) (4.34)
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sonucu bulunur. X ve Y lineer bagimsiz vektorler ve (4.34) denkleminden
n(Ww)=20 (4.35)
sonucu bulunur. (4.32) denkleminde X = W = ¢ yazalim.

REN(Z,§) = —2,(h(S(§,)Z - S(Z,§)§,Y)
=2 ((h(S(S,Y)Z = S(Z,Y)$),$) (4.36)

(4.35) denkleminde (3.16) ve (4.3) esitlikleri kullanilirsa

RE VIN(Z,§) = A (=(n — DA(Z,Y) = (n = Dn(2)h(E, V)
—A((n = Dn(MA(Z,§) = h(S(Z,Y)§,9)) (4.37)

olur. (4.37) denkleminde (4.35) ve (4.24) esitlikleri kullanildiginda
h(Z,Y) = A,(n—1)h(Z,Y)

0=(1-(n—-1)h(ZY)

sonucu elde edilir. Bu ise bize 1, = ﬁ yada h(Z,Y) = 0 sonucunu verir. A, # ﬁ

oldugundan dolay1 M altmanifoldu total geodeziktir.

Teorem 4.4. M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir
anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda her M nin altmanifoldu bir 2-Semiparalel

altmanifold ise 4 paraleldir.

Ispat: M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun, & € y(M) olacak sekilde bir anti-

invaryant altmanifoldu olsun. Eger M altmanifoldu iizerinde bir kosulu saglantyorsa,

0 = R(X, Y)Vh)(Z,W,U) = (R*(X,Y)(Wyh(W,Z)) — (VR(X,Y)Vh)(W, Z)
-7y (RX, VW, 2) — (V,h)(W,R(X,Y)Z) (4.38)

esitligi saglanir. (4.38) denkleminde W = X = § yazarsak

~(yW)(R(E,Y)Z,8) — (Wyh)(Z,R(§,Y)E)

olur. Onerme 4.2. yardimryla
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RE V)V (V,§,2) = —=(V,h)(Z,R(§,Y)E) (4.39)

esitligi bulunur. —(Vyh)(Z, R(§, Y)) ifadesini agarsak

+h(Z,VyR(&,YV)E) + h(VyZ,R(&,Y)E) (4.40)

esitligi saglanir. (4.40) denkleminde (3.15) denklemi kullanilirsa

—(yh)(Z,R(§,Y)E)
= —Vrh(Zn(¥)E+Y) + h(Z,Vyn(Y)E+Y) + h(VyZ,n(Y)E +Y),

—(Wh)(Z,R(§,Y)E)
= —V#R(Z,Y) + R(Z,VyY) + h(V,Z,Y) — VFh(Z,n(Y)E)

+h(Z,Vyn(¥)$) + h(VyZ,n(Y)E),
—(WyW(Z,R(E, V) = —(VWR)(Z,Y) —n(YIVh(Z,$),
—(WyW)(Z,R(,Y)E) = —(Vyh)(Z,Y) (4.41)

sonucu elde edilir. 2-semiparalel olma 6zelliginden dolay1 ve (4.41) den 0 = (Vyh)(Z,Y)
esitligi elde edilmis olur. Dolayisiyla h paraleldir.

Teorem 4.5. M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir
anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda her M nin altmanifoldu bir 2-pseudoparalel

ve A, # —1 ise total geodeziktir.

Ispat: M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir anti-

invaryant altmanifoldu olsun. Eger M bir 2-pseudoparalel altmanifold ise buradan
RX,Y) - Vh(V,Z,W) = 239(g, VR)(V, Z, W)(X,Y) (4.42)
esitligi saglanir. (4.42) denkleminde (2.31) denklemi yazilirsa

R(X,Y)-Vh(V,Z,W) = 239(g,Vh) =
15000, TDEW,X,Y) = =25 (Foh (2 7 W)X, Y) + ok (X,Y(Z 2y W)) ) =

—23((Fyh(gW, X)Z — g(Z, X)W, Y) + Vyh(g(W,Y)Z — g(Z,YIW), X)) (4.43)
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(4.43) denkleminde X = W = € yazilip (4.39) esitligi kullanilirsa

(W2 Y) = -23((9E& OWR(ZY) - g(Z, HTyh(E,Y) + g, VIV h(Z,§)
- 9(Z,)Vh(E, D),

—(Vvh)(Z, Y) = /137Vh(z: Y)
1+ 13)(‘7Vh)(2, Y)=0
elde edilir. Dolayisiyla A; # —1 M i¢gin (V;,h)(Z,Y) = 0 oldugundan h paraleldir.

Teorem 4.6. M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir

anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda Q(S, h) = 0 ise M minimaldir.

Ispat: M i¢in Q(S, h) = 0 olsun. Tachibana tensérii tanimimdan

0=0(5,mZW,X,Y) = —(h((Z AsWIX,Y) +h(X,Y (Z As W)))

0=—(h((ZAs W)X, Y) + h(X,Y(Z As W))) =

—h(S(W,X)Z — S(Z,X)W,Y) — h(S(W,Y)Z — S(Z, V)W, X) (4.44)
bulunur. (4.44) esitliginde X = W = € yazilirsa

0=-h(S(,$Z—-5(Z,8)¢EY)—h(SEY)Z-S(ZY)EE)

0=-S¢rZY)+S(ZEHEY)-SEYIZE) +SEZY)h(ES)
saglanir. (3.16) denklemi yerine yazilirsa
0=(mn-Dh(ZY)+n—-Dn2hEY) - - Dn)h(Z,§) +S(Z Y)Ih(E,E)

0=(n—1Dh(EZY) + (n—1)PZh(E, V) — (n — DPYR(Z, &) (4.45)

elde edilir. (4.45) denklemi igin Z = ¥ kosulu incelendiginde

0=m-Dh(Z,2)+ (n—1D)¢pZh(¢,Z) — (n— 1)PZh(Z,§)
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0= (n—-1h(Z72)

sonucu bulunur. Sonug olarak n # 1i¢in Tanim 2.2.7 den H = 0 oldugu bulunur. Bu ise M

nin minimal oldugunu gosterir.

Teorem 4.7. M, M Lorentzian Para-Sasakian manifoldunun & € y(M) olacak sekilde bir

anti-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda Q(S, Vh) = 0 ancak ve ancak M paraleldir.
Ispat: M icin Q(S, Vh) = 0 olsun. Tachibana tensérii tanimindan
0=0(S,Vh)(ZW,XY) = — (Vvh((z As WX, Y) + Vyh(X, Y(Z Ag W)))

0 = —(Vyh)(S(W,X)Z — S(Z, X)W, Y) — (Vyh)(S(W, Y)Z — S(Z, Y)W), X) (4.46)

denklemi bulunur. (4.46) denkleminde X = W = & yazilirsa
0 =—(VWh)(SE OZ - S(Z,5)EY) — (Vyh)(S(E Y)Z — S(Z,Y)¥), §)
=S DVW(ZY) + S(Z )V (EY) — SE (Vv (E Z) + S(Z ) (Vyh) (§,3) (447)
olur. (4.47) denklemi i¢in Onerme 4.2. ve (3.16) ele alindiginda
—(n-D@M(EZ,Y) =0

elde edilir. Sonug olarak n # 1 i¢in (V;h)(Z,Y) = 0 sonucu elde edilir. Bu ise paralel M
de h ikinci temel formun paralel oldugunu gosterir. Tersine (V,h)(Z,Y) = 0 ise

0 =Q(S,Vh)(Z,W,X,Y) oldugu agiktir.

25



5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma, Lorentzian para-Sasakian manifoldlarinin anti-invaryant altmanifoldlari iizerine
odaklanmastir.

Bu calismada, Lorentzian para-Sasakian manifoldlarinin anti-invaryant altmanifoldlari
icin pseudoparalel, 2-pseudoparalel, Ricci genellestirilmis pseudoparalel, 2-Ricci
genellestirilmis pseudoparalel, semiparalel ve 2-semiparalel kisitlamalar1 incelenmistir.
Bu kosullar altinda, altmanifoldlarin total geodezik, paralellik ve minimallik gibi temel
geometrik 6zelliklere sahip olmasi igin gerekli kosullar arastirilmistir.

Ek olarak Q(S,h) = 0 ve Q(S,Vh) = 0 kosulu altinda, altmanifoldun paralel ve minimal
olmasi gibi 6nemli geometrik sonuclar elde edilmistir.

Elde edilen sonuglar, dogrudan Riemann veya Ricci egrilik tensorleri ile ilgili olsa bile, bu

kosullarin Weyl Egrilik Tensorii gibi yapilara ve anti-invaryant altmanifoldlar kosulu altinda
farkli manifoldlara genellestirilmesi miimkiindiir.
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