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OZET

BAZI GENELLESTIRILMIS METRIK KORUYAN FONKSIiYONLAR UZERINE
YUKSEK LiSANS TEZI
AYSENUR SEN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. NIHAL TAS)
BALIKESIR, ARALIK - 2024

Alt1 boliimden olusan bu tezde, b — metrik koruyan fonksiyon ve genellestirilmis b — metrik
koruyan fonksiyon kavramlariin temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, bu kavramlar igin
gluing lemma ifade ve ispat edilmistir.

Bu tezde birinci boliim literatiir 6zetinin verildigi girig bolimidiir.
Ikinci béliimde, tez ¢alismas1 boyunca gerekli olacak temel kavramlara yer verilmistir.

Ucgiincii béliimde, b —metrik koruyan fonksiyon kavrami ve bu kavramin temel dzellikleri
incelenip, b—metrik koruyan fonksiyon kavrami igin iki farkli gluing lemma ispat
edilmistir.

Dordiincii boliimde, genellestirilmis b —metrik koruyan fonksiyon kavrami tanitilip, bu
kavramin literatiirde bilinen diger metrik koruyan fonksiyon kavramlar: ile arasindaki iliski
verilmistir. Ayrica, genellestirilmis b —metrik koruyan fonksiyon kavrami i¢in de gluing
lemma tanitilip, ispati elde edilmistir.

Besinci boliimde, genellestirilmis b —metrik koruyan fonksiyon kavrami yardimiyla bes
farkli gember tanimi verilip, 6rnekler ile aralarindaki iliski verilmistir. Bu son yaklasim elde
edilen teorik g¢alismalarin geometrik yorumlamasmin da miimkiin oldugunu gdstermesi
acisindan 6nemli bir noktaya sahiptir.

Altinc1 boliimde ise sonug ve Oneriler yer almaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: b —metrik koruyan fonksiyon, genellestirilmis b — metrik
koruyan fonksiyon, gluing lemma, ¢ember.
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ABSTRACT

ON SOME GENERALIZED METRIC PRESERVING FUNCTION
MSC THESIS
AYSENUR SEN
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MATHEMATICS
(SUPERVISOR: DOC. DR. NiHAL TAS)
BALIKESIR, DECEMBER - 2024

This thesis consists of five chapters, where the basic properties of b—metric preserving
functions and generalized b —metric preserving functions are examined. Additionally, the
gluing lemma for these concepts has been stated and proven.

The first chapter of this thesis is the introduction, which provides a summary of the literature.

In the second chapter, the fundamental concepts that will be necessary throughout the thesis
are provided.

In the third chapter, the concept of b—metric preserving function and its basic properties
are examined, and two different gluing lemmas for b — metric preserving functions are stated
and proven.

In the fourth chapter, the concept of generalized b — metric preserving function is introduced,
and the relationship between this concept known in the literature is discussed. Additionally,
the gluing lemma for generalized b —metric preserving functions is introduced and proven.

In the fifty chapter, a different circle definition based on the generalized b—metric
preserving function is given, and examples are provided to explain the relationship between
them. This final approach holds significant importance in demonstrating that the geometric
interpretation of the theoretical work obtained is also possible.

The sixth chapter contains conclusions and recommendations.

KEYWORDS: b—metric preserving function, extended b—metric preserving function,
gluing lemma, circle.
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1. GIRIS

Metrik fonksiyonu, bir uzaydaki noktalar arasindaki mesafeyi tanimlayan matematiksel bir
yapidir. Analiz, topoloji ve geometri gibi bir¢ok alanda temel rol oynar. Metrik fonksiyonu,
noktalar arasindaki uzakligi belirleyerek uzayimn yapilarini ve 6zelliklerini anlamamiza
yardimer olur. Ayrica, siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlarin incelenmesi, yakinsama
kavramlarmin gelistirilmesi ve uzaylarda topolojik ozelliklerin belirlenmesi gibi birgok
onemli matematiksel kavramin temelini olusturur. Bu nedenle, metrik fonksiyonu hem teorik

matematikte hem de uygulamali bilimlerde kritik bir aragtir.

Metrik fonksiyon kavrami, matematigin ¢esitli alanlarinda onemli bir yer tutar ve son
zamanlarda mihendislik, fizik, kimya ve ekonomi gibi uygulamali bilimlerde de
incelenmektedir. Bu calismalar, teorik sonuclarin pratik hayattaki uygulanabilirligi

acisindan biiyiik 6nem tasir.

Metrik uzay kavrami, daha genel matematiksel yapilar1 anlamak amaciyla genellestirilmistir.
Ciinkii klasik metrik uzaylar, her tiirden uzay1 tanimlamak i¢in yeterli degildir, 6rnegin kaba
topoloji bir metrik uzay degildir. Ozellikle topolojik uzaylarin incelenmesinde, mesafe
kavraminin yani sira, daha esnek yapilarin da ele alinmasi1 gerekmektedir. Bu baglamda,
metrik uzaylar, uzaylarin noktalar1 arasindaki mesafeleri belirleyen bir fonksiyon
araciligiyla tanmimlanirken, topolojik uzaylar, agik kiime kavrami etrafinda sekillenir.
Boylece, topolojik uzaylar, metrik uzaylarin sagladigi yakinsama, siireklilik ve baglilik gibi
kavramlar1 daha genis bir ¢ercevede ele alma imkani sunar. Bu genelleme, matematigin
cesitli alanlarinda, 6zellikle analiz ve geometri gibi disiplinlerde daha derin bir anlayis

gelistirilmesine olanak tanur.

Genellestirilmis baz1 metrik uzaylara asagidaki ornekler verilebilir.
e b—metrik uzay [1],
e genellestirilmis b — metrik uzay [2],

e S —metrik uzay [3].

Metrik koruyan fonksiyonlar [4], matematikte 6zellikle analiz ve topoloji alanlarinda 6nemli
bir rol oynar. Bu tiir fonksiyonlar, bir metrik uzaydaki mesafeleri koruyarak, uzaylarin

yapisal ozelliklerini diger uzaylara aktarmak igin kullanilir. Metrik koruyan fonksiyonlar,



matematiksel yapilarin derinlemesine anlasilmasi1 ve farkli alanlarda uygulamalar

gelistirilmesi agisindan kritik bir 6neme sahiptir.

Metrik koruyan fonksiyonlar, klasik metrik uzaylarda mesafeleri koruma islevi goriirken,
b—metrik uzaylar, daha esnek ve genis bir ¢erceve sunarak bu kavramlari
genellestirmektedir. b—metrik koruyan fonksiyonlar [5], belirli bir oranda mesafeleri
koruyarak, iki uzay arasindaki yapisal iligkilerin incelenmesine olanak tanir. b—metrik
koruyan fonksiyonlar, matematiksel yapilar1 anlamada, teorik sonuglarin pratik
uygulamalara aktarilmasinda ve ¢esitli alanlarda karmasik problemlerin ¢oziimiinde 6nemli
bir aragtir. Bu kavram, matematiksel diisiincenin derinlesmesine ve ¢esitli uygulamalarda

yenilik¢i yaklasimlar gelistirilmesine katkida bulunur [5-7].

Genellestirilmis b-metrik koruyan fonksiyonlar [8], klasik metrik koruyan fonksiyonlarin bir
adim Gtesinde yer alir ve b —metrik uzaylarda mesafeleri koruma islevi goren bir fonksiyon
tipidir. Bu fonksiyonlar, b —metrik uzaylarin sahip oldugu esnek yapilari kullanarak, farkli

mesafe dl¢limlerinin korunmasini saglar.

Bu fonksiyonlar, topolojik 6zelliklerin incelenmesi ve ¢esitli uzaylarin karsilastirilmasi igin
kritik 6neme sahiptir. Genellestirilmis b—metrik koruyan fonksiyonlar, matematiksel
yapilar1 anlamada ve farkli uygulamalarda 6nemli bir aractir ve aragtirmalar bu alanda daha
fazla derinlesmeye agiktir. Gluing Lemma (Yapistirma Lemmasi), topoloji ve analiz
alanlarinda 6nemli rol oynayan bir prensiptir [9]. Ozellikle, uzaylarin birlestirilmesi ve
yapisal 6zelliklerin korunmasi agisindan kritik bir kavramdir. Bu lemma, iki veya daha fazla
topolojik uzayin belirli kosullar altinda bir araya getirilmesini saglar. Gluing Lemma, belirli
bir topolojik uzayin veya metrik uzayin, ortak bir alt kiime tizerinde uyumlu fonksiyonlar
araciligiyla birlestirilmesi durumunda, biitiin olarak bir topolojik veya metrik uzay
olusturulabilecegini belirtir. Gluing Lemma, metrik koruyan fonksiyonlar ile derin bir
iliskiye sahiptir ve bu iliski hem teorik hem de pratik agidan biiyiik 6nem tasir. Metrik
uzaylarin birlestirilmesi, siireklilik ve yap1 koruma konularinda gluing isleminin sagladigi
avantajlar, matematiksel analizin ve topolojinin temelini olusturan yapilari anlamak i¢in
kritik bir gerceve sunar. Bu baglamda, metrik koruyan fonksiyonlar, gluing siire¢lerinde
merkezi bir rol oynar ve bu iliskilerin incelenmesi, daha karmasik matematiksel teorilerin
gelistirilmesine olanak tanir. Metrik koruyan fonksiyonlar i¢in gluing lemmaya 6rnek olarak

[7] numarali galisma 6rnek verilebilir.



Metrik uzayda ¢ember, belirli bir merkez noktasiin etrafinda yarigap mesafesindeki tiim

noktalarin olusturdugu kiimedir. Matematiksel olarak, bir (X,d) metrik uzay: i¢inde, o,

merkezli ve r yarigapli ¢gember, d (a), a)o) =r kosulunu saglayan noktalar kiimesi olarak

tanimlanir. Sabit ¢ember problemi ise, belirli bir merkez ve yaricap altinda ¢emberin
noktalarinin 6zelliklerini, fonksiyonlarin bu ¢ember iizerindeki davraniglarini incelemeye
yoneliktir [10]. Verilen bir fonksiyonun sabit nokta sayisit birden fazla oldugunda bu
fonksiyonun sabit nokta kiimesinin geometrik yorumunu yapmak 6nem tasir. Bu problem,
geometri ve analizde 6nemli bir yere sahiptir; gemberler, analitik fonksiyonlarin siireklilik
ve yakinsama 6zelliklerini anlamada kritik rol oynar. Ayrica miihendislik, fizik ve bilgisayar
bilimleri gibi alanlarda veri analizi ve modelleme siireclerinde uygulama alani bulur.
Cemberlerin yapisinin ve 6zelliklerinin anlasilmasi, daha karmasik matematiksel teorilerin

gelistirilmesine olanak tanir.

Bu tezde, b —metrik koruyan fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin temel 6zellikleri detayli bir
sekilde incelenmistir. Ilk olarak, b—metrik koruyan fonksiyonlarmn tanimi ve bazi temel
iligkiler ele alinmistir. Ardindan, genellestirilmis b —metrik koruyan fonksiyon kavrami
tanitilmis ve bu kavramin b —metrik ile olan iliskisi, yapisal esnekligi ve uygulama alanlari
tizerinde durulmustur. Gluing lemma ile bu kavramlarin iliskisi incelenmis, iki veya daha
fazla uzayin birlestirilmesinin metrik yapi1 tizerindeki etkileri arastirilmistir. Ayrica,
genellestirilmis b — metrik koruyan fonksiyonlarin gember kavrami tizerindeki uygulamalari
ele alinmis, gemberlerin 6zellikleri ile bu fonksiyonlar arasindaki iligkiler ortaya konmustur.
Sonu¢ olarak, bu calisma, b-—metrik koruyan fonksiyonlarin matematiksel yapilar
tizerindeki derin etkisini ve c¢esitli uygulama potansiyelini vurgulayarak, alana 6nemli

katkilarda bulunmay1 hedeflemektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez ¢alismasi boyunca yardimei olacak temel kavramlara yer verilecektir.

2.1 Metrik Uzaylar ve Genellestirilmis Metrik Uzaylar
Tanmmm 2.1. X bos kiimeden farkli bir kiime ve d: X xX —>[0,oo) fonksiyonu her

w,v, e X icin,
(d1) d(ew,v)=0=w=v,

(42) d(0v)=0(v.0).

(d3) d(w,v)<d(o,u)+d(uv),

kosullarini sagliyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir ve (X,d) ikilisine de

metrik uzay denir [11,12].
Tamm 2.2. X bos kiimeden farkli bir kiime ve d :X x X —>[0,oo) fonksiyonu her

w,v, e X ve s=>1 sayisi i¢in,
(d1) dy(@v)=0= 0=V,
(d,2) d, (@, v)=d,(v,0),

(d.3) d,(@,v)<s[d,(w,u)+d,(v)],
kosullarini sagliyorsa d, fonksiyonuna X {izerinde bir b —metrik denir ve (X,ds) ikilisine

b — metrik uzay denir [1].
Uyari 2.3. b—metrik kavrami, metrik kavraminin bir genellemesidir. Ger¢ekten de Tanim

2.2 de s =1 alinirsa kavramlar gakisir. Literatiirde metrik olmayan bazi b — metrik érnekleri

vardir. Ornegin p € (O,l) arah@mnda X =1, (R) icin

L (®)={lan} < R: S <o}

olur.

d, : X x X —[0,0) bir fonksiyon ve o ={w,} ve v={v,} i¢in
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1

seklinde tanimlansin. Béylece d,, s = 2p icin bir b — metriktir (Daha ayrintili bilgi [13-15]

kaynaklarinda bulunabilir).

Tamm 2.4. X bos kiimeden farkl1 bir kiime ve 8: X x X — [1, o) bir fonksiyon olsun. Her
o,v,ue X icin asagidaki kosullar saglaniyorsa d,: X x X —>[O,oo) fonksiyonuna bir

genellestirilmis b — metrik denir:

(d,1) dy(@,v)=0=aw=v,
(d,2) d,(@,v)=d,(v,®),

(dy3) d, (@ u)< H(a),,u)[dg (o,v)+d, (v,,u)] .
Ayrica (X, d,) ikilisine de genellestirilmis b—metrik uzay denir [2].

Ornek 2.5. X =[0,0) olsun. #:XxX —[Lxo) ve d,:XxX —[0,:0) fonksiyonlar

tanimlansin, her @,v € X i¢in
O(w.v)=w+v+1

kabul edelim, buradan

w+v ; OFV

dg(a),v)z{ .

, O=V
olur, Bdylece (X,d,) bir genellestirilmis b — metrik uzaydir [16].

Uyan 2.6. Eger s>1 i¢in 49(a),v)= s kabul edersek b—metrik ve genellestirilmis b—

metrik kavramlari ¢akigir [8].

Metrik uzay, b —metrik uzay ve genellestirilmis b — metrik uzay kavramlari arasindaki iligki

asagidaki gibidir.
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genellestirilmis
b-metrik uzay

metrik uzay b-metrik uzay

Sekil 2.1: Baz1 genellestirilmis metrik uzaylar arasindaki iliski.

2.2 Metrik Koruyan Fonksiyonlar

Tamm 2.2.1. Her (X,d) metrik uzay: i¢in fod bir metrik ise f:[0,00) —[0,)
fonksiyonuna metrik koruyan fonksiyon denir [4,17,18].

Tamm 2.2.2. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir b—metrik uzay ve f :[0,00) —[0,0) bir
fonksiyon olsun. Bu durumda

(i) fod, fonksiyonu X fiizerinde bir b —metrik ise f fonksiyonuna bir b —metrik koruyan

fonksiyon denir [5].

(i) fod fonksiyonu X iizerinde bir b—metrik ise f fonksiyonuna metrik —b —metrik
koruyan fonksiyon denir [5].
(iii) fod, fonksiyonu X {izerinde bir metrik ise f fonksiyonuna b—metrik—metrik

koruyan fonksiyon denir [5].
Metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesini 9, b —metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesini
B, metrik—b —metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesini 9918 ve b—metrik—metrik

koruyan fonksiyonlarin kiimesini 89t olarak gosterebiliriz [5].
Tamm 2.2.3. f :[0,00) —[0,0) bir fonksiyon ve | =[0,) olsun. Bu durumda,
o w<v esitsizligini saglayan her w,v e | i¢in f(w)< f(v)ise f fonksiyonuna artan bir

fonksiyon denir.

o Her o,vel ve w<v i¢in f(w)< f(v)ise f fonksiyonuna kesin artan bir fonksiyon

denir.

e w<v sartim saglayan her o,vel i¢in f(v)<f(w) ise f fonksiyonu azalan bir

fonksiyon denir.
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e Her o,vel ve w<v i¢in f(v)< f(w)ise f fonksiyonuna kesin azalan bir fonksiyon
denir.

o £7({0})={0} ise f fonksiyonuna uyumlu fonksiyon denir.

e Her >0 i¢in f(w)elt,2t] olacak sekilde t>0 var ise f fonksiyonuna (0,)
araliginda kesin simirli fonksiyon denir.

e Her a,be[0,0) i¢in f(a+b)<f(a)+f(b) ise f fonksiyonuna alttoplamsaldir denir.
e Her a,be[O,oo) icin f(a+b)£s(f(a)+f(b)) olacak sekilde s>1 var ise f

fonksiyonuna yari alttoplamsaldir denir.

o Her m;,m, €[0,0) ve k €[0,1] igin f((1—k)m, +km,)<(1-k)f(m,)+kf(m,) ise f

fonksiyonuna konvekstir denir.

o Her m;,m, €[0,0) ve k €[0,1] igin f((1—k)m, +km,)>(1-k)f(m,)+kf(m,) ise f

fonksiyonuna konkavdir denir.

e Her a,be [O,oo) icin f (a+b) =f (a)+ f (b) ve f (xa) = xf (a) olacak sekilde bir X
sabiti var ise f fonksiyonuna lineerdir denir.

Tanmim 2.2.4. (i) a,b,c>0 igin,

as<b+c,b<a+cvec<a+b

olacak sekilde (a, b, C) tigliisiine bir tiggen tigliisii denir [5].

(if) s>1 ve a,b,c>0 igin,

a<s(b+c), b<s(a+c) ve c<s(a+h)

olacak sekilde (a,b,c) t¢liisiine bir s—ii¢gen iigliisii denir [5]

(iii) : X x X —[L) olsun, a,b,c>0 ve her w,v, ue X igin,

a<fd(wyv)(b+c), b<O(w u)(a+c) ve c<O(u,v)(a+b)

olacak sekilde (a,b,c) iigliisiine bir 6 —iiggen iigliisii denir [8].

Sirastyla liggen ticliisli, S—Ttiggen ticliisii ve 6 —Tiiggen Gicliisii kiimesi A, A, ve A, olsun.

Lemma 2.25. f:[0,0)—[0,0) olsun. f fonksiyonu [0,c0) arahiginda uyumlu,

alttoplamsal ve artan ise f € 9t dir [19,20].

Lemma 2.2.6. Eger f fonksiyonu uyumlu ve konkav ise f fonksiyonu metrik koruyandir

[6].

13



Lemma 2.2.7. f fonksiyonunun metrik koruyan oldugunu kabul edelim. Bu durumda

asagidaki 6nermeler denktir.

(i) f fonksiyonu siireklidir,

(if) f fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir,

(iii) her £>0 i¢in f(@)<e olacak sekilde @ >0 vardir [19-21].

Lemma 2.2.8. f :[0,00) —>[0,o0) fonksiyonu uyumlu ve kesin sirl ise f €9 dir [19-
21].

Lemma 2.29. f :[O,oo)—>[0,oo) fonksiyonu metrik koruyan ise f uyumlu ve
alttoplamsaldir [19,21].

Lemma 2.2.10. f:[0,0)—>[0,c0) fonksiyonu metrik koruyan ve h>0 olsun. f
fonksiyonu [O,h] araliginda konveks ise f fonksiyonu [O,h] araliginda lineerdir [4,20].

Lemma 2.2.11. f :[0,0) —[0,0) fonksiyonunun alttoplamsal oldugunu kabul edelim.

Boylece tiim pozitif n tamsayilari ve her @ [0,00) icin,

f (na)) <nf (a))

olur [4,19,20].

Lemma 2.2.12. f:[0,00) —[0,0) fonksiyonunun uyumlu oldugunu kabul edelim. Bu

durumda asagidaki 6nermeler denktir:

(i) fem,

(ii) her (a,b,c)e A igin (f (a), f (b), f(c))eA dir[19-21].

Lemma2.2.13. f :[0,00) —[0,%0) fonksiyonu uyumlu ve kesin simirliise f e B9 dir [19-
21].

Lemma 2.2.14. f fonksiyonu uyumlu bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konkav
olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul her t >0 ve w,v,u e [O,t] icin w+t=v+u ise bu

durumda f (@)+ f(t)<f(v)+f(x) olmasidir [20].

b —metrik koruyan fonksiyon kavrami ve genellestirilmis b—metrik koruyan fonksiyon
kavramlari ile gluing lemmay1 yeniden ifade ve ispat etmek metrik koruyan fonksiyon teorisi
icin 6nem arz etmektedir. Bu nedenle, metrik uzaylar i¢in ‘‘Gluing lemma’’ tanimini

hatirlayalim.
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Tamm 2.2.15. (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay olsun. Eger U UV =X olacak sekilde

U,V c X alt kiimeleri var ve f:U —>Y ve g:V —»Y fonksiyonlari (Y,p) metrik

uzayinda siirekli fonksiyonlar ve bu durumda f ve g fonksiyonlar1 U NV de birbirine
esit, h fonksiyonu Y kimesinde f fonksiyonuna ve V kiimesinde g fonksiyonuna esit
olacak sekilde h:X —Y siirekli fonksiyonu vardir. Bu fonksiyona f ve g

fonksiyonlarmin birlestirilmesi ya da yapistirilmasi denir. Yani
e f:U—>Y ve g:V oY sirekli fonksiyonlar olsun.
e Eger f(w)=g(w) her weU NV i¢in saglaniyorsa,

e f ve g, X de tek bir siirekli fonksiyon olarak birlestirilebilir [9].
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3. b—-METRIK KORUYAN FONKSiYONLAR VE GLUING LEMMA

Bu béliimde giris boliimiinde vermis oldugumuz b — metrik koruyan fonksiyon kavraminin

temel ozellikleri ele alinacaktir.

3.1 b—Metrik Koruyan Fonksiyonlar
Teorem 3.1.1. a pozitif bir reel say1 olsun. f :[O,oo) — [O,oo) fonksiyonu f (w) = @ olarak

tanimlansin. Bu durumda

(i) Eger O<a <1ise f fonksiyonu metrik koruyandir.
(i) Eger @ >1 ise f fonksiyonu b—metrik koruyandir fakat metrik koruyan degildir [5].

Ispat. Ispati asagidaki durumlar altinda inceleyelim:

Durum 1. O<a <1 ise f fonksiyonunun uyumlu ve konkav oldugunu gérmek oldukga

uygundur. Lemma 2.2.6 dan f fonksiyonunun metrik koruyan oldugunu sdyleriz.

Durum 2. & >1 olsun. g:[0,00) — R fonksiyonu

_ (1+a))a
1+ o”

9(e)
seklinde tanimlansin. Bu durumda

a(1+ a))a_1 .(1— a)“’l)

gl(a)): 2
(l+a)"’)

olur. Boylece

9'(0)20e= w<l

dir.

O halde g fonksiyonu [O,l] araliginda artan ve [1,00) araliginda azalandir.
Her @ €[0,) i¢in

g(w)<g(1)=2" (3.1)
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dir.

f fonksiyonunun b—metrik koruyan oldugunu gostermek i¢in d fonksiyonu X uzayi

lizerinde bir b—metrik ve her w,v, e X i¢in

d (a),v) < S(d (a),,u)+d (,u,v))
olacak sekilde s >1 bir sabit olsun.

f od fonksiyonunun (B1) ve (B2) kosullarini sagladigi kolayca goriiliir.
Gergekten,
(B1) (fed)(wv)=0«c f(d(w,v))=0
IEN (d (a),v))a =0
e d(wv)=0
So=v

ve
(B2) (fod)(ev)=1(d(av))=1f(d(v.0)
=(fed)(v,@)

elde edilir.

(B3) kosulu igin a,b,c e X olsun. Eger a=c ise
fod(ab)<s“2°*(fod(a,c)+ fod(c,b))

oldugu aciktir.

a # C oldugunu varsayalim. (3.1) den

o fiag )

ve

(d(ac)+d(cb))" <27*(d(ac) +d(c,b)")=2"*((f od)(ac)+(fod)(c.b)) (3:2)

elde edilir.

Boylece (3.2) den ve d fonksiyonunun b —metrik olma 6zelliginden
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(fod)(ab)=(d(ab))" <(s(d(ac)+d(cb))) <s*2**((fod)(ac)+(fod)(c,d))
esitsizligi elde edilir.
Bu durumda fod nin (B3) kosulunu sagladigi gosterilir ve bdylece f, b-—metrik

koruyandir.

Her x>0i¢in f"(x)>0 oldugundan f fonksiyonu [0,1] araliginda konvekstir fakat
dogrusal degildir. Lemma 2.2.10 geregince f fonksiyonu metrik koruyan degildir. o

Onerme 3.1.2. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir b—metrik uzay ve f :[0,00)—[0,0)
bir fonksiyon olsun. Buradan

(i) BN < M ve

(ii) B MB

olur [5].

Ispat. Her metrik bir b—metrik oldugundan ispat aciktir.

Gergekten,

feBM=feM

dir. d bir metrik olsun. Her metrik bir b—metrik oldugundan d bir b—metriktir ve
f e BM oldugundan f od bir metriktir.

feB=feMB

dir. d bir metrik olsun. Her metrik bir b—metrik ve f €8 oldugundan fod bir b-
metriktir.o

Lemma 3.1.3. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir b—metrik uzay ve f :[0,00)—[0,0)
bir fonksiyon olsun. Bu durumda 97t ‘B dir [5].

Ispat. f €9 ve d fonksiyonu X uzayimnda bir b—metrik olsun. f od fonksiyonunun bir
b —metrik oldugunu gosterecegiz.

f € 9 oldugundan, Lemma 2.2.9 dan f fonksiyonu uyumludur.

Oyleyse her w,v € X igin

(fod)(wv)=0 0=V

dir.

(BZ) kosulunun saglandigi agiktir. Simdi f od nin (B3) kosulunu sagladigini gdsterelim.

d bir b—metrik oldugundan her ,v, u e X igin

18



d(w,v)<s(d(eo u)+d(umv))

olacak sekilde bir S >1 sabiti vardir.

n,s de biiyiik pozitif bir tam say1 ve @,v, iz € X
a=d(wv), b=d(o,u), c=d(uv)

olsun.

Bu durumda

a<s(b+c)<n(b,c)=nb+nc

olur.

Boylece (a,nb+nc,nb+nc)bir iiggen iigliisiidiir.

f bir metrik koruyan oldugundan Lemma 2.2.9 , Lemma 2.2.11 ve Lemma 2.2.12
f(a)< f(nb+nc)+ f (nb+nc)

=2f (nb+nc)<2(f(nb)+ f(nc))

<2(nf (b)+nf (c))=2n(f (b)+ f(c))

elde edilir. Sonug olarak

(fod) (o) <20((f od)(0,)+( T o) (1))

olur. o

Teorem 3.1.4. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir b—metrik uzay ve f :[0,00)—[0,)
bir fonksiyon olsun. Buradan B9t < 9t < B < 9B dir [5].

Ispat. Onerme 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 geregince ispat kolayca gériiliir. o

Bir sonraki 6rnek 90T & BIN ve B ¢ M oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.5. (i) Her @ €[0,%) igin f (@)= olsun. Boylece f € M oldugu kolayca
gortlir.

Her w,v € R i¢in

d(wv)= (a)—v)2

ve

plow)=lo—

olsun. Ayrica her @ €[0,%) ic,:ing(az)):a)2 olsun.
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d=geop

oldugundan Teorem 3.1.1 geregince d fonksiyonun bir b—metrik oldugunu elde ederiz
fakat d = f od, R {izerinde bir metrik degildir. Boylece f ¢ B9t dir. Sonug olarak
M < BIM elde edilir [5].

(i) f:[0,00)—[0,00) fonksiyonu
f(0)=o’

seklinde tanimlansin. Bu durumda, Teorem 3.1.1 geregince f 9B dir fakat f ¢ 99t olur.
Boylece B & I elde edilir [5].

Teorem 3.1.4 ve Ornek 3.1.5 dan M < IMB oldugunu fakat MB <M  olmadigim
gbriiyoruz, yine de 9B fonksiyonu i¢in 91 fonksiyonlara benzer sonuglar vardir. Ornegin
Lemma 2.2.5, Lemma 2.2.9 ve Lemma 2.2.12 de benzer sonuglar asagidaki gibidir.

Teorem 3.1.6. f:[O,oo)—>[0,oo) fonksiyonunun uyumlu oldugunu varsayalim. Bu
durumda asagidakiler denktir.

(i) f e MB,
(if) Her (a,b,c)eA icin (f(a), f(b),f(c))eA, olacak sekilde bir s>1 vardir [5].

ispat. f € MB oldugunu kabul edelim. d, R? iizerinde bir Oklid metrigi olsun. Bu
durumda f od bir b—metriktir.

Her o,v, u e R? igin

(fd)(@v)<5((f 20)(@,) (1 od)(1))

olacak sekilde bir s >1 vardir.

(a,b,c) €A olsun. Oklid geometrisine gore Syle u,v,w € R? vardir ki
d(uw)=a, d(u,v)=h, d(v,w)=c

dir. Bu durumda

f(a)= (1 +d)(uw)
<s((fed)(u,v)+(fod)(uw))
s(1(0)+1(c)

olur. Benzer sekilde

f(b)<s(f(a)+f(c)) ve f(c)<s(f(a)+f(b))

olur. Boylece
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((2),1(6), 1 (0)) e,
dir.
Tersine her (a,b,c) €A igin (f (a), f (b), f (C)) € A, olacak sekilde bir S>1 oldugunu

kabul edelim. (X,d) bir metrik uzaydir. f od fonksiyonunun bir b—metrik oldugunu

gosterelim.

(Bl) Her w,v € X i¢in
(fed)(wv)=0c f (d (a),v))zo
<d(w,v)=0

elde edilir.

(BZ) Her w,v e X igin
(f20)(@v)=1(d (o))

- f(d(v.))

~(f-0)(v.0)

elde edilir.

(B3) w,v, e X olsun.

(d (o,v),d(o,u),d (,u,v))e A

oldugundan

(f(d(@v)), f(d(wu) f(d(uv))) e,
dir. Yani,

(fed)(ov)<5((fd)(o,) (1 o0)(sev))

oldugundan f od bir b—metriktir. o

Teorem 3.1.7. f 2[0,00)—>[0,00) fonksiyonu [0,00) araliginda uyumlu, yar alttoplamsal
ve artanise f e MW dir [5].

Ispat. f fonksiyonunun [O,OO) araliginda uyumlu, yar1 alttoplamsal ve artan oldugunu
kabul edelim.

(X , d) bir metrik uzay olsun. f od fonksiyonunun bir b—metrik oldugunu gosterelim.
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(B1)(feod)(wv)=0<= f(d(a),v)):0<:>d(a),v)=0<:>a):v

(B2)(f od)(0,v)= F (d (@)= F(d () =(f =d)(v.0)
olur.

(33) f fonksiyonu yari alttoplamsal oldugundan her a,b € [0, OO) i¢in
f(a+b)<s(f(a)+f(b)) (3.3)
olacak sekilde bir $>1 vardir.

o,v, e X olsun. f fonksiyonunun artanligi ve (3.3) esitsizligi kullanilarak

(f d)(wV)—f(( )) f(d(w,#)+d(w))
<s((fed)(ou v))

elde edilir. Sonug olarak f € 9B dir.o
Teorem 3.1.8. f :[0,00)—[0,0) olsun.

f eMPB ise f fonksiyonu uyumlu ve yar1 alttoplamsaldir [5].

Ispat. f ¢ 9B ve d R iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Bu durumda f od , R iizerinde

bir b —metriktir. Buradan
f(0)=f(d(0,0))=(f-d)(0,0)=0
olur. Ayrica w€[0,) ve f (#)=0 oldugunu kabul edelim.

Boylece

dir.

(fod)(@,0)=0

ve fod bir b—metrik oldugundan @ =0 dir. O halde

({0)= (0
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yani f uyumludur.

fod bir b—metrik oldugundan her o,v,z€R igin
(fod)(@)<s((Tod)(@.)+(T od)(uv))

olacak sekilde s >1 vardur.

f fonksiyonunun yari alttoplamsal oldugunu gostermek igin a,b [0,0) olsun.
Bu durumda
f(a+b)<(fod)(0,a+b)<s((fed)(0,a)+(fd)(aa+b))=s(f(a)+f(b))
olur. Sonug olarak f yari alttoplamsaldir.o

Teorem 3.1.9. f :[0,00) —[0,0) bir fonksiyon olsun. Bu durumda f € B0 olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul f fonksiyonunun uyumlu ve kesin sinirli olmasidir [5].
Ispat. (c) f fonksiyonunun uyumlu ve kesin sinirli oldugunu varsayalim.
Her @ >0 igin
f(w)e[v,2v] (3.4)
olacak sekilde bir v >0 sabit olsun.

(X,d) uzay bir b —metrik kabul edelim.
f od fonksiyonunun (B1) ve(B2) kosullarini sagladig1 agiktir.

(B3) kosulunu sagladigini gostermek i¢in w,v, u € X olsun.
Eger w=v ise
(fod)(wv)<(fod)(w u)+(feod)(uv) (3.5)

oldugu aciktir.

Benzer sekilde @ = 1 yada v = u ise (3.5) esitsizligi saglanir.
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Varsayalim ki w#v,o#u ve v#u olsun. Oyleyse d(w,v),d(w u) ve d(v,u)
pozitiftir.

(3.4) den

f(d (o). 1 (d(ar)). T (d(.0)<[v2V]

elde edilir. Bu durumda
(fod)(wv)<2v=v+v<(fod)(wu)+(fod)(uv)
olur. Sonug olarak f od bir metriktir, yani f € 9% dir.

(=) f eBM oldugunu varsayalim. Teorem 3.1.4. geregince f e dir ve bdylece

Lemma 2.2.9 dan f fonksiyonu uyumludur.

f fonksiyonunun kesin sinirli oldugunu géstermek i¢in p ,R {izerinde bir alisilmis metrik,

her @ e[0,) i¢in
d(w)=0" ve a>1

olmak iizere d fonksiyonu d = go p seklinde tanimlansin. Teorem 3.1.1 den her w,v e R

icin d fonksiyonu R iizerinde bir b —metrik ve
d(wv)= |a)—v|a
dir.

Bu durumda f od bir metriktir ve her w,v,ueRve a >1 igin

f(|a)—v|a)ﬁ f(|a)—,u|a)+f(|,u—v|a) (3.6)
elde edilir.

1
(3.6) kullanilarak, her  >1 ve w=1,v=1, u= > i¢in

f(1)<2f (2—j (3.7)
elde edilir.
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: . . 1
f fonksiyonunun 0 noktasinda siirekli oldugu varsayilsin. n — oo iken > — 0 oldugundan

f (2_1”j — f(0)=0 olur ve bdylece (3.7) den

n—o

0< f(l)gznmf(zin):o

elde edilir, bu ise geliskidir. Ayrica 0< f (1) esitsizliginin f fonksiyonunun uyumlu

olmasindan goriiliir.

Boylece f fonksiyonu siireksiz bir metrik koruyandir. Lemma 2.2.7 den her @ >0 i¢in

f (a)) > ¢ olacak sekilde bir £ >0 vardir.
u=inf,, f (@) olsun. Budurumda u>¢&>0 olur.
Her @ >0 i¢in u< f (@) < 2u oldugunu iddia edilsin.

a,b pozitif reel sayilar olsun. Her & >0 igin (3.6) esitsizliginde

1 1
w=0,v=2a% ve uy=a“

kullanilarak
f(2“a)<2f(a) (3.8)
elde edilir.

Durum 1. b < 2a olsun, buradan (b,a,a) bir ii¢gen iiliisiidiir. f € 97 oldugundan Lemma

2.2.12 geregince

f(b)s 2f (a)
dir.
logbh—loga
Durum 2. b>2a ve ¢ =————=" olsun.
log 2

Bu durumda « >1 dir. (3.8) esitsizligi geregince f (b)<2f (a) olur.

25



Her durumda

f(b)<2f(a) (3.9)

elde edilir. Herhangi a € R" i¢in (3.9) esitsizligi saglandigindan f(b sayist,

{f(a):a>0}

kiimesinin bir alt siridir. Oyleyse
@ <inf_, f(a)=u

olur ve boylece her b >0 i¢in f (b) <2u elde edilir.o

Teorem 3.1.10. Herhangi bir f :[0,00) —[0,%0) fonksiyonu i¢in f fonksiyonunun bir

metrik b —metrik koruyan olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul f fonksiyonunun b—

metrik koruyan olmasidir, yani 95 < ‘B dir [6].

Ispat: Teorem 3.1.4 den B < MB oldugunu biliyoruz. MB =B oldugunu gostermek
yeterlidir.

f e MB ve (X,d) bir b—metrik olsun.

Teorem 3.1.8den f fonksiyonu uyumlu ve yar1 alttoplamsaldir. Bu durumda f fonksiyonu

uyumlu oldugundan f od , (Bl) kosulunu saglar. Ek olarak d (a) v) =d (v, a)) oldugundan

fod, (B2) kosulunu saglar. fod fonksiyonunun (B3) kosulunu sagladigini gdsterelim.
f fonksiyonu yari alttoplamsal oldugundan, her a,b € [O,oo) i¢in
f(a+b)<t.(f(a)+f (b)) (3.10)

olacak sekilde bir t>1 vardir.

d bir b—metrik oldugundan, her w,v, e X igin
d(w,v)< Sl(d (o, 1)+d (u,v)) ve n>s

olacak sekilde bir n € N segebiliriz ve boylece her w,v, e X igin
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d(eo,v)<n(d(w, pu)+d(uv)) (3.11)
olur.

f € 9B oldugundan Teorem 3.1.6 dan, herhangi

a,b,ceA igin (f(a), f(b), f(c))eA, (3.12)
olacak sekilde bir s, >1 vardir.

s=2s,nt" ,o,v,ue X ve a=d(w,v),b=(o,u) ,c=d(uv)

olsun. (3.11) den

asnb+nc

dir. Bu durumda

(a,nb+nc,nb+nc)e A ve (3.12) den

(f(a), f(nb+nc), f(nb+nc))eA,

olur. Boylece

(fed)(wv)=f(a)<s,(f(nb+nc)+f(nb+nc))=2s,f(n(b+c)) (3.13)
elde edilir.

Her @ €[0,%0) ve me N igin

f (mo)<mt™f (o) (3.14)

oldugunu gosterelim.

we [O, oo) olsun ve m {izerinde tiimevarimla (3.14) esitsizligini ispatlayalim.
m =1 i¢in sonug agiktir.

m>1 olsun ve (3.14) esitsizliginin M i¢in saglandigini kabul edelim.

t>1 oldugundan

mt"* +1<(m+1)t"
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elde edilir. (3.10) ve tiimevarim hipotezinden
f((m+l)w)< ( (M) + f (@)

t(mt"™*f (e a)))

t(mtrn 1+1)

(m+1)m1 (o )

t
(m+)t" f (w)

elde edilir. Bu durumda (3.10), (3.13) ve (3.14) den

I IA

IN

(fod)(w,v)<2s,nt"f(b+c)
<2s,nt(f(b)+f(c))

=5((F o) (@) +(f20) ()

olur. Sonug olarak f od bir metriktir.o

Sonug 3.1.11. f: [O, OO) - [0, OO) fonksiyonu uyumlu olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir.

(i) f eB,

(i) f eMB,

(iii) Her (a,b,c)e A i¢in f(a), f(b), f(c)eA,
olacak sekilde bir $>1 vardir [6].

Ispat. Teorem 3.1.6 ve 3.1.10 dan agiktir.o

3.2 b—Metrik Koruyan Fonksiyonlar i¢cin Gluing Lemma
Teorem 3.2.1. g,he®B, r>0 ve g(r)=h(r) olsun.

f :[0,00) > [0,0) fonksiyonu

g(w) , we[0r)
f(w):{h(a}) , a)e[r,oo)

seklinde tanimlayalim.
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Her @,v [r,») i¢in

o-v]<r=5[h(0)-n()< g (o)

olacak sekilde artan ve konkav bir g fonksiyonu kabul edelim.

Bu durumda f €% dir [7].

Ispat. g,h e oldugundan Teorem 3.1.7 ve Teorem 3.1.9 den her (a,b,c) € A i¢in
(9(a).9(b).g(c)) €A, ve (h(a).h(b).h(c)) <A,

olacak sekilde bir s,,s, >1 vardir.

s=max{s,,s,} ve (a,b,c)eA olsun.

Genelligi bozmadan

0<a<bh<c<a+b (3.15)
oldugunu varsayalim. Eger a,b,c €[0,r) ise

(f(a). f(b). f(c))=(0(a).a(b) 5 (c)) e, <A,

olur. Eger a,b,c e[r,) ise,

(f(a), f(b), f(c))=(h(a),h(b),h(c))eA, =A,

olur. a,b,c noktalarinin ayn aralikta olmadigi durumlari inceleyelim.

(3.15) esitsizliginden ¢ e[r, ) ise a,b [0,r) olur.

O halde asagidaki iki durumu inceleyelim.

Durum 1. a,b€[0,r) ve ce[r,o) olsun. Bu durumda

f(a)=g(a)<g(b)=f(b)<f(b)+f(c)<s(f(b)+f(c)) (3.16)
olur.

r—c|=c-r<a+b-r<r+r—r=r
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oldugundan

l9(r)=h(e)l=[n(r)-h(c)<g(lr—cl)=g(c-r)

olur, buradan

—g(c-r)<g(r)-h(c)<g(c-r) (3.17)
ve
g(r)-g(c—r)<h(c)
elde edilir.
c<a+b
oldugundan
c-r<a+b-r<a
olur. g fonksiyonu artan oldugundan
g(c-r)<g(a)
ve boylece
f(b)=g(b)<g(r)<g(r)+g(a)-g(c-r)=(g(r)-g(c-r))+9(a)
<h(c)+g(a)=f(c)+f(a (3.18)
)

olur. g konkav oldugundan Lemma 2.2.14 den
t=r ,w=a+b-r ,v=a, u=b
degerlerini yerine yazdigimizda
g(a+b-r)+g(r)<g(a)+g(b)

elde edilir. (3.17) den

h(c)<g(r)+g(c-r)

ve
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(a)+ f (b) (3.19)

olur. (3.16), (3.18) ve (3.19) dan

(f(a). 1 (0). T(c)) <,
oldugu sonucuna ulasiriz.

Durum 2.a€[0,r) ve b,c[r,) olsun.
(h(r),h(b),h(c))eASz oldugundan
r<b+c,b<c<c+rvec<a+b<r+b

olur. Bu durumda (r,b,c)e A dir. Béylece

f(a)=g(a)<g(r)=h ()S (h(b)+h(c))
<s(n(b)+h(e)) = s(f (b)+ T (c) %20
elde edilir.

lo—c|=c—b<r oldugundan

f(b)=h(b)<g(c-b)+h(c)<g(a)+h(c)
=f(a)+f(c)<s(f(a)+f(c)) (3.21)
f(c)=h(c)<g(c-b)+h(b)<g(a)+h(b)

=f(a)+f(b)<s(f(a)+f(b)) (3.22)

olur.

(3.5), (3.6) ve (3.7) den (f (a), f (b), f (c)) €A, elde ederiz.
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Tiim durumlar icin (f (a), f (b), f (C)) e A, dir.
Sonug olarak Tanim 2.2.4 den f €98 oldugu goriiliir.o

Teorem 3.2.2. g,he B, r>0 ve g(r)=h(r) olsun.

f :[0,00) —=[0,0) fonksiyonu

f(w):{g(a)) , we[0r)

h(w) , we[r,o)
seklinde tanimlansin.
A=sup, ., f (w) ve B= inf, .., f (o)
olsun. Bu durumda

A = max {Supwe(o,r) g (a)) ’Supwe[l’,oo) h (a))}

(i) . _
B =min {Infwe(o,r) g(@).inf, h(a))}

saglanir ve asagidaki 6nermeler denktir.

(i) f BT,

(i) A< 2B,

(V)sup,,) 9 (@) <2inf . h(@) ve sup,, . h(e)<2inf_, g(e) [7].
Ispat. Lemma 2.2.13 den her w € (0,%) i¢in

v f(w)<2v

olacak sekilde bir v >0 vardir.

Bu durumda v< B < A< 2v elde edilir ve (iii) kosulu saglanir.
Tersine (ii1) kosulunun saglandigini kabul edelim.

we (0, oo) i¢in,

B=inf _

f(w)< f(w)<sup )f(a)):ASZB

(02)

(ue(O,oo
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elde edilir.

f fonksiyonun kesin sinirli oldugu goriliir.

Lemma 2.2.13 den g ve h fonksiyonu uyumlu fonksiyondur. Boylece f fonksiyonu

uyumludur ve f e B0t oldugu elde edilir. Sonug olarak (ii) ve (iii) denktir.

Simdi (iii) 6nermesinin dogru oldugunu kabul edelim ve (iv) {in saglandigin1 gosterelim.

supwe(oyr)g(a))Smax{supwe(o’r)g(a)) SUP,..) (a)}: <?7B

=2min{inf,, 9(@),inf,( , h(@)} <2inf,,  h(o)

ve benzer sekilde

SUP,y, .y N(@) <A< 2B <2inf,_, ) g(o)

elde edilir. O halde (iv) saglanir.

Durum 1.sup,,_ ) (@) 2sup,, ., h(@) ve A=sup,_,  g(@)
dir.

g € BIM oldugundan (i) = (ii1) ispatinda kullanilan benzer adimlarla
SUP,,0.) 9 (w)<2 inf, o9 ()

elde edilir. (iv) den

SUP,,0.) 9 (w)<2 inf, .., h(w)

oldugunu biliyoruz. Boylece

A<min {2|nf <on (@), 2inf__ h(a))}

— 2min {infwe(olr) g(@).inf, .., h(a))} =2B
elde edilir.

Durum 2. sup,,_, ,, 9(w )<supw€[roo h(w)

ve
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A=sup,, ., h()

dir. heBIM oldugundan
SUP,,, .y N(@) <2inf, 4, h(w)
dir. (iv) den

SUP,fr ) h(w)<2 inf,_,., 9 (o)

olur. Boylece A<2B oldugu goriliir. A< 2B esitsizligi, (iii) onermesini her durum igin

ispatlar.o
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4. GENELLESTIRILMIS b- METRIiK KORUYAN FONKSIiYONLAR
VE GLUING LEMMA

Bu boliimde genellestirilmis b — metrik koruyan fonksiyon kavrami ve temel 6zellikleri ele

alinacaktir.

4.1 Genellestirilmis b — Metrik Koruyan Fonksiyonlar
Tamm 4.1.1. (X,d) bir metrik uzay, (X,d;) bir b-metrik uzay, (X,d,) bir

genellestirilmis b—metrik uzay ve f :[0,00) —[0,0) bir fonksiyon olsun. Bu durumda
(i) fod, fonksiyonu X iizerinde bir genellestirilmis b—metrik ise f fonksiyonuna
genellestirilmis b — metrik koruyan denir [8].

(ii) fod fonksiyonu X iizerinde bir genellestirilmis b —metrik ise f fonksiyonuna metrik

—genellestirilmis b —metrik koruyan denir [22].

(iii) fod, fonksiyonu X diizerinde bir metrik ise f fonksiyonuna bir genellestirilmis b —

metrik —metrik koruyan denir [22].

(iv) fod, fonksiyonu X iizerinde bir genellestirilmis b—metrik ise f fonksiyonuna bir

b — metrik — genellestirilmis b —metrik koruyan denir [22].

(v) fod, fonksiyonu da X tizerinde b—metrik ise f fonksiyonuna genellestirilmis b —

metrik — b — metrik koruyan denir [22].

¢, tim genellestirilmis b—metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesi, €, ise tiim metrik —
genellestirilmis b —metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesi, €, 91 tiim genellestirilmis b —
metrik —metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesi, B¢&, tiim b—metrik —genellestirilmis b —
metrik koruyan fonksiyonlarin kiimesi ve € B tiim genellestirilmis b —metrik — b — metrik

koruyan fonksiyonlarin kiimesi olsun [22].

Teorem 4.1.2. ¢ pozitif bir reel say1 olsun.

f :[0,00) - [0,00) fonksiyonu f (co) = w” olarak tanimlansin.

Bu durumda
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(i) Eger O<a <1ise f fonksiyonu metrik koruyandir.

(ii) Eger a>1 ise f fonksiyonu genellestirilmis b—metrik koruyandir fakat metrik

koruyan degildir.
Ispat. Durum 1. Teorem 3.1.1 den elde edilir.
Durum 2. @ >1 olsun. g :[0,oo)—>R fonksiyonu

(l+o)
1+ o”

g(w)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

a (1+ a))a_l .(1— a)“’l)
(1+ a)"‘)

g (0)=

olur. Boylece

g (0w)20 w<l

dir. Buradan g fonksiyonu [0,1] araliginda artan ve [1,00) araliginda azalandir.
Her @ €[0,) i¢in

g(w)<g(l)=2"" (4.1)

f fonksiyonunun genellestirilmis b—metrik koruyan oldugunu gostermek i¢in d,

fonksiyonu X uzayi iizerinde bir genellestirilmis b —metrik ve her w,v, u e X igin
(d,1) ve (d,2) kosullarm sagladigi kolayca gériiliir.

Gergekten,

(dy1) (fody)(@v)=0s f(dy(a,v))=0<(d,(0v)) =0cd,(0,v)=0c 0=V

ve

(dy2) (fed,)(@v)="1(d,(@,v))=f(d,(v.@))=(f-d,)(v,0)
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elde edilir.

(d,3) kosulu i¢in a,b,c e X olsun. Eger a=C ise

fod,(ab)<[6(ab)] .2 (fod,(ac)+fod,(c,d))

oldugu agiktir.

a # ¢ oldugunu varsayalim (4.1) den

fs)

d (a.c)

ve

(Ao (@) +dy (e.0)") <272 (d, (a.€)" +, (c.b)')

=2"%((f od,)(a,c)+(fod,)(c,b))

elde edilir.

(4.2)

Boylece (4.2) den d, fonksiyonun genellestirilmis b —metrik olma 6zelliginden
(fod,)(ab)=(d,(ab)) <(0(ab)(d,(ac)+d,(cb)))

<[0(ab)] 2°*((f-d,)(a.c)+(fod,)(c.d))

esitsizligi elde edilir.

Buradan fod, nin (d,3) kosulunu sagladigimi gdsterir ve boylece f fonksiyonu

genellestirilmis b —metrik koruyandir fakat Teorem 3.1.1 den goriildiigii gibi f fonksiyonu

metrik koruyan degildir.o

Onerme 4.1.3. (X,d) bir metrik uzay, (X,dg) bir genellestirilmis b —metrik uzay ve

f :[0,00) —[0,0) bir fonksiyon olsun. Buradan
(i) €M M ve
(i) &, cMe,

olur.
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Ispat. Her metrik bir genellestirilmis b —metrik oldugundan ispat agiktir.
Gergekten,

feEgM=feM

d bir metrik olsun. Her metrik bir genellestirilmis b—metrik oldugundan d bir

genellestirilmis b —metriktirve f €& 91 den f od bir metriktir.

fe€ = feMe,

d bir metrik olsun. Her metrik bir genellestirilmis b —metrik ve f € &, oldugundan f od

bir genellestirilmis b —metriktir.o

Onerme 4.1.4. (X,d) bir metrik uzay, (X,dg) sinirhi bir @ fonksiyonu ile genellestirilmis

b—metrik uzay, f :[0,00) —[0,0) olsun. Bu durumda 9t c &, dir.

Ispat. f €9 ve d, fonksiyonu X iizerinde bir genellestirilmis b— metrik olsun. f od,

fonksiyonunun genellestirilmis b — metrik oldugunu gosterecegiz.

f € 9 oldugundan Lemma 2.2.9 dan f fonksiyonu uyumludur.
Oyleyse her ,v e X i¢in

(d,1) (fed,)(@v)=00=v
ve

(4,2) (2d,)(@v)=f (4, (@)= f (4, (.0))=(f =d,)(v.0)
dir.

(d,3) kosulunu gostermeye calisalim.

d bir genellestirilmis b —metrik oldugundan her w,v, u e X igin
a=d,(o,v),b=d,(0.u), c=d,(uv)

d, (o,v)= H(a),v)[de (o, 1)+d, (,u,v)]
a< Q(a),v)[b+c],
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d (0, 1) =0(w, 1) d, (0.v)+d, (v, u)]
b<8(w, u)[a+c]

ve

d, (v, p)= Q(V,y)[da (v,o)+d, (a),,u):l
c< 9(v,y)[a+b]

elde edilir.

N :Sup{ﬁ(a),v) ‘w,V e X} olmak iizere n, N den biiyiik bir pozitif tam say1 olsun. Bu

durumda her w,v, e X
a<éf(w,v)[b+c]<n[b+c]=nb+nc
olur. Bdylece (a,nb+nc,nb+nc) bir iiggen iigliistidiir.

f metrik koruyan oldugundan sirastyla Lemma 2.2.9, Lemma 2.2.11 ve Lemma 2.2.12

geregince
f(a)< f(nb+nc)+ f (nb+nc)=2f (nb+nc)
<2(f(nb+nc))<2(nf (b)+nf (c))=2n(f(b)+f(c))

elde edilir. Sonug olarak
(fd,)(@v)<2n((fod,)(@m)+(fd,)(sv))
olur.c

Sonuc 4.1.5. (X , d) bir metrik uzay, (X , dg) siirh bir @ fonksiyonu ile genellestirilmis

b —metrik uzay ve f :[0,00) — [0,%0) bir fonksiyon olsun. Bu durumda

EMcMcE, cME,
olur.

Onerme 4.1.6. (X,d,) bir b—metrik uzay, (X,d,) bir genellestirilmis b — metrik uzay ve

f :[0,00) — [0, ) bir fonksiyon olsun. Bu durumda
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BcE,
dir.
Onerme 4.1.7. (X,d,) bir b—metrik uzay, (X,d,) bir genellestirilmis b— metrik uzay ve

f :[0,00) —[0,0) bir fonksiyon olsun. Boylece
(i) € BB ve

(ii) ¢, c BeE,

olur.

Ispat. Her b —metrik bir genellestirilmis b —metrik oldugundan ispat agiktir. Gergekten,

fe¢B=1eDB

olur. d; bir b—metrik olsun. Her b —metrik bir genellestirilmis b — metrik oldugundan d

bir genellestirilmis b — metriktir ve f € €8 den f od, bir b —metriktir. O halde
fe€¢ = feBE,

elde edilir. d, bir b —metrik olsun. Her b —metrik bir genellestirilmis b —metrik ve f € &,

oldugundan f od_ bir b—metrik —genellestirilmis b— metriktir. Onerme 4.1.6 ve Onerme

4.1.7 den asagidaki sonuca ulasabiliriz.

Sonug 4.1.8. (X,d,) bir b—metrik uzay, (X,d,) bir genellestirilmis b—metrik uzay, ve

f :[0,00) > [0,0) olsun. Bu durumda

BB BE,
oldugu goriiliir.

Onerme 4.1.9. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir b—metrik uzay, (X,d,) bir

genellestirilmis b —metrik uzay ve f :[0,00) —[0,0) bir fonksiyon olsun. Bylece
(i) EMceED

(ii) €, = BE,
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olur.

Ispat. (i) d, , X iizerinde bir genellestirilmis b— metriktir. f €€ 9 oldugundan f od,,
X tizerinde bir metriktir. Her metrik bir b —metrik oldugundan f od, bir b—metriktir. O

halde f €¢&,B dir.

(i) d,, X dizerinde bir b—metriktir. Her b—metrik bir genellestirilmis b—metrik
oldugundan d_, X iizerinde bir genellestirilmis b —metriktir. f € & 9 oldugundan f od,

X lzerinde bir metriktir. Boylece her metrik bir genellestirilmis b —metriktir. O halde

f eBE, dir.
Sonug 4.1.5, Sonug 4.1.8 ve Onerme 4.1.9 dan asagidaki sonuca ulasabiliriz.

Sonug 4.1.10. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir b—metrik uzay, (X,d,) smirh bir
fonksiyonu ile genellestirilmis b—metrik uzay ve f :[0,00) —[0,0) bir fonksiyon olsun.

Bu durumda

EMcE BB BE,
ve

EMcMcBcE cME,
olur.

Teorem 4.1.11. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir genellestirilmis b—metrik uzay ve

f :[0,00) > [0,0) fonksiyonunun uyumlu oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidakiler

denktir:

(i) f eMme,

(ii) Her (a,b,c) €A i¢in (f (a), f (b), f (C)) €A, olacak sekilde bir : X x X — [1,00)
fonksiyonu vardir.

ispat. f e MB oldugunu kabul edelim. d, R? iizerinde bir Oklid metrigi olsun. Bu

durumda f od bir genellestirilmis b— metriktir.
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Her o,v, 1€ R? icin

(1) (@,40) <0, )[ (o) (0,0)+( T 20) (v,12)]

olacak sekilde bir € vardir.

(a, b, C) € A olsun. Oklid geometrisine gore dyle U,V.W e R? vardir ki
d(uw)=a, d(u,v)=b ve d(v,w)=c

dir. Bu durumda

olur. Benzer sekilde

f(b)<0(uv)(f (2)+1(c)) ve f(c)<O(v.w)(f (2)+ f (b))
olur. Béylece

(f(2),1(b). f(©)) <A,

dir.

Tersine her (a,b,c) €A igin (f (a), f(b), f (C)) € A, olacak sekilde bir @ oldugunu kabul

edelim.

(X,d) bir metrik uzay olsun. f od fonksiyonunun bir genellestirilmis b — metrik oldugunu

gosterelim.
(dgl) Her w,v € X i¢in
(fod)(wv)=0cf (d (a),v))zo

<d(w,v)=0

Sw=V
elde edilir.

(d92) Her w,v e X igin
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(-d)(o)- 1 (d(0v)
= f(d (v,a)))
~(fed)(0)

olur.

(d93) w,v, e X olsun.

(d (a),v),d (a),,u),d (,u,v)) € A oldugundan

(f (d (a),v)), f (d (a),,u)), f (d (,u,v))) eA, dir.
Yani

(f od)(a),v)SQ(a),v)((f od) (@, u)+(f od)(,u,v)) oldugundan fod, bir

genellestirilmis b —metriktir.o

Teorem 4.1.12. (X, d,) bir b—metrik uzay, (X,d,) bir genellestirilmis b — metrik uzay ve

f :[O, OO) - [0,00) fonksiyonunun uyumlu oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidakiler

denktir:

(i) f eBeE,

(i) Her (a,b,c)eA, igin (f(a), f(b), f(c))eA, olacak sekilde bir 8: X x X —[1,0)
fonksiyonu vardir.

ispat. f €®B¢, oldugunu kabul edelim. d,, R? iizerinde bir Oklid metrigi olsun. Her
metrik bir b —metrik oldugundan d, ayni zamanda bir b — metriktir. Bu durumda f od, bir

genellestirilmis b — metriktir.

Her o,v, 1€ R? icin

(120,) (@) <00 )[(Fo0,) (@) (T od,)(v,4)]

olacak sekilde bir € vardir.
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(a,b,c)eA, olsun. Oklid geometrisine gore dyle u,v,weR? vardir ki d,(uw)=a,

d, (u,v)=b ve d,(v,w)=c dir. Budurumda

S

olur. Benzer sekilde
f(b)<0(uv)(f(2)+1(c)) ve f () <O(vw)(f (a)+ f (b))
olur. Béylece

(1(a). £ (0). T (c)) <A,

dir.

Tersine her (a,b,c) €A, igin (f (a), f (b), f (C)) € A, olacak sekilde bir € oldugunu kabul
edelim. (X,d,) bir b—metrik uzay olsun. f od, in bir genellestirilmis b — metrik oldugunu

gosterelim.

(d,1) Her o,v e X igin,

(fod,)(wv)=0& f(ds(a),v))=0
<d (o,v)=0

S w0=V
elde edilir.

(d62) Her w,v € X igin,

(d,3) Her o,v, e X olsun.

(d,(@.v),d (@, u),d,(1,v)) €A, oldugundan
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(f(ds(@v)), F(d (e, 1)), t(d,(.v))) A,

Yani

(fod)(@v)<0(@v)((Ted)(@u)+(Ted) (V)
oldugundan f od, bir genellestirilmis b —metriktir.o

Teorem 4.1.13. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir genellestirilmis b—metrik uzay olsun,

f :[0,00) - [0,00) fonksiyonu uyumlu, yari alttoplamsal ve artan ise f € M€, dir.

Ispat. f fonksiyonunun [0,00) araliginda uyumlu yar alttoplamsal ve artan oldugunu

kabul edelim.
(X,d) bir metrik uzay olsun. f od fonksiyonunun bir genellestirilmis b — metrik oldugunu
gosterelim.

d fonksiyonunun bir metrik olmas1 ve f fonksiyonunun uyumlu olmasindan asagidaki

durumlar kolayca goriiliir.

(dy1)(fod)(wv)=0< f(d (a),v)):O
<d(w,v)=0

(4,2)(f <d) ()= T (d (@)= { (d(v.0))
~(f-0)(0)

olur.

(dy3) f fonksiyonu yari alttoplamsal oldugundan her a,b €[0,0) igin,
f(a+b)<s(f(a)+f (b)) (4.3)
olacak sekilde bir s>1 vardir.

Her o,v,ue X igin Q(a),v):s olsun. f fonksiyonunun artanhigi ve (4.3) esitsizligi

kullanilarak
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elde edilir. Sonug olarak f € ME, dir.o

Teorem 4.1.14. (X,d,) bir b—metrik uzay, (X,d,) bir genellestirilmis b—metrik uzay

olsun. f :[0,00) —>[0,0) fonksiyonu uyumlu, dogrusal ve artan ise f € BE, dir.
Ispat. f fonksiyonunun [0,00) araliginda uyumlu, dogrusal ve artan oldugunu kabul
edelim.

(X,d,) bir b—metrik uzay olsun. fod, in bir genellestirilmis b—metrik oldugunu

gosterelim.

Her o,v € X i¢in,

(dy1) (fod,)(@v)=0< f(d,(0.v))=0cd,(0,v)=0c 0=V

(d,2) (fd,)(@)=F(d, (@)= (4, (v.0))=( =0, )(v,0)
elde edilir.

(d,3) fonksiyonu dogrusal oldugundan her a,b €[0,) igin,

f(a+b)<s(f(c)

(fod)(e ’V)=f(ds

(b))

v))
< f ( s (@, (o,v ])
— (s (0,15 1)
<s[ feod, (o, )+f d, (1.v)]
=0(ow)((Tod)(@u)+(fod)(uv))

elde edilir. Sonug olarak f €BE, dir.o
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Teorem 4.1.15. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) smirh bir 6 fonksiyonu ile

genellestirilmis b—metrik uzay ve f :[0,00) —[0,0) bir fonksiyon olsun. f e IMM¢E, ise f

fonksiyonu uyumlu ve yari alttoplamsaldir.

ispat. f e9ME, ve d, R iizerinde bir alisilmis metrik olsun.

Bu durumda f od, R {izerinde bir genellestirilmis b — metriktir. Buradan
f(0)=f(d(0,0))=(f-d)(0,0)=0

olur. Ayrica 0 €[0,0) ve f(®)=0 oldugunu kabul edelim. Boylece

0= ()= 1(d(2.0))=(f =d)(@,0)

dir.

(fod)(w0)=0

ve

f od bir genellestirilmis b —metrik oldugundan @ =0 dir. O halde

f({0})={0}
yani f fonksiyonu uyumludur.

f od bir genellestirilmis b — metrik oldugundan her @,v, € R igin

(fod)(wv)< 9((0,V)(( fod)(wu)+(f od)(u,v))
olacak sekilde bir 8: X x X — [1,00) fonksiyonu vardir.

f fonksiyonunun yari alttoplamsal oldugunu gostermek igin a,be[0,00) olsun. Bu

durumda
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Sonug olarak f yar alttoplamsaldir. o

Teorem 4.1.16. (X,d,) bir metrik uzay, (X,d,) smirh bir ¢ fonksiyonu ile
genellestirilmis b —metrik uzay ve f:[O,oo)—>[O,oo) olsun. f eB¢E, ise f fonksiyonu

uyumlu ve yari alttoplamsaldir.

Ispat. Teorem 4.1.15 ispatindan gorebiliriz.o

Teorem 4.1.17. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) bir genellestirilmis b—metrik uzay

f :[0,00) —>[0,0) bir fonksiyon olsun. Bu durumda f € & 91 olmast i¢in gerekli ve yeterli

kosul f fonksiyonunun uyumlu ve kesin sinirli olmasidir.
Ispat. (<) f fonksiyonunun uyumlu ve kesin sinirl oldugunu varsayalim.
Her @ >0 i¢in
f(w)e|v,2v] (4.4)
olacak sekilde bir v >0 sabiti olsun.
(X,d,) uzay: genellestirilmis b —metrik olsun. f od, nin bir metrik oldugunu gosterelim.
(fod,) nin (d1) ve (d2) kosullarini sagladig1 agikca goriiliir.
(d3) kosulunu sagladigini géstermek i¢in her w,v, € X olsun.
Eger w=v ise
(fodg)(a),v)ﬁ(fode)(a),,u)+(fodg)(,u,v) (4.5)

oldugu aciktir.

Benzer sekilde @ = 4 yada v = u ise (4.5) esitsizligi saglanir.
Varsayallm ki o#v ,w# u ve v # u olsun.

O zaman d (@,v) ,d (@, u) ve d(v, u) pozitiftir. (4.4) den

f (da(w"/)) F(d (v)) 1 (de(w'ﬂ)) e[v.2v]

elde edilir. Bu durumda
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(fody)(@v)<2v=v+v<(fod,)(@u)+(feod,)(mv)
olur. Sonug olarak f od, bir metriktir, yani f € & 9 oldugu elde edilir.
(=) fe€& M oldugunu varsayalim.

Sonug 4.1.10dan f € 9 dir ve boylece f fonksiyonu metrik koruyan oldugundan Lemma

2.2.9.dan f fonksiyonu uyumludur.

f fonksiyonunun kesin sinirli oldugunu gostermek igin 77, R iizerinde bir alisilmis metrik
ve her w €[0,) igin,

d(w)=0" ve a>1
olmak tizere d, fonksiyonu d, =g o7 seklinde tanimlansin. Teorem 4.1.19 (ii) den
d,(0,v)= (a)—v)a
genellestirilmis b — metriktir.

f €€ M oldugundan fod, bir metriktir. Ayrica Teorem 3.1.9 kullanilarak f

fonksiyonunun kesin sinirli oldugu goriiliir. o

Teorem 4.1.18. (X,d) bir metrik uzay, (X,d,) smirli bir & fonksiyonu ile genellestirilmis

b—metrik uzay1 ve f :[0,00)—[0,0) fonksiyonu olsun. Bu durumda herhangi bir f

fonksiyonunun metrik — genellestirilmis b — metrik koruyan olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

kosul f fonksiyonunun genellestirilmis b — metrik koruyan olmasidir, Yani,

dir.

Ispat. Onerme 4.1.3 den

¢, CcME,

oldugunu biliyoruz. Bu durumda

ME, €,

49



oldugunu gosterecegiz.

f e ME, olsun. f e, oldugunu, yani fod, fonksiyonunun bir genellestirilmis b—
metrik oldugunu gosterelim. Teorem 4.1.15 den f fonksiyonu uyumlu ve yari
alttoplamsaldir. Bu durumda, fod, fonksiyonunun genellestirilmis b—metrik olma

kosullarin1 sagladigini kolayca gdsterebiliriz.

(d,1) f fonksiyonu uyumlu oldugundan her @,v € X igin,
fod,(wv)=0c f (dg(w,v)):0<:>de(a),v)=O<:>a)=v
olur.

(d,2) Her w,v e X igin,

{0, ()= 1 (3, (00))= T (d (v,)) = o, (v,0)
elde edilir.

(d,3) f fonksiyonu yar alttoplamsal oldugundan her a,b € [0,%) igin,

f(a+b)<s| f(a)+f(b)] (4.6)
olacak sekilde bir s >1 vardir.

d, bir genellestirilmis b —metrik oldugundan, hipotezden her w,v, € X igin

dy(@,v) <6, (a),v)[dg (@, u)+d, (:“’V)]

olacak sekilde sinirli bir 8, fonksiyonu vardir.

n =sup{6,(w,v):o,veX|

olsun. Bu durumda

d, (@.v)<m[d,(o,u)+d,(1v)] (4.7)
olacak sekilde m>n, dogal sayisi vardir.

f € M€, oldugundan Teorem 4.1.11 ve hipotezden her (a,b,c)e A igin
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(f(a).1(b).1(0))<A,
olacak sekilde bir sinirli 8, fonksiyonu vardir.
n, =sup{6,(o,v):m,veX} ve
n=2n,ms"
olsun.
v, e X icin,
a=d,(wv), b=d, (@ u) ve c=d,(u,v)
dir. (4.7) den,
a<mb+mc
olur ve buradan
(a,mb+mc,mb+mc)eA
elde edilir. Teorem 4.1.11 den,
(f(a), f(mb+mc), f (mb+mc))ea,

dir ve buradan,

f(a)=(fed,)(@v)<6,(wv)[ f(mb+mc)+f(mb+mc)]

=20, (a),v) f (m(b+c))
<2n,f(m(b+c))

elde edilir. Simdi, herw €[0,0) ve a e N igin,

f(aw)<as“f (o)

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in ¢ {lizerinden tiimevarim yapalim. o =1 i¢in (4.9) un

saglandig1 agiktir. ¢ >1 olsun ve « igin (4.9) un saglandigin1 kabul edelim. a>1

oldugundan

as“t+1<(a+1)s*



dir.
(4.6) dan ve tiimevarim hipotezinden

(a +1)a))£ S[f (aw)+ f (a))] < S[asa’lf (w)+ f (a))]

(
=S as‘“+l) f(w)<s(a+1)s"f ()
(

elde edilir. Bu durumda (4.9) saglanuir.

(4.6), (4.8) ve (4.9) kullanilarak

(fod,)(@v)<2n,f(m(b+c))
<2n,ms"*f (b+c)
<2n,ms"™*s[ f (b)+ f(c)]
=2n,ms"[ f (b)+ f(c)]

:n[f ode(a),,u)Jr f ode(,u,v)]

elde edilir. 6(w,v)=n olarak alindiginda (d,3) kosulunun saglandigi goriiliir. Sonug

olarak f od, bir genellestirilmis b —metriktir.o

Teorem 4.1.19. (X,d,) bir b—metrik uzay ve (X,d,) smrl bir 6:XxX —[1,)
fonksiyonu ile genellestirilmis b—metrik uzay olsun. Bu durumda herhangi bir
f :[0,00) >[0,0) fonksiyonunun bir b—metrik—genellestirilmis b—metrik koruyan
fonksiyon olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul f fonksiyonunun genellestirilmis b—

metrik koruyan olmasidir. Yani,

dir.

Ispat. Teorem 3.1.17 de kullanilan ¢6ziim ydntemi ile basitce anlasilir. o

4.2 Genellestirilmis b-Metrik Koruyan Fonksiyonlar i¢cin Gluing Lemma
Bu boliimde genellestirilmis b — metrik koruyan fonksiyonlar igin iki farkli gluing lemma

kanitlanmustir.
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Teorem 4.2.1. (X,d) bir metrik uzay ve (X,d,) smrh bir 6 fonksiyonu ile
genellestirilmis b—metrik uzay olsun. f,f,e€,, £>0 ve f(¢)=f,(¢) oldugunu

varsayalim. f :[0,00)—)[0,00) fonksiyonu w € X igin

seklinde tanimlansin. Tim @,v € [g,oo) igin,

lo—v|<e=|f,(0)-f,(v)|< f,(lo-Vv|)

olacak sekilde konkav ve artan bir f, fonksiyonunun oldugunu kabul edelim. Bu durumda
fe€,

olur.

Ispat. f,, f, €&, oldugundan Teorem 4.1.11 ve Teorem 4.1.18 den her (a,b,c)e A i¢in,

(f.(a), f,(b), f,(c))ea,

ve

(f.(a). f,(b). T, (c)) €A,

olacak sekilde 6,6, : X x X —[1,00) fonksiyonu vardir. Her @,v € X icin
0(w,v)=max{6,(o,v),6,(o,v)}

olacak sekilde bir 6: X x X —[1,00) fonksiyonu tanimlansin. Genelligi bozmadan

0<a<b<c<a+b (4.10)

oldugunu varsayalim. Eger a,b,c €[0,¢) ise

(1(a). £ (0). 7 (c)) =((a), 1, (b). f,()) e, =4,

olur. a,b,c e[e,x) ise
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(1(a). £ (6). 1 (c)) =(%.(a). £,(b), T, (c)) e, =4,

olur. a,b ve C noktalarmin ayni aralikta olmadigi durumlart inceleyelim. (4.10)

esitsizliginden ¢ [0, &) ise a,be[0,£) olur. Oyleyse asagidaki iki durumu inceleyelim.
Durum 1. a,b€[0,&) ve ce[e,) olsun. Bu durumda

f(a)=f,(a)< f,(b)="f(b)< f(b)+f(c)<O(ov)(f(b)+f(c)) (4.11)
elde edilir.

le—c|=c-e<a+b-c<e+e-c¢

oldugundan

olur. Buradan

—f,(c—&)<f(g)-f,(c)< f(c—¢) (4.12)
ve

f.(e)-f(c—&)<f,(c)

elde edilir.

c<a+b

oldugundan

c—-¢<a+b-¢<a

dir. f, artan oldugundan

f.(c—¢)<f,(a)

olur ve boylece
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f(b)=f,(b)<f (&)< f(e)+f(a)-f(c—¢)
=| f,(e)-f,(c—¢)]+f.(a)
<f,(c)+f(a)="f(c)+f(a)

<O(w,v)[ f(c)+f(a)]

(4.13)

olur. f, konkav oldugundan t=¢, w=a+b-&, v=a ve u=b degerlerini yerine

yazdigimizda
f,(a+b-¢&)+ f,(e)< f,(a)+ f,(b)
elde edilir. (4.12) den
f,(c)<f(e)+f(c—¢)

ve

f(c)="f,(c)<f(e)+f(c—e)<f(e)+f(a+b-¢)
< f(a)+f,(b)=f(a)+ f(b) (4.14)

<0(ov)| f(a)+f(b)]
olur. (4.11), (4.12) ve (4.13) den
(f(a). f(b).F(c)) A,
oldugu sonucuna ulastriz.

Durum 2. a€[0,¢) ve b,ce[e,) olsun.

(f,(¢). f,(b). f,(c))eA,

oldugundan,
c<b+c,b<c<c+eve c<a+b<eg+b

olur. Bu durumda

(e,b,c)eA

dir. Boylece
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elde edilir.
lb—c|=c-b<e

oldugundan,

(4.15), (4.16) ve (4.17) den
(f(a),(b). f(c)) <A,

elde ederiz. Tiim durumlar igin
(f(a), f(b), f(c))eq,

olur.

Sonug olarak Teorem 4.1.11. ve Teorem 4.1.18 den

feeg,

oldugu goriiliir. o

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Teorem 4.2.2. (X,d) bir metrik uzay ve (X,d,) smrh bir ¢ fonksiyonu ile

genellestirilmis b —metrik uzay osun. f,,f,e& M, £>0 ve f(&)=f,(¢) oldugunu

varsayalim. f :[0,20) —[0,0) bir fonksiyon ve her @ €[0,) i¢in
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seklinde tanimlansin.
A= Supwe(o,oo) f (a))
ve

B=inf, ., (o)

olsun.
A= max{supwe(o,r) fi(@),sup,,, ., fz(a))} (4.18)
B=minfinf,,, f.(o),inf, ., £, (o)} (4.19)

saglanir ve asagidaki 6nermeler denktir:

(i) feem,

(i) A<2B,

(iii) sup,, o, fi (@) <2inf . f,(w) vesup, , f,(@)<2inf ;1 (o).

Ispat. Teorem 4.1.17 den sup,, fi(®), sup, . (@), inf,,, f(w) ve

infwe[r’oo) f, (a)) vardir. Bu durumda (4.18) ve (4.19) kosullarinin saglandigi agiktir. Teorem

4.1.17 den f fonksiyonunun Kkesin sinirli ve uyumlu oldugunu biliyoruz. Boylece
v f(w)<2v

olacak sekilde bir v >0 vardir.

VSB<AL2v

ve

2B=2v= A

esitsizliklerinden (i1) kosulu saglanir. Diger yandan ikinci kosulun saglandigini varsayalim.

Her @ e (0,) igin,
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=inf,_,., f(@)<f(w)<sup, ., f(o)=A+2B

elde ederiz. Budurumda f fonksiyonu kesin sinirlidir. Teorem 4.1.17 den her f, f, e EM
oldugundan f; ve f, fonksiyonlart uyumludur. Bu durumda f fonksiyonu uyumludur.

Teorem 4.1.17 geregince f € € I oldugunu sdyleriz. Boylece (i) ve (ii) kosullar1 denktir.

Boylece (i1) kosulunun dogru oldugunu kabul edelim ve (iii) kosulunun saglandigini

gosterelim.

Supa)e 0,r) (C()) < max {Supa)e(o,r) fl (a)) ! Supa)e[r,oo) f2 (a))}

=A<2B

=2min{inf, ;. f,(@),inf, ., £, (o)}
<2inf, ., 1, (o)

ve

SUP,p, .y T (@) < A<2B<2inf , , f, (@)

oldugundan (ii1) kosulu saglanir. Simdi tersine asagidaki durumlari inceleyecegiz;
Durum L. sup,,_, f(@) 2 sup,, ., T, (@)

ve

A=sup, f,(w)

dir. f, € €, I oldugundan (i) = (ii) nin ispatinda kullanilan benzer adimlarla

sup

weOr

f(w)< 2inf . f,(w)
elde edilir. (ii1) kosulundan
SUp,,6.1) f,(w)< 2inf, 4., T, (o)
oldugunu biliyoruz. Boylece

A<min{2inf, T, (@),2inf, . (o)}

— 2min {infme(oyr) f,(@),inf, ;. 1, (a))} = 2B
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elde edilir.

Durum 2. sup,,_ ,, f.(@).sup,, ., T, (@)
ve

A=sup, ., T, (o)

dir. f, €& M oldugundan

SUP,p, .y T (@) <2inf, . ) 1, ()

we[r,o
oldugunu biliyoruz. (iii) den

Sup f2 (Cl)) < 2inf(ue(0,r) fl (Cl))

we[r o)

dir. Tiim durumlar icin A< 2B oldugu goriiliir. o
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5. GENELLESTIRILMIS b-METRIK KORUYAN FONKSIYONLAR
YARDIMIYLA CEMBER KAVRAMI

Bu boliimde, genellestirilmis b —metrik koruyan fonksiyon kavrami kullanilarak cesitli

¢ember tanimlar1 ve ornekleri izerinde durulacaktir.

(X,d,) bir genellestirilmis b—metrik uzay ve f:[0,00)—[0,00) fonksiyonu bir

genellestirilmis b — metrik koruyan fonksiyon olsun.

( X,d 9) genellestirilmis b —metrik uzayinda @, merkezli r yarigapl ¢ember
C/ (@, r)={we X :d,(m,0,)=r]
seklinde tanimlidir.

fod,:XxX —[0,0) genellestirilmis b—metrik fonksiyonu kisaca d, ile gosterilsin.

Yani,

d, =feod,

f

olsun. Ayrica, r, yarigap1

rp="f(r)
seklinde tanimlansin.

Bu boliimde verilecek 6rneklerde asagidaki sekilde tanimli olan genellestirilmis b — metrik

uzay Ornegini dikkate alalim:

X ={1,2,3..} ve d,: X xX > R" fonksiyonu her @,v € X igin
d, (a),v):(a)—v)4

seklinde tanimli olsun. Bu durumda, d, fonksiyonu

3
a(a),v):{|w—1VI ! ZZ

fonksiyonu ile genellestirilmis b — metriktir. ( X,d 9) ikilisi de bir genellestirilmis b —metrik

uzaydir [23].
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Tamm 5.1. (X ,dy, ) genellestirilmis b —metrik uzayinda @, merkezli, r yarigaph
C{ (@, 1) cemberi

Cf(a)o,r)={a)e X:d, (0,a0,)= r}

seklinde tanimlidir.

Ornek 5.2. f :[0,00) —[0,0) fonksiyonu

f(w)=3w

seklinde tanimli olsun. f fonksiyonu genellestirilmis b —metrik koruyan bir fonksiyondur.
w,=1ver=3

olsun. Bu durumda,

C!(13)={weX:d, (0,1)=3|
={a)eX - f odg(a),l)=3}

elde edilir.

Tamm 5.3. (X,d,) genellestirilmis b—metrik uzayida @, merkezli, r, yarigaph

C‘g(a)o,rf) cemberi
C‘g(a)o,rf):{a)e X:d, (0 w,)= rf}

seklinde tanimlidir.

Ornek 5.4. f :[0,00) —[0,00) fonksiyonu

f(w)=20
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seklinde tanimli olsun. f fonksiyonu genellestirilmis b — metrik koruyan bir fonksiyondur.

w,=1ver=1

olsun. Bu durumda,

olur. Buradan,

C’'(12)={we X :d,(1)=2}
={weX:d,(01)=2]

={a)e X :(a)—l)4 =2}=@
elde edilir.

Tamm 5.5. (X,d,) genellestirilmis b—metrik uzayinda f(w,) merkezli, r yaricaph
c’ ( f (a)o), r) ¢emberi
c’(f (a)o),r):{a)e X :d, (o, f(@,))= r}
seklinde tanimlidir.
Ornek 5.6. f :[0,00) »[0,0) fonksiyonu
f(w)=w
seklinde tanimli olsun. f fonksiyonu genellestirilmis b — metrik koruyan bir fonksiyondur.
w,=1ver=1
olsun. Bu durumda,

C’(L)={we X :d,(a, f (1))=1}
{weX:d,(01)=1]
{a)e X :(a)—l)4 =1}
{

2}

elde edilir.

w e
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Tanim 5.7. (X,def) genellestirilmis b —metrik uzayinda f(a)o) merkezli, r, yarigapl

c’ ( f(ap).r, ) cemberi

CO((f (@)1 )={@eX:d, (@, (a))=r
seklinde tanimlidir.

Ornek 5.8. f :[0,00) >[0,0) fonksiyonu
f(w)=3w

seklinde tanimli olsun. f fonksiyonu genellestirilmis b —metrik koruyan bir fonksiyondur.

=lver=1

olsun. Bu durumda,

olur. Boylece

C’(13)={we X :d, (@,1)=3|

weX:fod,( )—3}
we X :3d,(w1)=3]

{
{
{a)eX d, (@,1)=1]
foe
{

e - —1}
2}

elde edilir.

Tamm 5.9. (X,dgf) genellestirilmis b —metrik uzaymmda o, merkezli, r, yaricaph

Cf(a)o,rf) cemberi
Cf(a)o,rf)={a)e X:d, (a),a)o)= rf}

seklinde tanimlidir.

Ornek 5.10. f :[0,50) —[0,0) fonksiyonu
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seklinde tanimli olsun. f fonksiyonu genellestirilmis b — metrik koruyan bir fonksiyondur.

w,=2ver=2

olsun. Bu durumda,

olur. Buradan,

C9(21):{a)ex:d (0,2)=1f

={lweX:fo d(a)2) 1

frrsi

we X : 2}
%,

elde edilir.

Uyan 5.11. Fix(f)={0e X : f (0)=0} olsun.

w, € Fix(f) ise c’ (a)o, ) ve Cg(f(a)o),l’f) cemberleri ¢akisiktir.

@, € Fix( f) ise Ce(a)o, r) ve Cg(f (a)o), r) ¢emberleri ¢akisiktir.

r=r, ise Ce(a)o, r) ve Cg(a)o, rf) cemberleri ¢akisiktir.

r=r, ise C{(a,r) ve Cf(a)o, rf) cemberleri ¢akisiktir.

Her @ €[0,) i¢in a> 0 olacak sekilde bir,
f(w)=aw

metrik koruyan f fonksiyonu var ise C’(a,,r) ve Cf(a)o,rf) gemberleri gakigiktir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde metrik fonksiyon kavramindan yola ¢ikilarak, metrik koruyan fonksiyon, b—
metrik koruyan fonksiyon ve genellestirilmis b—metrik koruyan fonksiyon kavramlari ve
temel 6zellikleri incelenmistir. EK olarak gluing lemma ifadesi b — metrik koruyan fonksiyon
ve genellestirilmis b — metrik koruyan fonksiyon i¢in de verilmistir. Uygulama alani olarak
genellestirilmis b —metrik koruyan fonksiyon yardimi ile farkli gember tanimi ve 6rnekleri
yer almaktadir. Daha farkli genellestirilmis metrik uzaylar {izerinde de metrik koruyan
fonksiyon kavrami ve uygulamalari ¢alisilabilir. Ayrica genellestirilmis b —metrik koruyan
fonksiyon kavrami ile tanimlanan ¢emberlerin sabitliginin aragtirilmasi da bir baska calisma

konusu olarak diistintilebilir.
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