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OZET

GENISLETILMIiS MODULER GRUP UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZi
MERVE GUMUS
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF.DR.RECEP SAHIN)

BALIKESIR, HAZIRAN - 2025

Bu calismada genisletilmis modiiler grubun bazi normal altgruplari ele alinmistir. Tez bes
boliimden meydana gelmistir.

Tezin ikinci bélimiinde ¢alismada kullanilacak tanimlar verilmistir. Ayrica gerekli olan
teoremler ve yontemler sunulmustur.

Tezin {i¢ilincii boliimiinde, modiiler grubun kuvvet, komiitatér, kuvvetin komiitatér ve
temel denklik altgruplart incelenmistir. Bu altgruplarin modiiler grupta indeksleri
bulunmus iiretegleri Reidemeister-Schreier yontemi ile bulunmustur. Ayrica bu
altgruplarin simgeleri permiitasyon yontemi ile elde edilmis, cinsleri Riemann-Hurwitz
formiilii ile elde edilmistir.

Son olarak calisilan altgruplar arasindaki var olan iliskiler bulunmustur.

Tezin dordiinci bolimiinde genisletilmis modiiler grubun komiitator ve  kuvvet
altgruplarin {iretegleri ve grup sunuslar1 verilmistir. Ayrica genisletilmis modiiler grubun

temel denklik altgruplar1 hakkinda bazi sonuglar verilmistir.

Tezin besinci ve son bolimiinde, bulunan sonuglar 6zetlenmis ve gelecek calismalara
oneriler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Genisletilmis modiiler grup, kuvvet alt gruplari, komiitator
altgruplar1, modiiler grup, temel denklik altgruplar
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ABSTRACT

ON THE EXTENDED MODULAR GROUP
MSC THESIS
MERVE GUMUS
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MATHEMATICS
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BALIKESIR, JUNE - 2025

In this study, some normal subgroups of the extended modular group are considered. The thesis
consists of five chapters.

In the second chapter of the thesis, the definitions to be used in the study are given. In addition, the
necessary theorems and methods are presented..

In the third chapter of the thesis, the power, commutator, commutator of power, and principal
congruence subgroups of the modular group are examined. The indices of these subgroups in the
modular group were found, and their generators were found using the Reidemeister-Schreier
method. In addition, the symbols of these subgroups were obtained by the permutation method,
and their genera were obtained by the Riemann-Hurwitz formula. Finally, the existing
relationships between the studied subgroups were found.

In the fourth chapter of the thesis, the generators and group presentations of the commutator and
power subgroups of the extended modular group are given. In addition, some results are given
about the principal congruence subgroups of the extended modular group.

In the fifth and last chapter of the thesis, the results are summarized and suggestions for future
studies are given.

KEYWORDS: Commutator subgroups, extended modular group, modular group, , power
subgroups, , principal congruence subgroups
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SEMBOL LIiSTESI

: Modiiler grup

. Genisletilmis Modiiler Grup

: H Grubunun t. Kuvvet Alt grubu

: H Grubunun Komiitatér Alt Grubu

: H Grubunun n seviyeli Temel Denklik Alt Grubu
: Karmasik Sayilar Uzerinde Genel Lineer Grup

: H alt grubunun G Grubundaki indeksi

: Devirli Grup

: Dihedral Grup

: Dogrudan Carpim Grubu

: Serbest Carpim Grubu

: Bir grubunun iizerinde hareket ettigi ylizeyin cinsi



ONSOZ
Yiiksek lisans ve KPSS siirecimde bana destek olan, kendime inanmami saglayan,

akademik bilgisiyle bana rehber olan ve bu ¢alismamda emegi ¢ok biiyiik olan sevgili
hocam Prof. Dr. Recep SAHIN e,

Bolimiimi bana sevdirip yiiksek lisansa adim atmama vesile olan ve tiniversite hayatim
boyunca destegini esirgemeyen hocam Prof. Dr. Sebahattin IKIKARDES e,

Bugiinlere gelmemde biiyiik emegi olan anneme, yoklugunda bile i¢imdeki gii¢c olan canim
babama ve sevgili kardesime;

Yiiksek lisans ve tez hazirlama siiresince sonsuz sabr1 ve anlayisi ile bana gii¢ veren sevgili
esim ve meslektasim Emre GUMUS e sonsuz tesekkiir ediyorum.

En kiymetlilerim Yigit Ali, Beren ve Ilgin GUMUS’e bana hayatimin her asamasinda umut
ve nese oldugunuz i¢in sizlere minnettarim.

Balikesir, 2025 Merve GUMUS



1. GIRIS

Bu boliimde, tezde var olan boliimler tanitilmistir.

Modiiler grup; iki ve ti¢ mertebeli

X(z) = —i ve Y(z)= -1

z+1
kesirli lineer déniisiimleri tarafindan iiretilir. Bu grup T =< X, Y|X2 =Y3 =1>=C, x (4
sunusuna ve (0; 2,3, o) simgesine sahiptir [1].
Modiiler grubun iireteglerine R(z) = é elemaninin eklenmesiyle olusturulan gruba
genisletilmis modiiler grup denir. Genisletilmis modiiler grup, T =< X,Y,R | X2 =Y3 =
R?* = (XR)? = (YR)? = >= D, *z, D3 sunusuna sahiptir [1].
m bir pozitif tamsay1 olmak tizere, I ile gosterilen Modiiler grubunun kuvvet altgrubu,
[ Modiiler grubun biitiin elemanlarinin m. kuvvetlerinin alinmasiyla elde edilir. T'™
kuvvet altgruplar: tiim m pozitif tamsayilari icin Newman tarafindan ¢alisgitlmistir [2]. T™
ile gosterilen genisletilmis modiiler grubun kuvvet alt gruplari [3] nolu makalede

calisiimustir.

Bir G grubu icin a,b € G olmak iizere [a, b] = aba™'h~1 komiitatdrleriyle iiretilen
altgruba G’ komdiitator altgrubu denir. Modiiler grubun I'" komiitator altgrubu [2] nolu
makalede, genisletilmis modiiler grubun I’ komiitatér altgrubu [4] nolu makalede

calisilmistir.

Ayrica Modiiler grubun TI'™ kuvvet altgruplarmm (I'™)" komiitator altgruplart da

Newman ve Smart tarafindan [5] nolu makalede galisilmistir.

n=2,3 ve 4 olmak iizere I'(n) ile gosterilen modiiler grubun temel denklik altgruplar
modiiler grubun bagintilarina (XY)™ = [ bagmtisinin eklenmesiyle olusturulan bdliim
grubu yardimiyla bulunur. Eger n > 2 ise genisletilmis modiiler grubun temel denklik
altgruplar1 ile modiiler grubun temel denklik altgruplar cakisir. Yani ['(n) = I'(n) olur
[4]. Temel denklik alt gruplari bir ¢ok matematikgi tarafindan ¢alisilmistir (6rnegin [1],

[4], [5], [6] ve [7]).



Ikinci boliimde, tezde kullanilan tanm, teorem ve yontemler sunulmustur.

Ucgiincii béliimde, modiiler grubun ' kuvvet, I komiitatdr, (I'™)" kuvvetin komiitatdr ve
['(n) temel denklik altgruplarinin iiretegleri, grup sunuslari, simgeleri ve cinsleri

verilmigtir.
Dérdiincii boliimde genisletilmis modiiler grubun T’ komiitatér ve I™ kuvvet altgruplarin
iiretecleri ve grup sunuslar1 verilmistir. Ayrica ['(n) temel denklik altgruplar1 hakkinda

bazi sonuglar verilmistir.

Besinci ve son boliimde, tezde bulunan sonuglar 6zetlenmis ve Oneriler olusturulmustur.



2. ON BILGILER

Tezin bu boliimiinde, kullanilan tanimlar ve kavramlar verilmistir. Ayrica gerekli olan

teorem ve yontemler aciklanmustir.

2.1 Dogrusal Doniisiimler

Tamm 2.1.1: p,q,7,s € C, ps —qr # 0 kosullar altinda bir kesirli dogrusal (Mobiiis)
doniisimii ; T(z) = % bi¢iminde tanimlanir. Burada reel katsayili kesirli dogrusal
dontistimler ile ¢alisacagimizdan bu doniisiimlerin

PSL(2,R) = {% | p,gr,s€ R, ps—qr = 1} alt grubu (projektif 6zel dogrusal

grup) ile G' = {% | p,q,7,s € R, ps—qr =-—1 } bi¢imindeki kiimenin
G = PSL(2,R) U G', birlesim kiimesi bileske islemi ile bir gruptur. PSL(2, R) grubuna
list yar1 diizlemin otomorfizmleri grubu denir. G kiimesi ise, st yar1 diizlem igin anti

otomorfizmalarin kiimesidir [8].

Tamm 2.1.2: PSL(2,R) grubunda ayrik olan her bir alt gruba Fuchsian grup adi verilir.
Bir I Fuchsian grubu igin tiretegler

(Hiperbolik) &y, L kg, Ly, ., Ky, 1

g tg
(Eliptik) Y1 Y2 e s Yr
(Parabolik) D1, P2s - 5 Ps
(Hiperbolik sinir elemanlar1) hq, h,, ... , hy

bi¢iminde Ve bu tiretecler;
g

T S u
y;j"™ = n[ki' li] 1_[3’1 H'Pkl_[hz =1
j=1 k=1 =1

i=1
bagintilarini gergeklestiriyorsa, I' Fuchsian grubu igin simge, (g; m;, m,, ... ,m,; s; u)

olarak tanimlanir [9]



2.2 Modiiler Grup

2.2.1 Tammm : Modiler grup p,q,7,s € C, ps — qr = 1 olmak {izere iist-yar1 diizlemin
pz+q

seklindeki kesirli dogrusal doniisiimlerin olusturdugu bir gruptur ve I' = PSL(2,7Z)
ile gosterilir. Yani PSL(2,Z) = {% | p,q,v,s€ Z, ps—qr=1 } seklinde gosterilir.

Burada modiiler grubun % seklindeki bir elemaninin matris gosterimi + [f Z]
bi¢ciminde ve determinanti da 1 dir.

Modiiler grup X(z) = —é ve Y(z)= —ﬁ kesirli lineer doniisiimleri tarafindan

tiretilir. Bu grubun sunusu ' =< X,Y|X2 =Y3 =] >= (C, = C; bi¢imindedir. Modiiler
grup (0; 2,3, 00) simgesine sahiptir [1].

2.3 Genisletilmis Modiiler Grup

Modiiler grubun firete¢ kiimesine R(z) = iretecinin eklenmesiyle olusan gruba

Ny | =

genisletilmis modiiler grup denir. Bu grup T = I1 ile gosterilir.
Genisletilmis modiiler grup [ =< X,Y,R | X?=Y3=R? =1,XR = RX,YR=RY? 1 >

sunusuna sahiptir. Bagka bir grup sunusu da
I=<X,Y,R|X*=Y3>=R*=(XR)*=(YR)> =1>= D, *;, D;

bigimindedir.

Genisletilmis modiiler grubun indeksi 2 olan normal alt gruplarindan biri modiiler gruptur

[10].

2.4 Kuvvet Alt Gruplari

2.4.1 Tamm: ¢t € Z* ve H bir grup olsun. H grubunda biitiin elemanlarin t. kuvveti
almarak olusturulan gruba kuvvet alt grubu adi verilir. Kuvvet alt grubu H® ile gosterilir.
Yani

H =< xq,%,,...>ise Ht =< x;%, x,¢, ... > olur. Bu gruplar tamamen degismez gruplardir.

Bu yiizden kuvvet alt gruplar1 normal alt gruptur.

Kuvvet altgruplarinin tanimindan asagidaki ozellikler kolayca goriiliir. t ve s pozitif
tamsayilar olmak iizere kuvvet alt gruplari i¢in

H®* < H' ve HY < (HYS®

ozellikleri saglanir. Ayrica t,s € Z* igin Ht. HS = H®P°P(tS) esitligi vardir [11].



2.5 Komiitator Alt Gruplar:

2.5.1 Tamm : H bir grup ve a,b € H olsun. [a,b] = aba b~ komiitatérlerinin

tiretmis oldugu alt gruba komiitator alt grubu denir. Bu alt grup H' ile gosterilir. Yani
H' = ([a,b}|a,b € H)

olur H' alt grubu, H grubunun normal bir alt grubudur. H/H' boliim grubu, H

grubunun normal alt gruplarina boliinerek elde edilen boliim gruplari arasinda en genis

olandir [12].

2.6 Temel Denklik Alt Gruplari

2.6.1 Tammm : n € Z* olmak iizere, T modiiler grubunun n seviyeli temel denklik

altgrubu I'(n) = {[f Z] : [i Z] =F [(1) (1)] (modn), p,q,v,s€ Z, ps—qr = 1}

seklinde tanimlanir. Temel denklik altgruplari normal altgruplardir [1].

2.7 Riemann — Hurwitz Formiilii
Tamim 2.7.1: T Fuchsian grubu i¢in bir simge (g; my, m,, ... ,m,; s; u) ve bu grubun

temel bogesi 2mu (") hiperbolik alanli ise

,
1

,u(F)=2g—2+z(1——>+s+u
i=1 i

esitligi vardir. Bu esitlikten I' Fuchsian grubu i¢in g cinsi hesaplanir.

Eger I; alt grubu I' grubunda sonlu indeksli ise

o)
w(T)

esitligi yazilir. Bu esitlige Riemann — Hurwitz Formiilii denir.[13]

5] =

2.8 Permiitasyon Yontemi
Bu yontem, bir Fuchsian gruptaki sonlu indeksli normal alt gruplarin simgelerin bulmakta
kullanilir.

Teorem 2.8.1: T Fuchsian grubu (g; my,m,, ... ,m;) simgeli ve I; normal altgrubu T
grubunda p indeksli olsun. Bu durumda, béliim grubunda y,, (h = 1,2, ..., k) iireteglerinin

mertebeleri d, ise T} alt grubu i¢in simge;

L m\ dy (my\ d, e\ /
(g5() " (2 () )



bigimindedir.. Ayrica Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak g’ cinsi bulunur [14].

2.9 Reidemeister-Schreier Yontemi
Bu yontemi, calistigimiz gruplarda indeksi sonlu olan normal alt gruplannin iireteglerini

bulmak i¢in uygulayacagiz.

H, tiretegleri {a;} olan bir grup ve K alt grubu H grubunun indeksi sonlu olan bir alt grubu
olsun. Yontem, K alt grubu i¢in bir X Schreier transversali secerek baslar. Bu secim tek

degildir. X transversali su sekilde segcilir :
ORED>
(1) £ sagdan sadelestirmeye gore kapali olmalidir.

Sonra alttaki ¢carpimlar miimkiin olan tiim durumlar i¢in yapilir.

(Z dan bir eleman).(H grubunun bir iireteci).(énceki carpimim X daki temsilcisi)™

Bu carpim sonucunda elde edilen elemanlardan varsa birbirinin tersi olanlar veya

birbirlerinden elde edilenler elenip H altgrubunun iiretegleri bulunur [13], [14].



3. MODULER GRUBUN BAZI NORMAL ALTGRUPLARI

3.1 Modiiler Grubun Kuvvet Altgruplari

Bu kisimda t € Z* olmak iizere I'* kuvvet altgruplarmi verecegiz. Once t =2 ve t = 3
durumlarin1 inceleyelim. Bu kisimdaki sonuglar [2] nolu ¢alismadan yararlanarak

bulunmustur.

3.1.1 Teorem : T' modiiler grubunun I'? kuvvet alt grubu indeksi iki olan bir normal alt
gruptur. Bu alt grup {i¢ mertebeli devirli iki grubun serbest ¢carpimina izomorf olur. Ayrica

I'2 kuvvet alt grubu ¥ ve XYX ile iiretilir. Bu alt grubun simgesi (0; 3, 3, o) bigimindedir.

Ispat: T'? kuvvet alt grubunun iireteclerini elde etmek icin Reidemeister-Schreier
yontemini kullanalim. Once T modiiler grubun bagmtilarina tiim elemanlarin 2.

kuvvetlerinin birim elemana esit oldugu bagmtilari ekleyelim.

Boylece boliim grubu; [/, =< X, Y|X2 = Y3 = [ X2 =y? = . = [ >

olarak bulunur. Burada Y3 = Y? = I oldugundan Y = I olur. Boylece béliim grubunun
/2 =< X1X* =1 >= C, oldugu gérilir.

Reidemeister-Schreier metodunu uygulamak i¢in bir tranasversal olarak X = {I, X} kiimesi

segilirse olas1 tiim islemler;

LX.CO) =1,
X.X.(D1t=1,
LY. (Dt =v,

X.Y.(X)t = XYX

bicimindedir. Bdylece I'? kuvvet alt grubu igin iiretegler Y ve XYX seklinde bulunur.
Ustelik I'? kuvvet alt grubunun sunusu I'? =< Y, XYX|Y3 = (XYX)3 =1 >=C3+C;
bigimimdedir.

Ayrica T'? kuvvet alt grubunun simgesini bulmak i¢in permiitasyon metodu uygulanirsa
simgesi (g; 3,3, ) seklinde bulunur. Riemann-Hurwitz formiilii g cinsini bulmak igin
kullanilirsa;

ri-leis
+1—%+

2g—2+1-

1 1
3
1 °f (3.1)
20-2+1-5 1-=
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esitliginden g = 0 bulunur. Boylece T'? kuvvet alt grubunun simgesi (0;3,3,00)

bi¢imindedir.[2]

3.1.2 Teorem : T modiiler grubunun I'3 alt grubu indeksi ii¢c olan normal bir alt gruptur.
Bu grup mertebesi iki olan devirli ii¢ grubun serbest ¢arpimina izomorf olur. Ayrica
tiretecleri X, YXY?, Y?XY ve simgesi (0; 2, 2,2, o) bicimindedir.

Ispat: Once I‘/1.3 boliim grubunu bulalim. Bunun i¢in I' Modiiler grubunun var olan
bagintilarina tim elemanlarin 3. Kkuvvetlerinin birim elemana esit oldugu bagintilari
ekleyelim. Boylece boliim grubu; I‘/Fg, =<XY|X?=Y3=LX3=Y3=.=1>

olur. Burada X* = X3 = I oldugundan X = I bulunur. Bdylece bdliim grubunun

sunusunun F/F3 =<Y|Y3 =1 >= (;oldugu goriiliir.

Simdi Reidemeister-Schreier metodunu uygulamak igin bir transversal olarak X =

{1,Y,Y?} kiimesi secilirse olas1 tiim islemler;

[.X. (D" = X,
Y.X.(Y)' = YXY?
Y2.X. (YD) = Y2XY,
[.Y. ()" =1,
Y.Y.(Y)? =1,
Y2.Yy.(D™* =1,

bi¢imindedir. Bdylece I'® kuvvet alt grubu icin iiretecler X,YXY? Y?XY olarak bulunur.
Burada I'® kuvvet alt grubunun grup sunusu;

3 =< X, YXY?YXXY X2 =(XYX?)2= (Y2XY)?=1>=C,*xCy xC,

bicimindedir. Ayrica I'® kuvvet alt grubunun simgesini bulmak igin permiitasyon metodu
uygulanirsa (g; 2,2, 2,) seklinde bulunur. Riemann-Hurwitz formiilii g cinsini bulmak

i¢in kullanilirsa;

2g—2+(1—%).3+1—%
3= - - - (3.2)
20-2+1-5+1-3+1-



esitliginden g = 0 olarak bulunur. Bdylece I'* kuvvet alt grubunun simgesi
(0; 2,2,2,00) bigimindedir [2].

Simdi her t € Z* igin I'* kuvvet alt gruplarim belirlemeye ¢alisalim.

3.1.3 Teorem

i) (t,2) = 1ve(t,3) = lisel'* =T olur.

ii) (¢,2) = 2ve(t,3) = lise I't = I'? olur.
i) (¢,2) = 1ve(t,3) = 3iseI'* = '3 olur.

Ispat: r /Ft boliim grubunu olustururken biitiin elemanlarin t. kuvvetlerinin birim elemana
esit oldugu bagintilar grubun var olan bagintilarina eklenir. Béylece boliim grubu;
Dfpe=<XYIX?=Y*=LX'=Y‘=-.=1>

olarak bulunur. Simdi t nin 2 ve 3 ile durumlarini inceleyim.

) (t,2) = 1ve(t,3) = liseX?* =Xt =1 veY?® =Y! =] bagintilarindan
X =1ve Y = I bulunur. Béylece I/, = {I} veT* =T olur.

i) (t,2) = 2ve(t,3) = liseX? =Xt =1veY3 =Y"! =] bagmtlarindan
X*=1 ve Y =1 bulunur. Boylece I/re=<X[X?=1 > ve T*=T? olur.

iii) (t,2) = 1ve (t,3) = 3iseX*= X' =1 veY?® = Y! = [ bagmtilarindan X =1
ve Y3 =1 bulunur. Bdylece F/r.t =<Y|Y3=1 > ve Tt=T3 olur [2].

3.1.4 Uyan : (t,2) = 2 ve (t,3) = 3olursa T'* kuvvet alt gruplarinin grup yapisi
hakkinda fazla bir sey sdyleyemeyiz. Sadece t = 6k; 1 < k < 71 igin I'* kuvvet alt
gruplarinin indekslerinin sonlu oldugu bilinmektedir. Burada I'" komutatoér alt grubu
kullanarak T ¥ kuvvet alt gruplar1 hakkinda bir seyler sdylemek miimkiindiir. Bunun igin

modiiler grubun I'" komutator alt grubuna ihtiyag duyariz [2].

3.1.5 Teorem : T grubunun T’ alt grubu 6 indeksli ve 2 rankli bir serbest gruptur.I’’
komutator alt grubunun iiretecleri XYXY? ile XY?XY ve simgesi (1; o) dur.
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ispat: Once I' modiiler grubun var olan bagmtilarma iireteclerin degismelilik kosulunu
ekleyelim. Boylece bolim grubu; I/, =< X, Y|X? = Y3 = [, XY = YX >= C, X Cs
olarak bulunur. Burada F/F' = (C, X Cs oldugundan indeksi 6 olur. Simdi Reidemeister-

Schreier metodunu kullanmak icin bir transversel olarak ¥ = {I,X,Y,Y% XY,XY?}

kiimesi segilirse olasi tiim iglemler;

1.X.(X)t =1,
X.Xx.(D* =1,
Y.X.(XY)! = YXY2X,
Y2.X.(XY)™ = Y2XYX,
XY.X.(Y)™' = XYXYY?
XY?.X. (YD) = XY2xy,
I.Y. m\1t=1,
X.Yy.xn? =1,
Y.Y.(YH)™? =1,

Y2.Yy. (D™ =1,
XY.vy.(xy») =],
XY2.y.0c0t =1,

bicimindedir. Burada (XYXY*)™* = XYXY? ve (Y?XYX)™' = XY2XY oldugundan, I’
kamutator alt grubunun iiretecleri XY?XY ve XYXY? olarak bulunur. Bdylece I kamutatdr
alt grubu I’ =< XY2XY ,XYXY? |—> grup gdsterimine sahiptir.

Simdi T’ komutatér alt grubun simgesini ve cinsini belirleyelim. Once Permiitasyon

metodunu uygulanirsa simge (g; o) ve Riemann-Hurwitz formiilii kullanilirsa g cinsi,

2g—2+1—%
6= 1 1 1 (3.3)
2.0—2+1—7+1—§+1—g

esitliginden g=1 olarak bulunur. Boylece simge (1; «) olarak bulunur [2].

3.1.6 Teorem : I modiiler grubunun I'" komiitatdr altgrubu I'? kuvvet altgrubu ile I'3

kuvvet altgrubunun kesisimine esittir. Yani I'" = I'> n T'3 olur.
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Ispat: F/FZ = C, ve F/F3 = (C3 bolim gruplan devirli oldugundan degismelidirler.

I‘/ r boliim grubunun degismeli olan en biiyiik boliim grubu oldugunu biliyoruz. Boylece

F/FZ c F/F, ve F/Fg c F/F’ kapsamalar1 bulunur. Buradan I' < T'? ve I' c I3

bulunur. Bulunan bu kapsamalar taraf tarafa kesistirirsek I'" € I'2 N '3 kapsamasi elde

edilir.

Diger taraftan I'? ve I'3, T modiiler grubunun normal alt grubu olduklari i¢in bu altgruplara

2. izomorfizma teoremi uygulanirsa;

2 13
r / (I N T3) ~ (5T )/ r3 olarak bulunur. Kuvvet altgruplarmin 6zelliklerinden r2.r3 =

I" oldugundan r / (I NT3) = F/F3 = (5 bulunur. Ayrica indeksin 6zelliklerinden

[[:T2N T3] = [[:T2.[F%T2nTr3]=23=6
bulunur. Burada TI’'cT?nI3cTl kapsamasi, [[:T?nT3]=6 ve [[:I']=6
esitliklerinden T" = I'? N I'3 esitligi elde edilir [2].

3.1.7 Sonuc : k € Z* olmak iizere I' °% kuvvet alt gruplar serbest gruplardr.

Ispat : Kuvvet altgruplarinin 6zelliklerinden I'® < I'? ve I'® c I'® kapsamalar vardur.
Bu kapsamalar taraf tarafa kesistirilirse I'® € I'> N '3 = I’ bulunur. Ayrica I'®* c T® c I

ve serbest gruplarin altgruplari serbest oldugundan T ®% kuvvet alt gruplar serbest bulunur

2]

3.2 Modiiler Grubun Kuvvet Altgruplarimin Komutator Altgruplari
Bu kisimda modiiler grubun I'? ve I'* kuvvet altgruplarinin (I'?)’ ve (I'*)’ komutator alt

gruplarini ¢alisacagiz. Buradaki sonuglar [5] nolu ¢alismadan yararlanarak elde edilmistir.

3.2.1 Teorem : I'? kuvvet altgrubunun (I'*)’ komutator alt grubunun indeksi 9, iiretegleri

[a, b], [a, b?], [a?, b], [a?, b?] elemanlaridir. Simgesi ise (1; 00®3)) seklindedir.
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Ispat : Once islem kolaylig1 icin I'* kuvvet altgrubunun iireteglerine a = Y, b = XYX
diyelim. Simdi I'*/(I'®)’ béliim grubunu bulalm. I'? grubunun bagntilarina degismelilik
kosulunu ekleyelim. Bu durumda bdliim grubu:

r:/(r*»' =<ab|a® = b* = I,ab = ba>= C3 x Csolur. Yani [['*: (I')'] =

9 bulunur.

Reidemeister-Schreier yontemini (I'?)’ grubu igin iiretegleri bulmakta kullanalim. Bunun

icin transversal olarak X = {I,a,a? b, b% ab, ab? a®b,a*b*} kiimesi segilirse olas1 tiim

carpimlar;

lLa. (a)~t =1,

a.a. (a®)?t =1,
a’.a. (D=1,

b.a.(ab)™! = bab?a?,
b?.a.(ab®*)™* = b*abad?,
ab.a.(a?b)™! = abab?aq,
ab?.a.(a?b?)~! = ab?aba,
a’b.a.(b)"! = a®’bab?,
a’b?.a.(b?)~! = a®b?ab,
ILb.(b)L = I,
a.b.(ab)™! = I,
a’.b.(a’b)t = I,
b.b.(b?)! = I,

b2 (D)1= I,
ab.b.(ab®)™t =1,
ab?.b.(a)™' = 1,
a’b.b.(a*b®)™ = 1,
a’b?.b.(a®>)t =1,

bicimindedir. Burada aba®b®* = [a,b], ab®*a®’bh = [a,b?], a’bab* = [a? b],
a*b*ab = [a® b?], abab*a = [a,b].[a? b]™?, ab?aba = [a,b?].[a? b*]™!
oldugundan (I'?)’ altgrubunun iiretegleri [a, b], [a, b?], [a®, b], [a? b?] seklinde bulunur.
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Ayrica Permiitasyon yontemi (I'*)" alt grubu icin simgeyi bulmakta uygulanirsa, simge

(g; @) olarak bulunur. Burada g cinsi Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak,

2g—2+<1—%).3

1 1 1

20-2+41-3+1-3+1-5

esitliginden g = 1 olur. Buradan (I'*)’ grubu igin simge: (1; 00®) seklinde bulunur [1]
ve [5].

9= (3.4)

3.2.2 Teorem : I'® kuvvet altgrubunun (I'*)" komutator alt grubu 8 indeksli ve 5 iiretecli

bir serbest alt gruptur. Ayrica simgesi (1; o) bigimindedir.

Ispat : Once I'® kuvvet alt grubunun degistirelim. Boylece asagidaki grup sunusuna sahip
oluruz:iireteclerini @ = X, b = YXY, ¢ = Y2XY olarak I'* = (a,b,c|a®* = b* =
2 =1)

Simdi '3 /(I'®)’ boliim grubunu olusturmak icin I'® kuvvet altgrubunun bagmtilarina
degismelilik kosulunu ekleyelim. Boylece boliim grubu:

r3/ar® = (a,b,cla* = b* = ¢* = I,ab = ba,ac = ca,bc = cb)

seklinde olur. Burada

(r®»/(Ir?’ = ¢, x €, x C,

oldugundan indeks [I'® : (I'*)'] = 8 olarak bulunur.

Simdi Reidemeister-Schreier yontemini uygulamak igin bir transversal olarak
Y ={l,a,b,c,ab,ac,bc,abc } kiimesini secelim. Burada miimkiin olan tiim ¢arpimlar;
La (&)™ =1,

aa. (D' =1,

b.a.(ab)™' = baba,

c.a.(ac)™ = caca,

ab.a.(b)™* = abab,

ac.a.(c)™ = acac,

bc.a.(abc)™ = bcacha :

abc.a.(bc)™t = abcach,

I.b.(b)1=1,

a.b.(ab)™ =1,
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b.b.(D)" = I,
c.b.(bc)™ = chcb,
ab.b.(a)™ =1,
ac.b.(abc)™ = achcha,
bc.b.(c)™ = bcb,
abc. b. (ac)™ = abchca,
Lc.(c)t =1,
a.c.(ac)™t = 1,
b.c.(bc) ! = I,
c.e.(Dt =1,
ab.c.(abc)™t = I,
ac.c.(a)™ = I,
bc.c.(b)™ =1,
abc.c.(ab)™ = I,

seklindedir. Burada gerekli hesaplamalar yapilirsa tretecler; [a, b],[a,c], [b,c], [a, bc],

[ab, c] olarak bulunur.

Ayrica permiitasyon metodunu kullanirsak (I'®)" alt grubunun simgesi (g; ™) ve
Riemann—-Hurwitz formiiliinden cinsi
2g—2+(1—%).4
8 =
1 1
20-2+(1-5).3+1-5
esitliginden g = 1 olarak bulunur. Béylece (I'®)’ alt grubunun simgesi (1; 0co®))

bigimindedir [5].

(3.5)

3.2.3 Sonug :
i) [T 2y ] =3
i) [[': (%)) = 4 [51.

3.2.4 Teorem : T grubunun I’ altgrubu, (r'?)"ile (I'*)" altgruplarmin ¢arpimina esittir.
Yani I' = (I'?). (I'®)’ esitligi vardr.
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Ispat: (r2) s rz, (r3)' ar3 vel’ cI'?, I’ c I' oldugundan (I'2). (I'*)’ carpimu iyi
tanimlidir. Burada

(Ir2) c (r2).(r*'cr ve3) c@?).(r*)' cr
zincirleri gézoniine alindiginda, ilk kapsamalardan [F’: r®»'.(r 3)’] [3 ve ikinci kapsamalardan
[T 2y ()" 4 oldugu goriiliir. Boylece [[':(r2).(I*)| =1 ve I' = (?)".(I®)' olarak
bulunur [5].

3.3 Modiiler Grubun Temel Denklik Altgruplari

Bu kisimda, oncelikle modiiler grubun n=2, 3 ve 4 i¢in I'(n) temel denklik altgruplarini
calisacagiz. Bu altgruplart bulmak i¢in  modiler grubun bagintilarina (XY)" =1
bagmtisim ekleyip bolim grubunu olusturacagiz. Sonra I'(2) grubunun I' 2(2) kuvvet alt
grubunun T'(4) temel denklik altgrubuna esit oldugunu gosterecegiz. Ayrica, n =5
tamsayilari i¢in I'(n) temel denklik altgruplarinin indeks formiiliinii verecegiz. Son olarak,
(I'*)' ve (I'®*)’ alt ngruplarinin kesisimlerinin I'(6) temel denklik altgrubuna esit oldugunu

gosterecegiz.

3.3.1 Teorem : I'(2) temel denklik altgrubu, I' modiiler grubunun 6 indeksli ve 2 rankli

bir serbest alt grubudur ve simgesi (0; ©®)) bicimindedir.

Ispat : Once I' / I'(2) boliim grubunu olusturmak i¢in I' modiiler grubunun bagintilarina
(XY)? = I bagintisim ekleyelim. Boylece boliim grubu,
r/r2)=(X,Y|X*=v3*=Xy)> =1)=D,

gosterimine sahip olur. Buradan indeks [I": I'(2)] = 6 olarak bulunur. Simdi I'(2)
temel denklik altgrubunun iretecleri, Reidemeister-Schreier yontemi kullanilarak

bulunabilir. Bunun i¢in X = {I,X, Y, Y?,XY,XY?} transversali secilirse olas1 tiim

islemler;
L.X.(X) =1,
XX 1=1

Y.X.(XY?)"! = YXYX,
Y2.X.(XY)™! = Y2XY2X,
XY.X.(Y>)™! = XvXxy,
XY2.X.(Y)™! = XY2XY?,

LY. ()t =1,
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X.Y.(XY)t =1,
Y.Y. (vt =1,
YZy.(Dt=1,
XY.Y.(Xy»)™ = |,
Xy2y.(x)7' =1,

bigimindedir. Burada (YXYX)™' = XY?XY?  (Y2XY2X)™* = XYXY oldugundan I'(2)
altgrubunun iiretecleri XY XY, XY2XY? olarak bulunur.

Permiitasyon metodu kullanilarak I'(2) altgrubunun simgesi (g; oo®) olarak bulunur.

Ayrica g cinsi Riemann—Hurwitz Formiilii kullanilarak

2g-2+(1-2).3
6= 7. (3.6)
20-24+1-241-3+1-L

esitliginden g = 0 olur. Bdylece I'(2) altgrubunun simgesi (0; ) olarak bulunur [1].

3.3.2 Teorem : TI'(3) temel denklik alt grubu, I' modiiler grubunun 12 indeksli ve 3

rankl1 bir serbest alt grubudur. Ayrica simgesi (0; 0o™) bicimindedir.

Ispat : Once I' / I'(3) b6liim grubunu olusturmak igin I' grubunun bagintilarma (XY)3 =
I bagitisin1 ekleyelim. Boylece boliim grubu:

r/ri3) =(X,Y|xX* =v>= X))  =1) = A,
seklinde bulunur. Burada indeks [I" : I"'(3)] = 12 olur.

Simdi I'(3) altgrubunun ireteglerini bulmak i¢in Reidemeister-Schreier metodunu
uygulayalim. Bunun i¢in transversali asagidaki gibi secelim.
X = {LXY, Y XY, XY?XYX, XY?X, XYXY,XYXY? XY?XY,XY*XY?}

Burada olasi tiim islemler;

LX.(X)t=1,

X.X.(Dt=1,

Y.X.(XY2X Y?)"1 = YXYXYX,
Y2.X.(XYXY)™! = Y2XY2XY?2X,

XY.X.(Xyx)"t =1,
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XY2.X.(Xy?x)"1=1,

XYX.X.(XY) = |,

XY2X.X.(Xy?)1 =1,
XYXY.X.(Y2)"! = XYXYXY,
XYXY2.X.(XY2XY)™! = XYXY2XY2XYX,
XY2XY.X.(XYXY?)™! = XY2XYXYXY?X,
XY2XY2.X.(Y)™! = XY2XY2XY?,
[.Y.(Y) =1,

Xy.(xy) =1,

Y.Y.(Y3) 1=,

Y2y.(Dl=1,

XY.Y.(XY?)1 =,

XY2y.(x)"t = I,

XYX.Y.(XYXY) 1 =1,
XY2X.Y.(XY2XY) 1 =1,
XYXY.Y.(XYXY?) ! = |,
XYXY2.Y.(XYX)1 =1,
XY2XY.Y.(XY2X)™1 = I,
XY2XY2y.(Xy2x)1 = I,

bigimindedir. Uretecler: XYXY XY, XY?XY? XY? XYXY?XY2XYX seklinde elde edilir.
Ayrica permiitasyon metodunu uygularsak simgesi (g; o) olarak bulunur. Burada g cinsi
Riemann—-Hurwitz Formiilii kullanilarak

1
29-2+(1-5).4

1 1 1
20-2+41-5+1-3+1-5

esitliginden g = 0 olur. Boylece I'(3) altgrubunun simgesi (0; ®)) olarak bulunur[1]

12 = (3.7)

3.3.3 Teorem : I'(4) temel denklik alt grubu, I' modiiler grubunun 24 indeksli ve 5 rankli

bir serbest alt grubudur. Ayrica simgesi (0; ©0(®)) bicimindedir.

Ispat : Once I' /T (4) bdliim grubunu olusturmak igin I' grubunun bagintilarma (XY)* =

I bagintisin1 ekleyelim. Boylece boliim grubunun sunusu
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r/r@) =(X,Y|x*=v}*=@Xn*=1)=S§,
olur. Boylece [I" : I'(4)] = 24 olarak bulunur.

Simdi I'(4) altgrubunun ireteglerini bulmak i¢in Reidemeister-Schreier metodunu
uygulayalim. Bunun i¢in transversali agagidaki gibi secelim.

Y = {LXY,Y3XY XY? XYX,XY?X,XYXY, XYXY? XY?XY,XY?XY? XYXYX,

XYXY?X, XY?XYX,XY2XY?X, XYXYXY,XYXYXY? XYXY?XY,XYXY?XY?,
XY?XYXY,XY?XYXY? XY2XY2XY, XY?XY2XY?}.

Burada miimkiin olan tiim ¢arpimlar yapilip, gerekli hesaplamalar ve kisaltmalar
yapildiktan sonra iiretegler XYXYXYXY, XY2XY2XY?2XY?, XY? XY XY? XY? XY XY?,

Y XY? XY? XY? XY ve XY? XY XY XY XY?2X olarak bulunur.

Ayrica permiitasyon metodunu uygulanirsa simgesi (g; o)) olarak bulunur. Burada g cinsi

Riemann—Hurwitz Formuli kullanilarak

2g—2+(1—%).6

1 1 1
20-2+1-5+1-3+1-5

esitliginden g = 0 olur. Boylece I'(4) altgrubunun simgesi (0; «(®)) olarak bulunur[1]

24 =

(3.8)

I'(2) temel denklik alt grubu ile I'(4) temel denklik alt grubu arasinda bir iliski vardir.

Simdi bu iligkiyi verelim.

3.3.4 Teorem : I'(2) temel denklik alt grubunun I' 2(2) kuvvet altgrubu 4 indeksli ve 5

rankl1 bir serbest gruptur. Ayrica simgesi (0; o0(®) seklindedir.

Ispat : Once islem kolaylig1 icin I'(2) temel denklik alt grubunun iireteclerine a =
XYXY ve b= XY?XY? diyelim. Simdi I'(2)/T?%(2) bélim grubunu bulalim. I'?
grubunun bagintilarina biitiin elemanlarin karelerinin birime esit olma kosulunu ekleyelim.
Bu durumda boliim grubu:

r)/r*R2) =<abla’?=nr*=(@ab)?=1>= D,

olur. Yani [I'(2): " %(2) ] = 4 bulunur.

Simdi I' 2(2) grubunda iiretecleri bulmakta Reidemeister-Schreier metodunu kullanilabilir.
Bunun igin transversal olarak asagidaki kiime segilir: ¥ = {I,a,b,ab} Burada olasi

biitlin islemler;
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lLa (a)~t =1,

a.a. (D™ = a?,
b.a.(ab)™! = bab™'a™1,
ab.a.(b)™! = abab™?,

1.b.(b)"t =1,
a.b.(ab)™t = I,
b.b.(I)"! = b?,

ab.b.(a)™! = ab?a™},
bicimindedir. Buradan I' 2(2) altgrubunun iiretegleri a? , bab~ta™!, abab™1, b? ve

ab?a™?! seklinde bulunur.

Burada I' 2(2) grubunun simgesini bulmakta Permiitasyon metodu uygulanirsa simge

(g; ©(®) olarak bulunur. Burada g cinsi Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak,
2g—2+(1—%).6

4= 1
2.0—2+(1—§).3

(3.9)

esitliginden g = 1 olarak bulunur. Béylece I' 2(2) alt grubunun simgesi: (0; o(®)) olarak
bulunur [11].

3.3.5 Sonug : I'(2) temel denklik alt grubunun I 2(2) kuvvet alt grubu I'(4) temel
denklik altgrubuna esittir. Yani I' 2(2) = I'(4) [15].

Simdi n > 5 i¢in I'(n) temel denklik alt gruplarinin indeksini verelim.

3.3.6 Teorem : [I:T(m)] = [T,y (1 - piz) [16].

3.3.7 Sonug : I'(5) temel denklik alt grubu, I' modiiler grubunun 60 indeksli ve 11 rankli
bir serbest alt grubudur. Ayrica simgesi (0; %) bicimindedir [14].

3.3.8 Teorem: [I":T(6)] = 12.

Ispat: 3.3.6 Teoremden [I':T'(6)] =72 ve 3.1.5 Teoremden [I:T'] =6 oldugunu

biliyoruz. I'(6) c I'" c T kapsamalarindan istenen kolayca goriilebilir [5].
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3.3.9 Sonu¢: I'(6) = (I'?)' n ()" .

Ispat : (I'?)' ve (I'®)’ altgruplar1 I' modiiler grubunun normal alt gruplar1 olduklari igin 2.

. 2\/ 3\/ 3\/
[zomorfizma teoreminden (=) /(FZ)’ = (") /(FZ)’ n (3’ yazilabilir. 3.2.3

3y\/
Teoremden I’ = (I'2)". (")’ oldugundan T ey = ) /(1’2)’ Ny seklinde

yazilabilir. Boylece

[ () T=[U*) : (' n @) Tve [(IF%) : 2 nT*)]=3

olur. Ayrica

[T =)' n@®)]=[" (]I = T3 n (T3]

oldugundan

[T = (?)' ' n ()] =4[ : (*)'n )]

Bulunur. Béylece [T’ : (I'?)' n (I'®)'] =12 elde edilir. T(6) c (I'*)'n () ve
[T":T(6)] = 12 esitliklerinden I'(6) = (I'?)’ N (I'*)’ esitligi bulunur [5]
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4.  GENISLETILMiIS MODULER GRUBUN BAZI NORMAL
ALTGRUPLARI

Bu boliimde genisletilmis modiiler grubunun komiitator, kuvvet ve temel denklik alt
gruplarmi calisacagiz. Bu alt gruplarin sunuslarini ve {ireteglerini verecegiz. Ayrica
genisletilmis modiiler grubun indeksi iki olan {i¢ tane alt grubu oldugunu gosterecegiz. Bu

alt gruplarin tireteclerini ve sunuglarin belirleyecegiz

4.1 Genisletilmis Modiiler Grubun Komiitator Altgruplar
4.1.1 Teorem : T grubunun I’ alt grubu 4 indeksli ve 2 iiretecli bir normal alt gruptur. I’

komutator alt grubunun tiretegleri Y ile XY X dir.

ispat: Once T genisletilmis modiiler grubun var olan bagntilarina iireteclerin degismelilik

kosulunu ekleyelim. Boylece bdliim grubu;
l:/1:, =<X,Y,R|X?*=Y3=R?=I[,XR=RX,YR=RY L,XY =YX,YR=RY >

olarak bulunur. Burada YR = RY™! ve YR = RY esitliklerinden Y3 = Y2 = bulunur.

Boylece Y = I elde edilir. Buradan boliim grubu

l:/1:, =< X,R|X? =R? = (XR)? =1 >= C, x C, olarak bulunur. Yani indeks 4 olur.

Simdi Reidemeister-Schreier metodunu kullanmak i¢in bir transversel olarak
2 = {I,X,R, XR,} kiimesi segilirse olasi tiim islemler;

[.X.(X)* =1,

X.X.(hD*'=1,

R.X.(XR)™! = RXRX,

XR.X.(R)™* = XRXR,

1.Y. (Dt =Y,

X.Y. (X)) = XX,

R.Y.(R)™! = RYR,

XR.Y .(XR)™* = XRYXR,

I.R.(R)™ = 1,
X.R.(XR)™ = 1,
R.R.(D'=1,

XR.R.(X)t=1,
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bicimindedir. Burada RXRX = XRXR = I, RYR = Y ' ve XRYXR = XY X oldugundan,
" kamutatdr alt grubunun iiretecleri Y ve XY X olarak bulunur. Bdylece I kamutatér alt

grubu
T =< Y,XYX|Y3 = (XYX)? =1 >= (3 = C5 grup gosterimine sahiptir. [4]

Simdi asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

4.1.2 Sonug : i) T grubunun I alt grubu, modiiler grubun I'? kuvvet alt grubuna esittir. Yani
[ =r2
ii) T grubunun T"" alt grubu, modiiler grubun (I'?)" alt grubuna esittir. Yani I'"' = (I'?)’" [1].

4.1.3 Teorem : T grubunun indeksi 2 olan normal alt gruplar1 3 tanedir (bu alt gruplara
N4, N, ve N3, diyelim). Bu alt gruplar sunlardir.

i) N, =< X,Y|X?2=Y3=1 >=(, * (C; (modiiler grup)

i) Ny, =<Y,XYX,R|Y?= (XYX)? = R* = (XYXR)?> = (YR)* =1 >= D3+, D,

iii) Ny =< XR,Y|(XR)2 = Y3 =1 >=C, *Cs.

Ispat : F/F' béliim grubuna G diyelim. Béylece
G=<X,R|X2=R?>=(XR)?=1>=C, xC,
olur. G grubu Klein-V grubuna izomorf oldugundan, bu grubun 3 tane 2 indeksli alt grubu

vardir. G/N- (i = 1,2,3) boliim gruplarini olusturmak igin, siraylaX =1, R =1ve XR =
L

I bagntilar1 boliim grubunun bagintilarina eklenir.

i) X = I olsun. Bu durumda G/N1 =< R |R? =1 >= (, olur. Yani indeks 2 olur. Simdi

Reidemeister-Schreier metodunu kullanmak igin bir transversel olarak 2~ = {I, R}

kiimesini se¢elim. Burada miimkiin olan tiim ¢arpimlar;

L.X.(D™* =X,
R.X.(R)™* = RXR,
LY.(D'=v,

22



R.Y.(R)™* = RYR,

LLR.(R)* =1,

R.R.(D' =1,

bigimindedir. Burada RXR = X ve RYR = Y * oldugundan,N; alt grubunun iiretegleri X
ve Y olarak bulunur. Boéylece N; alt grubu

N, =<X,Y|X2=Y3=1 >=(C,*C4

grup gosterimine sahiptir. N; alt grubu modiiler gruptur.

ii) R = I olsun. Bu durumda G/N2 =< X |X? =1 >= C, olur. Yani indeks 2 olur. Simdi

Reidemeister-Schreier metodunu kullanmak i¢in bir transversel olarak ' = {1, X}

kiimesini secelirse olasi tiim islemler;

LX.00™ =1,
X.Xx.(D" =1,
LY.(D 1=,
X.Y.(X)™* = XYX,
IL.LR.(D* = R,

X.R.(X)™* = XRX,

bigimindedir. Burada RXR = X oldugundan,N, alt grubu i¢in tiretegler Y, XYX ve R
olarak bulunur. Béylece N, alt grubu
N, =<Y,XYX,R|Y3 = (XYX)3 =R? = (XYXR)? = (YR)?=1>= D, *z, D3

grup gosterimine sahiptir.

iii) XR =1 (X = R) olsun. Bu durumda G/N1 =< R |R? =1 >= C, olur. Yani indeks 2

olur. Simdi Reidemeister-Schreier metodunu kullanmak i¢in bir transversel olarak X' =
{ I, R} kiimesini se¢elim. Burada miimkiin olan tim ¢arpimlar;

1.X.(R)™" = XR,

R.X.(D)™ =RX,

LY.(Dt=v,
R.Y.(R)™ = RYR,
ILR.(R)™ = I,
RR.(D™ = 1,
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bigimindedir. Burada RX = XR ve RYR = Y~* oldugundan N alt grubunun iiretecleri XR
ve Y olarak bulunur. Boylece N5 alt grubu

N; =< XR,Y|(XR)? =Y3 =1 >=(C, (s

grup gosterimine sahiptir [17].

4.2 Genisletilmis Modiiler Grubun Kuvvet Altgruplari

Bu kisimda 6nce m = 2 ve m = 3 durumlarini inceleyelim.

4.2.1 Teorem : T grubunda T? kuvvet alt grubu 4 indeksli ve 2 iiretegli bir normal alt

gruptur. T2 kuvvet alt grubunun iiretecleri Y ile XYX dir.

ispat: T2 kuvvet alt grubunun iireteglerini bulmak icin T genisletilmis modiiler grubun
bagintilarina tiim elemanlarm 2. kuvvetlerinin birim elemana esit oldugu bagntilar

ekleyelim. Boylece boliim grubu;
F/rz =<X,Y,R|X2=Y3=R2=(XR)2= (YR =1X?=Y2=R2=..=]>,
olarak bulunur. Burada Y3 = Y2 = | oldugundan Y = I olur. Bdylece béliim grubunun

F/FZ =<X,R|X2=R?*= (XR)? =1>= C, X C,

oldugu goriiliir. 4.1.1 Teoremin ispatina benzer olarak, % kuvvet alt grubunun

I =<Y,XYX|Y3 = (XYX)3 =1 >= (, * C; grup gdsterimine sahip oldugu goriiliir [3].

4.2.2 Teorem : T grubunda T'3 kuvvet alt grubu, T genisletilmis modiiler grubuna esittir.
YaniT3=T.

Ispat: T3 kuvvet alt grubunun iireteglerini bulmak icin T genisletilmis modiiler grubun
bagintilarina tiim elemanlarin 3. Kkuvvetlerinin birim elemana esit oldugu bagintilari

ekleyelim. Boylece boliim grubu;
l:/l:3 =<X,Y,R|X?=Y3=R?=(XR)?2=(YR)?=1X3=VY3=R3=-=1>,

olarak bulunur. Burada X? = X3 =1, R>=R3 =1 ve (YR)? = (YR)? = I oldugundan

X =Y = R = I bulunur. Boylece boliim grubunun
24



l:/1:3 =< I > oldugu goriiliir. Buradan '3 = T olarak bulunur [3].

Simdi her t € Z™ i¢in I'* kuvvet alt gruplarin1 belirlemeye ¢alisalim.

4.2.3 Teorem :
i)Eger2 ttise'* =T olur.

ii) Eger 2t ama 6 t t ise I't = T'? olur.

Ispat: F/ft boliim grubunu olustururken biitiin elemanlarin t. Kuvvetlerinin birim elemana
esit oldugu bagintilar grubun var olan bagintilarina eklenir. Béylece boliim grubu;
r/rt =<X,Y,R|X*=Y3=R’=(XR)?*=R)?*=LX'=Y'=Rt=-.=]>

olarak bulunur.

i) Eger2 ttise X2 =Xt =1, R?> =R =1ve (YR)? = (YR)! = I bagmtilarindan
X =Y = R =1 bulunur. Boylece boliim grubunun I:/ft = {1 ] oldugu goriiliir. Buradan

't = T olarak bulunur.

ii) Eger 2[t ama 64 t ise Y3 = Y! = [ ve t ¢ift oldugundan Y = I bulunur. Bdylece boliim
grubu

r/ft =< X,R| X? = R? = (XR)? = I > olacagindan I'* = T2 esitligi bulunur [3].

4.2.4 Uyan : Eger 6]t ise T'®* kuvvet alt gruplar1 hakkinda bir sey sdyleyemeyiz [3].

4.3 Modiiler Grubun Temel Denklik Altgruplar:

4.3.1 Tamm : n € Z* olmak lizere, T genisletilmis modiiler grubunun n seviyeli temel

denklik altgrubu

l:(n)={[ccl Z:[Z Z]E?[(l) 2](modn), ab,c,d€ Z, ad—bc=$1}

seklinde tanimlanir. Temel denklik altgruplari normal altgruplardir.
Ir'(n) = T(n) NT esitligi agiktir. Eger n > 2 ise ad — bc = ¥1 ve ad — bc = 1(mod n)
oldugundan I'(n) = T'(n) ve T(2) =T(2) = '(4) =T (2) sonuglar1 bulunur. O yiizden I'(2)

temel denklik alt grubunu bulmak énemlidir
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4.3.1 Teorem :
[(2) =< RYXY, RY?XY? XR | (RYXY)? = (RY?2XY?)2 = (XR)?> =1 >= C, * C, * C,.

Ispat : ad — bc = F1 ve ad — bc = 1(mod n) esitlik ve denkliklerinden modiiler grubun
['(2) temel denklik altrgubunun, genisletilmis modiiler grubun ['(2) temel denklik
altrgubunun 2 indeksli bir alt grubu oldugu goriilir. Boylece I['(2) temel denklik
altrgubunun ireteglerine XR yansima doniisiimiiniin eklenmesiyle T'(2) temel denklik

altgrubunun iiretegleri bulunur [18].

432 Teorem : T'(2) temel denklik altgrubunun T2(2) kuvvet altgrubu T'(4) temel
denklik altgrubuna esittir. Yani I'2(2) = I'(4).

ispat: T'(2) temel denklik altgrubunun sunusunun
['(2) =< RYXY, RY?XY? XR | (RYXY)? = (RY?XY?)2 = (XR)?> =1 >
oldugunu biliyoruz. Burada sadelik i¢cin a = RYXY, b = RY2XY? ve c = XR diyelim.

Boylece F(Z)/fz(z) béliim grubu [(2) grubunun bagntilarina her T € T'(2) i¢in T? =1
bagintisinin eklenmesiyle bulunur. Buradan

F(Z)/FZ(Z) =<a,b, c | a’=p2=c?= (ab)z — (aC)Z _ (bc)2 >

olur. Boylece F(Z)/rz(z) = C, X C, X C, oldugundan indeks [[(2):T?(2)] = 8

olarak bulunur.

Simdi Reidemeister-Schreier metodunu uygulamak igin bir transversal olarak

2 ={l,a,b,c ab,ac, bc,abc } kiimesini secelim. Burada miimkiin olan tiim ¢arpimlar;
La ()™ =1,

aa. (Dt =1,

b.a.(ab)™' = baba,

c.a.(ac)™ = caca,

ab.a.(b)™* = abab,

ac.a.(¢)™ = acac,

bc.a.(abc)™ = bcacha :

abc.a.(bc)™t = abcach,
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I.b.(b)™t =1,

a.b.(ab)™ =1,
b.b.(D* = I,
c.b.(bc)™ = cheb,
ab.b.(@)" = I,

ac.b.(abc)™ = achcha,
bc.b.(c)™ = bcbe,
abc. b. (ac)™ = abchca,
Lc. (o)t =1,
a.c.(ac)™t = I,
b.c.(bc)™t = 1,
c.e.(Dt =1,
ab.c.(abc)™t = I,
ac.c.(a)™t = I,
bc.c.(b)™ =1,
abc.c.(ab)™ = I,
seklindedir. Burada gerekli hesaplamalar yapilirsa tliretegler;

[a,b], [a,c],[b,c],[a, bc], [ab, c] seklinde bulunur [18].
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5. SONUC VE ONERILER

Burada tezde elde edilen sonuglar ve ileriye yonelik oneriler verilmistir.

Tezin iigiincii boliim birinci kisminda, dnce modiiler grubun I'? ve I'3  kuvvet alt gruplar
icin tiretegler, grup sunuslar1 ve simgeler bulunmustur. Burada her m € Z* igin I'™ kuvvet
alt gruplar elde edilmistir. Sonra I' grubunun I' alt grubunun {iretegleri, grup sunusu ve
simgesi verilmistir. Ayrica I komiitatér alt grubu ile T'?ve I'*  kuvvet alt gruplan
arasindaki iliski bulunmustur. Béylece I'®* kuvvet alt gruplarinin serbest oldugu

gosterilmistir.

Tezin iiglincii béliim ikinci kisminda, modiiler grubun I'? ve T'®  kuvvet alt gruplarinin
(T'?)" ve (I'*)’ komiitatdr altgruplarinin iiretegleri ve simgeleri bulunmustur. Ayrica (I'?)’

ve (I'3)" altgruplar ile I'" komiitator alt grubu arasindaki iliski verilmistir.

Tezin ligiincti boliim tiglincti kisminda, once n = 2,3 ve 4 i¢in modiiler grubun I'(n) temel
denklik altgruplarinin iiretegleri, grup sunuslari, simgeleri ve cinsleri bulunmustur. Sonra
modiiler grubun I'(n) temel denklik altgruplarinin indeks formiilii verilmigtir. Ayrica
modiiler grubun I'(2) temel denklik alt grubunun I'?(2) kuvvet alt grubunun I'(4) temel
denklik alt grubuna esit oldugu gosterilmistir. Son olarak I'(6) temel denklik alt grubu ile
modiiler grubun T'? ve T3 kuvvet alt gruplarinm (I'?)" ve (I'®)’ komiitator altgruplar

arasindaki iligki verilmistir.

Tezin dordiincii boliim, birinci kisminda T grubunun T alt grubu calisilmis, {iretecleri ve
grup sunusu verilmistir. Ayrica genisletilmis modiiler grubun I’ komiitatdr alt grubunun,

modiiler grubun I'? kuvvet alt grubuna esit oldugu gosterilmistir.

Tezin dordiincii boliim, ikinci kisminda, énce genisletilmis modiiler grubun I'? ve I'3
kuvvet alt gruplari ¢alisilmistir. Sonra her m € Z* igin I'™ kuvvet altgruplarmin hangi alt

gruba esit oldugu gdsterilmistir.

Tezin dordiincii bdliim, {iciincii kisminda, [(n) temel denklik altgruplar: tanitilmis, bu alt

gruplarin n > 2 tamsayilari i¢in I'(n) temel denklik altgruplarina esit oldugu gosterilmistir.
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Ayrica T'(2) temel denklik alt grubunun I'2(2) kuvvet alt grubunun T'(4) temel denklik alt

grubuna esit oldugu gdsterilmistir.

Bu sonuglar modiiler ve genisletilmis modiiler grubun genellemesi olan Hecke ve

genisletilmis Hecke gruplarina taginabilir.

Ayrica modiiler ve genisletilmis modiiler grubun denklik alt gruplar1 da ¢aligilabilir.
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