T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

KOMPLEKS DUZLEMDE POLINOMLARLA MAKSIMAL
YAKLASIMLAR

SEDA TOPRAKCI AKTEKIN

YUKSEK LiSANS TEZi

Jiiri Uyeleri: Prof. Dr. Daniyal ISRAFILZADE (Tez Damismani)
Prof. Dr. Ali GUVEN
Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR

BALIKESIR, HAZIRAN - 2025



ETiK BEYAN

Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallara uygun olarak tarafimca
hazirlanan “Kompleks Diizlemde Polinomlarla Maksimal Yaklasimlar” baslikli tezde;

- Tim bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ergcevesinde elde ettigimi,

- Kullanilan veriler ve sonuglarda herhangi bir degisiklik yapmadigima,

- Tim bilgi ve sonuglari bilimsel aragtirma ve etik ilkelere uygun sekilde sundugumu,

- Yararlandigim eserlere atifta bulunarak kaynak gosterdigimi,

beyan eder, aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.

Seda TOPRAKCI AKTEKIN



OZET

KOMPLEKS DUZLEMDE POLINOMLARLA MAKSIMAL YAKLASIMLAR
YUKSEK LiSANS TEZi
SEDA TOPRAKCI AKTEKIN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. DANIYAL M. iISRAFILZADE)

BALIKESIR, HAZIRAN - 2025
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bulunmaktadir. Ugiincii boliimde kvazikonform smnirli bélgelerde tanimli agirlikli Bergman
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acilimlar1 elde edilmis ve serilerin kismi toplamlar1 yardimi ile kontinyumlarda maksimal
yakinsaklik problemi incelenmistir. Dordiincii boliimde analitik fonksiyonlarin Smirnov-
Orlicz smiflarinda maksimal yakinsaklik problemleri arastirilmis, bu siniflarda diizgiinliik
modilleri tanimlanmis ve maksimal yakinsaklik hatasina en iyi yaklagim ifade eden say1 ve
diizgiinliik modiilii ile tistten degerlendirilmesi elde edilmistir. Besinci boliimde Kompleks
diizlemde tanimli bolgelerde, degisken iistlii Smirnov siniflar1 tanimlanmis; bu smiflarda
Faber seri acilimlarinin gergeklestirilebilecegi gosterilmistir. Ayrica, serilerin kismi
toplamlarinin ilgili fonksiyona gére maksimal yakinsaklik hatasi, en iyi yaklagim hatasi
cinsinden {stten smirlandirilmistir. Devaminda, yaklasim teorisinin diiz teoremleri
kullanilarak bu hata, diizgiinliik modiilii yardimiyla da iistten degerlendirilebilmistir.
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SEMBOL LISTESI

N:={0, 1, 2, ...}
]R::(—oo,oo),
C:={z=x+iy:x, ye R}
C:=C U}

D

L7, 0<p<oo

()

L’ 0<p<o

E(G) 1<p<o

O-hf
K
D(z,,&),e>0

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi

: Kompleks diizlemde birim disk

: Lebesgue anlaminda p. dereceden integrallenebilir

fonksiyonlar uzay1

: Agirlik fonksiyonu

: Agirlikli Lebesgue uzay1
: G bolgesinde tanimli Smirnov fonksiyon sinifi

: Verilen bir fonksiyona, derecesi en fazla n olan polinomlar

siifi igerisinde en iyi yaklagim sayist

: T egrisi iizerinde tanimli Orlicz uzaylar

: G bolgesinde tanimli Smirnov-Orlicz sinifi

: L, (F ) Orlicz uzayinda tanimli stireklilik modiili

: Smirnov-Orlicz sinifinda derecesi en fazla n olan
polinomlar sinifinda en iyi yaklagim sayis1

: I egirisi lizerinde taniml1 degisken iistlii Lebesgue uzay1

: f fonksiyonuna gore modiiler fonksiyon

: Lebesgue Uzayinda diizgiinliik modiilii

: Degisken tslii Lebesgue uzayinda diizgiinliik modiilii

: Er kanonik bolgesinde tanimli Bergman uzayinda derecesi
en fazla n olan polinomlar sinifinda en iyi yaklagim sayis1

: f fonksiyonuna gore tanimlanan Steklov fonksiyonu

: Kontinyum

: zye Cmerkezli, ¢ yaricaph agik daire
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1. GIRIS

Yaklagim teorisinde, genellikle incelenmesi zor ve belirli diizgiinliik 6zellikleri tasiyan
fonksiyonlara, daha basit ve daha diizgiin fonksiyonlarla yaklasim problemleri
arastirilmaktadir. Baslangicta ele alinan fonksiyon uzay ise, incelenen probleme gore

degisiklik gostermektedir.

Yaklagim teorisinin temel problemlerinden biri, verilen bir fonksiyona belirli bir fonksiyon
siifi icerisinde yaklagimin miimkiin olup olmadigini arastirilmasidir. Diger temel problem
ise bu yaklasimin ne kadar hizli gergeklestiginin, yani yaklagim hizinin
degerlendirilmesidir. Bagka bir degisle yaklasim teorisinin ana problemleri nitelik ve
nicelik problemleridir. Nitelik probleminin ¢dziimii, Weierstrass tarafindan Weierstrass
teoremleri olarak bilinen teoremlerden baslamaktadir. Daha sonra bu teorem Walsh,
Gartogs, Rosenthall, Lavrentiyev, Keldysh tarafindan kompleks diizlem bolgelerine de
genisletilmistir. En genel teorem S.N. Mergelyan tarafindan ispatlanmistir. Bu teoreme
gore kompleks diizlemde verilmis bir kiimenin i¢ noktalarinda analitik ve kapanisinda
stirekli olan fonksiyonlara cebirsel polinomlarla yaklagimin mimkiinliigii i¢in gerek ve
yeter kosul kiimenin sinirli, kapali olmast ve diizlemi bolmemesidir. Bununla birlikte
yaklagim teorisi alaninda yapilan incelemelerde, yaklasim gerceklestirildigi kiimenin
simnirindan uzak olan noktalarda yaklasimin daha hizli bir sekilde gerceklestirilebilecegi
gorilmiistiir. Bu yonde elde edilen teoremlere maksimal yakinsaklik teoremleri, arastirilan
problemlere ise maksimal yakinsak problemleri denir. Matematik literatiiriinde maksimal
yakinsaklik problemleri ile ilgili ¢ok sayida bilimsel c¢aligma bulunmaktadir. Bu
calismalarin bir kismi, Walsh [1], Smirnov ve Lebedev [2] ile Suetin [3] tarafindan kaleme

alinan monografilerde ayrintili olarak aciklanmistir.

Daha sonra maksimal yakinsaklik problemlerinin bir dizi bilimsel ¢aligmalarda da
arastirildigr goriilmiistiir [4-7]. Bu tezde maksimal yakinsaklik problemlerinin incelendigi
ti¢ farkli uzay ele alinmis ve bu uzaylarda elde edilen maksimal yakinsaklik teoremleri
ifade edilmis ve ispatlanmistir. Birinci uzay Bergman uzayr olarak bilinmektedir. Bu
uzayda maksimal yakinsaklik problemleri incelendiginde, once fonksiyonlarin Faber
serisine acilabilirligi gosterilmis, Faber polinomlar1 yardimi ile ifade edilen bir serinin
degerlendirilmesi yapilmis ve bu degerlendirme kullanilarak maksimal yakinsaklik hatasi

Bergman Uzay1 normuna gore degerlendirilmistir.



Ikinci uzay olarak alinan Smirnov-Orlicz uzaymda maksimal yakinsaklik problemleri
incelenirken Faber polinomlar1 ve serilerinin yaklasim 6zellikleri kullanilmig, maksimal
yakinsaklik hatasi en iyi yaklasimi karakterize eden sayr yardimi ile degerlendirmesi
yapilmis, daha sonra bu hata Smirnov- Orlicz smiflarinda diiz teoremler kullanilarak
diizgiinliik modiilii yardimi ile de iistten degerlendirilmesinin miimkiinliigii gosterilmistir.
liclincii uzay olarak diisliniilen Klasik Smirnov Siniflarinin bir genellemesi olarak bilinen
degisken iislii Smirnov Siniflarinda maksimal yakinsaklik problemleri degisken iissiin belli
kosullar1 sagladig1 taktirde incelenmis ve maksimal yakinsaklik hatasinin verilen

kontinyumda diizgiin norma gore degerlendirilebilenligi gosterilmistir.



2. ON BILGILER
2.1 Temel Tanimlar
Tamm 2.1.1: C, R .= (— 00, oo), a,be R oldugunda bir > /a, b] — C’ye siirekli fonksiyonun

goriintlisiine C de bir egri denir [8].

Tamm 2.1.2: C kompleks diizleminin bir S alt kiimesi verilsin. Eger kompleks diizlemin,
S, =8SnA,#¢, S,=SNA4,#¢ ve S=S,US, kosullarini saglayan ayrik ve agik bir ¢ift

Aj ve A; alt kiimeleri bulunamiyorsa § kiimesine C baglantili kiime denir [8].

Tamim 2.1.3: Bir S< C kiimesi verilmis olsun. Bu kiimenin CS ile gosterilen tiimleyeni,
CS:= {z € C: z ¢S} olarak tanimlanir. Bir S<C kiimesi ve §’de bulunmasi
gerekmeyen bir z, € C noktas1 alalim. Eger her D(z,¢) komsulugunda S’nin z,’dan farkli
bir z noktast varsa z), S’nin bir yiZilma noktasidir denir. Bir zeS noktas: i¢in
D(z,&)c S olacak sekilde bir ¢ varsa z, S’nin bir i¢ noktasidir denir [8].

Tanimdan goriiliiyor ki i¢ nokta bir yigilma noktasidir. Bir S < C kiimesi verilmis olsun.

Eger her z € S noktas1 S’nin bir i¢ noktas1 ise S agik kiimedir denir.
Tamim 2.1.4: Baglantili agik kiimeye bolge denir [8].

Tammm 2.1.5: a) Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D(z,5)

komsulugundaki biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f, z,’da analitiktir denir.
b) Eger bir f karmasik fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse f, S
tizerinde analitiktir denir.

¢) Bir f fonksiyonu C’nin tiim noktalarinda analitikse, f’ye tam (entire) fonksiyon denir [8].

Teorem 2.1.6: (Riemann Konform Doniisiim Teoremi): G < C sinir1 en az iki noktadan
olusan basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu durumda, G bélgesini D’ye, f(z,)=0

ve f'(z,)> 0kosullar1 altinda resmeden bir tek /* konform dontistimii vardir [8].

Tamm 2.1.7: G, basit baglantili sinirli bir bolge, CG:= CG tiimleyeninin de basit

baglantil1 bir bolge oldugunu varsayalim. Riemann konform doniisiim teoremine gore CG



timleyeninin birim diskin disina ¢(o)=00, ¢'(0)>0, kosullari1 saglayan birebir
konform doniisiimii vardir. Bu durumda

B B

q)(z)=az+a0+—+—+ A+
z

yazilabilir.

[¢(z)]n = a"Z"+a ta, "t zta, + Z}/—’; =F (2)-E (2)

k=1
Burada Fu(z) =au+ 0. z+...+d'2" n dereceli bir polinomdur, buna G bélgesine gore n

dereceli Faber polinomu denir. Goriildiigii gibi [9],

E()=-Y
k=1

Tanim 2.1.8: Kapal1 ve baglantili kiimeye kontinyum denir [10].

Tanim 2.1.9: {c,}, kompleks sayilarin bir dizisi ve K < C bir kontinyum olsun. Bunun

Faber polinomlar1 dizisini {F,(z)} ile gosterelim. Bu durumda
2 ek (z)

dizisine K kontinyumu i¢in Faber serisi denir [11].
I"bir Jordan egrisi kendi kendini kesmeyen egri, z,,z,el’ ve [’ (ZI,ZZ) Z; Ve 22
noktalarin1  birlestiren yaylardan c¢apt kiigiik olan yay olsun. Bu yaymn g¢ap1

diam F(z,,zz) max |z

z;,z,€l;

1_Zz|

olarak tanimlanir.

Tanim 2.1.10 : V z,,z, e/ i¢in
diam I~ (z,,zz)Sc|z,—zz|

olacak sekilde bir c sabiti bulunabiliyorsa 7" egrisine C’de kvazikonform egri denir.

Kvazikonform egrinin bir diger tanim1 da asagidaki sekilde verilir [5].

Tamm 2.1.11: ¢, kompleks diizlemin kendi {izerine birebir ve siirekli doniistimii olsun. ¢
dontisiimiintin kordinat eksenlerine paralel hemen her dogru iizerinde mutlak siirekli

oldugunu varsayalim.



+@-
D,(z)=——
¢Z _‘¢Z

olsun.

K, =sup.D,(z) sonluise ¢ donisiimiine kvazikonform doniisiim K, sayisina ise onun

kvazikonformluk katsayis1 denir.

Kompleks diizlemde bir ¢emberin kvazikonform bir doniisiim altindaki goriintiisiine

kvazikonform egri denir [10].

Tanim 2.1.12: h ile [0, 2xn] araliginda siirekli bir fonksiyonu gosterelim. h fonksiyonunu
[0, 2xt] araligindaki siireklilik modiilii;

o(t,h)=sup{|n(t,) - h(t,) - 1,1, €[0.27}|t, ~1,] <} £ 20

olarak tanimlanir [11].

j”t_] o(t,h)dt <o kosulu saglandigi takdirde, h fonksiyonuna Dini-siirekli fonksiyon

denir [12].

Tamm 2.1.13: /' go(t), a<t<b, ile kompleks diizlemin bir egrisini gosterelim.

I’ egrisinin uzunlugu
V(F) =Ssup ZZ:] |(p(xk )_(0<xk71 ],n eN

bi¢imde tanimlanabilir. Yukaridaki tanimlamada supremum a =a=1{,<t,<..<t,=b

kosullarini saglayan tiim ayrintilar tizerinden alinmaktadir.

Eger V(I') < o kosulu saglantyorsa I" egrisi sonlu uzunluklu bir egridir denir. [12].

Teorem 2.1.14 (Maksimum Kurali): B sinrl bir bolge olsun. f, B’de analitik ve B'da

stirekli ise | f | OB ’deki bir noktada maksimum deger alir [8].

Tamm 2.1.15: y karmagik diizlemde bir Jordan egrisi olsun. Eger bir ¢emberin bir
komsulugunda konform olup bu c¢emberi y’ya resmeden bir konform doniisim

bulunabiliyorsa y egrisi bir analitik egri denir. [13].



Tamm 2.1.16: /" kompleks diizlemde sonlu uzunluga sahip bir Jordan egri olsun. Verilmis

bir ze/ noktasi igin 1’ (z,g):: { tel’ .'|t - Z| < 8} alt kiimesini tanimlayalim.

r (Z,E) alt kiimesinin uzunlugu |F (2,51 olsun.
sup supi| F(Z,g)‘< o0
zel &30 &€

kosulu saglandig: taktirde

I' egrisine Carleson egrisi denir. [14]

Tamm 2.1.17: Terimleri f;zA— C bi¢ciminde tanimlanan siirekli fonksiyonlarin bir (f;)
dizisi ve >0 sayis1 verildiginde her k > ky i¢in biitiin z € 4 noktalarinda | fi(z) — f(z)|< &
olacak bicimde bir k) dogal sayis1 bulunabilirse, (f,) dizisi 4 kiimesinde f fonksiyonuna

diizgiin yakinsaktir denir [8].

Teorem 2.1.18 (Weierstrass M-Testi): Ac C ve (gk), A lizerinde taniml1 fonksiyonlarin

bir dizisi olsun. Gergel sayilarin

i) Y~ M, yakmsak

ii) Her z € A igin, /fgr/< My, k=1,2,........

ozelliklerini saglayan bir My dizisi var ise ::] g,, A tzerinde mutlak ve diizgiin

yakinsaktir [8].

Teorem 2.1.19: A kompleks diizlemde bir bolge ve (f,), bu bolgede tanimli analitik f,
fonksiyonlarmin olusturdugu dizi olsun. Eger A4 bolgesinde yerlesen her kapali disk

izerinde f, —f yakinsamasi diizgiin ise f/* limit fonksiyonu 4 bolgesinde analitiktir [8].

Teorem 2.1.20 (Cauchy integral Teoremi): G, kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir
Jordan egrisi ile sinirl bir bolge ve f bu bolgede analitik bir fonksiyon olup G bdlgesinin
kapaniginda siirekli ise,

lo6fz)dz = 0

olur [8].

Teorem 2.1.21 (Cauchy Integral Formiilii): G, kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir

Jordan egrisi ile sinirh bir bdlge ve y egrisinin bu bolge i¢inde bir kapali egri oldugunu

6



varsayalim. Eger f, G bolgesinde analitik bir fonksiyon ise bu durumda vy ile sinirli bolgede
yerlesen her o noktasi i¢in
1 z
fla)=-[ L)
2rivrz—a

integral formiilii saglanir [8].

Teorem 2.1.22 (Smirsiz Bolgeler icin Cauchy Integral Formiilii): G, kompleks
diizlemde sonlu uzunluklu I" Jordan egrisi ile siirli bir bolge olsun. I' egrisinin pozitif
yonlendirilmis oldugunu varsayalim. Eger f fonksiyonu, G boélgesinin CG tiimleyeninde

analitik bir fonksiyon ise

%Jrﬁdg_{f@o)-f(z);zecc
e f(») ;zeG

integral formiilii gecerlidir [15].



3. KVAZIKONFORM SINIRLI SONLU BOLGELERDE TANIMLI
AGIRLIKLI BERGMAN UZAYLARINDA GENELLESTIRIiLMIiS
FABER SERILERI iLE YAKLASIM

®, G bélgesinde bir agirlik fonksiyonu, yani @, G, de h.h. yerde pozitif olup G bélgesi

{izerinden integrallenebilir bir fonksiyon olsun. A4’ (G, a)) :={f:f, G bolgesinde analitiktir ve

J]G | f(z )|2a)( z)do, < +oo} olarak tanimlanan f denklem kiimesine G bolgesinde tanimli

o agirlikli Bergman uzayi denir.

A’(G): = A’ (G,1) uzayma Bergman uzayi denir.

GcC, kvazikonform 77 egrisi ile sinirli bir bdlge ve AZ(G, a)) G’deki analitik
fonksiyonlarin @ agirlikli Bergman uzay1 olsun. Bu boliimde, AZ(G, ®) uzayindan olan

fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Faber serileri tanimlanir ve onlarin yaklagim 6zellikleri

arastirilir.

3.1 Giris

EcC en az iki nokta igeren, tiimleyeni baglantili olan bir kontinyum ve D agik birim
disk olsun. w=g(z) ile CE:=C\E’nin,CD:=C \D’ye (o(oo)z cove @ ()>0kosullarini
saglayan konform doniisiimiinii gosterelim. @’nin tersini w :=¢ ' ile gosterelim. Rastgele
sabit R>1 say1s1 verildiginde E kiimesinin R. Seviye ¢izgisi

I, = {z:|gp(z)|=R}, E, = {z:z eCE, gp(z)|<R}uE

bigiminde tanimlanmis olsun.

g CE de analitik bir fonksiyon ve g(o)>0 olsun. Bilindigi gibi [11], E ile iligkili

genellestirilmis Faber polinomlar1 £ (z, g), n=12,..

welyWly'(0) _¢ Flzg) |
iw)—z _Z;) R €E,wW>1, (3.1

agilimi ile tanimlanir. Bu agilm {CD,CE} kiimesinin kompakt alt kiimelerinde diizgiin ve
mutlak yakinsaktir.

(3.1)’in z’ye gore tiirevini aldigimizda

welyW)ly'(w) _ s £ (z.8) (3.2)
ow -z = w

elde edilir.



Her n dogal sayisi i¢in F), (z,g)’nin n dereceli bir polinom oldugunu dogrulamak kolaydir.
Faber polinomlar1 ve genellestirilmis Faber polinomlar1 hakkinda daha fazla bilgi [2, 11,
16]°de bulunabilir.

G, T' kvazikonform egrisi ile smirlandirilmis bir diizlem bdlgesi, 0 €G ve w, G

bolgesinde tanimli bir agirlik fonksiyonu olsun.

Ayrica, G’deki analitik f fonksiyonlar i¢in
A(G)i={1:11|f(2) dor. <o0]

uzayini tanimlayalim.

A’(G,w) uzayinda normu

g, =115 0t2)do.

olarak tanimlarsak normlu bir uzay elde edilir.

G’ de analitik ve siirli f fonksiyonlart i¢in Belyi [17] tarafindan

f(z)=—— H foy_)(g) (¢)do,, zeG, (3.3)

integral gosterimi elde edilmistir.

Burada y = y(g), I egrisine gore bir kvazikonform yansimadir. Ahlfors teoriminden [18],
y= y(g) yansimasinin bir kanonik yansima olarak secilebilecegi (bkz. [19, s. 26 sonug

1.39]) yani y’'nin C’de (I" egrisi hari¢) h.h.y diferansiyellenebilir bir yansima olarak

tanimlanabilecegi ve yeterince kii¢lik & > 0 sabiti i¢in

.|+ |<e, S« din el

el

_ 1
- Scz|g| 2, |g|25 icin |g|£5. (3.4)

kosullarin1 saglayabilecek sekilde bulunabilecegi goriilmektedir.

Sadece kanonik yansimalar1 dikkate alarak Batchaev [20], Belyi’nin [17] sonucunu

tyilestirerek (3.3) esitliginin ancak ve ancak f e A(G) durumunda saglandigin

gostermistir. Batchaev’in bu sonucunun kaniti [19]°de verilmistir [bkz. 19, s. 110, Th.4.4).



Burada ve bundan sonra y kanonik yansima olarak ele alinacaktir. f e A(G)olsun.

c= 1//(w) doniisiimiinii (3.3)’de yerine koyarsak,

1= [ [ e ] 0 W g,

1
1l ) lo-=F

elde ederiz.
(3.2) ve (3.5)’ten asagidaki sonug ¢ikiyor:

f(z)~ 3 a,(f.8)E, (2.). z€G (3.6)

n=1

burada

___” S (v ()’ (w)

7 g[l// ] oy

CD

V. [l//(w)]daw, m=12,.. (3.7)

(3.6) serisi genellestirilmis bir Faber serisinin tiirev serisi oldugundan, sadelik i¢in bu

seriye de genellestirilmis Faber serisi ve «a, (f,g)m=12,.. Katsayillarina fnin

genellestirilmis Faber katsayilar1 denir.

Bu bélimde feA’(G,w) fonksiyonuna gére yazilmis (3.6) serisinin G’nin kompakt alt

kiimeleri tlzerinde diizgiin yakinsak oldugu kanitlaniyor. Dikkate alinan @ agirhik
fonksiyonlarin sinifim1 g fonksiyonlari ve 7" ’ye gore tanimlanan kvazikonform yansimalar

yardimu ile karakterize edilir.

Biz genellestirilmis Faber serileri icin teklik problemini arastirtyoruz ve Z b F ( )

=] "m*Tm

serisinin f € 4°(G, )

|42 (6.0, ROTMUNA gore yakinsak oldugu ve w agirlik

fonksiyonunun bazi1 kisitlamalar1 saglandiginda {bm}’nin fnin genellestirilmis Faber
katsayilar oldugunu kanitlaniyor. Son olarak, eger w=1 ve
S.(f.z)=Y""a (f)F,(z), feA’(E,) nin n’ci kism toplami oldugu durumda

hatasin1 E, (f,E, ) ile degerlendiriliyor.

A(E)

10



Burada:
E(f.E)=inf |f-P,

f*ye derecesi en fazla n olan polinomlarin yaklasimindaki minimum hatay1 belirtir.

(5" P derecesien fazlanolan~ polz’nom}

o =1 durumunda burada sunulan sonuglarin bazilar1 sirasiyla [21] ve [22] ¢alismalarinda

vurgulanmis ve ispat edilmistir.

Vurgulayalim ki, kompleks diizlemin bir G bolgesinde analitik olup, G kapanisinda
siirekli fonksiyonlarin A4(G) smifinda benzer problem [23] ¢alismasinda arastirilmustir.
Sonuglar agisindan 6nemli olmayan parametrelere bagl sabitleri belirtmek i¢in ¢, ¢y, ¢, ..,

kullanacagiz.

3.2 Yardimei Sonuclar

R>1igin G, := {z :2eCG, (p(z)|<R}u(_? olsun.

Onerme 3.2.1: g, CG iizerinde g(o)> 0 kosulunu saglayan analitik bir fonksiyon olsun.
Sabit bir R, €(1,0) i¢in
_U |g(z)|2 do, <o
Gy, \G
olsun.
= ‘Fm (Z’gx . . . .. . . . .
O halde ) e fonksiyonel seri G bolgesinin kompakt alt kiimelerinde diizgiin
m=1 m+

yakinsak bir seridir.

: = |F, (2,
Ispat: z, G bolgesinde yerlesen sabit bir nokta olsun. Bu durumda, >’ Mw’"”
m=1 m+
serisi D diskinde bir analitik fonksiyon olur.
0 F'
Alzw) =Y LACY ey (3.8)
m=1 m+1

(3.2) ve (3.8) kullanarak

A (zw) =Y F(z.g)w" = (3.9)
m=1

elde edilir.
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O<r<l olsun. " F, (z,g)w" serisi D(0,r) kapal diskte diizgiin ve mutlak yakinsak

oldugundan

s@=[ [ |4.Gwf do, —EZM”” (3.10)

D) = m+1

(3.9) ve (3.10) denkleminden goriiliiyor.

2
)‘ Ay R VAU ]W (17) do.. (3.11)
D (0,r) |:l// :I
Ote yandan, R, e(], oo) sabiti i¢in,
S(z):= "” b (U W)|2d0'
)P |
el ol o)
E[E[ [l//(e‘i“’/ p)—z]za) ‘ dp de
T [t//(Re )]‘// (Re )|2 dRd g 312
_'1['([ [t//(Re )—Z]ZW ‘ R (3-12)
Ry 27 o 27
{j [+]] j...::J1+J2.
70 R, 0

M, G’de kompakt bir alt kiime ve ze M olsun ¢ = dist (M,I") isaretlendiginde

Ry 27

J, <_j Hg[w )y (Re lzdegz):é‘—]‘l | 1 le(z) do. < 5—{,

Rl7

elde edilir.

Benzer sekilde tiim ze M i¢in J; integralinin diizglin sinirlilig1 gosterilebilir. Sonug olarak

(3.12)’den sabit bir ¢, sayisi ve tim ze M igin
S(z)<c,/6’ (3.13)
elde edilir.

12



Diger taraftan (3.11)’de r—1 kabul edersek

' 2
F;n (Z’ g)‘
m+1

S(z)=73) (3.14)

elde edilir.

S(z) toplam1 G’de siirekli oldugundan, Dini teoromine gore (3.13) ve (3.14)’ten
, 2

5 7, (2. 2)

. m+1

serisinin G’nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak oldugu goriiliir.

Onerme 3.2.2: y, I” smirina gére K- kvazikonform bir yansima ve fe4’(G,®) olsun.

O halde;

J I|(foy)<g12w<y(g>jyg<gfdogs”ﬂ"ﬁ%, k=t

ispat: y, C’nin kendi iizerine K-kvazikonform yansimasi oldugundan

2

2 ? yo . .
>0.J=‘yg‘ —‘yg‘ »y’nin Jacobian ise

~|y;

1 ronWeXoboelef o=t 1 rore) o0ted|1-{vd,

cG

j2}1<—J(g>> o,

<L [T 06l obleN- (o)) do, ~ el

1- 1-k?

elde ederiz ve ispat tamamlanir. f=1ve w=1 durumunda bu sonug¢ [17] ¢aligmasinda

ispatlanmistir.

Onerme 3.2.3: g, smirl, CG’de sifir degeri almayan bir analitik fonksiyon olsun.

O halde;

) I,m=
S

13



Ispat: Once Green formiiliinii ve daha sonra analitik fonksiyonlar i¢in Cauchy integral

teoremini kullanarak

(W) g)y [w(w)]y'(w)
lrne) == | f P

1 F, (v (w).g) 1
27i 1 glywm]

(3.15)

1 F.(y(w.g) 1
270 |y glww)] w™

elde edilir.

[11]°e gore
F,(z.g)=g(z)¢"(z)+E,(z.g).

burada, £, (z,g), C G de analitik ve E (o0,g)=0 oldugundan (3.15)’den

a(Fg)=—— [ W E(Lw)g? .
27” [w=R>1 27i [w=R>1 g[‘//(w)]w
= L J‘ Wmﬂ1—1 dw = {1; m=n
27 |w=r>1 0,m#n

elde ederiz ve 6nerme 3.2.3’1in ispat1 tamamlanir.

3.3 Ana Sonuglar
3.3.1 Agirhkh durum

g, CG iizerinde bir analitik fonksiyon ve g(o)>0 ve olsun. Bir R, € (1,00) sabiti igin

I

GRO \G

g2 do, <o (3.16)

olsun.

Bu sekildeki her g i¢in bir @ agirlik fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlansin:

w(z):=1/goy)(z)[.z€G,

14



burada y, /" sinirina gore kanonik bir yansimadir.

Tammm 3.3.1.1: Yukarida tammlanan @ agirlik fonksiyonlarn smifimi W2(G) ile

gosterilsin.

Teorem 3.3.1.2: fec A’ (G w)weW’(G) olsun. Bu durumda fnin genellestirilmis

(3.6) Faber serisi, G’nin her kompakt alt kiimesinde f’ye diizgiin yakinsar.

Ispat: fe A’ (G,w)veweW?’(G) olsun. Oncelikle f € A(G) oldugunu kanitlayalim.

Yeterince kiiciik & >0 sayisi i¢in (3.4) ve (3.16) iligkilerini kullanarak

[Jlgor)@f do.=] | [a=) Uy\ - z}zaz

<[ f lg(z) ‘)’zrd@: ﬂ_lg(Z)IZ‘er do.+| [ le(z) ‘yzrdffz

V-

Gy, \G Ry
2
<c H|g(z)|2d0'2 =c, ﬂ yz‘ do, <o
G, \G CGr
elde edilir.

Burada ¢, =max {j g(z )| 1zeCGy, } Holder esitsizliginden dolay,

(15610 <[l orento [T gosi . e

Buradan
. ' 2 ] f(y(v/(W)))yg [‘//W] ‘/TW) g[l//(w)]l//’(w)
f(Z)_mEI am(f’g)Fm(Z’g1 T chb g[l//(w)] |: [!//(W)—Z]2
AT Oy [y (o)
)] R
<[ %g [[Z((::;]_"’Z](;V )—”; d :f’fjg )r do, =£J, J, (3.17)



Onerme (3.2.2) sayesinde

—H

y()
(z)

‘ o.<¢[[|f(zfo(z)do, <. (3.18)

Simdi J; integralini degerlendirecegiz. / < r < R <o olsun. (3.2.2)’yi kullandigimizda

1 ‘”(W)Z =RECESNID>

r<‘w‘ <R [l//(W) m=1 ;<‘w‘ <R

-r 5 L] ]\F,;,(Z,gfgzﬂ 5 M

2m
m=n+1 M\ T R m=n+1 m+1

Fi(zeg)

m+1

do

w

m=n+

elde edilir.

7 — IveR —> oo kabul edersek

(3.19)

elde edilir.

Dolayistyla (3.17), (3.18) ve (3.19)’a gore asagidaki degerlendirme gegerlidir:

£ g

flz)- Z VF(5,g) <c, > LBl

m=n+1 m+ ]

ve onerme 3.2.1 sayesinde ispatimiz tamamlanir.

Teorem 3.3.1.3: g, CG’de sifir degeri almayan simirli ve analitik bir fonksiyon ve {bn},
m=1,2,..., bir karmasik sayilar dizisi oldugunu varsayalim. Eger Z b,F, (z,g) serisi

normunda bir fe (Ga)) fonksiyonuna yakinsiyor ise, b, m=12,., fnin

W4?(G,0)

genellestirilmis Faber katsayilaridir.
Ispat: S (z):= Zn” F (z,g), Z::I b F (z,g)’nin n’inci  kismi toplami olsun.

Onerme 3.2.3’1 kullanarak

1o Seon) W)y lyOw)ly(w)
lim—— | Y do,=b, (3.20)
S A gl (w)lw
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m=1 2 ..
elde edilir.

Ote yandan Hoélder esitsizligi ve dnerme 3.2.2°yi kullanarak her n dogal sayis1 igin
‘bm _am (f’g)‘

LI e e byl vy

J J S;}V ;//(v:i){[ (w)y' (w) do, ~

g (Z)

yg (z)r daW] (3.21)

ﬁ [

j j 5, ;(y )(;””Zf,)y ()l (w) do, ~b,

1

s%m|f<z>_sn<z>rw(z>d@y

(5 0y ij)y ly(w)ly" (w) do, +b,

elde edilir.

n—>o0 igin —0, (3.20) ve (3.21) iligkilerinden a, ( f, g) =b, oldugu

T nlla?6m)

gortliir ve boylece teoremde ispatlanmis olur.

Bu teoremden goriildiigii gibi f fonksiyonunun genellestirilmis Faber katsayilari kanonik

yansimanin se¢iminden bagimsizdir.

3.3.2 Agirliks1z durum

Yukarida bahsedilen teorem ve énermeler @ =1 6zel durumunda da gegerlidir. Ayrica, bu

hatasin1 E, ( f.E R) minumum hatasi yardimi ile degerlendirilir.

durumda | f - 1 P

17



Onerme 3.3.2.1: F,, m=1, 2, ..., E icin Faber polinomlar1 olsun.

Bu durumda,

o F
H m A"(E)< V4
L~ mR>" T R (RZ _1)

Ispat: E’nin Riemann yiizeyinde F,, altindaki goriintiisiiniin alan1 S,,(E) olsun.
Fm (W(W)) = Wm + Z:OZI mbmswis’

katsayilaridir.) Lebedev ve Milin’e bagli bir teorem araciligiyla [11].

w>1, oldugundan [16] (burada b, Grunsky

Sm(E):ﬂ(m—i sm2|bms|2)£7zm (3.22)
s=1
oldugu elde edilir.
Diger taraftan,
S,(G)=[[|F, (=) do. =|F, ) (3.23)
E

(3.22) ve (3.23)’ten su sonug ¢ikiyor:

. HFm

2 * 1 T
Z ST sz Z R = Rz(n+1)(R2 _1)'

2m
m=n+2 MR m=n+2

Vurgulayalim ki yukaridaki degerlendirme genel olarak kesindir ve bu degerlendirmenin
T

Wﬂ iist simir1 genellikle kiigiiltilemez. Ozel halde D birim disk oldugunda

F(z)=Z" olur ve bunun sonucunda

F
i H "la2(E) T

e m R - R2(n+1)(R2 _1)

elde edilir.

V(R,z),I,sinirina gore bir Kr kvazikonform yansima olsun. O zaman asagidaki teorem

gecerlidir.
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n+l

m=1 m

Teorem 3.3.2.2: Eger fed’(E,) R>1veS,(f.z)=> (f)F (z) oldugunda

Bergman uzayinda yaklasim hatasi

A*(E) \/(1 _ k; XRZ _ 1) Rn+1
olarak degerlendirilir,
K,-1
K.+1

burada k, .=

ispat: P* fe 4* (E,) normunda en iyi yaklasan polinom, yani

“(Ex)

lr-£ E,(f.E;)

A(E)

olsun.

Teorem 3.3.1.2 ve Onerme 3.2.3’e gore her z € E i¢in asagidaki esitlik gegerlidir:

0

D au(f)F,(z)

m=n+2

1f(z)-S,(f.z)=

o0

1

T

(=B )ox(Ry () ow)y Ry (0] 2 o |

m=n+2 ‘w‘>R

Daha sonra Holder esitsizligi ve Onerme 3.2.2.1’i uygularsak su elde edilir:
2
_E (/. E)

2 ) ~ Fr;,(Z)Z
12)=5,(0.2Y <0208 X )

2m "
m=n+2 MR

(3.24)

(3.24)’1lin her iki tarafinin £ iizerinden integralini alirsak, dnerme 4’e gore su elde edilir:

( ). 22 S ] Ej(f’ER).
A (E) (]—ké)(RZ _]) R2(m+1)

Buradan

1 E,(f.E;)

( ) AZ(E)S ]—k2 RZ—] Rn+1
R

ve kanitmiz tamamlanir.

E=G i¢in R=1 durumu [22] ¢alismasinda arastirilmistir.
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4. SMIRNOV-ORLICZ SINIFLARINDA YAKLASIM

Bu boliimde Smirnov-Orlicz simiflar1 olarak bilinen fonksiyon uzaylarinda yaklagim
teorisinin bazi diiz teoremlerini elde etmek i¢in Faber polinomlarina gore olusturulan kismi

toplamlarin yaklasim 6zellikleri kullanilacaktir.

4.1 Giris ve Ana Sonuclar

I, C karmasik diizleminde dogrultulabilir bir Jordan egrisi olsun. G:= Intl" ile sinir1 I”
egrisi olan sinirh bolgeyi, G = Ext[" ile ise I ile smirli, sinirsiz bolgeyi gosterelim.
Genelligi kaybetmeden 0 € G oldugunu varsayabiliriz. T ile sifir merkezli bir yarigaplh

cemberi, D ile bu ¢cemberle sinirli birim daireyi, D ile bu ¢emberin dis kismini, w = ¢ (z)

ile G bolgesinin D bolgesi tizerine:

@(o)=0w, lim M>0,

Z—>0 z
olarak normlanmig konform doniisiimiini ve w ile ¢ donilisiimiiniin ters doniisiimiini

gosterelim.

1 < p < o oldugunda, /" egrisi lizerine p. dereceden Lebesgue anlaminda integrallenebilen
fonksiyonlar uzayini, Lp (I) ile G bdlgesinde analitik fonksiyonlarin Smirnov sinifini
isaretleyelim. Hatirlatalim ki, analitik bir f fonksiyonu verildiginde belirli bir »n
numarasindan sonra G de yerlesen istenilen kompakti i¢eren ve n sonsuzluga yaklastiginda

G bolgesinin smirma yaklasan y,, k=1,2,3,..., sonlu uzunluklu Jordan egrilerinden

olusan bir (y, ) =G dizisi bulunabiliyor ve

[1f @ |dz| < M <0

Yk

esitsizligi & numarasindan bagimsiz bir M sabiti i¢in saglaniyorsa f fonksiyonu E’(G)
smifina aittir denir. Eger, feE”(G)ise, I egrisinin hemen her noktasinda (h.h.y)
tegetsel olmayan yollar {lizerinden belirli limit degerleri vardir ve limit degerlerinden
olusan sinir fonksiyonu L” (F ) (bakiniz, 6rnegin: [23, s. 438-453] Lebesgue uzayinin bir

fonksiyonudur.

I" sonlu uzunluklu oldugundan, ¢ €E,(G™) ve w € E(D™") ve dolaysiyla ¢ ve y'

fonksiyonlar1 /" ve T tlizerinde h.h.y. tegetsel olmayan yollar lizerinden sonlu limit
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degerlerine sahiptirler. Ustelik, bu limit fonksiyonlar1 sirastyla L; (I') ve L; (T)'ye aittirler.
(bkz. 6rnegin [24, s. 419]).

h ile [0, 2x] araliginda siirekli bir fonksiyonu gosterelim. ¢,,6, € [0,2x], |t; — to] < ¢t

kosullar1 altinda /4 fonksiyonunun siireklilik modiiliinlin su sekilde tanimlandigini

varsayalim:
o (th) := Sup{|h(t;) = h(t2) |- |t — 2| <t }.

h fonksiyonu verildiginde, eger
ja) (t,h)/tdt< o
0

ise h fonksiyonuna Dini siirekli fonksiyon denir.

Tanim 4.1.1 [25, s. 48]. [" egrisi
I:@)(7), 0<7t<2n

dyle ki ¢, () tiirevi Dini siirekli olup ¢,(7) # 0, bigiminde bir parametrizasyona sahipse

I egrisine Dini diizgiin egri denir.

Eger I" Dini-diizgiin ise o zaman [26]
0<c, <|p'(z)<c, <o, zel (4.1)
olacak sekilde z'den bagimsiz bazi ¢, ve c; sabitleri vardir.

R :=(—w,00) ve R":=(0,0) olsun. Eger M(u): R — R fonksiyonu

[
M(u)=1Ip(t)dt,

biciminde gosterilebiliyorsa, burada p () fonksiyonu sag siireklidir ve degiskenin negatif
olmayan ¢ degerleri icin azalmayan ve pozitif ¢ ler icin  i¢in pozitif olup,

p(0)=0, p(xo):=lim p(t)=oo kosullarin1 sagliyor ise , M(u) fonksiyonuna N- fonksiyon
denir.
Bu

v
N(v):= j q(s)ds,
0
olarak tanimlanan fonksiyona,
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q(s)=supt, (s=0)

p(t)<ss

M(u)'nun tamamlayici fonksiyonu denir [27, s. 11].

N - fonksiyonu olarak verilmis bir M fonksiyonunu ve bunun tamamlayici1 N fonksiyonunu
alalim. Lebesgue anlaminda olgiilebilir /- I” — C fonksiyonlarinin olusturdugu Ly, (1)

uzay1 belli bir & > 0 i¢in f M [a| f(z )|] |dz|< 0, kosulunu saglayan fonksiyonlarin
r

olusturdugu lineer uzay olarak tanimlansin.

Lw (D) uzayr 1], = Sup{ | |f(z>g(z>||dz|:geLN(r),u(g;Nm}, normuna gore bir
r

Banach uzayi olur,

Burada

#(g;N)=[N[|g(2)|1ldz].

”'”LM(F) normuna Orlicz normu, Ly(7) uzayma ise Orlicz fonksiyon uzay1 denir. Ly, (T)

uzayimin her fonksiyonu /7 lizerinde integrallenebilirdir [28, s. 50], yani

L,(T)cL(T). (4.2)

Bir M fonksiyonu N - fonksiyonu olup
lim sup M(2x)

X—>0 X

< oo kosulunu sagladiginda M fonksiyonu 4, kosulunu saglar denir.

Ly (I') Orlicz uzayi, ancak ve ancak verilen M fonksiyonu ve onun tamamlayict N

fonksiyonu A4, kosulunu sagladiginda refleksiv olur [28, s. 113].

0 <r < I oldugunda 7., r yarigapli |w| = r ¢emberinin D'nin G lizerine bir konform

doniisiimii altinda goriintiisii ve M, bir N - fonksiyonu olsun.

Tamim 4.1.2: G'de analitik bir f fonksiyonu 7'ye gore diizgiin olarak
M| f(z)|]dz| < o kosulu
T,

saglhyor ise f, Ey (G) Smirnov-Orlicz sinifina aittir denir.
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Eger M(x)=M(x,p)=x", p e(l, oo), ise, Eu(G) Smirnov-Orlicz smifi bilinen

E,(G) Smirnov smift ile ¢akisir.

Ey (G) smifindaki her fonksiyon /7 egrisinin h.h. noktasinda tegetsel olmayan yollar
tizerinden sinir degerlerine sahiptir ve bu degerlerinin olusturdugu sinir fonksiyonu Ly, (1)
uzayma aittir [14] ve sonu¢ olarak feF,, (G)fonksiyonunun £Ej; (G) normu
tanimlanabilir:

”f” EM(G):= ”f”LM(F)

olarak tanimlanabilir.

cel igin ¢, el noktas1 asagidaki sekilde tanimlansin:

s =w(plg)e” ), nelo2r).

Ayrica feL, (") igin T, f telemesi

Lf()=r(c)  cerl (4.3)
biciminde tanimlansin. Eger /" Dini-diizgiin egri ise iligki (4.1) kullanilarak, Ly, (I)’nin T}, f

Otelemesi altinda invaryant oldugu goriilebilir.

f € Ly (T) i¢in siireklilik modiilii su sekilde tanimlansin:

w, (5,.f):= f;,fi{?” =TS s, 5>0. (4.4)

Goriildiigii gibi

,, (0, f ) =0,

@, (8, £)=0i¢ins >0
limao, (6,1)=0,

ve [,g€E, (G)isin @, (5.1 +8)<w,(5,f)+w,(5.2).

f€E, (G)igin

E(f.G)=inf|f~p,

Ly(I")

—inf {up{ [I(/(s)=p.(c))e(s)ds

;p(g N)< 1}} (4.5)
olsun, burada inf, derecesi en fazla n olan p, polinomlar1 {izerinden alinir.
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Bu ¢alismada Smirnov-Orlicz sinifi £y, (G)'de polinomlarla yaklasimin bazi problemlerini

ele aldik. Yeni sonuglar agagidaki gibidir:

Teorem 4.1.3:  Sinir1 Dini diizgiin 7" egrisi olan G basit baglantili, sinirli bolgesi bu
bolgede tanimhi £y, (G), refleksif Smirnov-Orlicz uzayi verilmis olsun. Bu durumda

f € Ey (G) ve herhangi bir dogal n sayisi igin

1
||f_pn (’meM([‘) S CQ)M[;’f)’
olacak sekilde derecesi en fazla n olan bir p, (/) polinomu mevcuttur, burada ¢, n’den

bagimsiz bir sabittir.

Daha genel durumda, yani /" bir Carleson egrisi oldugunda, ayn1 toplanabilme yontemini
uygulayarak, daha farkli siireklilik modiilii yardimi ile Smirnov Orlicz smifi  Ejy (G)'de
polinomlarla bir diiz yaklasim teoremi [29]'de verilmistir. Bu calismada kullanilan

stireklilik modiilii w,,, [29]'de ele alinan siireklilik modiiliinden daha basittir.

Lp (T) ve Ep (G),1 < p < o, uzaylar i¢in benzer problemler [24, 30-36]'te incelenmistir.

Tilim bu sonuglar /'=0G iizerine farkl kisitlayici kosullar konularak elde edilmistir.

Smirnov-Orlicz siniflarinda yaklagim teorisinin bazi ters problemleri Kokilashvili [37]
tarafindan /'nin Dini-diizgiin egri olmasi durumunda arastirilmistir.

Simdi K baglantili tiimleyeni olan sinirli bir kontinyum olsun.

D:=C\K ve f{z) K iizerinde analitik bir fonksiyon olsun. lyi bilinmektedir ki [3, s. 199] bu
durumda

f(z)=Y aF.(z) zeK (4.6)
k=0
acilimi gecerlidir.
Burada
a, ,-=L'J.f(l/k{+(]t))dz, k=0,12,..,
2riy t
Faber katsayilaridir.
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(4.6) acilim1 verilen kontinyum iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsar; burada Fy (z), k = 0,
1,2, ..., Kkontinyumunun Faber polinomlari olup
w(w) i Fi(z)

, 4.7
wiw)—z 5 w! 47

seri agilimini saglar.

Faber polinomlart ve bunlarin yaklagim oOzellikleri hakkinda detayli bilgi [3, 29, 38]

monografilerinde bulunabilir.

Simdi
R(z.f)=f(z)- Z aF(z)= Y aF(2) zek, (4.8)
k=n+1
olsun ve
I ={zeD |p(z))= R}ve Gy := Int I}, R> 1
isaretlensin.

Asagidaki teorem, (4.6) Faber serisinin Ej; (Gg) Smirnov-Orlicz uzayinin maksimal

yakinsaklik 6zelligini karakterize eder.

Teorem 4.1.4: Verilen bir R >1 sayisii¢in fe€E, (G,) ise

|Rn(z,f)| c}f’Hl(gGl)a/nlnn zeK,n=2,3,..

esitsizligini saglayan, » numarast ve z degiskeninden bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Teorem 4.1.3 ve 4.1.4'ten asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.5: R > [, K, baglantili timleyene sahip bir kontinyum ve Ej, (Gg), Gr kanonik
bolgesinde tanimli refleksiv bir Smirnov-Orlicz siifi olsun. Eger fe E,, (G, ) ise

Pl (1), ek

_Rn+1(R 1)60

olacak sekilde bir ¢>0 sabiti vardir.

Teorem 4.1.4 E, (G), p > I, Smirnov uzaylarinda [3 s. 207] de kanitlanmistir.
Biz ¢, ¢4, ¢, ..., 1le genellikle bir birinden farkli olup arastirdigimiz problemlerde dnemli

olmayan sabitleri gosterecegiz.
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4.2 Yardimci Sonuglar

I" dogrultulabilir bir Jordan egrisi ve f € L; () olsun. f* ve f~ fonksiyonlarmi su sekilde

tanimlayalim:
f* (z):i.j &g)dg, zeG, (4.9)
2riv. ¢—z
ve
d
PRC I A C L e
2riy ¢-—z

Bu fonksiyonlar, sirastyla G ve G 'de analitiktirler ve f (o0) = 0 olur.

Srf(zo)::ii_rg I S(s) dg, zyel”

ralgle—zy|2e} 2

feL,(I")'in Cauchy singiiler integrali olsun.

I iizerinde h.h.y. /" veya f~ fonksiyonlarindan birinin teget olmayan limitleri varsa, I”
tizerinde h.h.y. S;f (z)’de mevcuttur ve ayrica digerinin de [” lizerinde h.h.y. tegetsel
olmayan limiti vardir. Tersine, I” iizerinde h.h.y. S;f (z) mevcutsa, hem £ hem de f

fonksiyonlarmin /" lizerinde h.h.y. teget olmayan limitleri vardir. Ayrica:
2/7(2)=25.f (2)+ [ (2) (4.10)
2f (2)=25.f(2)~-f(2)

formiilleri gegerlidir ve dolayisiyla [23, s. 431] I"iizerinde h.h.y.

f=r=r

bagintis1 gecerlidir.

Dogrusal S, : f— S, f operatoriine Cauchy singiiler operatorii denir.
I'(z,e)ilez € I'igin £>0 oldugunda /'nin & yarigapr z merkezli agik disk i¢indeki
kismin1 gosterelim:

I'(z,¢):= {t eF:|t—z|< g}.

IC(z,¢)| ile T'(z,¢) kiimesinin Lebesgue uzunlugu gosterilsin.
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Teorem 4.2.1: [39] Sonlu uzunluklu bir 7" Jordan egrisi ve bu egri iizerinde tanimli bir
Ly (T) refleksiv Orlicz uzay1 olsun. Bu durumda S tekil operatériin Ly, (1) lizerinde

sinirl olabilmesi yani,
IS, A, .-, el - felu(r) (4.11)

esitsizliginin bir c; > 0 sabiti ile saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul /" egrisinin bir

Carleson egrisi olmasidir.

Teorem 4.2.2: [27, s. 67] Bir ¢ift u(z) € Ly ('), ve v (z) € Ly (I') gercel degerli

fonksiyonlar1 verildiginde

[u(z)v(z)dz<p(u:M )+ p(v;N) (4.12)

r

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 4.2.3: [27, s. 74] Bir ¢ift u(z) € Ly ('), ve v (z) € Ly (I') gercel degerli

fonksiyonlar1 verildiginde

ju(z)v(z)dz

r

<lel, M ) (4.13)

esitsizligi gecerlidir.

Gortildiigii gibi (4.6) serisinin katsayilar1 agagidaki sekilde belirlenir:

jfg)qo Ift//(t))dt £=012
2721 ¢k+1(g) 27” ) k+1 P S

ve dolayisiyla (4.8) bagintisindan

27iR (z, f) = j { f: ?k—(lz)} f(w())de

k=n+1

elde edilir.

Derecesi en fazla n olan p,(z) polinomu i¢in

R, 27i(z, ) =| [ i Ft;fkﬂlz)}{ fw®)-p,(w®)} dr. (4.14)
Ayrica,
E(2)+[s2)] = F(2), zek (4.15)

oldugundan, burada E; (z), D’de analitiktik ve Ej (x0) = 0,
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i () _ i £ (2) +z°°: [¢(2)] ’ 4.16)

k+1
k=n+1 t k=n+1 t k=n+1 t

oldugu gortiliir.

Dolayisiyla (4.15)'ten (4.16)'y1 hesaba katarak sunu elde ederiz:

0 Wk
Z tk+1

27|R, (2, /)< | f(y®)=p, (v®)) |d|

M:R k=n+1
oL [ |3 B o)l (v 0)-p, @) [ @)
=k k=nt1

Ayrica [3, s. 63-205] de verilen

Ek(l//(w)):ﬁ l " F(z,w)dx, w>r>1, (4.18)
Ve
L_“F(r,wﬂddﬁ\/ 4”2 In 2”2 . rsIwzrs1 0 (419)
2mi 3 I

bagmtilar1 da kullanilacaktir, burada:

. W'(T) — 1 7| > >
(a7 E R

4.3 Ana Sonuclarin Kaniti
Teorem 4.3.1- 4.1.3"iin kaniti: /' € Ly, (I') olsun. O halde (4.2) yardimi ile f € L, (I') elde
edelir. /" Dini-diizgiin oldugundan, fo v € L; (T) olur ve fo y ile

i aw +i b—"k
k=0

k=1 W

formal serisi iligkilendirebilir:

L)~ g +3 2 (4.20)

Simdi

cift, negatif olmayan bir trigonometrik polinom olup Vn e N i¢in bir c,>0 sabiti ile
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- _[[Kn(ﬁ)dé’:l (4.21)
THKH (0)do <<+ (4.22)
) n

kosullarini saglasin.

4
3 (Sil’l nfj
Omegin, J,(0):=

n(2n2 + 1)(sin g)

— Jackson ¢ekirdegi bu kosullari saglar.

zeG (4.23)

- Lt j
2 F
olsun.
c= W(e”) degisken doniigiimiinii kullanarak su elde edilir:
.:L ]5 l(t 9) ‘// '(e")e" dt
0.z 27mi 2 l//(e” Y—z
(4.20) ve (4.7) iliskilerini dikkate alarak su yazilabilir:

o0
~ Z a,F(z)e™’
k=0

10z) € L, ([-mx]) ve K, () smirhh varyasyona sahip olduklarindan, genellestirilmis
Parseval 6zdesligi [40, s. 225-228] yardimu ile
L j K, (0)10.2)d0=> A" a,F.(z),

k=0

2w

7T

elde edilir.

Bu 6zdeslik (4.23) ile birlikte

VA

]z.jK dejf dg Zﬂf’”ak (z), zeG
I

4r°i

-

oldugunu gosterir.

Dolayisiyla sunu goriiyoruz:

Rl(z,f):=4ﬁ]2i][Kn(9)d0ff(gg)a’g, zeG

Va
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integrali derecesi 7 olan bir cebirsel polinomdur.

Cekirdek K, (8) ¢ift bir fonksiyon oldugundan,

£ 1= 412' ]T. K, (6’)0]9! [f(g9)+f(g(€)]£

Tl

ve (4.3) ve (4.9)'dan su sonuca varilir:

VA

1 d
Bzt )=z | K @0 [ [T, 1T o ()} 2

0

=ﬁ K, O@,0) ()41 00f) (2)]d6, z <.
Simdi f € Ey (G) ve z” € G olsun. = [Kk,(0)d0=1

esitliginin her iki tarafi +(z’) ile ¢arpildiginda

f&)=r"(z =2ij e)de——j 7 (2)K,(6)do,

ve boylece
1B ) =5 [ {20 @) 0 ) +(Tar) ()] [&,(0) a0

I" tzerindeki tiim tegetsel olmayan yollar {izerinden z'—>z e/  limiti alindiginda ve

(4.10) kullanildiginda h.h.y. z e I noktasi i¢in

VA

f(2)-Be.f) =] &,(0) [2Srf(z)+f(z)—sr (1.1 2)-5 TJ(Z)}

0

[—Sr(ﬂe)f) (z)—é(ne)f)(z)}de

zizK"(g)[SF(f_THf)(Z)+Sr(f_T(g)f)(z)]de

+—— [ KO -T,0)z)+(r -1 1)z Jao

0

elde edilir.
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Son iligkide p(g;N) < I kosulunu saglayan tim g € Ly (I) fonksiyonlar1 iizerinden

supremum alindiginda, su elde edilir:

1f =B, oy =sup [ 11 (2)=P,(z f)|a(2)|\ ]

<sup éjK O (f =T/ )20+ S (1 =T, 0,1 )20 g2 )|

0

i

wsup [l [K O =T,0)z)+(r =T, 0,12 ]ad) e )

Shamer |

Ssupj{ jK O (S (f-T,1)=))+|s (r-T g)f)(z)‘d9}|g(z)||dz|

+sup | {%I Olr-1.r) H(f—T(_e)f)<zﬂd0}lg(z)lldz|

ve Fubinis’s teoremine gore

”f —F, ("meM(r)

<—IK (9){supjh f Tf)(Z ‘Sr(f g)f ]|g(z)||dz|}

+in”( {supjﬂ =TGN -1, )|]|g(z)||dz|}d9

Ly (r)]

< TRAONSr-Tf) IS i(r T

Ly(I’)

k@)1

0

R T I P

Simdi (4.11)’1 uygulayarak su elde edilir:
”f N Pn("meM(r) < CSIK" (‘9)mf _Té’f”LM(r) + [f - T(—é’)f]LM o) ]d@
0

ve oy (0, f)'nin (4.4) tanimi kullanildiginda
1 A
TR A R C6J.K ), (6. 1)d6 < c7wM(n ,fijn(e)(neu) de.
0

oldugu goriiliir.
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Sonug olarak (4.21) ve (4.22)'den

1
I e

elde edilir ki bu da Teorem 4.1.3"i kanithyor.

relr,

Teorem 4.3.2- 4.1.4"iin kamiti: r€(1, R), z €[,, ve p, (z), [ € Ey (Gg) fonksiyonuna

derecesi n sayisint agmyan polinomlar sinifinda en iyi yaklasan polinom olsun.

o0

k
Il = J. Z ‘211

M:R k=n+1 4

L= [ |3 E(v(w)

M:R k=n+1 ¢

£ ()~ 2, (v 0) b (2).

7y ()=, (p©)|larl/(27)

isaretlemeleri dikkate alinarak (4.17) yardimu ile:

Rz f)<I,+1, (4.24)
oldugu goriiliir.
(4.1) ve (4.13) ile birlikte
=] kZ [[;Z(:))]]k 1()=p,(s)||¢'(c)ds]/ (27)
11z [EZ;)]] (€)-r.(s)| I

Szc—; { sup_[ i [¢(Z)]

LT h(“’”dg'H an 1(6)- (6l

elde edilir.

Burada supremunun p(g,‘ N )S I kosulunu saglayan tim gel, (F) ve p (h,M)<1

kosulunu saglayan he L, (I') fonksiyonlar1 tizerinden alinmstir. (4.5) yardimi ile

r‘[ kznil [[¢ ]]k“ ( ;M)SI}

c
I <. fgM su
1 272_ n ( p{
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< oE) (f,GR)Sup{rIR EETE [ (s)|ld<t: o ( ;M)<1}

).Sup{ 1 M6 Yl plo 1) 1},

< B, (f: GR) !
N 27 "R™(R-r

ve (4.12)’den

sup{ (h;M)< 1} <1+ N()mesI' <c,,, (4.25)

ve bu nedenle

clsEM (f G ) !
= 27R"(R—-r)

(4.26)

Simdi [, integrali degerlendirilir. (4.18)'e gore

1 1 -
I, =— — [ F d p
’ 27 =R k=n+1 2 o= tk+l (T w)dr ‘f b, (l//(t))‘ | t|
1 1 %
< . F(rw)d )
2 o=k {2;[ e k;] tk+l ‘ T W T‘}‘f ) D, (l//(f))‘ | t|
! 1
< tL £ (1)~ p,w) {2—j tl—‘ IF (. W)df|}|dt|

Fubini teoremi uygulandiginda

Lt J{Lj fwv»<mw«»g%ﬁFvMMW4

o | 27 i

ve son integralde degisken doniisiimii yaparak (4.13)'0 kullanarak, su elde edilir:

! l'(¢)
<o L1Fen] {11l e

[d7]
()

2

rn+1

< f |F(e.) {Hf =2, i)

< c,r"E) (f,Gy)
47°R™ (R—r)

()
o(.)-ol(z)

I‘F TW‘

[rt=r
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Sup{g |H(g)||dg

;p(H;N)< IH 7|

Burdan, (4.25)'te verilen argiimanlar1 tekrarlayarak ve (4.19)'u kullanarak, su sonuca
variriz:

n+l
C st

mEr}lM(f’GR)

I, <
27Z_Rn+l

2

Simdi, (4.26), (4.27) ve (4.24) esitsizliklerinden

cl6rn+1EriM(f’GR)\/ r’ In r’
27 R™(R—7)

|Rn (Zf] <

rt—1 =1

oldugu gortiliir.

1 ) e
Sonug olarak, ze K ve r.=1+— alacak olursak bir ¢;7>0 sabiti i¢in
n

Rn(z,f)|<L_)E34 (.G nlnn

- R}’l+1 (R
elde edilir.
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5. DEGISKEN USLU SMIRNOV SINIFLARDA FABER SERILERI
KISMi TOPLAMLARININ MAKSIMAL  YAKINSAKLIK

OZELLIKLERi
5.1 Giris ve Ana Sonuclar

G, karmagik diizlem C’de sonlu bir bolge olup sonlu uzunluklu bir 77 Jordan egrisi ile
sinirlansin. G~ :=C \ G. olsun. Ek olarak

D= {w eC |w| < 1}, T :=0D ve D" :=C/ D isaretlemelerinin de gegerli oldugunu kabul

edelim.

Tanmm 5.1.1: T sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve  p(.). I — [l,00) Lebesgue

Olciilebilir bir fonksiyon olsun.

Hy0 ()= J-r‘f(z)

I"tizerinde tanimli Lebesgue oOlgiilebilir f fonksiyonlari kiimesinde modiiler fonksiyon

r(2)

dz

>

olsun.
PY(T) ilebir A=A(f)>0 sabiti igin
oy (f 1 2) <0

kosulunu saglayan fonksiyonlar kiimesini gosteriyoruz.

F, [0, 2] araligr veya C’de sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve p,:F —[0,0),

asagidaki esitsizlikleri saglayan Lebesgue Olgiilebilir bir fonksiyon olsun:
1< p_: essinf p(z)< esssup p(z) = p, <. (5.1

zeF zeF

Asagida belirtilen
1 o i=inf 2> 02, f 1 2) < 1

normu ile donatildiginda L””(I") bir Banach uzay1 olusturur. /" =T durumunda ise

degisken iislii Lebesgue uzay1 L (T) ile cakisir ve

”f 7z (T) = lnf{ﬂ_ >0 - J‘()Z/r

olur.

£let)/ a7 dr < 1}
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Tamim 5.1.2: p(.):T" —[1,0) Lebesgue dl¢iilebilir bir fonksiyon olsun.
E"(G):={feE'(G): fel’” (T")}

olarak tanimlanan kiime G’deki analitik fonksiyonlarin degisken iisli Smirnov sinifi

adlandirlir.

fe€E (G) normunu ||f|

EPV(G) .= ”f

Banach uzay1 oldugunu goriiriiz.

o, olarak tammladigimizda E?”(G)’in bir

|7

, F kiimesinin Lebesgue 6lg¢iisii olsun.

Tanim 5.1.3: p(.) fonksiyonu (1) kosullarina ek olarak bir pozitif ¢, sabiti i¢in

Co

log QF| /|Z] -z,

| p(z)— p(ZJS ),‘v’zhz2 € I vez, # z, kosulunu da sagliyorsa bunu p()e

Py(F) olarak yazacagiz.

I’Y(T )olagan f(+h) kaymasina gore invaryant olmadigindan [41, s.146], L*"(T)
uzaylarinda diizgiinliik modiiliiniin insas1 i¢in p()e Py(T) oldugunda L’ (T ) uzayinda

siurli olan [42] ve agagidaki sekilde tanimlanan ortalama deger operatoriinii dikkate alinir:

o, f(w) :éj‘: f(we”)dt, weT,0<h<r.

Bu sebeple asagidaki tanim dogrudur.

Tamm 5.1.4: eI’ (t),p()e Py(T) olsun. Qf,.),,:[0,0)—[0,0) fonksiyonu

Q(f. 5)1,0 =oup |f~o.f

y248 (T)
olarak tanimlandiginda buna " in L’”(T ) uzaymda diizgiinliik modiilii denir.
@,G 'nin D™~ lizerine

@(o)=00,limp(z)/z>0

Z—>0

kosullar1 ile normalize edilmis konform doniisiimii olsun, ve w,@’nin ters fonksiyonu
olsun. ¢ ve y doniisiimlerinin sirasiyla /" ve T ’ye siirekli genislemeleri bulunmaktadir.

Tiirevleri ¢'ve w'; I' ve T lizerinde h.h.y. taniml tegetsel olmayan yollar {izerinden limit
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degerlere sahiptir ve limit fonksiyonlar1 sirasiyla 77 ve T lizerinde Lebesgue Ol¢limiine

gore integrallenebilirdir [43, s. 419-438].

Simdi K baglantili, G~ : K~ : C/K tiimleyenine sahip bir kiime ve
I, = {z el :|p(z)= R}, K, ==IntT,,R>Iolsun. Eger f € E*”(K,) ise bunun

f(2)=3 a,F(z)z€K (5.2)

biciminde Faber seri agilimina sahip oldugu bilinmektedir [44, s. 199] ve bu fonksiyonel

seri, K lizerinde mutlak ve diizgiin yakinsar. Burada £, k=0,1,2,..., Faber polinomlar
olup asagidaki seri gdsterimiyle tanimlanabilen polinomlaridir:

v(w) &F(z)
w(w)-z kz;‘ S

Ayrica Faber katsayis1 a,,k=0,1,2,...., asagidaki sekilde tanimlanabilir:

jf‘”(”)drk 0,12, (5.3)

k+1
27rz T

Faber polinomlar1 ve Faber serileri hakkinda ayrintili bilgi ve bunlarin yaklasim 6zellikleri

[2, 44, 45] monografilerinde bulunabilir. (5.2)’yi dikkate alirsak

f(z)- ZakF (z)= z a, F, (z),zekK (5.4)

k=n+1

ve boylece R =R, (z,f) = Z a, F, (z),ze K elde ediyoruz.

k=n+1

feE" (G) igin en iyi yaklagim sayis1 asagidaki sekilde tanimlanir:
E, (f’G)pm =inf {|f—pn woery b EHn}.

Burada, /7, , derecesi n’yi agmayan cebirsel polinomlar sinifidir. Bu ¢alismada biz

ZZZO al (z)n=12,..., kismi toplamlarinin K’da diizglin norma goére maksimal

yaklagim ozelliklerini en iy1 yaklasim sayist ve R parametresi yardimi ile arastiracagiz.

Yani, R, (z, ) fonksiyonunun sifira yaklasim hizin1 E, ( /. Ky )p ., en 1yl yaklasim say1s1 ve

R parametresi yardimi ile degerlendirecegiz.
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Elde edilen sonuglar agsagidaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 5.1.5: p(.) € Py(77,) olsun. Eger bir R>1 sayisi i¢in ise, f € E””(K,) n’den

bagimsiz bir ¢, sabiti i¢in

C, ,/nln n
mEn(f,KR)po, zek.

R, (z, /)<

Bu teorem, degisken iislii /¢ (Kx) Smirnov sinifinda insa edilen Faber serilerinin kismi
toplamlarinin maksimal yakinsama o6zelligini karakterize etmektedir. Teorem 5.1.5°de
verilen degerlendirme p(.)= p>1[ bir sabit oldugunda Suetin’in elde ettigi elde ettigi
sonucla eslesmektedir [44, s. 203]. Smirnov-Orlicz siniflarinda maksimal yakinsama

problemleri Israfilov ve digerleri (2005) [4] tarafindan incelenmistir.

Faber serisi kismi toplamlarin diizgiin normda maksimal yakinsamasina iliskin oncii
sonuclar [46] bulunabilir. Daha sonra bu problem analitik fonksiyonlarin Smirnov
siniflarinda incelenmistir [2, Ch.2; 44, s. 54-60; 45, s. 26-29]. Matematik literatiirde,
degisken {islii uzaylarda yaklasim teorisinin farkli problemlerinin arastirildigi bir¢ok
calisma vardir [bkz. Ornegi 47-57]. Ozelikle, Israfilov ve Testici (2016) [54] tarafindan

elde edilen
lf =5 )
burada
Jo(w) = 1w (Rw)) ve py(w) = p(¥(Rw)),

degerlendirmesi dikkate alindiginda R, (z,f) hatasi Q( Jo-1/ n)p0 (, duzginlik moduli

poor S (D) fyul/n),

o)’

yardimiyla degerlendirildigi goriiliir.

Sonu¢ 5.1.6: fe Em(KR), R>1, ve p()e Py(I},) oldugunda

c
R, (Z:f)|5 W]g_”ﬂ(ﬁ,,l/n)pm,/n nhn zekK
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5.2 Yardimeci Sonuglar
(5.3) ve (5.4) bagmtilar1 kullanildiginda

RJZ])=5%L]YWOD{z:i£?}

k=n+1
elde edilir.
Eger p, , derecesi en fazla n olan bir cebirsel polinom ise
F(z
Mﬂ&f)j{ téqvwm)mwm} (5.5)
k=n+1

olur.

F(z)=[o(z)]" +E(z)zeK",

oldugundan, £;’nin K~ de analitik fonksiyon oldugu dikkate alindiginda

S A [o@)]" & E,
> 20 kz” 2oL > 2

elde edilir.

Boylece sonug olarak (5.5)’1 kullanarak

prr, <], | Y Mvwm>mwm|w
e[ |2 B ) )b, O] (5.6)
elde edilir.
Ayrica,
(l//(w)) T F(r,w)dr, (5.7
27 et
v'(x) 1

bagintisini ve F(z7,w) .= ,
w(t)-y(w) 7—-w

fonksiyonu i¢in Lebedev’in bilinen [44]

(5.8)

esitsizligi kullanilabilir.
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F(rt,w):= v'(z) S ,
w(t)-y(w) 7-w

Teknik degerlendirmelerde reel eksen araliklarinda tanimli degisken {iissii Lebesgue
uzaylarinda [58 s. 27] ve [41, s. 24] tarafindan elde edilmis asagidaki Holder esitsizligini

kullanilir.

Teorem 5.2.1: p:7" —[l,0] Lebesgue olgiilebilir bir fonksiyon olsun. f eI’ (I"),
gel(r) iseve 1/ p()+1/q=1, ise fgeL (I") olur ve:

[If(z)g(z)dz<c(p)|f

Lp(-)(j—)”g (59)

14 (r)

5.3 Ana Sonucun Kamti
Teorem 5.1.5%in kamiti zeT,, re(LR) ve p,,f €E"(K,) fonksiyonuna derecesi en

fazla n olan polinomlar sinifinda en iyi yaklasan polinom olsun. p(.)e Py (F R) durumunda

bu polinom mevcut olup bir tektir [bkz. 41, s. 130; teoremler 3.2.1 ve 3.2.2 ve 59, s. 59).

L= [ |2 S5l @)- pvo)al(27)
M:R k=n+1

veE

L=[X W‘\f v )~ p, (v(©) ldi/ (27)
M:R k=n+1

olarak isaretlendiginde (5.6)’dan

zf)SI,+1, (5.10)

elde edilir.

I, R> 1, analitik bir egri oldugundan [60] M: R c¢emberi tlizerinde
0<cIS|l//’(w)|£c2<oo, 0<c3|q0'(w)|Sc4<oo, (5.11)

olacak sekilde c¢;, ¢», ¢3, ¢4 sabitleri vardir. Bu durumda (5.11) ve (5.9) ile

o0
z k+1

k=n+1

[y ®)=p,(v©)|ld]/(27)

M R
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. [96)]

7($)-p ()¢ (£)a¢]

27[ T k=n+1

<Ay [W)] _-‘\f(é)pn(:)\ a¢]

o) & [42)]
< 27[ k;ﬂ |:¢(.)k+li|

lFO-p,0)

O (Tg)
19 (Ty)

| ez
o) (ot)~|o(z)

| o ”

‘Rnﬂ(R_r)

=S 1) ()
T

v (FR)

)

Lq(')(rk)

_ C2 (p)En (f’ KR )p(_)
- 2r

Lq(')(rR)

+1
rn

e(p) o
< P En(f’KR)p()R””(R—I’)'

Sonug olarak

ci(p) !
I, <= E(f.K _— 5.12
S E K, R) (5.12)

elde edilir.

Simdi (5.7) bagintisindan hareketle 7, intergali degerlendirilir.

L= (v ()2, (w (@) la/ (27)

_ b
277 JlI=R

<[, v @)-p (v () {if

L JL |
27[ ‘t‘=R 272' “r‘:r

ve boylece Fubini teoremine gore

J e P ] 0 - o)

;:;1 E, (;‘:jw))

(v ()=, (w ()] Je|

k= 15";" tkT F(T’ W)df

o0 Tk
Z tk+1

k=n+1

F(T, W)dl'}|dl|/(27[)

Tn+1
tn+l (l _ T)

Fteomhad 1 () o )]

1
I, <—
‘T oox

1
,m—|df|}|d 7]

" e —7]
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n+1

S 27den+1 '[‘T‘:r

1
F(r, w}Z{L_R L l)-p,w)0) — ] Idtl}ldfl
Son integraldeki degiskenleri degistirip (5.11), (5.9) ve (5.8) kullanilarak

n+l Ji 4 (é/)
Lso il [Few) {%L /(&)= p,(¢) %W |}|df|

P(z)
g% e [F @) 17 =2uCE N o % Lp(_)(rR)|dT|
<DL P B K)o
By AT Kf e i
= 47:251?%(]/;: r) B Kb \/r;—il o rzri 1 (5.13)

Simdi (5.10), (5.12) ve (5.13)"0 birlestirerek su elde edilir:
c3(p)En (fJKR )p(.) l"n+1

R <
! (Z’f)‘ 27 R"™(R-r)
c5(p)r"” \/ ) 2
E K — 1
47’ R™! (R—r) "(f) R)p(') rf—1 " r’—1

zeKver =1+ l alacak olursak
n

asagidaki esitsizlik elde edilir:

Rn(z,f]s&))E,,(f,KR)mW-

Rn+1 (R_l
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6. SONUC

Bu tez calismasinda kompleks diizlemin degisik bolgelerinde cebirsel polinomlarla
maksimal yakinsaklik problemleri ile ilgili yapilan arastirmalarin bir derlemesi verilmistir.
Yaklasan polinomlar Faber serileri ve genellestirilmis Faber serilerinin kismi toplamlart

olarak insa edilmektedir.

Kompleks diizlem bolgelerinde analitik fonksiyonlarin Bergman uzaylar1 tanimlanmis ve
bu uzaylarda maksimal yakinsaklik problemleri incelenmis ve maksimal yakinsaklik
teoremleri ispat edilmistir. Bu amagla kvazikonform sinirli bolgelerde gecerli olan bir
integral gosterimi kullanilmis ve daha sonra bu gosterim yardimi ile fonksiyonlarin Faber
serilerine agilabilirligi goriilmiis ve maksimal yaklasim hatasi en iyi yaklasim sayisi

yardimi ile iistten degerlendirilmistir.

Basit baglantili sinirli bolgelerde analitik fonksiyonlarin  Smirnov-Orlicz  simniflar
tanimlanmis, yaklasim hatasi, en iyi yaklasim sayisi ve kanonik bodlge parametreleri

yardimi ile iistten degerlendirilmistir.
Degisken iislii Smirnov smiflarinda Faber serilerinin kismi toplamlarimin yaklagim

ozellikleri incelenmis ve bu kismi toplamlarin maksimal yakinsaklik hatasi en iyi yaklagim

sayis1 ve uygun siireklilik modiilleri yardimi ile degerlendirilmistir.
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