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OZET

SONLU BLASCHKE CARPIMLARI VE BAZI GEOMETRIK OZELLIKLERI
DOKTORA TEZi
... SUMEYRA UCAR . o
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. NIHAL YILMAZ OZGUR)

BALIKESIR, MAYIS - 2015

Ozel formdaki Méobius doniisiimlerinin sonlu ¢arpimlar olarak tanimlanan
sonlu Blaschke ¢arpimlarinin ilging geometrik 6zellikleri vardir. Bu ¢alismanin
amact altin oran ve altin cokgenler ile birim diskte tanimli sonlu Blaschke
carpimlarinin geometrik 6zellikleri arasinda baglanti kurmak ve st yar1 diizlemde
tanimli sonlu Blaschke carpimlarinin bazi geometrik 6zelliklerini incelemektir.

Bu tezde, ilk olarak birim diskteki ve {ist yar1 diizlemdeki Blaschke
carpimlarinin tanim1 ve bu Blaschke c¢arpimlariin bilinen bazi geometrik
ozellikleri verildi.

Ikinci bolimde Mobius doniisiimlerinin tanimi, bu déniisiimlerin temel
ozellikleri, altin oran ve altin ¢okgen kavramlari, sonlu Blaschke c¢arpimlarinin
Poncelet 6zellikleri verildi.

Uciincii boéliimde birim diskte tanimli sonlu Blaschke carpimlariin
Poncelet egrilerinin altin egrilerle ve Poncelet egrisini ¢evreleyen ¢okgenlerin
altin ¢cokgenlerle baglantis1 incelendi.

Doérdiincii bolimde birim diskte tanimli 2. 3. ve 4. dereceden Blaschke
carpimlarinin kendisinden daha diisiik dereceden iki tane Blaschke ¢arpiminin
bileskesi olarak yazilabilmesi ele alind.

Son boliimde ise iist yar1 diizlemde tanimli sonlu Blaschke ¢arpimlarinin
geometrik 6zellikleri ele alindi.

ANAHTAR KELIMELER: Sonlu Blashke carpimlari, birim disk, iist yari
diizlem, altin oran, altin cokgenler



ABSTRACT

FINITE BLASCHKE PRODUCTS AND SOME GEOMETRIC
PROPERTIES
PH.D THESIS
SUMEYRA UCAR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. NIHAL YILMAZ OZGUR )
BALIKESIR, MAY 2015

There are interesting geometric properties of finite Blaschke products
defined as finite products of special Mobius transformations. The aims of this
study is to establish a connection between golden ratio, golden polygons and
geometric properties of finite Blaschke products for the unit disc, and investigate
some geometric properties of finite Blaschke products for the upper half plane.

In this thesis, initially the definitions of Blaschke products for the unit disc
and upper half plane are given, then some known geometric properties of these
Blaschke products are considered.

In the second chapter, the definition of Mobius transformations, basic
properties of these transformations, the notions of golden ratio and golden
polygons, and Poncelet properties of finite Blaschke products are given.

In the third chapter, the relationships between Poncelet curves of finite
Blaschke products and golden polygons; the polygons circumscribing the Poncelet
curve and golden polygons are investigated.

In the fourth chapter, Blaschke products of order 2, 3 and 4 for the unit
disc are considered and studied the problem when such Blaschke product can be

written as a composition of two nontrivial Blaschke products of lower order.

Finally, some geometric properties of finite Blaschke products for the
upper half plane are investigated.

KEYWORDS: Finite Blaschke products, unit disc, upper half plane, golden ratio,
golden polygons
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Cu {0}

oD

[21’22]

A(z,,2,,2,)

Kompleks sayilar kiimesi

Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi
Birim disk

Birim ¢ember

Ust yar1 diizlem

Z, ile z, noktalarini birlestiren dogru parcasi
Koseleri z,, Z,, Z, olan iiggen

Altin oran
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1. GIRIS

Birim ¢emberi birim ¢embere, birim ¢emberin i¢ini i¢ine resmeden Mobius
dontigiimlerinin sonlu yada sonsuz sayida ¢arpimi bigiminde tanimlanan Blaschke
carpimlar ilk kez W. Blaschke tarafindan 1915 ’de yayinlanan bir makalede ortaya
cikmustir [1].

Birim ¢emberi birim ¢embere, birim ¢emberin igini i¢ine resmeden Mobius

doniistimleri
Z—a
M@)=p——, aeD={zeC:lz<1}, |f|=1
l-az
biciminde oldugu i¢in, bu doniisiimlerin sonlu sayida carpimlar1 olan sonlu bir

Blaschke carpimi

noz-a,
B(z) = —! =1, a, €D
=TT 1A=L 2

bigiminde tanimlanir [2].

n. dereceden herhangi bir B(z) Blaschke ¢arpim verildiginde birim gember
OD iizerindeki bir A noktast i¢in j=1,2,..,n olmak iizere B(z;)=4 olacak

sekilde birim ¢ember iizerinde birbirinden farkli n tane nokta oldugu bilinmektedir.
Bu noktalarin da yardimiyla Blaschke ¢arpimlarinin geometrik 6zellikleri pek ¢ok

kisi tarafindan ¢alisilan ilgi ¢eken bir konu olmustur [3-7]. Ornegin, [4] numarali

kaynakta bu z;, (

z j‘ <L1<j< n) noktalar1 orijinden gegen ¢emberler yardimi ile

belirlenmeye calisilmigtir. [8] numarali kaynakta koseleri birim ¢ember iizerinde olan
ve bir iicgen i¢ine ¢izilebilen elipslerin Blaschke elipsi oldugu gosterilmistir. Bir

A(z,,2,,2;) liggeni verildiginde, kenarlarinin orta noktalarinda teget olacak sekilde



bu iicgenin icine g¢izilebilen bir tek elips vardir. Bu elipse A(z,,z,,2,) liggeninin

Steiner elipsi denir. [3] numaral1 kaynakta ise 3. dereceden bir Blaschke ¢arpiminin

Poncelet egrisinin Steiner elipsi olma durumu incelenmistir.

n. dereceden B(0)=0 bi¢imindeki her B Blaschke carpiminin, A birim
¢ember tlizerinde bir nokta olmak tizere B(z;)=4,(j=1,2,..,n) esitligini saglayan
birbirinden farkli z; noktalari kullamilarak olusturulan n-gen’nin kdselerini B “nin
belirledigi bir tek n-Poncelet egrisine sahip oldugu bilinmektedir [7, 9]. Bu ¢alismada
altin oran ve altin cokgenler yardimi ile birim diskte tanimli Blaschke ¢arpimlarinin

Poncelet egrilerinin geometrik ozellikleri ve iist yar1 diizlemde tanimli Blaschke

carpimlarinin geometrik 6zellikleri incelenecektir.

2. dereceden bir B Blaschke carpimi igin, birim ¢ember lizerinde bir A
noktas1 verildiginde B(z,) = B(z,) =4 bi¢iminde birim ¢ember iizerinde birbirinden
farkli iki tane z, vez, noktalarinin oldugu ve bu noktalar1 birlestiren dogru
pargasinin B’nin sifirdan farkli sifir yerinden gegtigi bilinmektedir [2]. 3. bolimde
bir B Blaschke carpiminin bu sifirdan farkli sifir yerinin 7, ile z, noktalarini

birlestiren dogru pargasini altin oranda boliip bolmedigi, eger altin oranda bolerse

bunun her dogru parcasi i¢in dogru olup olmadig arastirilacaktir.

Z,,2,,2Z, noktalari, bir A€0D i¢in B(z,)=B(z,)=B(z;,)=4 denklemini
saglayan noktalar olmak tizere 3. dereceden bir B Blaschke carpiminin Poncelet
egrisinin her zaman elips oldugu ve bu elipsin, kdseleri birim ¢ember iizerinde olan

A(z,,2,,z;) lUggeni tarafindan gevrelendigi bilinmektedir [2]. 3. boliimde altin

cokgenler yardimi ile Blaschke carpimlarinin bazi geometrik 0Ozellikleri
incelenecektir. Ornegin, kdseleri birim ¢ember iizerinde olan bir altin iiggen olup
olmadigi, 3. dereceden bir Blaschke carpimin Poncelet egrisinin altin elips olup

olmadig1 gibi sorular cevaplanmaya ¢aligilacaktir.



4. dereceden bir Blaschke carpimin Poncelet egrisinin bazi sartlar altinda
elips oldugu ve bu elipsin, koseleri birim ¢ember lizerinde olan dortgenler tarafindan
cevrelendigi bilinmektedir [6]. Burada koseleri birim ¢ember {izerinde olan bir altin
dikdortgenin olup olmadigi, 4. dereceden bir Blaschke ¢arpiminin Poncelet egrisi
elips oldugu zaman bu elipsin bir altin elips olup olamayacagi problemleri ele

alinacaktir.

4. boliimde birim diskte tanimli 2., 3. ve 4. deredecen bir Blaschke ¢arpiminin
ayrigtirllmasi, yani daha diisiik dereceden iki tane Blaschke carpiminin bileskesi

olarak yazilabilmesi incelenecektir.

Bir sonraki bdliimde ise iist yar1 diizlemde tanimli Blaschke ¢arpimlari ele

alinacaktir. 1<k <n igin z, kompleks sayilar1 iist yar1 diizlemde noktalar olmak

uzere

carpimina iist yar1 diizlemde tamimli sonlu Blaschke c¢arpimi denir [10]. Ust yar
diizlemde tanimli Blaschke c¢arpimlarinin, birim c¢emberde tanimli Blaschke

carpimlarindan faydalanarak bazi geometrik 6zellikleri incelenecektir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan temel kavramlar ele

alinacaktir.

[lk olarak M&bius déniisiimleri ve bu doniisiimlerin bazi temel 6zellikleri [11-

15] numarali kaynaklardan faydalanilarak verilecektir.

2.1  Mobius Doniisiimleri

2.1.1 Tamm: a,b,c,deC,ad-bc#0veM :CuU{wo}—>Cu{x} olmak
lizere

az+b

M (2) =
@) cz+d

bicimindeki bir doniligiime Mobius dontigimii (dogrusal doniisiim, kesirli dogrusal
doniisiim) denir. A=ad —bc ifadesine de M Mobius doniisiimiiniin determinanti
denir. ad —bc =0 olursa bire-birlik bozulacagindan ad —bc #0 alinarak Mobiiis

doniistimlerinin bire-bir doniistim olmasi saglanmais olur.

2.1.2 Tanmm: a,b,c,d € C, ad —bc # 0 olmak iizere M (z) = & +§ seklinde
CZz+

bir Mobius doniisiimii olsun. Bu durumda c#0 ise M (o0) _a ve M (—9) =0 ;
c c

c=0 1ise M(wo)=w olur. Bdylece, her bir Mobbius doniisiimiiniin

Cu{w}'dan CU {0} 'a bire-bir ve drten doniisiim oldugu goriiliir.



a=d =0 veb=c=0 olsun. Buradan

az+0

M(z)= =
2) 0z+d

bi¢imindeki birim doniisiim elde edilir. Bu doniisiim i¢in

ad -bc=ad -0.0=ad #0

oldugundan M (z) =z bigimindeki birim doniisiim de Mdbius doniistimiidiir.

Bir M M&bius doniisiimiiniin tersi;

—Cz+a

bi¢imindedir ve bu doniisiim de bir M6bius doniistimiidiir.

2.1.3 Teorem:

M :{T :Cu{w}e@u{w}‘T(z):%;a, b,c.d eC,ad —bc;to}

kiimesi fonksiyonlarin bileskesi islemine gore bir gruptur [15].

2.1.4 Tammm: B, C’de bir bolge olmak iizere f :B — C siirekli doniistimi
verilsin. Eger bir z, € B noktasindan gegen ve aralarinda & agis1 yapan herhangi iki
diizglin , ve y, egrilerinin f(y,) ve f(y,) resim egrileri de W, ’da aralarinda yon ve
biiyiiklik bakimindan & agis1 yapryorlarsa f fonksiyonuna z, ’da bir konform

doniistim denir. Eger her z, € B noktasinda f konform ise f, B’de konformdur denir

[15].



2.1.5 Teorem: C_= CU{OO} olmak tizere M (—9) =00, M (0) = 2 tammi
c c

ile, her M(z) = & +3 Mobius doniigimii C 'dan C_ 'a bire-bir, 6rten ve konform
Cz+
bir dontisiimdiir [15].

Simdi birim diski birim diske ve iist yar1 diizlemi birim diske resmeden

Mobius dontisiimleri verilecektir.

2.1.6 Teorem: Birim ¢emberi birim ¢embere ve i¢ini igine resmeden en genel

Mobius dontisiimii, z, iist yar1 diizlemde bir nokta olmak tizere

M(z)=ei‘9% 2.1)
)

bi¢imindedir [15].

2.1.7 Teorem: H = {Z € (C| Imz > 0} iist yar1 diizlemini birim diske resmeden

en genel Mobius doniisiimii, ¢ st yar1 diizlemde bir nokta olmak {izere

i0 .I—a

f(z)=e"—= (2.2)
lI—«
bicimindedir [16].
6 ve a sabit noktalar i¢in
~_aif
f“(@:% (2.3)
Z—¢

doniistimiiniin birim disk D ’yi st yar1 diizlem H ’ye resmettigi agiktir.



2.2 Altin Oran ve Cokgenler

Altin oranm, X* —X—1=0 denkleminin pozitif kokii olan ¢ = It say1sl

oldugu bilinmektedir [17]. Buradan
(p2 =p+1

oldugu goriiliir.

2.2.1 Tanim: AB bir dogru pargasi olsun ve AC, AB’nin uzun pargasi olacak
AC
bicimde C noktast AB dogru pargasini bdlsiin. Ezgoise C noktast AB dogru

parcasini altin oranda boler denir [17].

2.2.2 Tamim: Kenarlarinin tabanina orani altin oran olan bir ikizkenar liggene

altin tiggen denir [17].

2.2.3 Tanmmm: Uzun kenarimin kisa kenarina orani altin oran olan bir
dikdortgene altin dikdortgen denir [17].

2.2.4 Tanim: Asal ekseninin sanal eksenine orani altin oran olan bir elipse

altin elips denir [17].

Cokgenler arasinda diizglin besgen ve diizgiin ongen bazi altin oran
ozelliklerini saglar. Ornegin, ABCDE bir diizgiin besgen olsun. [A,C] ve [B,E]

kosegenlerinin kesistigi F noktasi her iki kdsegeni de altin oranda bdler. Bir diizgiin



ongende ise ongenin ¢evrel gemberinin yarigapt R’nin, ongenin bir kenar uzunlugu

1+\/§,
2

I’ye orani

dir [17].

23 Sonlu Blaschke Carpimlari ve Poncelet Ozellikleri

2.3.1 Tanmm: Birim c¢ember iizerindeki noktalardan olusan {Zl,...,Zn} ve

{Wl,..., Wn} kiimeleri i¢in 0<arg(z,) <arg(w,) <...<arg(z,) <arg(w,) <2z oluyorsa

bu kiimelere diizglin dagilmis kiimeler denir [9].

23.2 Tanmm: E, ve E, elipsleri E,E, elipsinin iginde olacak sekilde
verilsin. Kenarlarinin u¢ noktalar1 E, iizerinde olacak sekilde ve her bir kenar1 bir

tek noktada E, ’e teget olacak bigimde bir n-gen cizilebiliyorsa bu n-gen E, elipsini

gevreler denir [9].

2.3.3 Teorem (Poncelet Kapanis Teoremi): E,,E, elipsinin i¢inde olacak
sekilde E,ve E, elipsleri verilsin. Eger E, ’'nin icine E,’i ¢evreleyecek sekilde bir
tane N-gen ¢izilebilirse, E, tizerindeki her 4 noktas1 i¢in koselerinden biri A olan

ve E, ’i¢evreleyen E,’de bir n-gen vardir [9].

Yukaridaki teoremde E, elipsini birim ¢ember alalim. Birim ¢ember i¢inde E

egrisi verilsin. Birim ¢ember tizerindeki her A noktasi i¢in bir kdsesi A4, diger tiim
koseleri birim ¢ember iizerinde olan ve bu E egrisini ¢evreleyen bir n-gen varsa bu E

egrisine N-Poncelet egrisi veya kisaca Poncelet egrisi denir [9].



2.3.4 Teorem: B birbirinden farkli sifirlara sahip olan n. dereceden bir
Blaschke carpimi olsun. Birim ¢ember tizerindeki her A4 noktasi i¢in B(z;)=41
olacak bigimde birim ¢ember iizerinde birbirinden farkli n tane z,,7,,...,Z, noktalari

vardir [2].

2.3.5 Tamim: Teorem 2.3.4’deki z, (j =12,.., n) noktalarina B tarafindan

0zdeslenir denir.

2.3.6 Teorem: n=>3 olmak iizere sifirlar1 a, =0, a,,..., @, olan bir B Blaschke

carpimi verildiginde, bu B Blaschke c¢arpiminin birim ¢ember iizerindeki bir A

noktasi i¢in B(z;) =4 denklemini saglayan z,,7,,...,Z, noktalarini kdse kabul eden

n-gen tarafindan ¢evrelenen bir Poncelet egrisi vardir [18].

[18] numarali kaynaktan, Teorem 2.3.6’nin tersinin her zaman dogru
olmadig1 yani her Poncelet egrisinin bir Blaschke carpimi ile baglantili olmadig:
bilinmektedir. Ayrica her Blaschke-Poncelet egrisinin bir tek Blaschke ¢arpimi ile
baglantili oldugu ve her Blaschke ¢arpiminin da bir tek Blaschke-Poncelet egrisi ile
baglantili oldugu bilinmektedir [18].

Sonlu Blaschke carpimlarinin ilging geometrik 0Ozellikleri vardir. Bu
calismanin bazi boliimlerinde temel (canonical) tipte Blaschke carpimi olarak

isimlendirilen

z—aj

B(z):zﬁ . ay|<1 (1< j<n-1) (2.4)
j=1

l—ajz

bicimindeki Blaschke carpimlar1 ele alinacaktir ve bu Blaschke carpimlarinin

geometrik 6zellikleri incelenecektir.



3.BiRiIM DISKTE TANIMLI SONLU BLASCHKE
CARPIMLARI VE ALTIN ORAN

Bu béliimde 2. 3. ve 4. dereceden Blaschke carpimlarinin Poncelet egrilerinin

baz1 geometrik Ozellikleri ele alinip, bu geometrik 6zelliklerin altin oran ve altin

cokgenler ile baglantilar1 verilecektir.

3.1  Ikinci Dereceden Blaschke Carpimlari

Bu bolimde

Bz)=z2=2, a=xo0,
1-az

al<1

bi¢imindeki 2. dereceden Blaschke ¢arpimlari ele alinacaktir.
Z—a

3.1.1 Teorem: B(z)=z.———, a=0
l1-az

bigiminde bir Blaschke ¢arpimi olsun. Bir 40D igin z, ve z,; B(z,)=B(z,)=4
bi¢ciminde iki nokta olsun. Bu durumda z, ile z,’yi birlestiren dogru parcasi a’dan
gecer. Tersine, a ’dan gecen herhangi bir L dogrusunun 0D ’yi kestigi z, ve z,

noktalari i¢in B(z,) = B(z,) olur [2].

Bu boliimde asagidaki sorularin cevaplari aranacaktir.

1) a noktasi, z, ile z, noktalarin1 birlestiren dogru parcasini altin oranda

boler mi?

2) Bu, a noktasindan gecen her dogru pargasi i¢in dogru olabilir mi?

10



Z—a
3.1.2 Teorem: a=0 ve |a|<1 olmak iizere B(2) =z — bigiminde bir

Blaschke carpimi olsun. Ug noktalar1 birim ¢ember {izerinde bulunan, a’dan gecen ve
a tarafindan altin oranda boéliinen bir dogru parcasi var olacak sekilde sonsuz sayida

a degeri vardir. Ustelik sabit bir a degeri icin bu dogrularin sayis1 en fazla ikidir.

Ispat: a tarafindan boliinen [z,,z,] dogru parcasinin uzun parcasinin kisa
parcasmna orani [0,a] ve [Z,,Z,] dogru parcalari arasindaki @ acisinin siirekli bir
1+|a]

1-al

1+|a
" I I > @ oldugu siirece a tarafindan altin oranda bdliinen bir dogru parcasi vardir.
—|a

fonksiyonunu verir. =0 i¢in bu oran

Veﬁzg iginse bu oran 1 olur.

Simdi bu 6zellikteki dogru pargalarinin sayisi bulunsun.

1+]a
1 I IZ @ olacak sekilde a noktas1 ve [z,,z,] dogru parcas1 a tarafindan altin
—a

oranda béliinecek sekilde z, noktasi segilsin. Tanimdan

|z, -4

o G.1)
|z, -3

olur. Ayrica B(z,) = B(z,) oldugu biliniyor. Birim ¢ember iizerindeki z noktalar1 i¢in

|Z| =1 oldugundan

B(z)=2—2

QD

N |
Q |

yazilabilir. Boylece

L-a_5,-4
Z1—a Z>—a

(3.2)

bulunur. (3.1) esitliginden

11



(z, —a)(z2 —a)

oaa) =

ve (3.2) esitliginden

(z, —a)(z1 —a)

z,-a= 3.4
2 (Zl _ a) ( )

bulunur. (3.4), (3.3)’de yerine yazilirsa
-2,"+2az, +pa’ —2a9’z, + ¢’z =0 (3.5)

elde edilir. (3.5) denkleminin z,’ye gore en fazla iki tane kokii vardir. Boylece a’dan

gecen ve a tarafindan altin oranda boliinen [z,,z,] bigiminde en fazla iki tane dogru

pargasi1 vardir. [J

3.1.3 Ornek: B(z)= 2—12 Blaschke carpimi dikkate alinsin.
1—(—|)z

z, ve Z,,B(z,) =B(z,) ozelliginde birbirinden farkli iki nokta olsun. a=l+il
2 2

noktast [Z,,Z,] dogru parcasini altin oranda bdlerse, (3.2) ve (3.3) denklemleri

kullanilarak
2Im(z,z,)-Im(z,) + Re(z,) + Im(z,) —Re(z,) = 0

3 1 — i — 3 1 — i
§02 (E_E(Zl +21)+§(21 _21)j 25_5(22 +Zz)+5(zz _Zz)

denklemleri bulunur. Bu iki denklemin ortak ¢éziimiinden asagidaki sekil elde edilir.
Bu sekilde kesik cizgilerle belirtilen dogrulari a :%+ i 1 noktasi altin oranda

bolmiistiir (Sekil 3.1).
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Sekil 3.1: a= % + i% icin 2. dereceden Blaschke carpimi.

3.2 Uciincii Dereceden Blaschke Carpimlar:

Bu boliimde birbirinden farkli 0,a,a, noktalarinda sifira sahip olan 3.

dereceden

z—-a 12

_a2
I-az1-a,z

B(z)=z

bi¢imindeki temel (canonical) tipte Blaschke ¢arpimlari ele alinacaktir. 01D *deki her

A noktast i¢in B(z;) =4 olacak bigimde 0D ’de birbirinden farkli ii¢ tane z,,7,,7,

noktalar vardir.

13



3.2.1 Teorem: B, birbirinden farkli 0,a,,a, noktalarinda sifira sahip 3.

dereceden bir Blaschke c¢arpimi ve birim ¢ember iizerindeki bir A noktasi igin

B(z;)=4 olsun. Budurumda j=#k i¢in z; ile z, > y1 birlestiren dogrular
lz-a|+|z-a,|= ‘l—alaz‘

denklemi ile verilen E elipsine tegettir. Tersine E’deki her nokta, birim ¢emberin

B(z,) =B(z,) ozelligindeki birbirinden farkli z, ve z, noktalarini birlestiren dogru

pargasinin teget degme noktasidir [2].

Teorem 3.2.1°deki E elipsine 3. dereceden B(z) Blaschke c¢arpimi ile
baglantili Blaschke elipsi denir. Son zamanlarda 0D ’deki bir A noktasi i¢in B
dontistimii ile A ’ya resmedilen z,, z, ve z; noktalarinin olusturdugu her A(z,, z,, Z,)

ticgeni tarafindan igerilen E elipsi ile ilgili bir ¢ok ¢alisma yapilmistir [2-5, 8, 9].

Teorem 3.2.1°den birbirinden farkli sifirlara sahip olan 3. dereceden

B(z)=1 12 —4 12—__32 bi¢imindeki bir Blaschke ¢arpiminin Poncelet egrisinin her
—a,z1-a,z

zaman |Z —a1| +|Z —a2| = ‘1—5182‘ elipsi oldugu bilinmektedir. Burada a, =a, alinirsa

z-3,

2
3. dereceden B(z) = z( ] bi¢imideki Blaschke ¢arpiminin Poncelet egrisi

1

1 R
|z—a1|:5‘1—a1a1

cemberi olur. Bu ¢emberin yarigapt sifir alinirsa ¢gemberin nokta olacagi asikardir.

Buradan

1-[af|=0

buradan da

14



|a1|=1

bulunur ki bu olamaz. Ciinki |a1| <1 olmalidur.

bicimindeki Blaschke ¢arpimi olsun. Bu B Blaschke ¢arpiminin Poncelet egrisi

3.2.2 Ornek: al:azzé icin B, 3. dereceden B(z)z[

1| 4
Z__ J—
3‘ 9

¢cemberidir (Sekil 3.2).

\

N
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Sekil 3.2: a, =a, = 1 icin 3. dereceden Blaschke carpimi.
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Bu boliimde asagidaki sorularin cevaplari aranacaktir.

1) Koseleri birim ¢ember iizerinde olan bir altin iggen var midir?

2) En az bir altin liggen tarafindan ¢evrelenen herhangi bir Blaschke elipsi
var midir?

3) Bir Blaschke elipsi altin elips olabilir mi? Olursa, bu altin elipslerin sayisi

kag tanedir?

11k olarak birinci sorunun cevabi verilsin.

3.2.3 Teorem: Koseleri birim ¢ember {izerinde olan sonsuz sayida altin iiggen

vardir.

Ispat:  Genelligi bozmaksizin, birim ¢ember iizerinde koseleri

l,—x+1y,—Xx—1ly olan ftg¢geni olusturacak sekilde X,y >0 noktalarin1 alalim.

Boylece x> +y* =1 olur. Bu iiggenin altin iicgen oldugunu gostermek igin

20y =4y +(x+1)° (3.6)

esitligini saglayan x vey noktalar1 bulunmalidir. (3.6) esitliginde her iki tarafin

karesi alinir ve x> +Yy* =1 oldugu kullanilirsa 2y°¢” = x+1 elde edilir. Boylece
2(1-x*)¢* =x~1=0
ve buradan da

209" +X+(1-2¢") =0 (3.7)

elde edilir. y=+1-x> olmak iizere, (3.7) denklemi ¢boziilerek X =0.809017 ve
y =0.587785 bulunur. Boylece koseleri birim ¢ember iizerinde olan en az bir tane

altin tiggen vardir. Dénme doniisiimii altinda bu tiggen hala altin {iggen olacagindan,

birim ¢ember iizerinde sonsuz sayida altin tiggen elde edilmis olur. [J
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Simdi 3. dereceden bir Blaschke carpiminin Poncelet egrisinin altin liggen
tarafindan cevrelendigi drnekler verilecektir. Ilk olarak, asagidaki lemma ve teorem

verilsin.

3.2.4 Lemma: {Zl,...,Zn} ve {Wl,...,Wn} birim ¢ember iizerinde diizgiin

dagilmis iki kiime olsun. Her j, K i¢in B(z;)=B(z,), B(w;) = B(w,) ve 0 noktasini

kendisine resmeden n. dereceden bir B Blaschke ¢arpimi vardir [9].

3.2.5 Teorem: Bir A(z,,z,,2,) liggeni verilsin. Bu {iggenin igine, iiggenin

kenarlarinin orta noktalarinda teget olacak bicimde bir tek elips ¢izilebilir. Bu elipsin

odaklari

1 1 R
E(Zl +27,+ 23)J_r\/(§(z1 +z,+ 23)j —g(zlz2 +2,2,+2,7;) (3.8)

bicimindedir [3].

Ayrica [8] numarali kaynaktan, koseleri birim ¢ember iizerinde olan bir liggen

icine ¢izilen elipslerin Blaschke elipsi oldugu bilinmektedir.

3.2.6 Ornek: A(z,z,,2,) birim ¢ember iizerinde bir altin {iggen olsun.
Teorem 3.2.5’den bu iliggen icine ¢izilen E Steiner elipsinin odaklar1 olan a ve a,
noktalari, (3.8) kullanilarak bulunur. Bu durumda E Steiner elipsi

Z—-a, Z-—a,

B(z)=12 2,1 2, bigimindeki Blaschke ¢arpimimin Poncelet egrisidir. Ornegin,
—az1-a,z

Teorem 3.2.3’in ispatindan X=0.809017 ve Yy=0.587785 olmak fizere

z,=1,2, =—X+1y, Z, =—X—1y noktalarin1 kdse kabul eden A(Z,,Z,,2,) altin tiggenini
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ele alalm. (3.8)’den @ =0.292438 ve a,=-0.704461 bulunur. Boylece
Z-a z-a, ... . .
B(z) = z—=——= bigimindeki Blaschke ¢arpiminin Poncelet egrisi
l-az1-a,z
lz-a|+|z-a,] :‘l—alaz‘

denklemi ile verilen Steiner elipsidir (Sekil 3.3).

Sekil 3.3: Altin tiggen (kesik ¢izgili olan) tarafindan ¢evrelenen Poncelet egrisi.

3.2.7 Ornek: {21,22,23} ve {Wl,Wz,W3} kiimeleri diizgiin dagilmis olacak
sekilde Z,,7,,Z; VE W, W,, W, noktalari birim cember lizerinde
A(z,,2,,2;) ve A(W,,W,,W,) altin {icgenlerini olustursun. Lemma 3.2.4’den
1< j,k<3 sartim saglayan her j vek igin B(z;)=B(z,),B(w;)=B(w,) ve 0
noktasini kendisine resmeden en az bir B Blaschke ¢arpimi oldugu bilinmektedir.
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Boylece Poncelet egrisinin, koseleri birim ¢ember {izerinde olan en az iki tane altin

licgen tarafindan gevrelendigi sonsuz sayida Blaschke garpimi vardir. Ornegin,

{1, —-0.809017+10.587785, —0.809017 — i0.587785}

Ve

{0.5+10.866025, —0.913545—-i0.406737, 0.104528—-i0.994522}

birim ¢ember iizerindeki diizgiin dagilmis kiimeleri verilsin.
B(z)) = B(z2,), B(z,) = B(z,), B(w) = B(W,), B(w,) = B(w;)
denklemleri ortak ¢oziiliirse

a, =—0.766062 —10.442286

\%

a, =0.302537+i0.174670

bulunur. Buradan

Bz)=z2 2 2" %
l-qz1-a,z

bi¢iminde bir B Blaschke ¢arpimi vardir (Sekil 3.4).

Boylece Poncelet egrisinin en az bir veya iki tane altin {iggen tarafindan

cevrelendigi 3. dereceden Blaschke ¢carpimi 6rnekleri verilmis oldu.
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Sekil 3.4: Altin tiggenler (kesik ¢izgili olanlar) tarafindan ¢evrelenen Poncelet egrisi.

3.2.8 Teorem: Birim ¢emberin ic¢inde, Blaschke elipsi olan sonsuz sayida

altin elips vardir.

2 2
Ispat Birim ¢emberde X—2+y—2=1 denklemine sahip olan bir altin elips
a

a
olsun. Altin elips tanimindan b =@ dir. ¢ elipsin pozitif odak noktasi olmak lizere

elips tammindan a*> =b’ +c¢* oldugunu biliyoruz. Boylece bu elipsin odaklar1 —C ve
c’dir. ¢* =@+1 oldugu da kullamlarak a:ic\/a elde edilir. Simdi bu elips ile
baglantili Blaschke ¢arpimi ele alinsin. Eger bu elips Blaschke elipsi ise, Blaschke
elipsinin tanimindan 2a=1+c¢> olmalidir. Buradan ¢’ i2\/gc+l =0 denklemi

bulunur. Bu denklemin bir tane pozitif kokii vardir ve bu kok

c= %(—\/2 (—l + «/g) + \/2 (1 + \/g)j "dir. Boylece Blaschke elipsi olan en az bir tane
altin elips vardir. f(z)=¢€"z bicimindeki bir dsnme doniisiimii altinda bu elips hala
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altin elips olacagindan, birim ¢ember i¢inde sonsuz sayida altin Blaschke elipsi

vardir. [

3.2.9 Tammm: B, n. dereceden sonlu bir Blaschke ¢arpimi olsun. Eger B’nin

Poncelet egrisi bir altin elips ise B’ye altin Blaschke ¢arpimi denir.

3.2.10 Ornek: a, = %(—\/2(—1+\/§) +\/2(1+\/§)j ve a, = —a, olmak lizere

B,(z) =z (Z_al) (Z_ )

ET[Es

Blaschke ¢arpimi dikkate alinsin.

Teorem 3.2.8’in ispatindan B, Blaschke ¢arpiminin Blaschke elipsi
E :[z—a|+]z-a,| :‘l—alaz‘

denklemi ile verilen altin elipstir. Boylece B, bir altin Blaschke ¢arpimi olur (Sekil

3.5). Bu E, altin Blaschke elipsinin f(z):(%ﬂg]z bicimindeki doénme

doniisimii altindaki resmi de yine bir altin Blaschke elipsidir. f(E,) resim elipsinin

denklemi

z—[l+i£]a + z—£l+i£]a
2 2 ) 2 27

-ji-7a)

bicimindedir. Bu resim elipsi ise
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Sekil 3.5: E, altin Blaschke elipsi.
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Sekil 3.6: f(E,) altin Blaschke elipsi.

Dordiincii Dereceden Blaschke Carpimlar:

33

Simdi, ikinci dereceden iki tane Blaschke c¢arpimimin bileskesi olarak

yazilabilen 4. dereceden Blaschke ¢arpimlar1 ele almacaktir. ilk olarak asagidaki

teorem verilsin.

3.3.1 Teorem: Koseleri birim ¢ember iizerinde olan sonsuz sayida altin

dikdortgen vardir.

Ispat: Genelli

gi bozmaksizin, X,y >0 olmak iizere x vey koseleri birim

Iy noktalar1 olan dortgeni olusturacak

cember lizerinde X+1y, X—1y,—X—1y,— X+

=1 olur. Bu dortgenin altin dikdortgen

+y°

2

sekilde iki nokta olsun. Boylece X

oldugunu gostermek igin

2py

2X =
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esitligini saglayan x vey noktalar1 bulunmalidir. Buradan Xx=¢y bulunur.

x> +Yy’> =1 ve ¢* = p+1 oldugu kullanilarak y’ ((02 + 1) =1 ve buradan da

y=—L —0525731 vex=—2_ =0850651

Jo+2 p+2

bulunur. Boylece koseleri birim ¢ember iizerinde olan en az bir tane altin dikdortgen
vardir. Donme doniisiimii altinda bu dikddrtgen hala altin dikdortgen olacagindan,
koseleri birim ¢ember {izerinde olan sonsuz sayida altin dikdortgen elde edilmis olur.

O

Simdi 4. dereceden bir Blaschke carpiminin Poncelet egrisinin elips oldugu
durum incelenecektir. Bunun i¢in ilk olarak [6] numarali kaynaktan asagidaki iki

lemma ve teorem verilsin.

3.3.2 Lemma: y, £ birim ¢ember i¢inde noktalar olmak iizere, 2. dereceden

f=227Y vegz)=2 2= b

l-yz 1—Ez

bigimindeki iki tane Blaschke ¢arpiminin bileskesi B= f og olsun. A birim ¢ember

tizerinde bir nokta olmak iizere B tarafindan A ’ya resmedilen iki noktay1 birlestiren

dogru parcast
E:|z-p|(jz-a|+|z-a,|-r)=0

kiimesine tegettir. Burada a, vea,, t* — ( f— y/z)t — =0 denkleminin kokleridir

ve I asagidaki esitlik ile verilir:

r =‘a1a2 —1‘
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3.3.3 Lemma: Koseleri birim ¢ember iizerinde olan herhangi bir dortgenin
icine bir elips ¢izilebilir ancak ve ancak bu elips 2. dereceden iki tane Blaschke

carpiminin bileskesi olarak yazilabilen bir Blaschke ¢arpimu ile baglantilidir [6].

3.3.4 Teorem: Bir E elipsi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i) Elipsin icine cizildigi kdseleri birim ¢ember iizerinde olan bir dortgen

vardir.

ii) Birim ¢ember igindeki @ ve b noktalari i¢in E elipsinin denklemi

|z—a1|+|z—a2|=‘l—§1a2‘

bicimindedir [6].

Lemma 3.3.2, Lemma 3.3.3 ve Teorem 3.3.4 kullanilarak asagidaki teorem

verilecektir.

3.3.5 Teorem: Bir Blaschke g¢arpiminin 2. dereceden iki tane Blaschke
carpiminin bileskesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu Blaschke carpiminin Poncelet

egrisi E’nin elips olmasidir.

Teorem 3.3.4’den E’nin denkleminin

E:|z—a1|+|z—a2|:‘1—§1a2 (3.9)

biciminde oldugu agiktir.
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Boylece altin elipsler i¢in asagidaki teorem verilebilir.

3.3.6 Teorem: B, 4. dereceden Poncelet egrisi elips olan sonlu bir Blaschke
carpimi olsun. B’nin E Poncelet egrisinin altin elips olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul E’nin denkleminin

|a2|2((”+2)_2
1

|az|4(§0+1)_

E :|Zgoa2|+|za2|:‘1(pa_2a2‘\/

bi¢giminde olmasidir.

Ispat: Elips, altin elips oldugundan, tanimdan a, = ¢a, oldugu biliniyor. Bu

(3.9) esitliginde yerine yazilirsa ispat goriiliir. [J

Poncelet egrisi E elipsi olan 4. dereceden bir B Blaschke carpimi igin, E
elipsini ¢evreleyen bir altin dikdortgen var mudir? Simdi bu sorunun cevabi

aranacaktir.

Asagidaki teoremde Poncelet egrisi elips olan ve bu elipsleri ¢evreleyen en az
bir tane altin dikdortgenin oldugu 4. dereceden Blaschke c¢arpimi &rnekleri
olusturulacaktir. Bunun igin [6] numarali kaynak kullanilarak asagidaki lemmalar

verilsin.

3.3.7 Lemma: Birim ¢ember tizerindeki
O<argz <argz,<argz,<argz, <2w

kosulunu saglayan birbirinden farkli z,,z,,7,,z, noktalarm kose kabul eden bir

dortgeninin icine cizilebilen bir elips vardir. Ustelik, her bir dértgen igin bu

dortgenin i¢ine ¢izilen elipsler bir parametreli reel degiskenli bir aile olusturur [6].
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3.3.8 Lemma: 2,,2,,2,2, birim cember lizerinde
O<argz <argz, <argz, <argz, <2z kosulunu saglayan dort nokta ve Q bu dort

noktay1 kose kabul eden bir dortgen olsun. Q’nun igine ¢izilen elipsin odaklart olan

a, ve a, noktalar1 agsagidaki iki denklemi saglarlar:

((((—z2 +2,)2,-2,2,) 2, + 212223)§1+ 2,2, - 2123)312

—2
—(21222324(24 -2,+2,-2))a, —(2,+7,)(2,+2,)(2,2, - 2,2,) q,

+2,2,(2, +2,) - 2,2,(2,+ 2,)) &, + 2,2,2,2, (2,2, - zlz3)a12 (3.10)

2 2 2 2,2 2 2\
—((z2 Z,+2,2, )24 -2°22,-22,2, )al+(zzz4—2123)(zzz4+zlz3):0, (@, €Q)

Ve
(z,-2,+2,-7)aa,—(2,2,-22,)(a +a,)
((z,-2)z,+22,)2,-2,2,2,=0,(a,,8, €Q). (3.11)

Tersine (3.10) ve (3.11) denklemlerini saglayan her @, ve @, noktalar1 Q nun

icine c¢izilen elipsin odaklaridir [6].

3.3.9 Teorem: Q koseleri birim ¢ember lizerinde olan herhangi bir altin
dikdortgen olsun. 4. dereceden bir Blaschke carpiminin Poncelet egrisi olacak

sekilde Q’nun igine ¢izilen en az bir tane elips vardir.

Ispat: Q birim ¢ember iizerindeki z,,Z,, Z,, z, noktalarini kdse kabul eden
herhangi bir altin dikdortgen olsun. Lemma 3.3.7°den Q dortgeninin igine ¢izilebilen
bir E elipsi vardir. Koseleri z,, z,, Z;, Z, olan herhangi bir dortgenin igine ¢izilen
elipsin odaklar1 olan @ vea, 'nin (3.10) ve (3.11) denklemlerini sagladig1
bilinmektedir. Buradan E elipsininin odaklar1 (3.10) ve (3.11) denklemlerini

saglamalidir ve E’nin denklemi
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E :|z—a1|+|z—a2|:‘1—§1a2‘

bi¢imindedir.

a1+a2_a1a2(a1+a2) .
olmak tlizere

Lemma 3.3.3’den, y =—aa, ve = -
1-|aa,|

80— 2 20 2 +(py-B)z-v
l—ﬁzl—(—y?ﬁJr,E)z—Jzz

bicimindeki B Blaschke ¢arpiminin Poncelet egrisinin E elipsi oldugu goriiliir. [

3.3.10 Ornek: (z,,2,,2,,2,) , Xx=0.850651vey=0.525731 olmak {izere
Z, =X+1y, 2, =X—1y, 2, =—X—1y, Z, =—X+1y noktalarim1 kose kabul eden altin

dikdortgen olsun. (3.10) ve (3.11) denklemleri kullanilarak, Q dikdoértgeninin igine

cizilebilecek elipsin odaklari

a, =—0.813818-10.463774 ve &, =0.813818+10.463774
olarak bulunur. Boylece

a +a, —alaz(a1 +a2)

y=-aa, = B
1-|aa,|

Ve

L I-y ey
f(z)_zl_az,g(z)_zl_zZ

olmak tizere Lemma 3.3.3’den B(z)=(f og)(z) bi¢imindeki Blaschke ¢arpiminin

Poncelet egrisi
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|z—a1|+|z—a2|:‘1—§1a2‘

elipsidir (Sekil 3.7).

Sekil 3.7: Altin dikdortgen (kesik ¢izgili olan) tarafindan ¢evrelenen Poncelet egrisi.

3.3.11 Ornek: {21,22,23,24} ve {WI,WZ,W3,W4} kiimeleri diizgiin dagilmis
olacak sekilde z,,z,,z,,z, ve W,,W,,W,,W, noktalar1 birim ¢ember iizerinde
(2,,2,,25,2,) ve (W,,W,,W,,W,) altin dikdortgenlerini olustursun. Lemma 3.2.4’den
1< j,k<4 sartini saglayan her jvek i¢in B(z;)=B(z,),B(w;)=B(w,) ve 0

noktasini kendisine resmeden en az bir B Blaschke ¢arpimi oldugu bilinmektedir.
Boylece Poncelet egrisinin, koseleri birim ¢ember {izerinde olan en az iki tane altin

dikdortgen tarafindan ¢evrelendigi sonsuz sayida Blaschke ¢arpimi vardir.
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Cokgenler arasinda diizglin besgen ve diizgiin ongenin altin oranin benzer
ozelliklerine sahip oldugu biliniyor [17]. Ornek 3.2.7 ve Ornek 3.3.11°deki
yontemler kullanilarak Poncelet egrileri en az iki tane diizgiin besgen ve diizgiin

ongen tarafindan ¢evrelenen 5. ve 10. dereceden Blaschke carpimlari elde edilebilir.

Teorem 3.3.5’den 4. dereceden bir Blaschke ¢arpiminin Poncelet egrisinin

bazi sartlar altinda elips oldugu bilinmektedir. Burada a, =a, alinirsa 4. dereceden

bir B Blaschke ¢arpiminin Poncelet egrisi

2-a|-2]i-aa)

cemberi olarak bulunur. Bu ¢emberin yaricapt sifir alinirsa ¢emberin nokta olacagi

agikardir. Buradan

buradan da

‘1 - algl‘ =0 veya

olmalidir. Yukaridaki her iki durumda da
=1
bulunur ki bu olamaz. Ciinkii |a1| <1 olmalidur.
z-0.61 z—-0.3333i z—-0.3333i

3.3.12 Ornek: B(z)=z2 _ _ —  bicimindeki 4.
1+0.61z 1+0.33331z 1+ 0.33331z

dereceden B Blaschke carpiminin Poncelet egrisi
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cemberidir (Sekil 3.8).

S225S3

L2 <>
2525
o222

[T72%

Sekil 3.8: Poncelet egrisi gember olan 4. dereceden Blaschke ¢arpimi.
Diger yandan [4] numarali kaynakta asagidaki teorem verilmistir.

3.3.13 Teorem: a,,a,,a, birbirinden ve sifirdan farkli birim ¢gember i¢inde ii¢

3 7-a
nokta ve B(2)= Zl_[l—_J biciminde sifirdan farkli sifirlar1 asagidaki esitligi
-1 1 =8y

saglayan 4. dereceden bir Blaschke ¢arpimi olsun:

31



d, +4,a,a;, =4, +4a,.

i) L, a noktasindan gegen herhangi bir dogru ise L dogrusunun birim

cemberi kestigi z, ve z, noktalarinda B(z,)=B(z,) ’dir.

1 oo . .
ii) 0 ve = noktalarindan gecen herhangi bir ¢ember ile birim ¢ember
al

birbirinden farkli iki tane z, ve z, kesisim noktalarma sahiptirler. Bu durumda bu

kesisim noktalar icin B(z,) = B(z,) olur [4].

Bu teoremden faydalanarak, asagidaki teorem elde edilir.

3.3.14 Teorem: a,,a,,a, birbirinden ve sifirdan farkli birim ¢gember iginde ii¢

3oz—-a,
nokta ve B(z)= Zl_[1 =L sifirdan farkli sifirlar1 asagidaki kosulu saglayan 4.
i=1 —ajz

dereceden bir Blaschke ¢arpimi olsun:
a +51a2a3 =a, +a;.

Bu takdirde, B’nin Poncelet egrisi

o] +[a -2
|a2|2|a3|2—1

E:lz-a,|+|z-a] :‘l—a_2a3‘
denklemine sahip E elipsidir.

Ispat: Teorem 3.3.13’iin ispatinda, a, +§1a2a3 =a, +a, esitligi kullanilarak

B(2) =222 veB,(z2) =22 2%
l1-a,z I+a,a,z

olmak tzere B nin
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B(2)=(B,°B)(2)

biciminde 2. dereceden iki tane Blaschke carpiminin bileskesi olarak yazilabilecegi
gosterilmigtir. Lemma 3.3.2°den E elipsinin odaklarinin asagidaki denklemin kokleri

oldugu bilinmektedir:
t'-(a +aa,3,)t+a,a =0. (3.12)
Hipotezden, a, +§lazag =a, +a, oldugundan
t’—(a, +a,)t+a,a,=0

denklemi elde edilir. Boylece (3.12) denkleminin kokleri a, ve @, olur. Buradan E

elipsinin denklemi

|Z—a2|+|z—a3|:‘1—a_2a3‘

olur. O

Bu teoremin giizel bir geometrik yorumu vardir: Teorem 3.3.14’deki gibi bir

B(z) Blaschke carpimi verilsin. Bir 4 €0D noktas: i¢in z,,Z,, Z,, Z, birbirinden
farkli B(z,) = B(z,) = B(z;) = B(z,) esitligini saglayan 4 nokta olsun. Bu durumda B
Blaschke carpiminin Poncelet egrisi, odaklar1 a, ve a, olan E elipsidir ve Teorem
3.3.13’lin ispatindan z,, Z, ve Z,, Z, noktalarini birlestiren dogrularin @, noktasindan

gectigi goriiliir.

3
3.3.15 Ornek: a]:—,azz——ig,a3:§+i§ ve B()=z][—=
j=1

olsun. B’nin Poncelet egrisi odaklar1 a, ve a, olan
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lz-a,|+|z-a,|=1.37674

elipsidir (Sekil 3.9).

P\

)/

. 12 2
Sekil 3.9: =17 a==-

3 IE’ a, = %-ﬁ- i% icin 4. dereceden Blaschke carpimi.
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4. SONLU BLASCHKE CARPIMLARININ AYRISIMI

Bu boélimde birim diskte tanimli 2., 3. ve 4. deredecen bir Blaschke
carpiminin ayrigtirilmas: ele alinacaktir. Sonlu bir B Blaschke ¢arpiminin
ayrigtirllmasi1 yani daha diisiik dereceden iki tane Blaschke carpiminin bilegkesi
olarak yazilabilmesi i¢in gerekli olan bir kosul [19] numarali kaynakta asagidaki

teorem ile verilmistir.

4.1 Teorem: B, n. dereceden sonlu bir Blaschke ¢arpimi ve h, | 6zdeslik
dontisiimiinden farkli, birim diskden birim diske taniml1 analitik bir fonksiyon olmak

lizere Boh =B olsun. Bu durumda
i) h bir M6bius donilistimiidiir.

ii) h,..., ™" birbirinden farkli fakat h™™) = | olacak bi¢imde bir k > 2 pozitif

tamsayis1 vardir.
iii) k, n’yi boler.
iv) h(y) =y olacak sekilde bir y € 6D noktas1 vardir.

v) k. dereceden B, ve n/k. dereceden B, sonlu Blaschke garpimlari igin B

Blaschke ¢carpimi B = B, o B, bi¢ciminde yazilabilir. B, Blaschke ¢arpimi

Bl(z):( Z—_ﬂ/}
1-yz

bigiminde de diisiiniilebilir [19].

Boh=B kosulu aynstirilabilirlik i¢in yeterli degildir. Yani Boh=B
bi¢iminde birimden farkli birim diskden birim diske bir h analitik fonksiyonu yokken

de B =B, o B, bigiminde yazilabilen B Blaschke ¢arpimlar1 vardir.
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[
Z —_——
4.2 Ornek: B/(z)=7’ i2 ,B,(z) =2’ olmak iizere B =B, oB, bigiminde

1+—z2
2

bir B Blaschke ¢arpimi ele alinsin. Bu B Blaschke ¢arpimi 2. ve 3. dereceden iki tane

Blaschke ¢arpiminin bileskesi oldugundan derecesi 6’dir. Boh =B olsun. Buradan

B,(h(z)) = B,(z) veya B, (h(2)) =—B,(2)

olmalidir.

Ilk olarak B, (h(z))=B,(z) durumu incelenecektir. B, (h(z))=B,(2)

oldugundan Bl(h(%)) =B, (%) olur ki buradan da

i N
h(E) =0 veya h(E) =3

olmalidir.

h(%) =0 olsun. Bl(h(é)) =B, (é) esitliginde her iki yanin tiirevi alinarak

B (G IN'(L) =B, () @)

bulunur. (4.1) esitliginde sag taraf sifirdan farkli iken sol taraf sifirdir. Bu ise
celiskidir.

h(é) ZIE olsun. B, '(h(%))h '(%) =B, '(é) oldugundan

h '(%) =1

Z—a
olmalidir. 0 < |a| <1 olmak iizere h(z) = — Mobiiis doniisiimii i¢in
—az
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i i
h) = veh')=1 (4.2)

i
. Z —_
olsun. (4.2) esitligi ¢oziiliirse a =% bulunur, buradan da h(z) = i2 elde edilir.

1+—2

Buradan h(é) = 0 bulunur bu ise h(é) =% kabulii ile gelisir.

B,(h(z))=-B,(z) durumunda da benzer islemler yardimi ile boyle bir h

Mobiiis doniigiimiiniin olamayacagi goriiliir.

Sonug olarak, 6. dereceden bir B Blaschke carpimi 2. dereceden B, ve 3.
dereceden B, Blaschke carpimlarinin bileskesi olarak B =B, oB, bigiminde

yazilabilmesine ragmen Boh =B esitligini saglayacak sekilde birim diskden birim
diske tanimli birimden farkli bir h Mdbiiis doniistimii yoktur.

Simdi Boh=DB esitligini saglayan 2. dereceden bir B Blaschke ¢arpiminin

olup olmadig1 incelenecektir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilsin.

4.3 Teorem: B, 2. dereceden bir Blaschke carpimi olsun. Bu durumda
Boh=B olacak sekilde birim diskden birim diske tanmimli birimden farkli bir h

Mobius doniisiimii yoktur.

Ispat: B(Z)zzlZ —4 bigiminde 2. dereceden bir Blaschke carpimi ve
-3,z
Z—a
h(Z)=1 = biciminde birim diskden birim diske tanimli bir Mdbius doniisiimii
—az
olsun.

(Boh)(2) B(Z_a} 22(1+a15)+2(—2a_a1—a§a1)+a(a+a1)
oh)(2) = a_

1-az) 225(5+§1)+z(—25—§1—a5§1)+(1+a§1)
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bi¢giminde olur. Boh =B olacagindan

22(1+a1a)+z(—2a—a1 —aaa1)+a(a+a1) 2’ -1a

225(5+§1) + z(—za—a— ae_lgl) +(1+ aal) 1-az
esitligi saglanmalidir. Buradan
l+aa=1
ve buradan da
a=0veyaa=0

bulunur ki bu olamaz. Ciinkii 0<|a1|<1 ve 0<|a|<1 olmalidir. Boylece Boh=B

olacak sekilde birim diskden birim diske tanimli bir h M6biiis doniisiimii yoktur. [

¢<[0,27) ve 0<|a|<1 olmak iizere birim ¢emberi birim ¢embere ve igini

i¢ine resmeden bir doniisiim

M{(2)=e? =%
az—1
biciminde de ifade edilebilir. [8] numarali kaynakta asagidaki teorem ve lemma

verilip bunlardan faydalanarak 3. dereceden Blaschke c¢arpimlarinin Boh=B

biciminde yazilabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul verilmistir.

4.4 Teorem: {[Z, M?(2)]:ze 6]1))} dogru pargalarinin kiimesi, dig merkezligi

¢

|a , odaklar1 a ve ae”, asal eksen uzunlugu 2sin (Ej olan C/ konigine tegettir.

Konik dejenere oldugunda (6rnegin ¢=0 olmasi durumunda), [z,M?(z)] dogru

parcalar1 a noktasinda kesisirler [8].

38



i1k olarak Teorem 4.4’iin bir uygulamasi olan asagidaki lemma verilsin.

45 Lemma (Birim disk ve C/ elipsi i¢in Poncelet Ozelligi):

¢ <(0,27),

a| <1 ve C! elipsi birim diskin iginde olsun. Eger koseleri birim ¢ember
lizerinde olan herhangi bir n kenarli Poncelet ¢okgeni C/ elipsini gevreler ise C?

elipsi koseleri birim ¢ember iizerinde olan her n-gen tarafindan ¢evrelenir [8].

Lemma 4.5’den, (M?)" déniisiimiiniin birim oldugu sonucu ¢ikar. Koseleri
birim ¢ember iizerinde ve kenarlar [z, z,],(z, 2,],...,[Z,,, Z,] olan bir n kenarli
Poncelet ¢okgeni C! elipsini g¢evrelesin. Bu n-genin kenarlari C? ’ye teget
oldugundan Teorem 4.4’den M?(z,)=2, veyaM/(z,) =12, olmalidir. M/(z,)=z,
olsun. Benzer olarak M/ (z,) =z, veya M?(z,) = z, olur. Mdbius ddniigiimleri bire-
bir oldugundan M?(z,) =z, olamaz. Béylece (M?)*(z,)=M/(z,) =z, elde edilir.
Benzer adimlarla j=1,2,...,nicin (M?))(z,) = z; olur. z, =2, oldugundan (Mf)n

birim doniistimdyir.

C? konigi elips olarak diisiiniiliirse, denkleminin
|z —a|+‘z—aei¢‘ =r

biciminde olacag: agikardir.

4.6 Lemma: B, birbirinden farkli 0,a,,a, noktalarinda sifirt olan 3.

dereceden bir Blaschke ¢arpimi olsun. Bu durumda birimden farkli bir M Mdbiiis

dontigimii  vardir 6yle ki BoM =B olmast icin gerekli ve yeterli kosul

g=arg(a,/aq) igin |a1| :|a2| =,/2cos ¢ —1 olmasidir [8].
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Teorem 4.4’den faydalanarak Poncelet egrisi elips olan 4. dereceden Blaschke

carpimlari i¢in asagidaki teorem verilecektir.

4.7 Teorem: E odaklar1 a =a ve a, =ae" olan elips ve B, Poncelet egrisi bu
E elipsi olan 4. dereceden bir Blaschke g¢arpimi olsun. Bu durumda C! ’nin, 4.

dereceden bu B Blaschke carpiminin elipsi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

T

p=arg(a,/a,) ve pe (—%,Ej \{0} olmak iizere |a|=+/cos¢ olmasidr.

Ispat: E, 4. dereceden bir B Blaschke carpiminin Poncelet egrisi oldugundan

Teorem 3.3.5’den E’nin denklemi

|a1|2 ”L|‘5‘2|2 —2

E:|z—a1|+|z—a2|:‘l—§1a2‘ Al
1 2] T

bicimindedir. O<r<l1 olmak lizere ol koniginin odaklar1

a, =a=re” vea, =ae” =re'“? olsun. Teorem 4.4’den odaklar1 a ve ae” olan C’

koniginin asal eksen uzunlugu 2sin (g] oldugundan

(2 sin (ﬁn = ‘1 —E]az
2

|a,|2 +|a2|2 —2

|a]|2|a2|2 -1

olmalidir. Buradan

2
2 2
(ZSin(ﬁn = \1—5ae‘¢\ M
2 jaf -1

ve buradan da

ulg) e
2 r—1
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2 4 2r2_2
(1-2r*cosg+r') = 1 —2+42cos¢=0 (4.3)

bulunur. (4.3) denklemi ¢oziiliirse ¢ =arg(a,/a,) ve g (—%,%)\{O} olmak tiizere

|a| =,/cOS ¢

bulunur.

Tersinin ispat1 da benzer sekilde yapilir. O

4. dereceden herhangi bir B Blaschke carpimi verildiginde, birim ¢ember

lizerindeki bir 4 noktasi i¢in B(z;) =4 esitliini saglayan birbirinden farkli dort
tane nokta oldugu bilinmektedir [2]. Lemma 4.5°den bu z; noktalari i¢in
M{(z))=1z;,, ve(M{)* ’lin birim doniisiim oldugu goriiliir. Teorem 4.4’den
[z,M?(2)] dogru pargalarinin C/ konigine teget oldugu biliniyor. Bdylece asagidaki

sonug verilebilir.

4.8 Sonug: E odaklar1 a ve a, olan elips ve B, Poncelet egrisi bu E elipsi

olan 4. dereceden bir Blaschke c¢arpimi olsun. Bu durumda BoM =B olacak
bicimde birimden farkli bir M Mébitis doniisiimii olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

T T

p=arg(a,/a) ve pe (_E’EJ\{O} olmak iizere |a | =|a,|=+/cos¢ olmasidir.

Boylece Teorem 3.3.5 ve Sonug 4.8’den asagidaki sonug elde edilir.

4.9 Sonug: B Poncelet egrisi, odaklar1 a ve ae" elipsi olan 4. dereceden bir

Blaschke ¢arpimi olsun. Bu durumda B = B, o B, bigiminde kendisinden daha diisiik
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dereceli iki tane Blaschke ¢arpiminin bileskesi olarak yazilabilmesi igin gerekli ve
yeterli kosul BoM = B olacak sekilde birimden farkli bir M Mobiiis doniisiimiiniin

var olmasidir.
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5. UST YARI DUZLEMDE TANIMLI SONLU BLASCHKE
CARPIMLARI

Bu boliimde, f (2.2) esitligindeki gibi bir doniisiim ve B, (2.4) esitligindeki

gibi n. dereceden sonlu bir Blaschkle ¢arpimi olmak iizere

B(2)=(Bo f)(2) (5.1)

biciminde iist yar1 diizlemde tanimli 2. 3. ve 4. dereceden Blaschke carpimlarinin

geometrik 6zellikleri ele alinacaktir.

[k olarak iist yar1 diizlemde tanimli sonlu Blaschke ¢arpimlari i¢in asagidaki

teorem verilsin.

5.1 Teorem: z,,(1<k <n) noktalar1 {ist yar1 diizlemde birbirinden farkl

noktalar ve B iist yar1 diizlemde

B(z) = e‘gﬁ 27 %

k=1 Z— Zk

biciminde tanimli sonlu bir Blaschke ¢arpimi olsun. Bu durumda birim ¢emberin her

bir A noktasi i¢in
B(x)=B(x,)=..=B(x,) =4

olacak bigimde birbirinden farkli n tane X, X,,..., X, € R noktalar1 vardur.

. . . - ~ N
Ispat: A birim g¢ember iizerinde sabit bir nokta ve B(Z):e'gl_[—_k
k=1 L—Z,

birbirinden farkli n tane sifir1 olan {ist yar1 diizlemde sonlu bir Blaschke carpimi

olsun. B, n. dereceden bir rasyonel fonksiyon oldugundan §(xj)=/1 denkleminin
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kathiliklar1 da sayilarak n tane kokii vardir. j,k=1,2,...,n igin §(Xj)=§(xk)
oldugunda Xx; # X, ve X;, X € R oldugu gosterilmelidir. ‘g(z j)‘ =1 olmas1 igin
gerekli ve yeterli kosul z;eR oldugundan, x;# X, oldugunun gosterilmesi

yeterlidir. B(z)=¢e“]] 2~ 2% oldugundan,

k=1 Z_Zk

InB(z2) = h{eif’ﬁﬂ]

k=1 Z—Z
elde edilir.
In §(z):ln(e‘9)+ln(z—z])+...+ln(z—zn)—ln(z—Z)—...—ln(z—En)

bulunur. Her iki yanin tlirevi alinirsa

B(z) 1 1 1 1
— = +..+ —_——.——=
B(z) z-z Z-1, 1-1, Z—1n
ve boylece
B _v_ %%
s ez )z 2)
.. .. B ., . §
elde edilir. Her X € R noktas1 i¢in §( ) #0’dir ve buradan da B'(x)# 0 oldugu
X

aciktir. Sonug olarak, A birbirinden farkli n tane reel 6ngoriintiiye sahiptir. [J

B, n. dereceden (2.4) esitligindeki gibi sonlu bir Blaschke ¢arpimi olsun.

Birim ¢ember lizerindeki bir A4 noktasi i¢in j=1, 2,...,n olmak lzere B(z;)=41

olacak sekilde birbirinden farkli birim ¢ember {izerinde n tane nokta oldugu

bilinmektedir. Bu z; noktalarmin belirlenmesi ile ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmigtir
[4-9]. ilerleyen alt béliimlerde, birim gember iizerinde bir A noktasi verildiginde

(5.1) bigimindeki n. dereceden herhangi bir B Blaschke carpimi  i¢in
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§(Xk)=§(xl)=i esitligini saglayan reel eksen ilizerindeki X, veX noktalar

belirlenecektir.

51 Ust Yarn Dizlemde Tammh ikinci Dereceden Blaschke

Carpimlan

Bu boliimde st yar1 diizlemde tanimli bazi Blaschke carpimlarinin

geometrik 6zelliklerini igeren agagidaki teorem verilsin.

5.1.1 Teorem: « ve @ sabit noktalar ve f, (2.2) esitligindeki gibi bir

doniisiim olsun. Im(a) >0 ve B(z) = 7271 @  imak iizere
1-f(a)z
_ P
B(2)=(Bo f)(2)=¢’ ——2=%—— (5.2)
I-a 1 T
1-f(a —
(a) -

bigiminde tanimli olsun. Bir 4 €0D igin X, ve X,
B(x)=B(x,) =1

esitligini saglayan birbirinden farkli iki nokta olsun. Bu durumda X, X,,a ve a

noktalar1 ayni ¢ember iizerinde bulunur. Tersine C, a ve a noktalarindan gecen

herhangi bir cember ise C ¢emberinin reel ekseni kestii X, ve X, noktalar1 i¢in

B(x,) = B(x,) dir.
Ispat: Herhangi bir 1 €0D igin X, ve X,
B(x)=B(x,)=4

esitligini saglayan birbirinden farkli iki nokta olsun. B *nin tammindan
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B(f(x)=B(f(x,))=4

oldugu biliniyor. Teorem 3.1.1°den f(X) ve f (X,) noktalarmi birlestiren L dogrusu

f (a) noktasindan geger. Buradan L dogrusunun f ™' doniisiimii altindaki goriintiisii
X;» X, ve @ noktalarindan gegen ¢emberdir. f(X), f(X,) vef(a) noktalarindan

gecen dogru oo noktasindan gegtiginden X;, X, ve @ noktalarindan gegen C ¢emberi

a noktasini da igermelidir.

Tersine C, avea noktalarindan gecen herhangi bir c¢ember olsun.

Im(a) >0 ve Im(g) <0 oldugundan C reel ekseni X, ve X, gibi iki noktada keser.
z,=f(x)vez, =f(x) olsun (burada f(x)vef(x,) ’'nin €“ ’ya esit
olamayacagma dikkat ediniz). aeC oldugundan f(C) ’'nin goriintiisii f(a)

noktasindan gecen dogrudur. Teorem 3.1.1°den B(z,) = B(z,) ve bdylece

B( f (Xl)) =B( f (Xz))
olur. Sonug olarak,
B(x)=B(x,)

elde edilir. O

5.1.2 Ornek: azg,azéﬂé,ezg ve B(z), (5.2) esitligindeki gibi

ist yar1 diizlemde tanimli sonlu bir Blaschke ¢arpimi olsun. Bu durumda Teorem
5.1.1°den bir A €0D ig¢in a ve a noktalarmdan gecen cemberin reel ekseni kestigi

X, ve X, noktalarinda B(x,)=B(x,) olur (Sekil 5.1).
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+1

¥,

1
2’ 2

Sekil 5.1: a= a=i =% icin 2. dereceden B(z) Blaschke carpimi.

N |~

52 Ust Yann Diizlemde Tammh Uciincii Dereceden Blaschke

Carpimlan

Simdi iist yar1 diizlemde tanimli 3. dereceden Blaschke carpimlari ig¢in

asagidaki teorem verilecektir.

52.1 Teorem: f, (2.2) esitligindeki gibi bir donisim ve

Z—-a, z-a
B(z)=z————,
l-azl1-a,z

a2| <1 olmak iizere B(z)=(Bo f)(z) olsun. Bir A€ oD

a

b

noktasi igin X, ve X,
B(x)=B(x)=1

esitligini saglayan birbirinden farkli iki reel nokta olsun. Bu durumda X, X, ve a

noktalarindan gecen C ¢emberi
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—‘w(l—Elaz)+§laZZ—E =0 (5.3)

egrisine tegettir. Tersine F egrisinin her noktasi, & ve reel eksen iizerindeki X, X,

noktalarindan gegen cemberin teget degme noktasidir. Ayrica bu X veX,

noktalarinda E(Xl) = E(xz) dir.
Ispat: Herhangi bir A € 0D noktasi i¢in X, ve X,
B(x)=B(x,) =4
esitligini saglayan birbirinden farkli iki nokta olsun. B ’nin tanimindan
B(f(x))=B(f(x,))

olur. Teorem 3.2.1’den f(X,) ve f(X,) noktalarini birlestiren L dogrusu
E:|lz—a|+|z-a,| :‘1—a1a2‘

elipsine tegettir. Buradan L dogrusunun f~' doniisiimii altindaki resmi X, X, ve a

noktalarindan gegen ¢emberdir. Bu g¢ember f '(E) egrisine tegettir. f'(E)=F

denirse F’nin denkleminin (5.3) esitligindeki gibi oldugu kolayca goriiliir.

Tersine C, & noktasindan gecen ve F egrisine teget olan herhangi bir cember

olsun. Bu durumda C’nin reel ekseni X, ve x, gibi iki noktada kestigi aciktir.
z, = f(x) vez, = f(x,) olsun (burada f(x) vef(X,) nin €' ya esit olamayacagina
dikkat ediniz). o €C oldugundan f(C), f(x) ve f(X,) noktalarindan gegen ve

f(F) egrisine teget olan bir dogrudur. Teorem 3.2.1°den B(z)=B(z,) yani

B(f(x,))=B(f(X,)) olur. Buradan da
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E(Xl) = §(X2)

elde edilir. O

[20] ve [21] numarali kaynaklardan, a,b,c,d e C,ad —bc#0 ve c#0

olmak tizere

az+b
cz+d

M(2) =

dontigiimii altinda elipslerin goriintiisiiniin elips olamayacagi biliniyor. Buradan,

Al
- Zo—¢€' I — L
f I(Z)=—i9 dontistimii  altinda |z—a1|+|z—a2|:‘1—ala2‘ elipsinin
Z—¢

goriintiisiiniin elips olamayacag1 aciktir.

5.2.2 Ornek: a=£,9=5, a :l, a, :L, f(z)=e" 272 e
2 3 2 2 -«
Z_al Z_az . 5 . ..
B(z) = z—=-——= olmak tizere B(z) =(Bo f)(z) olsun. Bir A € 0D noktasi i¢in
l-az1-a,z

E’:(Xl) = §(X2) = §(X3) = A esitligini saglayan birbirinden farkl: ii¢ tane X, X,, X, reel

noktalarinin oldugu aciktir. Bu durumda X, X, ve a noktalarindan gegen gember

F:

4

W(Hiﬁ_l}_i\/§_(1+i\/§Ji\/§|+‘W[l+i\/§_i]+\/§ (mﬁ]@

22422\22__22

=0

_‘W(l_ij V3,3

4) 8 2

egrisine tegettir (Sekil 5.2).
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3,

2

Sekil 5.2: a, =—, a, = i%, a= =§ i¢in 3.dereceden g(z) Blaschke ¢arpimu.

1
2

5.3 Ust Yar1 Diizlemde Tanimh Dérdiincii Dereceden Blaschke

Carpimlan

Bu boliimde iist yar1 diizlemde tanimli 4. dereceden bazi Blaschke

carpimlarinin geometrik 6zellikleri ele alinacaktir.

B, 4. dereceden Poncelet egrisi elips olan bir Blaschke carpimi ve f (2.2)
esitligindeki gibi bir doniisim olsun. Bu durumda B(z)=(Bo f)(z) bigimindeki

B(z) Blaschke carpimmin iist yar diizlemde tanimli 4. dereceden bir Blaschke

a:ﬂ,ezﬁ i¢cin f(z):eigz_—g ve

carpimi oldugu aciktir. a, = %, 5 3
-«

1
3%
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z(—3i+(5+5i)z)(1—(3—3i)z—9i22)

(=3+12)(-3i+2)(-5-5i+32) olmak iizere B(z)=(B- f)(z) olsun.

B(z) =

Boliim 5.2°de uygulanan benzer adimlar B(z)’ye uygulanirsa asagidaki sekil elde

edilir. Burada f'(E) egrisinin denklemi

2 3 6 2 2 2 2 2 2

‘W[Hi«/g_lJ_iﬁ_[Hi«/g]iﬁ

+‘W[1+i«/§_l]+£_(l+ix/§}£
4

(w2502

bi¢cimindedir (Sekil 5.3).
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_L
3

By

2

Sekil 5.3: a, =—,a, =i—,a = :% icin 4. dereceden B(z) Blaschke carpimi.

W | —

Simdi Teorem 3.3.13 kullanilarak {ist yar1 diizlemde tanimli 4. dereceden

Blaschke carpimlari igin gegerli olan asagidaki teorem verilsin.

5.3.1 Teorem: a,, a,, @, birbirinden ve sifirdan farkli birim ¢ember iginde ii¢

3oz-a.
nokta ve B(z)= Zl_[l—_J biciminde sifirdan farkli sifirlar1 asagidaki esitligi
j=1

—ajz

saglayan 4. dereceden bir Blaschke ¢arpimi olsun.

q +Ela2a3 =a, ta,.
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f, (2.2) esitligindeki gibi bir déniisim olmak iizere B(z)=(Bo f)(z) olsun.
Eger K, f7'(a,) ve o noktalarmdan gecen herhangi bir cember ise K’nin reel ekseni

kestigi X, ve X, noktalarinda B(x,)= B(x,) dir.

Ispat: Teorem 3.3.13%n ispatindan B(z)’nin

B(2)=z 273 e B,(2)=1 £+ 83
l-a,z 1+a,a,z

olmak lizere

B(z)=(B,°B)(2)

biciminde iki tane 2. dereceden Blaschke carpimin bileskesi olarak yazilabilecegi
bilinmektedir. f'(a,), a ve X;, X, noktalarindan gegen herhangi bir K ¢emberi i¢in

X,, X, noktalarinda K ¢emberi reel ekseni kessin ve z, = f(X), z, = f(X,) olsun.

aekK oldugundan, f(K) @, noktasindan gecen bir dogrudur ve Teorem 3.1.1°den

B,(z,) =B,(z,) buradan da B,(f(x,))=B,(f(X,)) elde edilir. Sonug olarak

B(x,) =B, (B,(f(x)))=B,(B,(f(x,))=B(x,)

bulunur. O

5.3.2 Ornek: a :l, a, :l—il, a, :i+i%, a= il, 0=""ve t7(2)

3 3 3 65 65 2 3

e C 74,

(2.3) esitligindeki gibi bir doniisim olmak iizere B(z)=z2 " =L ve
i=1 —ajZ

B(z)=(Bo f)(z) olsun. Bu durumda f'(a)=0.371154+i0.571429 ve a= —i%
noktalarindan gegen 0.185577+10.035714 merkezli 0.566947 yarigcapli ¢ember reel
ekseni X, =-0.380244 ve X, =0.751398 noktalarinda keser. Bu X, ve X, noktalari
i¢in

B(x,) = B(X,) = 0.855077 —i0.465445

dir.

53



6. SONUC VE ONERILER

Blaschke carpimlari ilk kez W. Blaschke tarafindan 1915’de yayinlanan bir
makalede ortaya ¢ikmustir.

Bu tezin ilk iki boliimiinde konu ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Sonraki
tic boliimiinde ise birim diskte tanimli sonlu Blaschke ¢arpimlar ile altin oran ve
altin cokgenler arasindaki baglanti, birim diskte tanimli 2. 3. ve 4. dereceden
Blaschke carpimlarinin ayrisimi ve st yar1 diizlemde tanimli sonlu Blaschke

carpimlarinin geometrik 6zellikleri ele alinmistir.
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