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Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Yaklasim Problemleri projesi ile
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OZET

iKi BAGLANTILI BOLGELERDE TANIMLI DEGISKEN USLU
SMIRNOV SINIFLARINDA YAKLASIM
YUKSEK LiSANS
PELIN SU ADALI
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. DANIYAL M. ISRAFILZADE)

BALIKESIR, HAZIRAN — 2019

Bu caligma giris, 6n bilgiler kismi, iki ana bolim (3 ve 4. boliimler), sonug
ve kaynak kisimlarindan olusmaktadir. Giris boliimiinde verilen sonuglar Reel
eksenin belirli araliklarinda ve kompleks diizlemin belirli 6zelliklere sahip
bolgelerinde tanimli fonksiyonlar uzayinda yaklasim problemlerinin incelenmesi
ile ilgilidir. Birinci ana boliimde, I Dini diizgiin Jordan egrisi ile yapilandirilan
Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlari tanimlanmis ve bu fonksiyonlar yardimi ile
LPO(I") uzaylarinda yaklasim teorisinin bilinen bir diiz teoreminin ayrintili ispati
verilmistir. Ikinci ana boliimde, iki baglantii B bolgesinde tanimli EPC)(B)
degisken {Usli Smirnov smiflarinda yaklagim teorisinin bir diiz teoremi
ispatlanmustir.

ANAHTAR KELIMELER: Degisken iis, Smirnov siniflari, diiz teoremler, Faber
serileri, diizgiinliik modiilii.



ABSTRACT

APPROXIMATION ON DOUBLE CONNECTED DOMAINS WITH
VARIABLE EXPONENT SMIRNOV CLASSES
MSC THESIS
PELIN SU ADALI
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. DANIYAL M. ISRAFILZADE )

BALIKESIR, JUNE 2019

This work consists of introduction, auxiliary part, two main volumes
(volume 3 and 4), conclusion and references parts. In introduction are given some
results relating to the approximation properties of Faber polynomials and Faber
rational functions constructed by given continuums in the complex plane. In main
volume | (volume 3) the Faber- Laurent rational functions, constructed via Dini-
smooth Jordan curve I" are defined and then, the proof one direct theorem of
approximation theory in the variable exponent Lebesgue spaces LPO(I') is given.
In main volume Il (volume 4), one direct theorem of approximation theory in the
classes EPO)(B), defined on the double connected domain are proved.

KEYWORDS: Variable exponent, Smirnov classes, direct theorems, Faber
polynomials, modulus of smoothness.
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SEMBOL LIiSTESI

: Kompleks sayilar kiimesi

: Dogal sayilar kiimesi

- Reel sayilar kiimesi

: Kompleks diizlemde birim ¢gember

: Kompleks diizlemde birim disk

: Kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi
: Dini diizgiin egrilerin kiimesi

: ' da degisken iislii Lebesgue uzay1

: G bolgesinde fonksiyonlarin klasik Smirnov sinifi

: G bolgesinde fonksiyonlarin degisken iislii Smirnov sinifi
: LPO(T) de f in diizgiinliik modiilii

: Cauchy Singiiler operatorii

: Faber polinomlari

: Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu
: [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar sinifi
2 (0,2m) araliginda Lebesgue uzayi



ONSOZ

Yiiksek lisans ¢alismam boyunca bana higbir destekten kaginmayan ve ¢ok
degerli zamanin1 ayiran, bilgisi ve tecriibeleri ile bu ¢alismamda bana yardimci
olan degerli hocam ve damismanim Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILZADE’ye
sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Degerli yardimlarindan dolayi, Prof. Dr. Ali
GUVEN’ e c¢ok tesekkiir ederim. Her zaman manevi destegi ile beni
umutlandiran, yiireklendiren sevgili esim Ege ADALI’ ya, beni hayata hazirlayan
ve hep arkamda olan annem Timay KARLIDERE ve babam Tunay
KARLIDERE’ ye tesekkiirlerimi sunarim.



1. GIRIS

Yaklasim teorisinde genellikle belirli 6zelliklere sahip olan fonksiyonlara daha
basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri incelenmektedir. Baslangigta verilen
fonksiyonlar uzay1 arastirilan probleme goére degismektedir. Ozel halde belli
araliklarda veya kompleks diizlemin belli bolgelerinde analitik olup bdlgenin
kapanisinda siirekli fonksiyonlar uzay1 temel uzay olarak degerlendirilebilir. Bunun
disinda, reel eksenin belli araliklarinda tanimli Lebesgue uzaylari veya kompleks
diizlemin belli bolgelerinde analitik olup ek olarak bazi ozelliklere sahip olan

Smirnov fonksiyonlari siniflarinda da yaklasim problemleri incelenmektedir.

Yaklagim gorevini iistlenen basit fonksiyonlar ise temel uzaya bagli olarak

cebirsel polinomlar, rasyonel ve trigonometrik fonksiyonlar olabilir.

Ozel halde C [a, b], L?(0, 2m), E? (G), LP(I') uzaylarinda yaklasim teorisi ile
ilgili sonuclar [1-4] kaynaklarinda detayli bir sekilde incelenmistir. Bu kaynaklarda
ayn1 zamanda bazi toplama yontemlerinin yaklagim 6zellikleri de incelenmistir. Bu
tez calismasinda iki baglantili bolgede tanimli degisken iislic Smirnov siniflarinda,
Faber polinomlar1 ve Faber- Laurent rasyonel fonksiyonlarinin yaklagim 6zellikleri

incelenmektedir.

Yaklagim teorisinde elde edilen sonuglarin bir kismi yaklasim teorisinin diiz
teoremleri diger bir kismi ise yaklagim teorisinin ters teoremleri olarak bilinmektedir.
Diiz teoremlerde belli 6zelliklere sahip fonksiyonlar sinifinda polinomlar1 veya
rasyonel fonksiyonlarla yaklasim hizi degerlendirilir. Bunun i¢in diizgiinliik modiilii
denilen fonksiyonlar kullanilir. Ters teoremde ise polinom veya rasyonel
fonksiyonlarla yaklagim hizi verilen fonksiyonlar sinifinin diferansiyel 6zellikleri

bulunur. Bu ¢aligmanin 1. ana boliimiinde (boliim 3) yaklasim teorisinin bir diiz



teoremi ispatlanmistir. Bunun disinda bu problemle ilgili diger bir problemin

arastirilmasi 2. ana boliimde (boliim 4) elde edilmistir.

Degisken {islii uzaylar 1930 yilinda Orlicz tarafindan matematik literatiiriine
dahil edilmis olsa da bu uzaylarla ilgili 6nemli arastirmalar 1970 yilindan sonra
yapilmustir. Bu ¢alismalar icerisinde Sharpadinov tarafindan yazilan [5] monografisi
yaklasim teorisi agisindan Onemli bir arastirma kaynagi olmustur. Bu kitapta
degisken {islii uzaylarda yaklasimin mimkiinligi i¢in p(.) degisken {ssiiniin
saglamas1 gereken oOzellikler incelenmis ve bu iissiin belirli kosullar1 sagladigi
taktirde trigonometrik polinomlar kiimesinin Lebesgue uzaylarinda yogunlugu ispat

edilmistir.

Daha sonra [6] calismasinda degisken isli agirlikli uzaylarda yaklagim
teorisinin bazi diiz ve ters teoremleri ispatsiz olarak ifade edilmistir. LPO[0, 2m]
uzaylarinda yaklasim teorisinin bir diiz teoremi [7] ¢alismasinda ispatlanmistir. Bu
calismada ayn1 zamanda bazi 6zel toplama yontemlerinin yaklasim ozellikleri de

incelenmistir.

LPO[0, 2m] uzaylarinda trigonometrik polinomlar ile yaklasim problemleri ve
kompleks diizlemin belirli 6zelliklere sahip basit baglantili bolgelerinde taniml
degisken iislii uzaylarda cebirsel polinomlar ile yaklagimla ilgili baz1 ¢alismalar [8-

10] da yapilmustir.

Degigken {iislii uzaylarda yaklasim alaninda yapilan ¢aligmalar son yillarda
hizla artmaktadir. Bu tezde, arastirdigimiz konu kompleks diizlemin iki baglantili
bolgelerinde tanimli degisken iislii Smirnov siniflariin tanimi ve bu simiflarda
yaklasim teorisinin bir diiz teoreminin elde edilmesidir. Bu konuya olduk¢a yakin
caligmalar [11,12] ¢alismalaridir. Tezin 3.boliimiinde bu g¢alismalardan birincisinin
detayli ispat1 da sunulmaktadir. Bu ¢aligmada kullanilan teknik ve yontemler yardimi
ile 4 bolimde iki baglantili bolgelerde tanimli Smirnov simiflarinda Faber

polinomlar1 ve Faber rasyonel fonksiyonlarinin o6zellikleri incelenmis ve bunlar



yardimi ile inga edilen Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlar ile yaklasim teorisinin
bir diiz teorisi ispatlanmigtir. Burada not edilmesi gereken nokta, p(.) sabit oldugu
durumda klasik Smirnov siniflarinda yaklasim problemleri birgok matematikei

tarafindan incelenmistir. Detayl bilgilere [ 7, 12-24] ¢alismalarindan ulasilabilir.



2.  ONBILGILER

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1 Tanmm: Kompleks diizlemde baglantili ve agik kiimeye bir bolge;
baglantili ve kapali bir kiimeye de kontinyum denir [25, s.1].

2.1.2 Tanmm: G, C de bir bolge olsun. Eger G i¢indeki her I' egrisi yine G

icinde sabit bir zy noktasina homotop ise G ye basit baglantili bolge denir.

2.1.3 Tanmm: Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir
D(zy,6),6 > 0 komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z,
da analitiktir denir [26, 5.97].

2.1.4 Tamm: [a, b] c R olmak iizere siirekli bir

I':[a,b] - C

fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir. Burada I'(a) ve I'(b) noktalarina
sirasiyla egrinin baslangi¢ ve bitim noktalart; bir I' egrisi verildiginde I'(a) = I'(b)
oluyorsa I" ya kapali egri; I tiirevi var ve siirekli ise I' ya diferansiyellenebilir egri;
diferansiyellenebilir bir I' egrisi i¢in I’ (t) # 0, Vt € [a, b] oluyorsa I" ya diizgiin
egri; bir I' egrisi i¢in sadece t; = t, durumunda I'(t;) = I'(t,) oluyorsa I' ya Jordan

egrisi denir [27].



2.1.5 Tanmm: [a, b] c R olmak iizere

Iz=z(t) =x(t) +iy(t)

stirekli egrisi verilmis olsun. vn € N i¢in

t1:a<t2<t3<"'<tn+1:b

kosulunu saglayan Vty, ty, ts,..., t,,1 degerleri igin

D 12tin) = 26|
k=1

toplamu sinirh kaliyorsa I" egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Bagka bir ifade ile I’

egrisini gosteren z fonksiyonu sinirli degisimli ise I" ya sonlu uzunluklu egri denir

[28, 5.417].

2.1.6 Tanmm: G, smurt kapal I' Jordan egrisi olan sinirlt bir bolge, zo € I’
ve I' nin z da bir tek tegeti var olsun, zy 1n komsulugunda I' egrisi normalin her iki
yani iizerinde bulunsun. Bu durumda eger G i¢inde bulunan ve zy noktasinda son
bulan siirekli bir € egrisinin, zgn komsulugundaki kismi, kosesi zy da bulunan,
biiyiikliigii r den daha kii¢iik olan ve agiortay: I' ya i¢ten normal ile ¢akisan bir ac1
icinde kaliyorsa bu € egrisine agisal yol denir. Eger G i¢inde analitik olan bir f(z)
fonksiyonu, z, I' zerindeki bir zy noktasina I' i¢indeki keyfi bir agisal yol boyunca
yaklasirken bir a degerine yaklasiyorsa, kisaca f(z) agisal yollar iizerinden a

degerini alir veya f(z), zy noktasindan agisal limite sahiptir denir [28].



G, I Jordan egrisi ile sirli, C kompleks diizleminde sonlu bdlge ve G™: =
Ext I olsun. Genelligi kaybetmeden, 0 € G alalm. T:={w € C: |w| = 1}, D: =
Int T,D™:= Ext T olsun.

2.1.7 Teorem (Riemann Konform Doniisiim Teoremi): G kompleks
diizlemde smir1 en az iki noktadan olusan basit baglantili bir bélge ve z, € G olsun.

Bu durumda, G bolgesini D ye

f(z0) =0ve f'(z) >0

kosullar1 altinda resmeden bir tek konform doniisiim vardir. [1, 5.8]

2.1.8 Teorem: Eger G bolgesinin sinirt Jordan egrisi ise, G nin D ya her
konform doniisiimii G ye birebir ve siirekli olarak genisletilebilir. Aym sekilde G nin

st bir Jordan egrisi ise, CG nin €D ye her konform déniisiimii CG ye birebir ve

stirekli olarak genisletilebilir [25, s.24].

2.1.9 Tanmm: I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu kapali bir Jordan
egrisi olsun. p: I' = [1,00) degisken iissii, I lizerinde tanimli Lebesgue oOlgiilebilir

fonksiyon olsun.

f If (@) P@|dz] < oo

kosulunu saglayan 6lgiilebilir f fonksiyonlar1 kiimesine degisken iislii Lebesgue uzay1

denir ve LPO(I) ile gosterilir.



2.1.10 Tammm: I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu kapali bir Jordan

egrisi olsun. Degisken iislii LPO(I') , ess sup p(z) < oo Lebesgue uzayi
zelr

p(2)
||f||Lp(.)(r): = inf J/’l > 0: f(Z)//l ldz| < 1l < o
\ - )

normu ile donatildiginda bir Banach uzay1 olur.

2.1.11 Tanmm: G, basit baglantili bir bolge ve f fonksiyonu G de analitik
olsun. 1 < p < oo alalim. G de yerlesen ve I';, = I' 6zelligine sahip sonlu uzunluklu

kapali Jordan egrilerinin bir (I',,) dizisi i¢in

If (@7 ldz] <M

I'n

olacak sekilde n’den bagimsiz M = M(f) sayist bulunabiliyorsa f € EP(G) dir
denir. EP(G) uzayina Smirnov smifi denir [28, s438].

2.1.12 Tanmm: G, basit baglantili bir bolge olsun. p(.): I' — [1, ) Lebesgue
Olciilebilir fonksiyon olsun. O halde

EPO(G):= {f € EX(G): f € LPO(I)}

uzayina G deki f analitik fonksiyonlarinin degisken iislii Smirnov siifi denir.



f € EPO(G) fonksiyonunun normu [|£ | z»0y: = lfll w0y olarak tammlanir

ve EPO(G) nin bir Banach uzay oldugu goriilir.

2.1.13 Tanmm: F,[0,2m] araligt ya da bir I' € C Jordan egrisi olsun ve
p(.): F - R*:= [0, »), Lebesgue 6l¢iilebilir bir fonksiyon,

1<p_:= essinfp(z) <esssupp(z):=p* <o (2.1)

ZEF ZEF

olsun.

|F| , F in Lebesgue Ol¢iimii olsun. Eger p(.),(2.1)veVzy,z, €

F ve z4, z, noktalarindan bagimsiz pozitif bir ¢ sabiti i¢in

F
G - pein| Fl )<

kosullarmi sagliyorsa, p(.) € P°8(F) denir. Eger p(.) € P°8(F) ve p_ > 1ise 0
halde p(.) € P,'°8(F) oldugu sdylenir.

2.1.14 Teorem (Hélder Esitsizligi): f € LP@(I),g € LP'@(I),1 <

1 1
< oo, — —_— = i
p(x) < o0, —=+ =1 olsun. O halde

1

1
fl_ @9zl < KIflpogy 9l ogy k= sup—es+sup

ozel halde p(.) = p = sabit oldugunda k=1 olur.



2.1.15 Teorem (Minkowski Esitsizligi): 1 < p(x) < o olsun ve f,g €
LPO(I) olsun. O halde f + g € LPO(T) ve

If + 9l < Ifllpe + gl

olur.

2.1.16 Teorem (integral Minkowski Esitsizligi): 1 < p(x) <p, <
o olsun. f: I' x I' - C dlgiilebilir fonksiyonu ve tim y € I' i¢in f(.,y) € LPO(I)
oldugunu varsayalim. O halde

f fondy||  <cm f Gl dy
r ) r

p(

olur. Burada c(p), p(z) e bagl bir sabittir.

g sturekli bir fonksiyon ve

w(g,t):= sup |g(t)) —g(t)l, >0

|t;—t,|<t

streklilik modili olsun.

2.1.17 Tanmm: [a, b] c R olmak iizere siirekli bir I': [a, b] — C fonksiyonu
kompleks diizlemde diferansiyellenebilir bir egri olsun. I' egrisi igin I'' (t) # 0,
vVt € [a, b] oluyorsa I ya diizgiin egri denir.

2.1.18 Tanmm: I' diizgiin Jordan egrisi olsun. @(s) ile s degerine karsilik
gelen egri noktasina cizilen tegetin reel eksenin pozitif yonii ile olusturdugu acgiyi

gosterelim ve @ nin w (0, s) siireklilik modiili



8

la)(&, s)/S

ds < o, >0,

0

kosulunu sagliyor ise I' ye Dini- diizgiin egri denir. Dini- diizglin egrilerin kiimesi D

ile gosterilir.

2.2 Diizgiinliik Modiilii

Klasik otelemeye gore LP(T) invaryant olmadigindan bu uzayda diizgiinliik

modiliinii tanimlamak i¢in,

1 (" .
ahf(w):=ﬁjo f(we't)dt

operatorii tanimlanir. Burada w € T, 0 < h < m dir. Bu operatr p € P'°8(T)
oldugunda LPO(T) uzaymnda smirh oldugundan [27] diizgiinlik modiiliiniin

asagidaki tanimi verilebilir.

2.2.1 Tamm: f € LPO(T), p € P'°8(T) olsun.

Q(f,8)p0): = oi%zs?a”f(') — onf Ol o

seklinde tanmimlanan 2(f,.),(): [0, ) — [0,00) fonksiyonu LPO(T) de f in

diizglinliik modiilidiir.

10



Vurgulayalim ki bu sekilde modiil Sharapudinov’un [29] ¢alismasinda da

kullanilmaktadir.

2.3 Cauchy Singiiler integrali

I" kompleks diizlemde kapali sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun.

Bu durumda

£
f{_zd(, z¢rl
r

Cauchy integralini ele alalim.

I iizerinde bulunan bir z noktasini g6z 6niine alalm. f € L(I") ve keyfi bir

e>0i¢inI'(z,e):={{ €T:|{ —z| < &}olsun.

: f(©)
lsl—%j (—Zdz
r'\r(ze)

limiti varsa bu limite Cauchy Singiiler integrali denir ve

veya

11



Srf(2): ——(P V)j@di

seklinde gosterilir.

Verilen f € LY(I') igin S;(f), I de hemen her yerde S-(f)(z) degerini alir.

Sr(f) lineer operatorii Cauchy singiiler operatorii olarak adlandirilir.

2.3.1 Lemma (Privalov Lemmasi): Eger Cauchy integrali I' iizerinde
hemen her yerde I' nin bir tarafi {izerinde bulunan biitiin agisal yollar boyunca belirli
limit degerlerine sahipse, Cauchy singiiler integrali I' lizerinde hemen her yerde
mevcuttur ve Cauchy integrali I' nin diger tarafi tizerinden I iizerinde hemen her
yerde acisal limit degerine sahiptir. Tersine, Cauchy singiiler integrali I' lizerinde
hemen her yerde mevcutsa Cauchy integrali I' nin her iki tarafi {izerinden de

I' iizerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahiptir [28, s. 431].

Eger f € LPO(I") , p € P'°8(I") ise 0 zaman

Fr(2) = zim_frgdc, Z€G 2.2)
fr@r=— f“)dz Z€EG (2.3)

fonksiyonlar1 sirasiyla G ve G~ de analitiktir ve f~(co) =0 dir. Privalov ’un

lemmasina gore I de hemen her yerde agisal yollar {izerinden limitleri vardir ve

f*@ = $:(N@+5f@Dvef (@) = S{(N@D —5f@ (24

formiilleri I' de hemen her yerde gegerlidir. Bununla birlikte

12



f@O=f"@-f( (2.5)

I' de hemen her yerde saglanir [9, $.431]. Dahasi f; (o0) = f;" () = 0.

24 Yardime1 Teoremler

I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Jordan egri
teoremine gore her Jordan egrisi kompleks diizlemi biri sinirli digeri sinirsiz iki basit

baglantili bolgeye ayirir.

G, I' Jordan egrisi ile sinirli, C kompleks diizleminde sonlu bdlge ve G™: =
Ext I olsun. Genelligi kaybetmeden, 0 € G alalim. Ayrica T: = {w € C: [w| = 1},
D: = Int T,D™:= Ext T olsun.

Riemann konform doniisiim teoremine gore G~ ve G nin D~ bolgesine

konform doniistimleri vardir. Bu doniisiimler sirasiyla ¢ ve ¢4 ile gosterilsin. Ayrica
@ () = OO,Iim(p(Z)/Z> 0
Z—00
ve

@1 (0) = oo,lirréz.gol (z2)>0
VAEd

olsun. Bununla birlikte ¢ ve ¢, doniisiimlerinin tersleri sirasiyla i ve i, olsun.
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3. EGRi UZERINDE TANIMLI DEGIiSKEN USLU
LEBESGUE UZAYLARINDA FABER-LAURENT RASYONEL
FONKiYONLARIYLA YAKLASIM

3.1 Giris

Degisken iislii Lebesgue wuzaylari, Klasik Lebesgue wuzaylarinin bir
genellemesidir. Burada p sabit iissiiniin yerini, degisken tislii fonksiyon p(.) alir.
Degisken iislii Lebesgue uzaylarinin, mekanikte farkli uygulama problemlerinde,
ozellikle akigkan dinamigindeki elektroreolojik akiskanlarin modellenmesinde ve
ayrica gorintii isleme calismalarinda ve bazi fiziksel problemlerde kullanilmasi
nedeniyle 1990’11 yillardan itibaren bu uzaylara olan ilgi artmistir. (Ornegin [5, 30, 1]
monograflart ve orada belirtilmis kaynaklarda goriilebilir) Glinltimiizde, potansiyel
teori, maksimal ve singiiler integral operatdr teorisi 1s18inda bu uzaylarin temel
problemleri ile ilgili yeterince genis arastirma yapilmistir. ilgili sonuglarin sunumu,
yukaridaki monograflarda ve ayrica [32-35] de bulunabilir. Ama degisken {islii
Lebesgue uzaylarinda yaklagim problemleri 6zel olarak kompleks bolgede yeterince
genis olarak arastirilmamustir. Bu arada, reel eksende tamimlanan periyodik ve
periyodik olmayan fonksiyonlarin degisken iislii Lebesgue uzaylarinda yaklasim
teorisinin temel problemlerinden bazilar1 Sharapudinov tarafindan calisilmis ve

¢ozilmiistiir [5], ayrica bakimiz: [29, 36].

Bu boéliimde, I'- Dini diizgiin Jordan egrisiyle olusturulan Faber-Laurent
serilerinin  kismi toplamlarinin  yaklagim Ozellikleri calisilmis ve degisken
iisli LPY(I') Lebesgue uzaylarmda var olan bir diiz teoremin detayl ispati

verilmistir.

14



Verilen f ve I' de tanimli p(. ) degisken {issii i¢in;

foW):= f[p W)]vefiy W)= f[p; W] (3.1)
po(w): = p(Y(w)) ve py(w): = p(¥; (w)) (3.2)

olsun.

3.2 Yardimci Sonuglar

C, Ci, . . ., ile genellikle birbirinden farkli olup sadece parantez icindeki

parametrelere bagli olan ve n den bagimsiz sabitleri gosterecegiz.

321 Lemma: T €D ise fELPYUT) & fo€LPO(T) & f, €
LP1O(T) ve p € PI(I') & p, € P1°I(T) < p, € P°I(T) olur.

Ispat. I' € D ise [37] e gore

0<c<|YW)<cy;<ow, 0<c3<]|pW)]<c, <o (3.3

0<cs <[PiwW)| <cg <0, 0<c; <|p1(w)| <cg<oo (3.4)

buradac; > 0,i = 1,2,....,8dir. (3.3) e gore,

If ey < €2 foll poocry < €264 If 1l p0 ¢

dir ve bu da

15



fe Lp(')(F) & fy € LpO(')(']I')

olmasini gerektirir.

Benzer bir yolla (3.4) den,

fe LP(-)([') & f, € Lpl(-)(']:[‘)

elde edilir.

Diger taraftan eger p € P1°8(I"), w; € T, i = 1,2 ise 0 halde w;: = ¢(z;) €

T, z; €I’ olur. (3.3) e gore |po(wy) — po(wy)|In (27T/|W1 _ Wz|) < colp(z1) —

IFI/ _ 2 i
p@)in| Y | < cwolpowi) = powa)n (27, _ 1) . ki bu da

p € P1°8(I") & p, € P'°8(T) olmasini gerektirir.

Benzer sekilde (3.4) i kullanarak p € P'°8(I") & p, € P1°8(T) oldugu

gosterilir.
[

Eger f € LPO(I") , p € P'°8(I") ise 0 zaman

t) = L[ Qgr = L [ ]
f (Z) T 2mi L {—z d{ T 2mi ,H,lp(w)—sz(W)dW' ZEG

f(2):= %f@d( = f (w3 (w)] fiw)dw, z€ G
r

{-z 2mi | i(w)-7

fonksiyonlar1 sirastyla G ve G~ de analitiktir ve f~(c0) = 0 dir.

16
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Dahasi fj () = fi"(e0) = 0 ve T de hemen her yerde

fow) = fo" (W) = fo~(w) (3.7)
filw) = f1+ w) — fT (w) (3.8)
dir.
322 Lemma: Eger g € LPO(T), p € PLE(T) ise o halde
2(Stlgl, )pe) < c(p) 209, )p0)
olur.

Ispat. 5 € [0,7], h < &, w € T olsun. Fubini teoremine gore

h
ol (@] = (1) | Se(o(we®)de
0

o) [z [ 252

T

ve LPO(T) de Sy[g] singiiler operatdriiniin siirhiligmi kullanarak,

17



I(ST(g) — O'h[S'ﬂ"(g)D(W)”Lp(-)(T) = |(Srlg — O'h(.g)])(W)”Lp(-)(T)

< cMlg = o @DIWl 20

elde edilir ki bu da 2(S¢[gl,.)p) < c(p) 2(g,.)p() iliskisini gerektirir. g

323 Lemma: Eger g € LPO(T), p € P8(T) ise o halde

20g%,. )p0) < cp) 2(9,.)p0)
dir.

Ispat. T de hemen her yerde

+=1 S
g 29"‘ 1(9)

oldugundan lemma 3.2.2 vasitasiyla istenilen esitsizligi elde ederiz.
.

324 Lemma: [12]. I € Dve p € Py?(I) olsun. Eger f € LPO(I'), T €

Dve p € PyY(I) ise 0 zaman f* € EPY(G), f~ € EPY(G™) olur.

325 Lemma: [12]. g € EPO(D), p € Py?(I') olsun. Eger

i ak(g)Wk,

k=0

g nin orijinde Taylor serisinin n. kismi toplami ise o zaman Vn € N ig¢in;

18



n

gw) = > a(gwt

k=0

< c(p) 2y, 1/n)p(_),
LPO(T)

olacak sekilde n den bagimsiz c(p) > 0 sabiti vardir.

re?d®, F,(2z), k=01,2,.., G nin Faber polinomlar1 olsun. (bkz. [38])

Ayrica Fk(l/z), k=0,1,2,.., G- smnisiz kontinyumunun 1/z ye gore Faber
polinomlar1 olsun. Bir sonraki Lemma, yaklasan rasyonel fonksiyonlar ve cebirsel

polinomlarin inga edilmesinde énemli bir rol oynamaktadir.

3.2.6 Lemma: [15]. Egerz € Gve z' € G~ ise 0 halde Yw € D~ igin

VACONNIN NN X B CH _i_;*k(l/z')
v -z L w7 T LT wRe

k=0

olur.

Fy(z) Faber polinomlari ve Fk(l/ Z) rasyonel fonksiyolar1 i¢in asagidaki

integral gosterimleri vardir;

3.2.7 Lemma: Eger z € G~ ise 0 halde

1 k
Fe(2) = ¢*(2) + %qu _(Zz)d(, k=012, ..
r

ve
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~ 1 11<
Fe(Y/2) = of(2) - o (? _(ZZ)

dg, Z€EG

olur.

Lemma 3.2.6 ve (3.5), (3.6) yi hesaba katarak, verilen f € LP(I") fonksiyonu

i¢in

@ = ap(f):=— T’v‘j,ﬁ”ff dw, k=0,1,2, ... (3.9)
@, = a,(f): = ﬁﬁrafﬁ) dw, k=1,2, ... (3.10)

oldugu yerde f(z) = f*(z) — f~(2) den yola ¢gikarak

FO~ T, ahi@+ Y. k() @1)

eslemesini elde ederiz.
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3.3  Ana Sonu¢

3.3.1 Teorem: T'€®D, p(.) € P,°9(I) olsun. Eger f € LPO(I) ise o
halde vn € N i¢in

If = RaCo Dllpoy < @) [0, Yn) + 2R n) )

olacak sekilde n den bagimsiz bir ¢(p) > 0 sabiti vardir.

Burada R, (z, f) rasyonel fonksiyonlari, f in Faber-Laurent serilerinin n. kismi

toplamlari olarak insa edilir.

ispat. f € LPO(I") olsun. Yaklasan rasyonel fonksiyon (3.11) den hareketle,

n

R,(f,z):= z apF(z) + ak;'k(l/z)
k=0

k=0

olarak insa edilir. Bu durumda f(z) = f*(z) — f~(2) bagmtisin1 dikkate alirsak

<cwo(fiy) (312)

lrr@+>" andi)

PO

ve

I *@) = Tk acFe@llypogy < c@@(fo Y/ ) (3.13)

Pol.

esitsizliklerini ispatlamak yeterlidir. (3.7) ve (3.8) bagmtilarinda I da hemen her

yerde w yerine sirasiyla ¢ (z) ve ¢4 (z) alinirsa, (2.5) dikkate alindiginda
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f@ =[ff (@) - f5 (¢(2))] (3.14)
f@ = [fit(¢1(@) - fi (91(2))] (3.15)

elde edilir.

Boylece (3.12) esitsizligi ispatlanir. (3.13) esitsizligi de benzer yolla ispatlanir.

z' € G olsun. Lemma 3.2.7 'nin 2. bagmtisini ve (3.15) i kullanarak

" L D) awt©- £ (0.0)
B Ko k=0

1 [ fi(e:(©) 1 [ f©
_2nif (-7 « _2_7rij(—z’d(
r r

elde edilir.

Lemma 3.2.4°¢ gore f; ((pl(()) € EPO(G) c E*(G) ve bundan dolay:

1 jff(%(())d( = (s ()
r

2mi (—2z

olur.
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Bu nedenle,

Z Jka(l/Zr) = Z aNk(p’f(z’)
k=0 k=0
L D7 ek © - e ©)
T | T o7 4 — fi () = @)
r

dir.

1
1@ =52+

ve

1
fr@ =52+

bagintilarina gore ve I" egrisinin tiim z noktalarinda agisal yollar tizerinde

z' - z oldugunda limit alirsak, I" de hemen her yerde

n . n _ 1 n _
z aka(l/z) = Z ak‘Pf(Z) ) <Z akQDf(Z) - f1+(<P1(Z))>

k=1 1 k=1

=Sr <Z C;k(Pf(Z) - f1+(‘P1(Z))> - fi (‘Pl(z)) - (@

k=1

Bundan dolay1, f(z) = f*(z) — f~(2) ve (3.15) bagintilarindan

n
k=

Favy k(=Y aete - no)
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—Sr (Z a, (@) - fit (<01(Z))>

k=1

elde edilir.

Simdi LPY(I") de Sy nin siirliligi ve lemma 3.2.5 ve lemma 3.2.3 ten

n

> awk@ - fif (k@)

k=1

1
S_
2

Hf_(Z) + Z lekI;k(l/z)
k=1

LP(-) (p) Lp(-)([')

Sr (2 k(@) - fi* (o (Z))>
k=1

n

aw* — fif(w)

k=1

_|_

)20 )

n

Z awk — fH(w) +¢1(p)

k=1 LP1O(T)

<—
2

LP1O(T)

n

<c@) | D aw — frw)

k=1

LP1O(T)
n

> a(fiwk = fi )

k=1

= c(p)

LP1O(T)

< @A) n),, ) < c®fi V),

elde edilir.

(3.13) tahmini, lemma 3.2.7, (3.14) bagintis1 kullanilarak ve I' nin digindaki
tim agisal olmayan yollar tizerinde limit alinarak ve (3.12) in ispat siirecinin son
asamasini tekrarlayarak elde edilir. Boylece (3.12) ve (3.13) tahminleri ispati

tamamlar.
[ ]
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Bu teoremden asagidaki sonuglar elde edilir.

332 Sonuc: f€EPV(G), Fe®D, p(.) € PYI(r) ise, vn €N igin n
den bagimsiz c(p) > 0 sabiti ile

If = B Dllpory < c@) 2(for V), (o
kosulunu saglayan cebirsel bir

n

P )= ) g Fiu(@)

k=0

polinomu vardir. Burada B,(z, f) polinomlari, f in Faber dizilerinin n. kismi

toplamlari olarak insa edilir.

3.3.3 Sonuc: Eger f€ EPO(G), Te®, p() € Ti,og(l") ise 0 zaman
vn € N icin,

If = Bl Dllpory < c@) 2(f Vn), )

Olacak sekilde, 1/ 7 ye gore cebirsel bir

n

Pn(l/z»f) = z ak/ﬁk(l/z)

k=0
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polinomu ve n den bagimsiz c(p) > 0 sabiti vardir. Burada Pn(l/ 2, f) polinomlari,

f in Faber serilerinin n. kismi toplamlar1 olarak insa edilir.

p(.) sabit durumunda, Smirnov siniflarinda yaklasim problemleri detayli bir
sekilde c¢alisilmistir. Bu yonde ilk sonug¢ I' analitik bir egri oldugunda Walsh ve
Russell [39] tarafindan elde edilmistir. I' € D oldugu durumda, diiz ve ters
teoremlerin ispat1 S.Y Alper tarafindan yapilmistir. Sonrasinda bu sonuglarin farkl
genellemeleri ve gelistirilmisleri agirliksiz durumda [14, 15, 17, 22-24, 40] ve
agirliklt durumda [16, 18-21] kaynaklarinda ¢alisilmistir.

Degisken tislii Lebesgue uzaylarinda yaklasimla ilgili bazi sonuglar benzer bir
diizgiinlik modiilii kullanilarak ispatsiz olarak [6-9] c¢alismalarinda verilmistir.
Dikkat edilecek olursa, Teorem 3.3.1 de kullanilan modiiller, [6-9] ¢alismalarinda

kullanilan modiillere gore daha duyarlidir.
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4.  IKi BAGLANTILI BOLGEDE TANIMLI DEGISKEN
USLU SMIiRNOV SINIFLARINDA RASYONEL
FONSIiYONLARLA YAKLASIM

4.1 Giris

B, bir I Jordan egrisi ile smirli basit baglantili bir bdlge olsun. LP(I") ve
EP(B) , 1<p <o sirastyla I' egrisi lzerinde Lebesgue integrallenebilir

fonksiyonlar ve B de analitik fonksiyonlarin Smirnov Sinifi olsun.

f € EP(B)ise f in I' de hemen her yerde agisal yollar {izerinden limitleri

vardir ve bu limit fonksiyonu f € LP(I") olur. LP(I") ve EP(B) uzaylar

1

p
Iflepey = = Nfllpery = <f |f(Z)|p|dZ|> ,1Ssp<ow
r
normuna gore Banach uzaylaridir.

G c C, C kompleks diizleminde iki baglantili bolge olsun. G bdlgesinin sonlu

uzunluklu I; ve I, Jordan egrileri ile sinirli oldugunu ve I, nin I3 in iginde olsun.

G{ := Extl;, Gi:= IntI; ve G, := Extl,, G,: = Intl, olsun. Genelligi
kaybetmeden 0 € G, kabul edelim. T:= {weC: |w|=1}, D:= IntT, D™ :=
Ext T olsun.
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iki baglantili G bélgesinde Smirnov sinifim1 tanimlayalim. f, G de analitik
olsun. Smirlar1 iki sonlu uzunluklu Jordan egrisinden olusan (4,);~, bélgelerinin bir
dizisini alalim. 4, bolgesinin smirmi [ ile gosterelim. G bolgesindeki her kompakt

alt kiimenin belli bir ny € N igin n > n, oldugunda 4,, bolgesi ile Ortiilsiin.

Eger

lim sup{ If(z)lpldzl} <
VYV—00

Ly

kosulu saglamyorsa f € EF(G),p = 1 dir denir [41, s. 182].

411 Tanm: I'y, I, €D, I':=Ir,ur; ve G, I ile smirh olsun.
EPO(G): = {f € EY(G): f € LPO (I")} kiimesine G  bolgesinde  analitik

fonksiyonlarin degisken iislii Smirnov sinifi denir.

@ ve @, swrastyla G; ve G, bolgelerinin D™ ye konform doniistimlerini

gosterelim. Bu doniistimler i¢in asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:

@ () =00,limM>Ove(p1(0): O,lirréz.gol(z) > 0,
Z—00 VA

zZ

Y ve P, sirasiyla @ ve ¢, in tersleri olsun. ¢ ve i, I ve T ye siirekli
genisletilebilirler, onlarin ¢’ ve 1’ tiirevleri I7 ve T tizerinde hemen her yerde agisal
limit fonksiyonlar1 sirasiyla I; ve T iizerinde Lebesgue Olclimiine gore
integrallenebilirdir. Benzer sekilde ¢, ve 1, fonksiyonlar1 I; ve T ye siirekli
genisletilebilirdirler, onlarin ¢; ve ; tirevleri hemen her yerde I, ve T iizerinde
acisal limitlere sahiptirler ve bu limit fonksiyonlar sirasiyla I, ve T {izerinde [28,
5.419-438] Lebesgue 6l¢iimiine gore integrallenebilirdirler.
28



={ze G;: lp(@)|=71 >1},Lg:={z€ G;: |p(2)|= R > 1} ve
Gy:= ExtL,, G, := IntL,ve Gg:= Ext Ly ,Gg:= Int Lgolsun.

@, G- de analitik olsun ve [¢(2)]* sonsuzda k. mertebede kutup yerine

sahiptir. ¢, fonksiyonu ise Gg de analitiktir ve [¢@;(2)]* igin sifir noktas: k.
mertebeden kutup yeridir. Yaklasan polinomlar1 insa etmek i¢in bazi agilimlara gerek

duyulmaktadir. [18] de kullanilan teknik yontemler uygulandiginda;

[0e]

' F,
%:Z%'ze@«|w|>[‘;
k=0
1A . F
I/JV:E’[;)(VK)Z kZZ kk(fz ,Z € Gg,w E D™

elde edilir. Burada F, (z) ve I;k(l/z) sirastyla z ve 1/, ye gore polinomlardir.

Vurgulayalim ki Fy (z) ve I;k(l/ Z) polinomlarindan ilk defa [19] ¢alismasinda

bahsedilmistir.

Fy (z) ve Fk(l/ Z), her k=1,2,.... i¢in asagidaki integral gosterimleri vardir.

Fo(2) = ij[‘p{(f)i ¢, z€G., r>1 (4.1)
Ly
Fe (1) = — j[?(i)i dé, z€Gp, R>1 (4.2)
Lr
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Fi(z) ve F; (1/ Z) polinomlarina sirasiyla G; ve G, bdlgelerinin Faber

polinomlart denir. Eger f, Ly Ve L, egrileri ile siirli iki baglantili bolgede analitik

ise k=1,2,... i¢in Cauchy integral formiilii ve Fy(z) ve Fy (1/ ) polinomlarma baglt

olan seri agilimlarindan

f@~ ) al)F@ + ) af) (),
k=0 k=0
bagintisi elde edilir.
Burada
w(fi= g | LRI 4 <,
[wl|=r,
a,(f): = % f[lpl(:ﬂ'fp;(w) dw,1 <Ry <R
[w|=R,

olarak tanimlanir.

n

Ru(H@i= ) alf)-Fe@ + ) ax(H)-Fu(12)
k=1

k=0

rasyonel fonksiyonuna f nin n dereceli Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu denir.

412 Tamm:z €T, r > 0 olsun. I'(z,r) ile z merkezli r yarigapli diskin
I egrisi ile kesigimini gosterelim.
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| (z,1)|
sup sup———< ©
z€l >0 r

ise I' egrisine Carleson egrisi denir. [I'(z,7)|, I' egrisinin uzunlugudur. Carleson

egrilerinin kiimesi S ile gosterilir.

Basit baglantili bolge sinirlarinin farkli 6zelliklere sahip egriler oldugunda
agirliklt ve agirliksiz Smirnov siniflarinda yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri
matematik literatiirde genis bir sekilde aragtirilmistir. I' egrisinin analitik egri oldugu
durumda bazi sonuglar Walsh ve Russell tarasindan elde edilmistir [39]. I'-Dini
diizgiin egri oldugu durumda diiz ve ters teoremler S. Y. Alper tarafindan
ispatlanmugtir. I', Carleson egrisi oldugu durumda bu sonuglar [14] ¢alismasinda
Andersson tarafindan genellestirilmistir. Agirlikli Smirnov siniflarinda ise Carleson
egri durumunda bazi sonuglar [16, 18-21, 42] calismalarinda verilmistir. Bu
problemler Smirnov- Orlicz siniflarinda [43-46] ¢alismalarinda incelenmistir. I"-Dini
diizgiin egri oldugunda degisken iislii Smirnov siniflarinda yaklagim teorisinin diiz ve
ters teoremleri [12, 47] calismalarinda ispatlanmistir. Benzer sonuglar ispatsiz olarak

[6], [8] calismalarinda verilmistir.

Iki Carleson egrisi ile smirli iki baglantili bdlgede p- Faber Laurent
fonksiyonlarinin Smirnov simiflarindaki yaklagim ozellikleri [48] c¢alismasinda

ogrenilmistir.

Hemen her yerde z, € I', f € L*(I") igin M (f) Hardy- Littlewood maksimal

fonksiyonu ve Si-(f) Cauchy Singular integrali asagidaki gibi tanimlanir.

Sr(F)(zo): = lim j Pt

F\[‘(Zo,r)
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r>0

1
Mr(f)(z0): = sup— j F(2)l1dz]
Ir'(zo,r)

413 Teorem: [33, 34] T € D,p € Py(IN) olsun. Sp: f = Sp(f),M: f -
My (f) operatorleri LPO(I') uzaylarinda sinirhidir.

f € LPO(T),p € Py(T),r = 1,2,3... olsun.
Ef(w): — Z(_l)r+s+1_ (Z) .f(WeiSt) t>0
s=0

ol f(w) = %fohlAgf(W)ldt operatoriinii tanimlayalim. 0 < h < co olsun.

Teorem 4.1.3’e¢ gore suplla,ff(w)lle(,)(T) <c. ||f||Lp(_)(T) < oo ve bundan dolayi
|h|<é

asagidaki tanimin iy1 tanimli oldugu goériilmektedir.

f € LPO(T),p € Py(T),5§ >0 olsun. 02,.(f, 8)p()i = ﬁﬁ%”aﬁﬂw)”mom

olarak tanimlanan 2,.(f,.): [0, ) — [0, c0) fonksiyonuna f nin r. diizgiinlik modiilii

denir.
f € LPO(L) icin

fow):= flpw)] (4.3)

ve f € LPO(L,) i¢in

fiw):= flp(w)] (4.4)

32



olsun. Agiktirki fy, f; € LPO(T).

B, I'* Jordan egrisi ile smirh basit baglantili bir bolge ve f € E1(B) olsun. O
halde f in I'* de hemen her yerde agisal limiti vardir ve sinir fonksiyonu L*(I"*)

uzerindedir.

Verilen f € LPO(I'*) fonksiyonu igin;

1 1 !
ff(2):= — f(_f) d{ = znijlpl(pw()w_)zfo(w) dw,z € B,
T

2ni | (—z
i
. 1@ 1 P, (w) _
f (2= i (_de— Zniflpl(w)—zfl(w)dw’ZEB ,
r T

olarak tanimlanan fonksiyonlar sirasiyla B ve B~ de analitiktirler ve f~(o0) =
0. f*, f~ fonksiyonlarmim I de hemen her yerde agisal limitleri vardir ve asagidaki

formiiller de saglanir:

1 1
fr@:= Ss(N@+5f(@,  f7@:= S (@) -5f(@) (4.5)

f@O=f"@-f (2 (4.6)

formiilii de saglanir.

4.2 Yardimci Sonuglar
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C, C1, Cp, ... genellikle birbirinden farkli olup n den bagimsiz sabitleri

gosterecegiz.

Bu alt boliimde Faber polinomlar1 ve rasyonel fonksiyonlarin bazi

gosterimlerini  gosterecegiz. Bu fonksiyonlarin temel oOzellikleri [11, 38, 52]

kaynaklarinda bulunmaktadir. Fy(z) ve Fk(l/ Z) nin integral gdsterimleri

tanimlanacak olursa;

Eger z € G, ise 0 halde

R = o @1 + 5 f O &,

r

ve eger z € G ise 0 halde

k
Fk(l/Z) <P1(Z) Zﬂij [‘l?(_f)z] ds

LR

dir.
Cauchy integral formiiliinii kullanarak,
_ 1 f@ £
F@ =57 7=5% 3 jf_ @,
dir.

Eger z € G,yada z € Gy ise 0 halde
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(4.8)



f() £

o A —zd(_ﬁ E_ZdE—O. (4.9)
I;
_ f( 1| f
I,(2) o (—d(ve I,(z) i | E Zd'f
r I;

fonksiyonlarini tanimlayalim.

1, fonksiyonu, z € G, i¢in I ve z € Gy igin I{ analitik fonksiyonlarini, I,
fonksiyonu ise z € G, ve z € G5 igin sirastyla IS ve I; analitik fonksiyonlarini

tanimlar.

421 Lemma: [54] T €D, p € Py(I') olsun. Eger f € LPO(IN ise f* €
EPO(G) ve f~ € EPO(G™) dir.

fo € LPO(T) i¢in Lemma 4.2.1 f;F € EPO(D) ve f; € EPO(D7), fy (0) = 0
olmasim gerektirir. Benzer sekilde f; € LPO(T) ise Lemma 4.2.1, f; € EPO(D) ve
fim € EPO(D7), f5 (00) = 0 olmasini gerektirir.

(4.6) ya gore k = 0,1,2.. i¢in,

P B /0 D U /X CO B O D (O
Ak - wk+1 27Tl wk+1 o Wk+1
T T T

ve
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Fw) fi (W) 1 [ AW
a(f) = _[Wk“ v 27'[1_[ whk+l dw = ﬁdeW
T T T

dir.

Boylece ai , k = 0,1,2.. ve cNLk, k = 1,2,3..sirastyla f;t € EPO(D) ve fiF €

EPO(D) fonksiyonlarmin Taylor katsayilaridur.

422 Lemma: Eger g€ LPO(T) , p€e Pyl ise r=1,23.

2,(g%,.)p) < €.2,(g,.)p() olacak sekilde bir pozitif ¢ sabiti vardir.

Ispat. g € LPO(T) olsun. Oncelikle 2,(St(9), . )p0) < ¢ 2:(9,-)p0)
oldugunu gosterelim.

{ = ue™t degisken doniisiimiinii ve Fubini teoremini kullanirsak,

oF St (g)W)] = = j 2755 (g(w))d

j Z(_l)r+s+1 (g) St (g(weist)) dt
o s=0
f Z( s (M) f 99—t ar
0 T(
h r ist
:%f Z(_l)r+s+1 (Z) Zim.(p_[/) j%ei“du dt
0 T

s=0
Z( 1)r+s+1 _( jg( lSt)du dt
T

0o S= 0
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{% J-Oh Z:zo(_l)r+5+1 (Z)g(ueist)dt}

= L,(P.V) du
21i u—w
T
1 rh
1 = A{(g(u))dt
=—(P.V) G, — }du = Sy[o7g(w)]
T

elde edilir.

h < 6 oldugunda supremuma ve norma gecersek Teorem 4.1.3

uygulandiginda,

250D, pt» = supllof S3(o) ) o
= iuglls'ﬂ‘[o-fc(g)(w)]”Lp(-)(']r)
< Si‘zug C||GZQ(W)||Lp(.)(T)

< c.sup lofgW)lpoe = €2, (9. )5 (420)

Boylece (4.5) ve (4.10) yardimi ile

Qr(g+r . )p(.) < C{-Qr (g' . )p(.) + -Qr (S’H‘(g): . )p(.)} <c. -Qr(g' . )p(.)

elde edilir.

423 Lemma: [49] g € EPY(D),p € Po(I) olsun. Eger Z:zo Yi(g)w* g

fonksiyonunun orijine gére Taylor serisinin n. kismi toplami ise her n = 1, 2, .. igin
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n
1
gw) — Z Yi(gw* <ch, (g,—) r=123,..
k=0 N p)

LPO(T)

olacak sekilde n den bagimsiz pozitif ¢ sabiti vardir.
43  AnaSonug

43.1 Teorem:I'y,I'; € D Ve G, I'y ve I, ile sinirh iki baglantili sinirlt bir

bolge olsun. I' :== I'y U I'; alalim. Eger f € EPO(G)ise her ny € N igin

- suioseo (62)+a.(52) |

p()

olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti vardir. Burada r = 1,2,3,... ve R,(f),

f fonksiyonun n. Faber- Laurent toplamidir.

Ispat.p € Py(I), I U I, , I, T, € Dve f € EP(G) olsun. Bu durumda

“f - Rn(f)”Lp(-)(p) < ”f - Rn(f)”Lp(-)(pl) + ”f - Rn(f)”Lp(-)(pz)

f € EPO(G) oldugundan f, € LPO(I), f; € LPY(I3),{ € I3, € € I igin (4.3),
(4.4) ve (4.6) kullanildiginda

FQO = £ (0@) - f5 (0(D) (4.11)

ve

FO =fi'(0®) - fi (0®) (4.12)
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Simdi

1 1
If = Ra(Pllpog, < ¢ {rzr (foz) + () ()} (4.13)
. (.

n
ve

1 1
IF = Ra(Pll oy < € {rzr (foz) +or (fl,—)p()} (4.19)

n

dogrulugunun gosterilmesi gerekir.

Oncelikle, (4.13) degerlendirmesini ispatlayalim. z’ € G; olsun. Bu durumda

(4.7) ve (4.11) bagintilarindan,

Zak F(2') = Zak [p(z)]* j Zk Oak (p(() ag

k=0 k=0

Zak QD(Z,) j Zk Oak (p(() (
=0

1 f0+(§0(5)) fo (‘P(O)
_Zm'j ¢+ ij d¢
I; I

¢—z ¢-

1 1

1| f©
+2m‘ (-7
Iy

d¢

elde edilir.
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fo (0(0) € E*(G) oldugu igin,

—f5 ((p( /)) — -[foc((P(O) dq

1

olur.

Bu nedenle,

—ﬁ<¢<>>+-—:[g82,z

Iy

dir.

"o~ k
L~ 1 R CAG)
Zaka(l/Zr) = _Z_m'ka_}_z'l dé
k=1
r

2

fir (901(5)) Z ‘P1(f)
B Zm'
T

ey “

2

§—2z' a5 = 2mi | E—2'

2 [‘2

1 fTW&@) 6
T2 j dé
I

olur.
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simdi i (¢1(£)) € E*(G,) fonksiyonuna Cauchy integral formiilii

uygulanirsa,

> aF(y)
k=1
1 [ f©®
- K d¢
Ho®)=Y ade, @
1 _
ﬁj . E;—l 4 (4.16)
I

oldugu goriiliir.

Bu durumda z' € G i¢in (4.15), (4.16) ve (4.9) bagintilarindan

Z apF(z') + Zaka( / ) = z arlp(z)]*

k=0 k=0
N COENN ak(<p(o)]
2mi (—2z
Iy
1 fir (901(5)) Z Klo1 (O)]F
i (0@) + 5= e %

I

elde edilir.
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Simdi z' - z € IJoldugunda I disinda tiim agisal yollar {izerinden limit

alirsak hemen her yerde

F@ =) ak@+ ) af(2) = |fiH (0@) - ) ak(qo(zn"]
k=0 k=1 k=0
1 n
‘EHW@D‘ZkWMAﬂ
455, | (i o 9) = ) @] @)
k=0
" ak[fp1(f)]k - f1+(§01(f))
_zim' Zk=1 T dé (4.17)
elde edilir.

[ i¢in Teorem 4.1.3 uygulanip (4.17) bagintist ve Minkowski esitsizligi

LPO mr)}

kullanilacak olursa,

+
LPO(T)

fFw) =) auwk
k=0

fr) = ) auwk
k=0

If — Rn(f)lle(-)(['l) < C{
oldugu goriiliir.

Burada a,ve a katsayilari sirasiyla f;" ve f;* fonksiyonlarinin orijine gore

Taylor katsayilaridir.
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Lemma 4.2.2 ve lemma 4.2.3 kullanildiginda esitsizlikten,

If — Rn(f)”LP(')(Fl) sc {Qr (fm%)p(.) i (fl'%>p(.)}

elde edilir.

z'" € G, olsun. Bu durumda (4.8) ve (4.12) ye gore

b &k(<p1(€))
|

Elka( /) = Zak(%(z”)) o =1€ dé
J
n X 1 Irf1+( 1(5)) Zak(§01(f))
- %:Cllk((pl(zn)) + 2mi | & — Z” d¢

J

1| fileu(®) 1 [ f©
_Zm'j §—2" df‘z—m-jﬁdf
I I

ff(‘Pl(f)) € E1(G,) oldugundan,

o7

(") = 5 j flf(iolzg;)) "
I

2

ve bu bagintidan;

k (‘Pl(zll))k

1=
Q2

1=
Q2

F (1/2,,) =

&
Il
=
&
Il
-



1 |rf1+(‘/’1(f)) — Y a (02 (O)"
T omi | e
i E—z

Jr

—fi (p1(2"M) - j @) dé (4.19)

d§

E ZII

2

oldugu goriiliir.

z'" € G, olsun. Bu durumda (4.1) ve (4.11) bagintilarindan,

n

Zaka(Z”) — j Zk Oak ‘P(O d(

k=0

1 [Z a(o@)" - fit (90(())]
2mi {—2z"

Iy

fo (qo({)) f(©Q)
+27l'if { d( ij{_zud(;
I n

1

ve f5 (¢(0)) € E*(Gy) igin Cauchy integral formiilii uygulandiginda,

f(()

n
Z auF(2") =
=1

L [Z ar(P@)"f; (<p(<))]

21 {-z""
I

(4.20)
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elde edilir.

(4.19), (4.20) ve (4.9) bagintilarindan z"' € G, i¢in,

D @) + (/) = £ aloaz)*
k=0 =1 =1
1 |r fif (01(9) - Zkzalk(wl(f))k
i | E—z"

)

2

1 [Zn a(p(@)" - fo+(<p(€))]
: k=0 dc
2mi {—2z"

Iy

+ ) ¢ — fi ((P1(Z”))

elde edilir.

z'" > z € I, oldugunda I, disinda agisal yollar tizerinden limit alirsak (4.11)

e gore I, de hemen her yerde

F@) = ) aki@ + Sak(Y7) = fi (01(2)

k=0 k

N =

[Z Zlk [‘P1(Z)]k - i (‘P1(Z))

k=1

=55, | Y @lo) = (i o 90)| @)
Lk=0
1 :Zkzo ax(9()" - fo+(<p(é))]
- 2mi {—z d¢ (4.21)
Iy
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olur.

I, durumunda Teorem 4.1.3 uygulandiginda (4.17) ve Minkowski

esitsizliklerini de kullanarak,

n

frw) = ) agwt

k=0

+
LP(-) ('ﬂ‘)

If = Ru(Pllp0 sy < c{ fi @)= ) ot
k=0

LP(-) (']]‘)}

oldugu goriiliir.

Burada a;,ve &k katsayilari sirasiyla fi" ve fi* fonksiyonlarinin Taylor

katsayilaridir.

Sonug olarak lemma 4.2.2 ve lemma 4.2.3 kullanildiginda,

1 1
I = Ry < efa-(fog) +0r(iy) | a2
b b1l

o

olur.
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Burada (4.18) ve (4.22) bagintilarin1 dikkate alirsak Teorem 4.1.5’in ispatini

elde etmis oluruz.

Teorem 4.3.1, 6zel halde r=1 durumunda [11] ¢alismasinda ispatlanmstir.

p(.)=p sabit oldugu durumda Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarinin yaklagim

Ozellikleri [48] ¢alismasinda incelenmistir.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda degisken iislii Smirnov siniflarinda yaklasim teorisinin diiz

teoremleri arastirilmistir.

1. Dini diizgiin egrilerde taniml LP® (I") degisken iislii Lebesgue uzaylarinda
Faber polinomlar1 ve Faber rasyonel fonksiyonlari yardimi ile insa edilen
genellesmis polinomlarin yaklagimi ile ilgili bilinen bir diiz teoremin ispati

verilmigtir.

2. Iki baglantil bolgelerde degisken iislii Smirnov smiflar1 tanimlanmustir.

3. Degisken iis fonksiyonlarimin belli kosullar1 sagladig: taktirde iki baglantili
bolgelerde tanimli Smirnov smiflarinda yaklasim problemleri incelenmis ve bir diiz

teorem ispatlanmustir.
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