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OZET

YUZEYLER UZERINDE BAZI OZEL EGRILER
YUKSEK LiSANS TEZi
DERYA BAYRIL AYKUT
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABiLiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF.DR. CIHAN OZGUR)

BALIKESIR, MAYIS - 2015

Bu ¢alismada reel uzay formunda tanjant ve normal demette has ortalama
egrilik vektor alanina sahip egriler incelenmistir. Daha sonra yiizey iizerinde bir
egrinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar ifade ve ispat edilerek, donel
yiizeyler iizerinde biharmonik egriler incelenmistir. Son olarak donel yiizeyler
tizerinde biminimal egriler ¢aligilmistir.

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir.

[k boliim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde gerekli bazi1 temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde reel uzay formunda tanjant ve normal demette has ortalama
egrilik vektor alanina sahip egriler karakterizasyonu verilmistir.

Dordiincii bolimde donel yiizeyler tizerinde biharmonik egriler incelenerek bu
tiir egrilere ornekler verilmistir.

Son bolimde ise donel yilizey iizerinde biminimal egriler incelenerek
siiflandirilmasi yapilmstir.

ANAHTAR KELIMELER: Harmonik ortalama egrilik vektor alani, has ortalama
egrilik vektor alani, donel ylizey, biharmonik egri, biminimal egri.



ABSTRACT

SOME SPECIAL CURVES ON SURFACES
MSC THESIS
DERYA BAYRIL AYKUT
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF.DR. CiHAN OZGUR )

BALIKESIR, MAY 2015
In this thesis, we study curves in reel space form with proper mean curvature
vector field and harmonic mean curvature vector field in the tangent and normal
bundle. We also study biharmonic and biminimal curves on a surface, especially
surface of revolution.
This thesis consist of five chapters.
The first chapter is introduction.

In the second chapter, we give some basic definitions and notions.

In the third chapter, the classification of curves in reel space form with proper
mean curvature vector field in the tangent and normal bundle is given.

In the fourth chapter, we investigate biharmonic curves on a surface of
revolution and we give some examples about this kind of curves.

In the last chapter, we study biminimal curves on a surface of revolution and
we classify biminimal curves in a surface of revolution.

KEYWORDS: Harmonic mean curvature vector field, proper mean curvature vector
field, surface of revolution, biharmonic curve, biminimal curve.
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SEMBOL LISTESI

VJ_
K(IT)

™

N™(c)

Manifold

Riemann koneksiyonu

Normal demette Riemann koneksiyonu

Kesitsel egrilik

Tanjant vektor uzay1

m boyutlu, ¢ sabit kesitsel egrilikli reel uzay formu

Laplas opertorii

Normal demette Laplas opertorii
Ortalama egrilik vektor alani

f nin enerji fonksiyoneli
f nin bienerji fonksiyoneli
f nin gerilim alan1
f nin bigerilim alani
geodezik egrilik
normal egrilik

geodezik torsiyon
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1. GIRIS

Harmonik doniisiimler iizerine ilk ¢alisma J.Eells ve J.H.Sampson tarafindan

1964 yilinda yapilmustir [1]. (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 ve

f:(M,g)——(N,h) diferensiyellenebilir bir doniisiim olmak tizere, f doniisimii
enerji fonksiyoneli E(f) :%ﬂdf |2Vg nin bir kritik noktasiysa doniisiim harmonik
M

olarak adlandirilir. Enerji fonksiyoneline karsilik gelen Euler-Lagrange denkleminde

1 2
gerilim alan1 yok olmaktadir. Doniisiim bienerji fonksiyoneli E,(f) = > I ()| vV, nin
M

bir kritik noktasiysa biharmonik olarak tanimlanmaktadir. Biharmonik doniisiim
denklemi G.Y.Jiang tarafindan 1986 yilinda bienerji fonksiyonu E,(f) nin Euler-
Lagrange denklemi z,(f)=0 hesaplanarak elde edilmistir [2]. Buradan harmonik

olan biitiin dontigsiimlerin biharmonik oldugu agiktir. Harmonik olmayan biharmonik

doniisiimler has biharmonik olarak adlandirilir.

Birgok geometrici yillardir harmonik ve biharmonik altmanifoldlar lizerine
calisma yapmaktadirlar. Ornegin [3-8]. Reel uzay formu N™(c) de bir egri a nm
ortalama egrilik vektor alamt H, AH=AH AeR denklemini sagliyorsa has
ortalama egrilik vektdr alanmna sahiptir denir [9]. Ozel olarak AH =0 ise egri
harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahiptir denir. N™(c)=E" olmak tizere

AH =0 ise egri Chen anlaminda biharmoniktir [10].

Biminimal immersiyonlar E.Laubeau ve S.Montaldo tarafindan 2008 yilinda
tanimlanmistir. (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 ve f:(M,g)— (N,h) bir
isometrik immersiyon olmak iizere eger 31 R icin [7,,A]" =[r,]" —A[z]" =0 ise
f immersiyonuna biminimaldir denir [11]. A=0 olma durumunda immersiyon

serbest biminimal olarak adlandirilir. isometrik bir immersiyon i¢in biminimal olma

durumu biharmonik olma durumundan daha zayif bir 6zelliktir.



Bu ¢aligmada ilk olarak tanjant ve normal demette has ortalama egrilik vektor
alanina sahip egriler [9], yiizeyler ve 6zel olarak donel yiizeyler lizerinde biharmonik
egriler [3] incelenecektir. Daha sonra Riemann manifoldunda bir egrinin biminimal
olmas1 icin gerek ve yeter kosullar ifade edilecektir [11]. Bu g¢alismalardan yola
cikilarak donel yiizeyler iizerinde sabit geodezik egrilikli fakat geodezik olmayan

(k, =sabit#0) biminimal egriler incelenecek ve bir donel yiizeyin biitin

paralellerinin biminimal egriler olmas1 i¢in gerek ve yeter kosullar ifade ve ispat
edilecektir. Son olarak Gauss egriligi sabit olmayan donel yiizeylerde biminimal egri
ornekleri verilecektir. Calismadaki sekillerin ¢iziminde Matematica programindan

faydalanilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve

kavramlar verilecektir.

Tammm 2.1 [12]. (M,g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olmak iizere
Vi y(M)x y(M)— 5 »(M) fonksiyonu asagidaki sartlari saglhyor ise V’ya M

tizerinde Riemann koneksiyonu denir. VX,Y,Z € y(M), vf,geC”(M,R) igin,
DV, Y+Z2)=V,Y+V,Z,
i) Vo Z =V, Z+9V,Z,
) Vv, (fY)=X[flY + fV,Y,
iv) V.Y -V, X =[X,Y],

V) Xg(Y,Z2)=g(V\Y,2)+9g(Y,V,Z).

Tamm 2.2 [12]. (M, g) bir Riemann manifoldu, V. M iizerindeki Riemann

koneksiyonunu gostermek tizere
R:x(M)xz(M)xz(M)— »(M)

R(X,Y)Z =V,V,Z-V,V,Z-V, Z

[x¥]

ile tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde bir (1,3)-tensor alanina M nin Riemann

egrilik tensor alani adi verilir. vX,Y,ZW € y(M) icin



R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W) olarak tanimlanan tensor alanina M nin Riemann -

Christoffel egrilik tensorii alan1 ad1 verilir.

Tammm 2.3 [12]. (M,g) bir Riemann manifoldu, ve boy (M)>2 olsun.
T M tanjant uzayinim iki boyutlu altuzay: [1 olmak iizere v,w €[] tanjant vektorleri

icin Al alan fonksiyonu
Al (VVW) =0 (V,V)g(W, W) - g(VvW)Z
bigiminde tanimlansin. Boylece Al(v,w) = 0 ise

K (v, w) = SR W)W, V)
| Al(v, w)?

ile tanimlanan K ya [[nin kesitsel egriligi denir ve K(I]) ile gosterilir.

Tamim 2.4 [12]. (M, g) bir Riemann manifoldu, ve boy (M) >2 olsun.
Eger M nin kesitsel egriligi K biitin [ cT,M altdiizlemleri igin Vp € M

noktasinda sabit ise M ye sabit kesitsel egrilikli uzay denir.

Tamm 2.5 [12]. Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara reel uzay form

ad1 verilir ve m-boyutlu bir N uzay formu N™(c) ile gosterilir.
Eger;

c=0ise N_(c)=E™ Oklid uzayi,

1 . .
c:r—2 ise N_(c)=S™(r) kiiresi,

c= —iz ise N (c)=H"(r) Hiperbolik uzaydir.
r



Tamm 2.6 [13]. M" ve N™ m>n diferansiyellenebilir iki manifold ve bir

f:M"—5N™ doniisimii alalim. f nin tiirev doniisimi f, in birebir, yani
rank(J(f)))=n, oldugunu kabul edelim. Bu durumda f ye bir immersiyon adi

verilir. Eger f birebirise f ye imbedding denir.

Tamm 2.7 [13]. M" ve N™ m>n diferansiyellenebilir iki manifold ve bir

f:M"—5N™ doniisiimii alalim. f nin tiirev doniisimii f, tanjant vektorlerde ic
carpim yapisini koruyorsa f isometrik immersiyon adini alir. Eger f birebir ise f

ye isometrik imbedding denir.

Tamm 2.8 [13]. (M,g) ve (N,§) Riemann manifoldlari olmak iizere

M < N olsun. Eger f:M — N bir immersiyon ise M ye N nin bir immersed
altmanifoldu adi verilir. Eger f bir imbedding ise M ye N nin bir imbedded

altmanifoldu ad1 verilir.

Tamm 2.9 [14]. Mve M sirast ile n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlari

olmak iizere M, M nin altmanifoldu ve V ve V sirast ile Mve M da kovaryant

tiirevler olsun. Boylece X ve Y, M {izerinde vektor alanlart olmak tizere;
h: x(M)x z(M) = z*(M)
V.Y =V, Y -h(X,Y) (2.1)

biciminde Gauss esitligi elde edilir. Burada V.Y ve h(X,Y), V,Y nin sirasiyla

tanjant ve normal bilesenleridir. (2.1) ile tanimlanan h ya M nin ikinci temel formu

adi verilir. Eger h=0 ise M ye total geodezik altmanifold ad1 verilir.



Tamm 2.10 [9].[15].[16]. E™ m boyutlu oklid uzay: olmak fiizere
x:M" — E™ bir isometrik immersiyon ve (M",x) ’in Laplas operatorii A olsun. O
zaman Beltrami formiilii asagidaki gibidir:

AX=-TH.

Burada H, (M",x)in ortalama egrilik vektoriidiir. Chen asagidaki esitligi [15] nolu

kaynakta ispatlamstir .

AH ==Y (V. Ve H -V, H) (2.2)

i=1

burada V, E™ iizerindeki koneksiyon, V, (M",X) ’in Riemannian koneksiyonu ve

{E-}in:l de (M",x) ’e teget olan orthonormal bazdir. Herhangi bir Riemannian

1
manifoldunda isometrik immersiyon x:M" — M™ icin ortalama egrilik vektdriiniin

Laplas operatorii yukaridaki gibi tanimlanir [16]. Burada V, M iizerindeki Riemann

koneksiyonudur. Ayn1 zamanda normal demetteki ortalama egrilik vektoriiniin Laplas

operatorii agagidaki sekilde tanimlanir :

A*H =—Z(VLEilei H-V* _cH). (2.3)
i=1 i

Burada V*, normal demetteki koneksiyondur.

3-boyutlu bir Riemann manifoldu M iizerinde a:1 <R —M birim hizl

egrisinin H ortalama egrilik vektor alaninin (tanjant demette) Laplas’t hesaplanirsa
AH =-V_.V.V.T
ve normal demette Laplas’t
A'H =—V- Vi VET

olarak elde edilir [9].



Tammm 2.11 [9]. Sabit egrilikli reel uzay formu N™(c) de birim hizli bir
a: 1l <R — N™(c) egrisinin ortalama egrilik vektor alani

AH=AH, AeR

denklemini sagliyorsa a Yya has ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egridir
denir. Ozel olarak, AH =0 ise a ya harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip

bir egridir denir.

M n boyutlu bir Riemann manifoldu ve N™(c) m boyutlu sabit kesitsel

egrilikli reel uzay formu olmak tizere f:M — N™(c) bir isometrik immersiyon

olsun. O halde
7(f)=mH
ve
7,(f) =-mAH +cm?’H
dir. Boylece f nin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
AH =cmH

olur. Chen 1991 yilinda biharmonik altmanifoldlar i¢in farkli bir tanim vermistir.
Oklid uzayinda bir altmanifoldun Chen anlaminda biharmonik olmas1 AH =0

olmasi olarak tanimlanmuistir [10]. ¢ =0olmasi durumunda her iki tanim birbirine

denktir.

Tanim 2.12 [9]. Sabit egrilikli reel uzay formu N™(c) de birim hizli bir

a: 1l cR— N™(c) egrisinin ortalama egrilik vektor alani

A'H=AH, AeR

denklemini saglhiyorsa « Yya normal demette has ortalama egrilik vektor alanina sahip

bir egridir denir. Ozel olarak, A*H =0 ise a ya normal demette harmonik ortalama

egrilik vektor alanina sahip bir egridir denir.



Tamm 2.13 [1]. (M,g) ve (N,h) Riemannian manifoldlar1 ve
f:(M,g) > (N,h) bir diferensiyellenebilir doniisim olsun. f nin enerji

fonksiyoneli asagidaki sekilde tanimlanir :
1 2
E(f)=§h£|df| Vv, .

Eger f enerji fonksiyoneli E(f)nin bir kritik noktasiysa f harmonik olarak

adlandirlir.

Eger f bienerji fonksiyoneli E,(f)nin bir kritik noktastysa f biharmonik

doniigiim olarak adlandirilir.
1 2
E,(f) =§£|z(f)| v,

Burada z(f), f nin gerilim alamidir ve z(f)=trvdf olarak tanimlanir. Bienerji

fonksiyoneli E,(f) nin Euler-Lagrange denklemi biharmonik doniisiim denklemini
verir. Bienerji fonksiyoneli E,(f) ye karsilik gelen Euler-Lagrange denklemi Jiang

tarafindan [2] nolu kaynakta asagidaki gibi hesaplanmistir:

7,(f)=—(A"z(f)—trR" (df , 7(f ))df ) =0.

Tamm 2.14 [17]. M cR" yo6nlendirilmis regiiler bir yiizey ve

a :(a,b)——> M birim hizl bir egri olsun. & mn geodezik egriligi K,
a"(s)' =k (s)U xc'(s), a<s<b

olarak tanimlanir. Burada «(s)" egrinin ikinci tiirevinin tanjant kismini ve U birim

normal vektorii gdstermektedir.



Tamm 2.15 [17]. M < R® yénlendirilmis regiiler bir yiizey, U yiizey birim
normal vektori, u, yiizey iizerinde p noktasinda bir tanjant vektor olmak tizere birim

hizli o : (a,b)——>M egrisinin a(s)= p noktasindaki normal egriligi K,
k.[er](s) =k(uy)

olarak tamimlamr. Burada k(u,) M nin u  yoniindeki normal egriligini

gostermektedir.

Tanimm 2.16 [17]. M < R? bir yiizey ve «:(a,b) —> M bir egri olsun. « egrisi

tizerine kurulmus Darboux catisindan elde edilen Darboux denklemleri asagidaki

gibidir.

T'=kt+ku
t'=—k,T+z,u
u'=-—kT-rt

Burada k, normal egrilik, k, geodezik egriligi gostermektedir ve bu denklemleri

saglayan 7, geodezik torsiyon olarak adlandirilir.

Tamm 2.17 [11]. f:(M",g) —>(N",h), m<n immersiyonu verilsin. Eger

A eR igin
[TZ,/l]L =[z, ]l —/1[7]L =0 (2.4)

ise f immersiyonuna biminimaldir denir. Burada [ ]l ,[ ] nm dik tiimleyenini

gostermektedir. Eger A =0 ise f immersiyonuna serbest biminimal denir.



3. REAL UZAY FORMLARINDA HELIiSLER VE CORNU
SPIRALLERIN BiR KARAKTERIZASYONU

Bu béliimde reel uzay formu N™(c) de tanjant ve normal demette has ortalama

egrilik vektoriine sahip egriler incelenecektir.

Sabit kesitsel egriligi ¢ ve boyutu m olan N™(c) reel uzay formunda bir
birim hizh @ =a(s):1 c R — N™(c) egrisi diisiiniilsiin. @ nin birim teget vektor
alam1 T =T (s)=E, ile gosterilir ve kl(s):‘WTTH dir. k;(s)=0 ise 0 zaman « bir

geodeziktir. k,(s) = 0ise
6TT (s) =k, (S)E,(s) (3.1)
olacak sekilde T =E, ’e dik olan bir birim vektdr E, tanimlanabilir. Burada V

N™(c) iizerindeki Levi —Civita koneksiyonunu gosterir. Simdi & € Span {E,,E,}"

olmak {izere E2' =—Kk T+ seklinde yazilabilen EZ' =V.E, i diisiiniilsiin. Eger &
tamamen sifirsa [18] nolu kaynagi kullanarak boyutlar farkini disiirebiliriz ve o bir

diizlem egrisi olur. Yani a, N™(c) ’nin total geodezik yiizeyi olan N?(c) *nin iginde

bulunur. Eger ¢ sifirdan farkli ise
V1 E,(8) =k, ()T (5) +k, () Ey (s) (32)

olacak sekilde E =T(s) ve E,’ye dik olan bir birim vektér E, ve pozitif taniml

k, (s) fonksiyonu bulunabilir.

Benzer sekilde devam edilirse & ’nin total geodezik d boyutlu altmanifold

N (c) "nin iginde oldugu elde edilir, d <m, ve
ViT(s) = ki (S)E, (s)

V,E () =~k 1()E.,(8) +k (E,(9), 2<i<d

10



V.E,(s) =k, ,(S)E,(s) (3.3)

esitliklerini saglayan d—1 tane pozitif tanimli kj,k,,...,K,,:1 =R fonksiyonu

vardir. Burada k; > O fonksiyonlart & 'nin i. Frenet egrilikleri olarak adlandirilir.

Birim hizli bir egrinin Frenet egrilikleri sabitse egri helistir. Bir helisin k;
egriligi sifirdan farkli bir sabit ve k, =0 ise gember olarak adlandirilir. Basit baglantili

reel uzay formu N™(c) ’de birim hizli bir egri a:1 — N™(c) 'nin @ boyunca sabit
uzunluklu bir killing vektor alan1 V (s) varsa egri genel helis olarak tanimlanir.

Genel helislerde «' ve V arasindaki ag1 @ boyunca sifirdan farkli bir sabittir. V

vektorii genel helisin eksenidir [13].

a , N™(C) ’nin bir yiizeyi olan S ’in i¢inde birim hizli bir egri olsun.
a=a(s):1 >S = N"(c)’nin S igindeki egrilikleri S parametresinin sabit olmayan
lineer fonksiyonu, yani ¢(s)=us+¢& (u=0) ise a egrisine Cornu Spiral denir

[17].

3.1  Has Ortalama Egrilik Vektoriin Alamina Sahip Egriler

Bu boliimdeki amacimiz ortalama egrilik vektor alani
AH =AH (3.4)

esitligini saglayan, sabit kesitsel egriligi ¢, boyutu m olan reel uzay formu N™(c) *de
birim hizli bir a=a(s):1 c R — N"(c) egrisini incelemektir. ¢ ’nin ortalama

egrilik vektorii asagidaki gibidir:
H(s) =k,(s)E,(s). (3.5)

k,(s) =0 ise o geodeziktir.
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ki (s)=0 ve k,(s)=0 ise o, N™(c) ’nin bir total geodezik yiizeyi olan
N2(c) *nin iginde bulunur. Ayrica (3.3), (2.2), (3.5) nolu denklemleri kullanirsak o

nin (3.4) denklemini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart kl2 = A olmasidir. Boylece o

bir gemberdir.

k,, k, #0 olsun, bu durumda m> 2 olacagindan N™(c) ’deki & 'nin normal

demeti( A)nin 2 boyutlu bir alt demeti(v(s) )ni asagidaki gibi tanimlayabiliriz:
v(s) = Span{E,, E;} (s). (3.6)

Burada E, ve E, o ’nin (3.3) denklemlerinde tanimlanan birim normal vektor

alanlaridir. V’nin A ’daki dik tiimleyeni V' ile gosterilsin. v'’niin boyutu m—3 olur.
(3.3) denklemi kullanilirsa

VrEy(8) =k, (S)E,() +6 (3.7)

denklemi elde edilir. Burada her zaman &(s) e v'(s) dir. (3.3) ve (2.2) denklemlerini

kullanarak AH ’1 hesaplayalim. (2.2)’de AH egriler igin hesaplanirsa

AH =-V_V_H
olarak bulunur [9]. (3.5) denkleminden H(s) = k,(S)E,(s) oldugundan
Y H =7, (k(S)E,(5))
=K/ (9)E,(8) +k ()(~K,(S)E,(9) + K, (S)E, (5))

=—k?(S)E, +k, (S)E, + Kk, (S)k,(S)E,(S)

olarak elde edilir. Islem kolaylig1 agisindan k;(s) =k;, E;(s) = E, olarak yazilirsa
Vi (Vi H) =V, (KB + K E, + ik, Ey)
= _2k1k1,E1 - klzﬁT E1 + kl” Ez + k1'§T Ez + (k1k2) I E3 + k1k2§T E3

= _2k1k1’ El _k12 (klEZ) + k1” E2 + k1’ (_k1E1 + kz Es)
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+(kk,)'E; +k1kzk3E4 - k1k22 E,

= _3k1k1, E + (k1” - k13 - k1k22) E,+ (2k1,k2 + klkzl)Es +KKKE,,
bulunur. Boylece

AH =—(V;V.H)
= 3k1k1, El + (_k1” + k13 + klkzz) Ez - (2k1,k2 + klkzl) E3 - klkzks E4
= g (klz)'E1 + (—kl" + kf + klkzz) E, - (2k1'k2 + klkz')E3 -kk,o (3.8)

olarak elde edilir [9].

Buradan AH = AH olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(k))'=0, (3.9)
-k, +k’+kk; =0, (3.10)
ve
2k 'k, +kk, =0, (3.11)
kk,& =0 (3.12)

dir [9]. (3.9) denkleminden k, ’in sifirdan farkli bir sabit oldugu goriiliir ve (3.10)
denkleminden k, ’de sifirdan farkli bir sabittir. Boylece (3.12)’de & sifirdir. Bu da
gosterir ki v ve V' A ’da bir paralel alt demettir [9].B6ylece asagidaki yardimci

teoremi ifade edebiliriz:

Yardimer Teorem 3.1.1 [9]. a=a(s):l cR—>N"(c) birim hizli bir

immersiyon olsun. « has ortalama egrilik vektor alanina sahipse m < 3 diir.
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Onerme 3.1.2 [9]. a=a(s):1 =R — N™(c) bir birim hizl bir egri olsun ve

H ortalama egrilik vektoriini gostersin. O zaman AH = AH olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul & *nin N™(C) *nin total geodezik alt manifoldu N?(c) veya N*(c)’de bir

helis olmasidir.

Ispat: (3.11) denkleminden k, sabit bulunur. Eger k, =0 ise o, N*(c) bir

¢emberdir. k, # Oise k, sabittir. Bu durumda « , k” +k; = A sartin1 saglayan N3(c)

bir helistir. o

Sonu¢ 3.1.3 = a(s): | R — N™(c) bir birim hizl1 bir egri olsun ve H

ortalama egrilik vektoriinli gostersin. « nin Chen anlaminda biharmonik olmasi igin

gerek ve yeter kosul o nin geodezik olmasidir.

3.2 Normal Demette Has Ortalama Egrilik Vektorii Alanmna Sahip Egriler

Bu boliimde normal demette has ortalama egrilik vektor alanina sahip, reel

uzay formunda ki
A"H =AH (3.13)

esitligini saglayan egriler incelenecektir. Burada a=a(s):1 c R — N™(c) birim

hizli bir egri olsun.

k,(s)=0 ise o geodeziktir.

k,(s)#0 ve k,(s)=0 ise @, N™(c) 'nin total geodezik yiizeyi olan N?(c)

de bulunur. Simdi (3.3), (2.3), (3.5) denklemlerini kullanarak A*H ’y1 hesaplayalim.
A*H =-(V;ViH)

oldugundan hesaplanirsa (3.5) denkleminden
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V.H =V, (KE,)
=K'E, +k (-kE, +k,E,)
=—k/E, +K/E, +kk,E,
oldugundan,
ViH =k/E, +kk,E,
olarak elde edilir [9]. Burada k, =0 oldugundan V1H =k/E, olur. Bdylece
Vi(ViH) = VEH(KE,),
V. (ViH) =V, (KE,)
=k,"E, +k/V.E,
=k 'E, +k, (-kE, +k,E,)
= —kk E +k/'E, +k/k,E,
olacagindan,
Vi(ViH) =kE, +k k,E,
dir [9].
k, = 0 oldugundan,
A"H =—(ViViH)
=—kE,

dir [9] a 'nin (3.13). denklemini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul _k1" = Ak,
olmasidir. A ’nin degerlerine gore bu diferansiyel denklemi ¢ozelim.

m?=-1
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diyelim. 1=0 ise k(s)=c;s+c, seklinde lineer bir fonksiyondur. Yani a , N*(c)

’de bir Cornu spiraldir.

A <0 ise m* >0 olacagindan

k,(s)=c, exp(\/qs) +cC, exp(\/qs) (3.14)
A>0 ise m® <0 olacagindan

k,(s) =clcos(ﬁs)+czsin(ﬁs), c,C, eR (3.15)

olur. (3.14) egriligine sahip egriye genellestirilmis Nielsen spirali, (3.15) egriligine

sahip egriye ise curl egrisi ad1 verilir [9].

k,(S), ky(S)#0 ise m>2 olur. Béylece & ’nin normal demeti( A )nde v,Vv’

(3.6) deki gibi tanimlanabilir. —k, =7z denilirse

ViE, =k,E, =—E, (3.16)
ViE,=7E,+5, SeV (3.17)

olur.
ViH =k/E, +kk,E,
V. (ViH) =V, (k/E, +kk,E,)
=k/'E, +k, V. E, + (kk,)'E, + kK, V. E,
=k/'E, +k (-kE, +k,E,)
+(kK,) E; +kK,k,E, —k K’E,

= _k1k1' E1 + (k1” o k1k22)E2 + (2k1,k2 + klkzl)Es + klkzka E4
elde edilir. Boylece
A*H = -V4(V:H)
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= (_k1” + k1k§) Ez - (2k1,kz + k1k2') E3 - k1k2k3E4
= (—k," +k7°)E, + (2K, 7 + k") E, + k76 (3.18)
olarak elde edilir [9].

Simdi o, A ’da has ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egri, yani

A*H = AH olsun. O halde

k" +k =2k (3.19)
k’r=a, aeR (3.20)
5=0 (3.21)

olur. Boylece Yardimci Teorem 3.1’in ispatina benzer sekilde asagidaki yardimci

teoremi ispatlayabiliriz.

Yardimer Teorem 3.2.1 [9]. @ =a(s): 1 « R — N"(c) birim hizl bir

immersiyon olsun. ¢ normal demette has ortalama egrilik vektor alanina sahipse

m < 3dir.

Simdi A0 olsun. (3.19), (3.20) denklemlerinin integrali alinirsa,

i) A<0ise
k?(s) = % +¢, eXp(2v/—A8) + ¢, exp(2/-1s) (3.22)

dir.

i) 1>0 ise

k?(s) = % +¢, €0S(2+/25) +¢,sin(24/4s) b,c,c,eR (3.23)
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olarak elde edilir. Boylece egrilerin temel teoreminden de faydalanilarak asagidaki

onerme ifade edilebilir [9]

Onerme 3.2.2 [9]. a=a(s):1 «R— N"(c) bir birim hizli egri olsun ve H

ortalama egrilik vektoriinii gostersin. A'H = AH ve A1 #0 ise bu durumda ya
1) m=2ve a curl egrisi yada N?(c) *de genellestirilmis Nielsen spiraldir,
yada

2) m=3ve «a egriligi ve torsiyonu ya (3.20), (3.22) de yada (3.20), (3.23)

tanimlanan egridir.

18



4. YUZEY UZERINDE BiIHARMONIK EGRILER

(M?,g) bir Riemannian yiizeyi ve a:lcR—>(M?g) birim hizh
tiirevlenebilir bir egri olsun. {E, =T,E,=N},a boyunca M?’ye teget ortonormal

cat1 alani olsun. Burada E, =T =¢', a ’ya teget birim vektor alanidir. O halde Frenet

formiilleri kullanilirsa ;
V.T=kN, V.N=-kT

olarak bulunur. Burada k, =|z(a)|=|V;T|, @ 'nin geodezik egriligidir [13]. Frenet

formiilleri  kullanilarak  Bienerji  fonksiyonunun Euler-Lagrange denklemi

hesaplanirsa;
—7,(a) =-V3T —R(T,k,N)T
olarak elde edilir [3]. « nin biharmonik olmasi 7,(e) =0 olmasi demektir. Boylece
VT =V, (V; (V5T) = Vi (%5 (k)
=V, (kT +k/N)
=-3kk, T +(k"—k})N
olacagindan ,

—r,(a) =—V3T —R(T,kN)T

=3k, T - (k" ~k$)N —kR(T,N)T
=0 (4.1)

dir [3]. (4.1) denkleminin T ile i¢ ¢arpim yapilirsa ;

kk' =0,
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N ile i¢ carpim yapilirsa ;
k," —k®+kg(R(T,N)T,N)=0
elde edilir. Burada g(R(T,N)T,N) =G yiizeyin Gauss egriligidir.
O halde a biharmonik bir egridir ancak ve ancak
kk' =0
ve
k" —k?+kg(R(T,N)T,N) =0
dir. Buradan geodezik olmayan biharmonik egriler i¢in
k, = 0 =sabittir
ve
ki =G (4.2)

dir.

Onerme 4.1 [3] a:lcR—(M? g), M? yiizeyinde tiirevlenebilir bir egri
olsun. Eger o geodezik olmayan bir biharmonik egri ise , Gauss egriligi o boyunca
sabittir, pozitiftir ve geodezik egrilik(k, )’in karesine esittir. Bdylece eger M?’nin

herhangi bir biharmonik egri boyunca Gauss egriligi pozitif degilse egri M * nin bir

geodezigidir.

ispat : Gauss egriligi G = k/ dir. Bu durumda G >0 olur. Onermedeki kabul
geregi G pozitif olmadig igin G =0 =k olur. Boylece k, =0 olup o geodeziktir.

O
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4.1 Donel Yiizeylerde Biharmonik Egriler

a(u)=(f(u),0,g(u)), xz dizleminde bir egri olsun. Bu egrinin z ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizeyin standart parametrik denklemi
X (u,v) = (f (u)cos(v), f(u)sin(v),g(u))

olur. Burada v, z -ekseni etrafinda donme agisidir. Eger o birim hizli bir egri ise

f'?+ 9’ =1 olur ve donel yiizeyin Gauss egriligi ;

—f"(u)

G(u,v) = W

olur [17]. Gauss egriligi U ’ya baghdir. Yani Gauss egriligi herhangi bir paralel

boyunca sabittir. Eger Gauss egriligi bir egri boyunca sabitse egri ya paraleldir ya da
sabit Gauss egrilikli bir yiizey pargasi iginde bulunur. Ozel olarak, geodezik olmayan

biharmonik egriler ya paraleldir ya da sabit Gauss egrilikli bir ylizey i¢inde bulunurlar
3]

Bu boliimde doénel yilizeylerin biharmonik olan biitiin paralelleri incelenecektir.

Teorem 411 [3]. M2cR® |, birim hizli Xz diizlemindeki

a(u)=(f(u),0,g(u)) egrisinin z ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel

yiizey olsun. O halde M ’nin biitiin paralellerinin biharmonik egriler olmasi i¢in gerek

ve yeter sart ya

i) f ’nin sabitve M ’nin dik dairesel silindir olmasi, yada

2 2 2
i) f(u)==cvu ve g(u):u,/4u4_C —%Iog{8u+8u 4“4_C —cz}tcl, ¢,c eR”
u u

olmasidir.
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ispat : »,(t) = (f(@) cos(%), f (U)sin(%), g(@), u=0

sabit, M ’nin

P gir
fu

birim hizli bir paraleli olsun. O halde paralelin geodezik egriligi k, =

G(u,v) = miiiC) oldugundan (4.2) denklemi kullanilarak
f(u)

oo =W _ 17w .
fw )

elde edilir. Buradan M ’nin biitiin paralellerinin biharmonik egriler olmasi igin gerek

ve yeter sart f 'nin
ff+f?=0 4.3)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olmasidir.

=0 olacagindan M ’nin biitiin paralelleri

Eger f sabitse klzl;((u)
u

geodeziktir. Bu durumda yiizey
X (u,v) = (rcos(v),rsin(v),fu+c)
seklinde olacagindan dik dairesel silindir belirtir.
Eger f sabit degilse (4.3) diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri
f (u) =+cu+b c,b e R* seklindedir. Genelligi bozmadan ézel olarak b =0 segilirse
f(u)= +cuolur. 72+ g'? =1 denklemi kullanilarak

4u —c?
4qu

!

g==

elde edilir. g’ ’nin integrali alinirsa

2 2 2
g(u):u«’4u4uc —%Iog{8u+8u 4u4uc —c2}+cl, c,ceR

olarak elde edilir. o
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Sekil 4.1: Yukaridaki f ve g fonksiyonlarina karsilik gelen donel yiizey.

4.1.1 Gauss Egriligi Sabit Olmayan Donel Yiizeylerde Biharmonik Egri

Ornekleri

Ornek 4.1.1.1 [3] Tor donel yiizeyinin birim hizli standart parametrik denklemi
u u,, . ., u
X (u,v) =((a+rcos(=))cos(v),(a+rcos(=))sin(v),rsin(=)) ,a>r
r r r
seklindedir. Burada,

f(uy=a+r cos(%)

g(u) = rsin(%)

oldugundan tor yiizeyinin Gauss egriligi ;

=) cos(u/r)
~ fu) r(a+rcosu/r))’

paralelin geodezik egriligi ;

K = f'(u)  —sin(u/r)
Y f(u) a+rcos(u/r)

olarak elde edilir. Boylece Onerme 4.1 geregi
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cosu/r)  sin’(u/r)
r(a+rcos(u/r)) (a+rcos(u/r))?

(4.4)

ise tor ylizeyi lzerindeki bir paralel biharmonik egridir. (4.4) dekleminden u

¢oziiliirse

++/a% +8r?

4ar

)

_ -a
u =10 = rarccos(

2 2
—a—+/ r
olarak bulunur. Ancak a >r oldugundan u =0 = rarccos( a j +8 ) tanimsiz
r
' 2 2
olmaktadir. O halde sabit u=0U =rarccos( ar j +8r ) degeri igin bulunan
r

paralel tor yiizeyi tizerinde biharmonik bir egridir.

Sekil 4.2: a=3 ve r =1 i¢in elde edilen tor yiizeyi ve iizerindeki geodezik

olmayan biharmonik egri.
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412  Sabit (Pozitif ) Gauss Egrilikli Donel Yiizeylerde Biharmonik
Egriler

M2 < R® sabit pozitif Gauss egrilikli( G =1/a® ) bir donel yiizey olsun.

u 2
f(u)= bcos(g) ve g(u) :I /1—%Sin2(§)ds beR" olmak tizere,
0

X (u,v) = (f (u)cos(v), f(u)sin(v),g(u))
M? donel yiizeyini diisiinelim.

a(t) = X (u(t),v(t)), M? yiizeyi iizerinde birim hizli bir egri olsun. « egrisi

boyunca Darboux bazi hesaplanirsa; v'*f? +u'? =1olacak sekilde
X, = (f'(u)cos(v), f'(u)sin(v),g’(u)),
X, = (= f (u)sin(v), f (u)cos(v),0)
{X,, X, } koordinat gatisina gore teget vektor alan:
a'(t)=T =u'X, +Vv'X,

yiizey normalinin egriye kisitlanis:

u=N dﬁ — +(-f (U)g (W) cos(v),— f (WG @)sin(v), T (u) '(u))ﬁ
olur.
U= N = (g/(4)cos(v), (W) sin(v), — (W)
secilirse
€ € &
t=uxT=|  g(u)cos(v) g'(Wsin(v) ~f'(u)

u'f'(u)cos(v) —Vv'f (u)sin(v) u'f'(u)sin(v)+v'f (u)cos(v) u'g’(u)

= (u'sin(v) +V'f (u) f'(u) cos(v), —u’cos(v) + V't (u) f'(u)sin(v),vt'(u)g’'(u))
25



— VX, _UT X, (4.5)

olarak elde edilir.

Darboux denklemleri yardimiyla

k,=<T't> (4.6)

oldugu goriilmektedir. (4.5), (4.6) nolu denklemler ve v?f?+u>=1 denklemi

kullanilirsa,
T'=a"=(UX, +VX,)
=u"X, +U' (X U+ X, V) +V'X, +V (X, U+ X, V)
=U"'X, +U2X,, +UVX,, +V'X, +UVX, +VEX,  (4.7)
bulunur. Diger taraftan
X = (f"(u)cos(v), f"(u)sin(v), g"(u))
X, = (=f'(u)sin(v), f'(u)cos(v),0)
X,, = (=f (u)cos(v),—f (u)sin(v),0)
X, = (=f'(u)sin(v), f'(u)cos(v),0)
olup (4.7) nolu denklemde yukarida bulunan degerler yerine yazilirsa,

T’ = ((u"f'(u) cos(v) +u’?f (u)" cos(v) — 2v'u'f "(u) sin(v) —v"f (u)sin(v) —v'> f (u) cos(v)),

(u"f’'(u)sin(v) +u’*f (u)"sin(v) + 2v'u’f '(u) cos(v) +v"f (u) cos(v) —v'> f (u)sin(v)),

(u"g’(u) +u"g"(u)))
olarak elde edilir. Boylece,
<Tt>=-uVFf —uVvf —vE'u?+v? 3 +uvE(f?+g9%) +vu*(ff"+g'9")

ve f’2+g’2=1, u/2+V12f2=1, ff”"‘g'g”:O oldugundan
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k, =—v'u'f +u"vf —u’zv’ﬂ—v'ﬂ (4.8)
du du

olarak elde edilir.

Simdi v'*f?+u'? =1denkleminin t’ye gore tiirevi alinirsa

2VV' 242UV f j—f +2u'u"=0
u

olacaktir. Burada « egrisi bir paralel olmadigi i¢in u’=0. O halde

df

V’V”f 2 + urVrZ f o

" du
u!

dir. (4.8) nolu denklemde u” yerine yazilirsa

Jdf df
——v

k =—v'Uf +uVf —u'’v —
du du

g

=(—Vv'f - 2v’u’£) /u’
du

olarak elde edilir. Biharmonik egriler igin kg2 =G oldugundan

—V'f —2v'u'ﬂ 1
du _+
u’ a
olur. Denklemin her iki tarafi f ile carpilirsa
—(vV"f?+2vuf ﬂ) __d (Vf?) =uf 1
du dt a

u
bulunur. f (u) =bcos(—) yerine yazilirsa,
a

9 wbcost (L)) = —Lubcos(y = L (Cbsin(Yy)
dt a a a dt a
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olacaktir. O halde birim hizli a(t) = X (u(t),v(t)) egrisi biharmonik ise asagidaki

denklem sistemini saglamalidir.

vb?cos? () = —bsin(Y) ,
a a

u
V%% cos’ (=) +u? =1 (4.9)
a
Denklem sistemi u’’ne gore ¢oziiliirse,

“bsin(Y
' a

LT
b? cos®(—)
a

bz(cosz(:) —sinz(:)) + 2bcsin(:) —¢?

u’? =1-v'%p? cosz(E) = -
a b? cos?(—)
a

b2(1—2sin?()) + 2besin(Y) — c?
_ a a

b® cos® (E)
a

du , 1
=Uu'=+%

dt b cos(E)
a

\/bz ¢ + 2besin(Y) - 2b2sin? (L)
a a
olarak elde edilir. Denklem degiskenlerine ayrilip integral alinirsa,

. c—2bsin(%)
t+A=+——arcsin a

2 2
\/E W ,2b —C >0, AcR

elde edilir. Son olarak buradan u(t) cekilirse,

c++/2b° —c?sin(A+ \{ft)
2b

u(t) = —aarcsin
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olarak hesaplanir. (4.9) nolu denklemden v(t) cekilirse,

—sm(u(s)) c

v(t) = j

2| bcos? (“(S)) b’

u(s))

cos’(

olur. Bdoylece sabit pozitif Gauss egrilikli donel yiizeylerde paralel olmayan

biharmonik egrilerin genel ¢6ziimii bulunmus olur.

Ornek 4121 [3]. «a, R®de r yarigaplh kiire iizerinde birim hizli bir egri

olsun. 7 ve k a ’nin torsiyonu ve egriligi olmak tizere Frenet formulleri yardimiyla

asagidaki determinant hesaplanirsa,

1 0 0
det[T, T’ T"]=det| 0 k O |det[T,N,B]=k% (4.10)
—k? k' kr

olarak elde edilir. Kiiresel bir egri i¢in Darboux bazina gére T've T" yazilirsa,

T =k t+ku
=k, t+kt' +k, u+ku
= (k2 k)T + (K, =k, )t + (K7, +k, )

olarak bulunur. Kiire yiizeyi lizerinde k, =-1/r ve 7, =0 oldugundan

T’:kgt—lu
r

ve

y 1 '
T :—(r—2+ kgij +k, 't

dir. T've T” (4.10) denkleminde yerine yazilirsa,
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2 1 ’
Tk = F kg
olacaktir. Biharmonik egriler i¢in k, sabit oldugundan 7k® = 0dur. k* =k *+k* 2]

oldugundan k® =1/r*+1/r?>=2/r?=0 olur. O halde 7 =0 olacaktir.

Boylece r yarigapl bir kiire tizerindeki biharmonik egri, kiire ile diizlemin

kesisiminden elde edilen r/ \/E yari¢apl bir gemberdir.

Simdi kiire yiizeyi {lzerindeki biharmonik paralelleri inceleyelim. Xz
diizlemindeki a(u) =(f (u),g(u))=(rcos(u/r),rsin(u/r)) , f(u)>0 egrisinin z
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen r yarigapl kiirenin standart parametrik
denklemi

X (u,v) = (rcos(u/r)cos(v),rcos(u/r)sin(v),rsin(u/r))

seklindedir. Kiire ylizeyinin profil egrisi «(u) birim hizli oldugundan direkt olarak

kiirenin Gauss egriligi G ve paralelin egriligi K, hesaplanip,

K = f'(s) _ —sin(u/r) ve G:—f”(s) _cosu/r) 1
f(s) rcos(u/r) f(s) rcosu/r) r?

G = k; denkleminde yerine yazilirsa,
G===k'= ! tan®(u /
—F— 9 —F an (U r)
denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6ziimiinden elde edilen sabit U degeri

u=rarctan(+l) = J_rr%

olarak elde edilir.
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Sekil 4.3: Birim kiire lizerindeki biharmonik egriler.
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5. RIEMANN MANIFOLDLARINDA BIMINIMAL
EGRILER
Bu boliimde Riemann manifoldu iizerinde bir egrinin biminimal olmasi igin

gerek ve yeter kosullar incelenecektir.

Onerme 5.1 [11]. | = R bir agik aralik olmak iizere a:1 —>(M",g), m>2

isometrik bir egri olsun. Bu takdirde o ’nin biminimal olmasi igin gerek ve yeter sart

kl”_k13_k1k22+k19(R(E1!E2)E1’E2)_lk1:0 (5.1)
(k'k,)' +k/9(R(E;, E,)E,, E;) =0 (5.2)
kikk; +k g(R(E,, E,)E,, E,) =0 (5.3)

k9(R(E, E,)E, E,)=0, j=5..m, (5.4)

olacak sekilde bir A reel sayisinin varolmasidir. Burada R, (M™, @) ’nin egrilik

tensorti ve {Ei }i=1,..,

o 'nin Frenet catisidir.
Ispat : Frenet ¢atisina gore ;

o 'nin gerilim alani,

r(a) =trvda = V° (da(%)) _da(v . g) _VeE,=kE,,

<9
ot ot ot

bigerilim alani,

@) =-VEVE (@) +V (@) - RWa(2) r(@)da(S)

ot ot

= _VEVE(&Ez) —-R(E,kE,)E

o ot

=-V% (k'E, +kV ,E,) - R(E, kE,)E,
ot

ot
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=—k"E, -k /'V4E, + 2k k'E, +k’V%E,

ot ot

+(kK,)'E; — klksz E;-kR(E,E)E

a
=3kk 'E, +(—k," +k®+kk2)E, — (2K, Kk, + kK, )E,
—kk,k,E, —kR(E,,E,)E,
olarak elde edilir.

(2.4) denklemi kullanilarak ¢ *nin biminimal olmasi igin gerek ve yeter kosul
[7,] —A[r] = ~(-K" +k2+kkZ + 2k E, + (2K k, +kk,)E,

+kK K E, +KR(E, E,)E =0 (5.5)

olarak elde edilir. (5.5) denkleminin sirasiyla E,,E;,E, ve E;, 5<i<m ile i¢ ¢arpim

yapilirsa
k'K —kk: +kg(R(E, E,)E, E,) ~ 2k =0,
(kk,) +kg(R(E, E,)E, E;) =0,
kk,k, +k,g(R(E,,E,)E,,E,) =0.

k9(R(E,, E,)E,,E;)=0,5< j<m

denklemleri elde edilir. o
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Sonug 5.2 [11].

i) M bir yliizey a:l cR—>M bir egri olsun. & 'nin biminimal olmasi i¢in

gerek ve yeter sart 3 A € R i¢in
k' -k’ +kG—2k =0 (5.6)
diferansiyel denkleminin saglanmasidir.

i) M?3(c) sabit kesitsel egriligi ¢ olan 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve
a:1 <R — M?3(c)bir egri olsun. Bu takdirde « 'nin biminimal olmasi igin gerek ve

yeter sart 3 A €R i¢in

k" —k>—kk+kc— Ak =0
k’k, = sabit

denklem sisteminin saglanmasidir.

Ispat : i) « ’min iki boyutta Frenet catis1 sadece E, ve E,’den olusur. Bu

takdirde Onerme 5.1 geregi egrinin biminimal olmast i¢in gerek ve yeter sart
k" —k®+kg(R(E,E,)E,, E,) -1k =0,

olmasidir. Fakat burada g(R(E,E,)E,,E,)=G oldugundan (5.6) denklemi elde

edilir.

i) 3 boyutta Frenet catisti E,E, ve E; ’den olusur. Sabit kesitsel
egriligin ¢ olmasti  g(R(E,E,)E,E,)=c ve g(R(E,E,)E,E;)=0 olmasi

demektir. Bu degerleri Onerme 5.1°de elde edilen (5.1) ve (5.2) denklemlerde yerine

yazilirsa ispat tamamlanmis olur. o
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5.1  Donel Yiizeylerde Biminimal Egriler

Bu béliimde donel yiizeyler tlizerindeki paralellerin biminimal olma durumu
incelenecektir. Sonug 5.3 de yiizey lizerinde bulunan bir egrinin biminimal olmasi igin

gerek ve yeter kosul egrinin geodezik egriligi k, 'in

K"~k +kG— Ak =0

diferansiyel denklemi saglamasi olarak bulunmustu. Burada G ylizeyin Gauss egriligi
ve A eRdir. Bir donel ylizeyin geodezik egrilerin biminimal oldugu asikardir. Bu

bolimde sabit geodezik egrilikli fakat geodezik olmayan (k, = 0) biminimal egriler

incelenecektir.

k, =sabit oldugundan yukaridaki diferansiyel denklem

(k' ~G+2) =0
sekildedir. Ayni zamanda k;, # 0 oldugundan
G=k'+1
olarak elde edilir.

f(u)

Donel yiizeyler i¢in Gauss egriliginin G(u,v) = _f( ) ve ylizey lzerindeki
u

AlO)]
f(u)

paralellerin egriliginin k, = oldugu bilindigine gore asagidaki teoremi ifade

edebiliriz[10].

Teorem 5.1.1 M?cR®, yay parametresiyle parametrelendirilmis Xz

diizlemindeki a(u) =(f(u),0,g(u)) egrisinin z ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde

edilen donel yiizey olsun. O halde M ’nin biitiin paralellerinin biminimal egriler

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f (u) 'nun
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i) f(u)=+cu

veya

ii) f (u) = +cy/cosh(~2a(c, +u))

veya
iii) f(u)=+ccos(v2a(c, +u)) c,ceR
olmasidir.
ispat : yu(t):(f(U)COS(Lt_)), f(U)sin(Lt_)),g(U)), U =0 =sabit, M ’nin

f(@) f(@)

birim hizl1 bir paraleli olsun. O halde paralelin geodezik egriligi k, = % dir. Gauss
u
i 2 —f"(u) g
egriligi G=Kk +A olarak bulunmustu. Ayni zamanda G(u,v)= W oldugu
u

bilindigine gore

" 12

W@ e
fu) ()

olur. Buradan goriiliiyor ki M ’nin biitiin paralellerinin biminimal egriler olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul f ’nin
ff+f?+A1f?=0 (5.3)

ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemi saglamasidir. Simdi bu

diferansiyel denklemi ¢6zelim.

f sabitse 4=0 olacagindan diferansiyel denklem bir Onceki bolimde

incelenen paralel egrilerin biharmonik olma durumuna doéniisecektir ve diferansiyel

denklemin ¢oziimii dik dairesel silindir belirtecektir.

f sabit degilse diferansiyel denklemin ¢oziimleri ;
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i) A=0icin f(u)=+c,VU ¢ eR,
A =0 ise,
Af2+ff+f2%=0

dir. Simdi (5.3) diferansiyel denklemini adim adim ¢ozelim.

f ’yi bagimsiz degisken olarak alalim ve v(f) = dl;(u) olsun.
u
d%f(u))_i[df(u)) dv(f) df dv(f) (f)dv(f)
du? du\ du du  du df

olacagindan diferansiyel denklem

dv(f)

AF24v(F)2+ fu(f)—2 =0

Bernoulli diferansiyel denklemi haline doniisiir. Simdi bu diferansiyel denklemi

¢Ozelim.

Denklemin her iki tarafindan A f? ¢ikartalim.

v(f)? + fv(f)dv(f) _Af2
Simdi de her iki tarafi ) ’ye bolelim. Boylece,
oy (f)dv(f) 2v(f) Y

f

olacaktir. Simdi z(f)=v(f)? doniisiimii yapilirsa dZd(ff ) =2v(f) d\;(ff ) oldugundan
diferensiyel denklem

dz(f) 21 _ 9y
df f

lineer diferensiyel denklemi haline donigiir.
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Simdi denklemin her iki tarafini integral ¢arpani

jgdf

u(fy=e'" =f2

ile carpalim.
1‘2m+2fz(f):—2}pf3
df
df dg d :
Sol taraftan ¢carpim kurali | g —+ f — =—(fg) | tersden uygulanir ise
dy ~dy dy

d
—(f?z(f))=-2f°
(172(1)

elde edilir. Buradan her iki tarafin f ’ye gore integrali alinirsa

J'%(fzz(f))df =J'—2/If3df

fzz(f)z—%ﬂf“Jrcl

olarak elde edilir. Burada c, herhangi bir sabittir.

Simdi denklemin her iki tarafi integral carpanm1 u(f) = f?’ye béliiniirse,

—Eﬂ,f4+C1

_ 2
2(f)=—2—

olacaktir. z(f)=v(f)? oldugundan buradan v(f) ¢oziiliirse,

,/—lﬂf‘#cl
v(fy=—12

f

yada
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df ()

olarak bulunur. v(f)=—-—=
du

,/—lﬂf“rcl
v(fy=12_—

1. .
df () =_\/—2M (u)+c,

f

oldugundan v(f) yerine

yada

olacaktir. Simdi sirastyla

du

1.4
df () :\/—zﬂ,f (u)+c,

f(u)

du

1 :4
df (u) :_\/_ZM (u)+c,

f(u)

ve

denklemlerinin her iki tarafinmi

ve

du

1,4
df (u) :\/_ZM (u)+c,

f(u)

du

f(u)

1
\/—21f4(u)+cl

df

f (u)

d

(U) f(U)
u

1
\/—zﬂf4(u)+c1
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df (u)
du

yazilirsa,

’ye bolelim. Boylece
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df (u)
“du f(u)

=1
1
\/—22f4(u)+c1
elde edilir. Simdi her iki tarafin integrali alinirsa,
df (u) f(u)
_[ ldu du = j —1du
\/—21f4(u)+c1
ve
df (u) f(u)
_[ ldu du = I du
\/—M“(u)+cl
2
olacaktir.

df (u)
I “du f(u)
\/—;ﬂf“(u)Jrcl

du = j —1du icin

A >0ise integralin ¢6ztiimii

olarak elde edilir. Burada c, herhangi bir sabittir. Denklemden f (u) gekilirse reel

¢Oziim olarak

Q/Z_Q\/—tan(\/ﬂu — \/ﬂcz)
{2+ 2\-tan* (V22U —27c,)

f(u)=+

elde edilir.

A <0ise integralin ¢oziimii
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MQbﬁ;hq+ifﬂm+lfﬂm)
24

=-U+c,

olarak elde edilir. Burada c, herhangi bir sabittir. Denklemden f (u) ¢ekilirse

\/ef(mu)hmcz _9 che\/ﬂu—«/ﬂcz
f(u)=+
J22
olarak bulunur.
) ¢
j 1du du :Idu i¢in
\/—;tf“(u)+cl
2
A>0ise integralin ¢6ziimii
2
tan™* (\/If (li) ]
1/2 —Af%(u
& () =Uu+c,

V24

olarak elde edilir. Burada c, herhangi bir sabittir. Denklemden f (u) cekilirse

f(u)==+ §f2¢,Jtan(v22u ++/24c,)
{‘/ﬂ, +ﬂ\/tan2(\/ﬂu +24c,)

olarak bulunur.

A <0Qise integralin ¢oziimii

mg«ﬁﬁﬁq+ifRM+ﬂf%m)
24

=U+c,

olarak elde edilir. Burada c, herhangi bir sabittir. Denklemden f (u) ¢ekilirse

1
E(—(«IQU)—JZ_M) \/ezmu%z)

24

—2J¢,

fu)=+2

olarak elde edilir.
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Diferansiyel denklemin ¢éziimleri genellestirilerek yazilirsa,

ii) A<0 icin f(u)==c \Jcosh(v24(c, +u)),

iii) A >0 icin f(u)=+c \/cos(\/ﬂ(cz +U)) c,c,eR,

elde edilir. o

5.1.1 Gauss Egriligi Sabit Olmayan Donel Yiizeylerde Biminimal Egri

Ornekleri

Ornek 5.1.1.1 R*’ deki Tor yiizeyinin birim hizli standart parametrik

denklemi
u Uy . . u
X(u,v)=(a+r cos(F)) cos(v),(a+r cos(F))sm(v), r sm(F)) ,a>r
seklindedir. Burada,

f(u=a+r cos(%)

g(u) = rsin:)

oldugundan tor ylizeyinin Gauss egriligi ;

C_f'w) cos(u/r)
~ f(u) r(a+rcos(u/r))’

paralelin geodezik egriligi ;

K = f'(u)  —sin(u/r)
Y f(u) a+rcos(u/r)

olarak elde edilir. G=k + 1 oldugundan
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cosu/r)  sin’(u/r)
r(a+rcos(u/r)) (a+rcos(u/r))?

(5.4)
denkleminden elde edilen sabit bir u degeri ig¢in bulunan paralel tor yiizeyi tizerinde
biminimal bir egridir.

(5.4) denklemi ¢oziiliirse

_ 29 2 2
cos(u /) = a(2r<i 1)i1/a (4r<A+1

2r(Ar*=2)

u sabiti ;

_ 29 _1y+ .52 2
U= = rarcoos( a(2r’A—-1)+.Ja’(4r /’t+1))

2r(Ar* -=2)

olarak bulunur.

Sekil 5.1: a=3 ve r =1igin elde edilen tor yiizeyi tizerindeki A=1/4 igin

bulunan biminimal egri.

Ornek 5.1.1.2 xz diizlemindeki a(u) = (f(u),g(u)) :(ccosh(%),u), f(u)>0

egrisinin z ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen Katenoid doénel yiizeyinin

standart parametrik denklemi
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X(u,v)=(c cosh(%) cos(v),ccosh(%)sin(v),u)

seklindedir. Yiizeyin profil egrisi a(u) = (C COSh(E), u) birim hizl hale getirilirse
c

ler’(u)|| = ||(sinh(u / ¢), )| = y/sinh?(u / ¢) +1 = \Jcosh?(u / ¢) = cosh(u / c)

oldugundan,

5= [|le/(u)du = [cosh(u/c)du
0 0

=csinh(u/c)|, =csinh(u/c)

s=csinh(u/c) ve u=carcsinh(s/c) olarak elde edilir.cosh®(u/c)—sinh*(u/c) =1

2
oldugundan cosh®(u/c)— 5_2 =1olacaktir. Boylece
c

SZ
cosh(u/c) = 1/1+—2
c

olarak elde edilir. O halde Katenoid yiizeyinin birim hizli profil egrisi

B(s) = (c, /1+2—z,carcsin h(s/c)) = (v/s* +c?,carcsinh(s/ c))

olacaktir. Boylece (s) egrisi profil egrisi olacak sekilde Katenoid donel ylizeyinin

parametrik denklemi
X (s,v) = (V's® +¢? cos(v),v/s? +c? sin(v),carcsinh(s / ¢))

sekline gelir. Burada f(s)=+/s’+¢’ ve g(s)=carcsinh(s/c) oldugundan yiizeyin
Gauss egriligi G ve paralelin k; egriligi hesaplanip G =k? + A denkleminde yerine
yazilirsa,

- f u(s) B _CZ _ SZ _ f IZ(S)

= = = +A= +A=k*+2
f(s) (s*+c?)? (s?+c?)? f2(s) !
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denklemi elde edilir. Bu denklemden elde edilen sabit s degeri i¢in bulunan paralel

Katenoid yiizeyinin biminimal egrisidir.
Yukaridaki denklem ¢oziiliirse,
s+ A(s*+c%)? =-?
(s*+c®)(L+A(s*+¢?) =0

_(+4c?)

s?+c¢? # 0 oldugundan 1+ A(s*+c?)=0. O halde s*= dir. Dolayistyla

sabit s degeri

olarak bulunur.

Sekil 5.2: ¢ =2 igin elde edilen Katenoid yiizeyi tizerindeki A =-1/8ig¢in

bulunan biminimal egriler.

Ornek 5.1.1.3 xz diizlemindeki a(u) = (f (u),g(u)) = (acos’*(u),asin*(u)) ,
a>0, f(u)>0 egrisinin z ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel

yiizeyinin standart parametrik denklemi

X (u,v) = (acos®(u)cos(v),asin®(u)sin(v), u)
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seklindedir. Yiizeyin profil egrisi a(u)= (acos®(u),asin®(u)) birim hizli hale

getirilirse
e’ (u)|| = H—Bacosz(u)sin(u),3asin2(u)cos(u)H
= \/9a2 cos’(u)sin®(u)(cos®(u) +sin®(u))
=3acos(u)sin(u)
oldugundan,

S =I||a’(u)||du =I3acos(u)sin(u)du
0 0
3 ¢
=—a|sin(2u)du
225
3 u 3
=——a cos(2u)| =—a(l-cos(2u
~a cos(2u)], = > a1~ cos(20)
) 3 3
olacaktir. Boylece S = 2 a(l—cos(2u)) oldugundan,

u= 1 arccos(l— E)
2 3a
olarak elde edilir. Simdi f(u) ve g(u) Sparametresi cinsinden yazilirsa
f(u)= acos3(1 arccos(l— ﬁ))
2 3a

olup buradan

arccos(l— ﬁ) =2u

3a

ve boylece

cos(2u) _1- 2cos’(u) -1
3a

46



bulunur. O halde

cos(u) =+,/1— 28
3a

olacagindan

u =arccos(+ /1—5)
3a

olarak bulunur. Boylece,

3
f(s) = f (u) =acos®(arccos(+ 1—§)) :a£i /1—§j
3a 3a
2 3
olarak elde edilir. Ozel olarak a=1 segilirse f(s)= (i‘ /1—?} olur.

Benzer islem g(u) i¢in yapilirsa,
S= %a(l— cos(2u)) = gasinz(u)

olup buradan

. 2s
sin(u) =+, |—
(u) ,/3a

. 2s
u=arcsin| /—

ve boylece de

olarak bulunur ve

G(s) = g(u) = asin®(u) = asin®(arcsin (i\/z—?]) = a(i 2s
3a 3a
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3
olarak elde edilir. Ozel olarak a=1 secilirse §(s) = (i, /%] olur.

a=1licin

ﬂ(s)=(f(s),g(s>)=((i 1—%} (i %J)

birim hizl profil egrisi z -ekseni etrafinda dondiiriilerek donel yiizey olusturulursa,

donel ylizeyin standart parametrik denklemi agagidaki gibi olacaktir.

X(s,v):([ir /1—%] cos(v),{i /1—%} sin(v),(i\/zgj ).

Simdi donel yiizeyin Gauss egriligi G ve paralelin k; egriligi hesaplanirsa

1
T —(£-(1-2s/3)™%)

g1 __"3 M RPN
f(s) +(1—-2s/3) 3

ve

o f6) _F-25/9"”

T x5/ T 2s19)"

bulunur. Bu ifadeler G =k? + A denkleminde yerine yazilirsa,

" 12
c=—1'6)_ _%(1—23/3)‘2 :(1_25/3)-2+1=::2—((S))+/1=kf+/1
S

f(s)

denklemi elde edilir. Bu denklemden elde edilen sabit s degeri i¢in bulunan paralel

donel ylizeyin biminimal egrisidir.

Yukaridaki denklem ¢oziiliirse sabit s degeri,

S:E— /—E , A<0
2 A

olarak elde edilir.
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sekil 5.3: a=1 icin elde edilen donel yiizey tlizerindeki A =-3 i¢in bulunan

biminimal egri.

49



6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada Gauss egriligi sabit olmayan donel ylizeyler lizerinde biminimal
egriler incelenmistir. Bir donel yiizeyin biitiin parallelerinin biminimal egriler olmasi
icin gerek ve yeter kosullar Teorem 5.1.1 de ifade ve ispat edilerek 6rnek birkag¢ donel

ylizey lizerinde biminimal egriler gosterilmistir.
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