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OZET
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OPTIMAL KONTROLU
DOKTORA TEZi
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(TEZ DANISMANI: DOC. DR. NECATi OZDEMIR)
BALIKESIR, OCAK - 2013

Dogadaki pek ¢ok fiziksel olay ideal ya da diger bir deyisle normal bir davranig
gostermez. Bu olaylarin anlasilir hale gelebilmesinde matematiksel disiplin bir arag
olarak kullanilmaktadir. Klasik analizin keyfi mertebeli tirev ve integrallere
genellestirmesi olarak bilinen kesirli analiz de bu tezde c¢alisilan anormal difiizyon
stirecinin matematiksel modellenmesinde kullanilan bir disiplindir. Genellestirilmis
difiizyon olarak da adlandirilan anormal difiizyon davranisi uzay ve zaman kesirli tlirevli
diferansiyel denklemler ile ifade edilir.

Bu tezin catisin1 olusturan iki temel problemden ilki kartezyen, kutupsal ve
kiiresel koordinat sistemlerinde tanimlanan bir uzay-zaman kesirli difiizyon siirecidir;
Oyle ki Caputo zaman tiirevi ve kesirli Laplace operatorleri ile tanimlanmistir. Bu tipteki
fiziksel sistemlerin optimal kontrol problemi de tezin ikinci temel problemidir. Bir Kesirli
Optimal Kontrol Problemi’nde ya sistem dinamikleri ya da performans indeks en az bir
kesirli tiirev icermektedir. Bu problemin amaci sistemin durum ve kontrol fonksiyonlar1
ile belirlenen performans indeksi minimize (ya da maksimize) eden optimal kontroli
belirlemektir. Tez probleminde sistem dinamikleri uzay-zaman kesirli difiizyon denklemi
ile ifade edilmistir.

(Coziim asamasinda uzay-zaman kesirli diflizyon denklemi, kesirli Laplace
operatoriiniin spektral gosterimi tanimi ile 6zfonksiyon genislemesi yontemi kullanilarak
zaman kesirli tlirevli diferansiyel denkleme indirgenmistir. Optimallik kosullarinin
belirlenmesinde Lagrange ¢arpani teknigi kullanilarak sag ve sol kesirli tiirevli denklem
sistemi elde edilmistir. Bu denklem sisteminin niimerik ¢6ziimleri i¢in Griinwald-
Letnikov yaklagimi kullanilmistir. Ayrica Volterra integral denklemleri iizerine kurulan
iterasyonel bir yaklagim ile karsilastirilarak avantajlari vurgulanmustir.

ANAHTAR KELIMELER: uzay-zaman kesirli diflizyon denklemi, optimal kontrol
problemi, kesirli Laplace operatorii, Riesz, Caputo, Griinwald-Letnikov, 6zfonksiyon
genislemesi yontemi.



ABSTRACT

OPTIMAL CONTROL OF
SPACE-TIME FRACTIONAL DIFFUSION SYSTEMS
PH.D THESIS
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BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
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Many physical events in the nature don’t show ideal, i.e. normal, behavior.
Mathematical discipline is used as a tool to make these events compherensible. Fractional
Calculus known as the generalization of classical analysis to arbitrary order derivatives
and integrals is a discipline which is used for mathematical modelling of anomalous
diffusion process studied in this thesis. Anomalous diffusion also called as the
generalized diffusion is defined by space and time fractional differential equations.

The first one of the two main problems that constitutes the structure of this thesis
is a space-time fractional diffusion process defined in cartesian, polar, spherical
coordinate systems such that this process is described with the Caputo fractional
derivative and fractional Laplacian operators. Optimal control problem of these type of
problems is the second bacis problem of our thesis. In a Fractional Optimal Control
Problem, either the system dynamics or the performans index contain at least one
fractional derivative. The aim of this problem is determination of the optimal control
function that minimizes (or maximizes) the performans index described with the state and
control functions of the system. In this thesis problem, system dynamics are stated with
the space-time fractional diffusion equation.

At the solution process, the space-time fractional diffusion equation is reduced to
a time fractional differential equation by using the eigenfunction expansion method with
the definition of spectral representation of the fractional Laplacian operator. In the
determination of the optimality conditions, differential equation system with the right and
left side fractional derivatives is obtained by using the Lagrange multiplier technique. For
the numerical solutions of this equation system, Griinwald-Letnikov approximation is
used. In addition, the advantages of this method is expressed by the comparion with an
iterational method based on the Volterra integral equations.

KEYWORDS: space-time fractional diffusion equation, optimal control problem,
fractional Laplace operator, Riesz, Caputo, Griinwald-Letnikov, eigenfunction expansion
method.
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ONSOZ

Galileo der ki : “Doganin muazzam kitabinin dili matematiktir”. Iste
insanoglu, i¢inde yasadig1 gercekligi anlamaya duydugu heyecanla bu dili 6grenmek
ister. Matematikgiler ise bu dili 6grenmek icin siirekli bir sorgulama igindedirler ve
boylece her defasinda sayilar1 artarak devam eden yeni teoriler iiretirler dyle ki her
yeni teori bir gercek yasam problemini aydinlatir.

Matematik¢iler icin lisansiistii egitim, matematik dilinin detaylariyla
Ogrenildigi ve yazilan her makale, kitap ve tez ile insanliga aktarildigi ¢iraklik
stirecidir. Stiphesiz ki bu siirecin en ¢ok heyecan, emek ve zaman isteyen kismi
Doktora egitimi olmakla birlikte en kiymetli parcasi bir harf 6grettikleri i¢cin kirk yi1l
kolesi olunacak ustalarimizdir. Kiymetlidirler; ¢iinkii uzun bir siirecte, saburla,
zahmetle ve en Onemlisi de istekle akillarimiza matematiksel diisiinmeyi ayni bir
nakis gibi iglerler ve sonunda biitiin bu gayretleri gencecik beyinlerimizde ve doktora
tezlerimizde viicut bulur. Bu anlamda en igten tesekkiirlerimi bir bor¢ bildigim ¢ok
degerli hocam ve danismanim Dog. Dr. Necati OZDEMIR ’e kendisinden 6grendigim
cok yonlii bilimsel diistinme becerisi, dinamik ve yiiksek motivasyonlu bir ¢alisma
anlayisi, disiplinler arasi iligkiler kurabilme niteligi, ¢alisma alanim olan kesirli
analizle tanismamdaki destegi ve gayreti i¢in minnettarim.

Doktora silirecimde kendisini bir adim arkadan Ornek alarak yola devam
ettigim, ihtiya¢ duydugum her anda igtenlikle yanimda oldugunu bildigim ve
Ozellikle tezimin Matlab uygulamalar1 ile ilgili zamanmi ve yardimin1 benden
esirgemeyen kiymetli arkadasim Yrd. Dog. Dr. Beyza Billur ISKENDER’e sonsuz
tesekkiir ederim. Ayrica degerli vakitlerini ayirarak tezimin her agsamasinda bilgi ve
tecriibeleriyle c¢alismalarima 11k tutan tez izleme komitemdeki hocalarima ve yine
zaman zaman yardimlarini aldigim béliim hocalarima tesekkiirii bir borg bilirim.

Doktora egitimim siiresince “2211-Dogrudan Yurt I¢i Doktora Burs
Programi”na kayith bursiyeri oldugum ve bdylece maddi kaygi giitmeksizin bana
egitimime devam etme firsatim1 sunan TUBITAK-BIDEB’e saygilarimla tesekkiir
ederim.

Yasamimin her alaninda oldugu gibi doktora gibi 6zveri ve motivasyon
isteyen bu silirecte de karsiliksiz anlayis, sevgi ve ilgileriyle yanimda olan ve
kendileri de birer egitimci olduklar1 i¢in her anlamda bana Ornek teskil eden
Annemin, Babamin ve Kardesimin varliklarina siikrederim. Annem her daim insanin
hayatinda sec¢imiyle insanin mutlu ya da mutsuz olma yolunu belirledigi iki seyi
sOyler: insanin igi ve esi. Matematik¢i olmakla duydugum mutlulugumu ve
heyecanimi hayatimi paylagmakla artarak siirdiirdiigiim ve dahasi ayni isi yapiyor
olmanin giizelliklerini paylastigim, ilgisiyle, destegiyle ve bana duydugu inancla
calismalarima ivme kazandiran sevgili esim Ismail AVCI’ya en samimi duygularimla
tesekkiir ederim.

Son olarak bedenimde can buldugunu bildigim giinden beri bana mutluluk
veren, tezimi hazirlama silirecimin her anina gizlice sahit olan ve diinyaya gelisini
heyecanla bekledigimiz oglumuza ilk hediyem olarak tezimi armagan ediyorum.



1. GIRIS

Kesirli analiz, klasik analizin temel kavramlari olan tamsayr mertebeli
tirevlerin ve katli integrallerin reel ya da kompleks mertebeye geniglemesi olarak
ortaya ¢ikmig bir teoridir. Klasik analizin kavramlarinin dogadaki pek c¢ok siirecin
gercegine en uygun halde matematiksel olarak modellenmesinde tam olarak yeterli
olamadig1 gerceginin fark edilmesi Leibniz (1646-1716) ve Newton’un (1643-1727)

diferansiyel hesaplama teknigini bulduklar tarihe dayanir.

Klasik analizin atalarindan biri olan Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),

D" tirev ve " =D™" integral notasyonlarini terminolojiye katarak kendisinin bile
farkinda olmadig1 yeni bir teoriyi ortaya ¢ikaracak bir sorgulamaya neden olmustur.
Bu sorgulama L’Hospital’in (1661-1704) Leibniz’e 30 Eylil 1695’te yazdigi

mektubundaki bir soru ile baslar. Sorusu soyledir: “Bir fonksiyonun herhangi n.
tamsay1 mertebeden tiirevinin tanimlandigini biliyoruz. Peki, ayn1 sekilde E'nm

mertebeden tiirevini tanimlayabilir miyiz? Sayet tanimlayabilirsek bu ne anlama

gelir?”.

Iste, o tarihte ad1 konulmamis olan bu agik paradoks klasik analizin disinda

baska bir matematiksel analizin ortaya konmasina 1s1k tutacaktir.

Bu tarihten itibaren P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier (1822), N. H. Abel
(1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A. K. Griinwald (1867-
1872), A.V.Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), J. Hadamard (1892), O.
Heaviside (1892-1912), G. H. Hardy, J. E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917),
P. Levy (1923), A. Marchaud (1927), A. Zygmund (1935-1945), E. R. Love (1938-
1996), A. Erdelyi (1939-1965), H. Kober (1940), D. V. Widder (1941) ve M. Riesz
(1949) gibi pek ¢ok iinlii matematik¢inin “Kesirli Analiz” ad1 verilen bu yeni teorinin

gelismesine 6nemli katkilar1 olmustur.

Kesirli analizin tarihsel siirecine bakildiginda 16. ve 19. yiizyillar arasinda

daha ziyade teorik matematiksel bir disiplin olarak gelisimini siirdiirdigi

1



gozlenmektedir. Ozellikle 20. yiizyiln ikinci yarisindan itibaren dogadaki fiziksel
sistemlerin ve gergek materyallerin modellenmesinde yaygin olarak kullanilan kesirli
tirev ve integrallerle ifade edilen denklemlerin uygulama alanlar1 giiniimiize kadar

hizla artmastir.

Biyoloji ve biyomiihendislik, fizik, elektromanyetik teori, termodinamik,
mekanik, sinyal ve sistem teorisi, kaos teorisi ve fraktallar, jeoloji, akiskanlar
mekanigi ve kompleks sistemler icerisindeki madde iletimi teorisi, olasilik ve
istatistik teorileri, elektrik-elektronik ve kontrol teori kesirli analizin en yaygin olarak

kullanildig1 baglica uygulama alanlaridir [1-9].

O halde ilk akla gelen “Kesirli analizin bu kadar popiiler uygulama alanlar
olmasimin nedeni nedir?” sorusu olmaktadir. Bu sorunun en yalin cevabi su
sekildedir: “Dogada var olan fiziksel ve dinamik sistemlerin kalitimsal ve hafizal
olma Ozellikleri vardir. Sistemlerin ge¢mislerinden kaynaklanan bu 6zelliklerin
bilinmesi ile su anki ve gelecekteki isleyisleri hakkinda kolayca Ongdriide
bulunulabilir. Bu 6zellikleri tanimlamada ise klasik analizin temel kavramlan yeterli
olmamakla birlikte kesirli tiirevler ve integraller bu o6nemli boslugu kolayca
doldurmaktadir. Ustelik kesirli tiirev operatdr tamimlarmin birden fazla olmast,
birbirleri arasindaki iliskiler ve farkliliklar sistemin tanimina en uygun olanini se¢gme

firsatini sunar.”

Bu tezde ele alinan problemin catisini, “karmasik sistemlerdeki anormal
madde difiizyonu” ve “dinamikleri kesirli diferansiyel denklemlerle ifade edilen
sistemlerin optimal kontrolii” olmak iizere iki temel uygulama problemi meydana
getirmektedir. Ileriki boliimlerde ayrintilari verilecek olan bu iki olguyu kisaca sdyle

aciklayalim.

Klasik teoride diflizyon, herhangi madde molekiillerinin bireysel ve rastgele
hareketlerle degisim farkina bagl olarak yani yiiksek konsantrasyonlu bir ortamdan
diisiik konsantrasyonlu bir ortama dogru hareket etmesidir. En basit sekliyle
diisiiniildiiglinde bir maddenin herhangi bir ortamda, 6rnegin suda ¢6ziinebilmesi igin
molekiillerin bu ortamda difiizlenmesi gerekir. Benzer sekilde, ugucu o6zellikteki
molekiillerin hava i¢inde bir taraftan diger tarafa hareket etmesi molekiillerin bu

ortamdaki diflizyonundan kaynaklanir. Herhangi bir kati ila¢ kapsiiliindeki etkin
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madde molekiillerinin emilim bolgesine ulasabilmesi i¢in difiizlenmesi gerekir. Bu
asamada ¢ok yogun olarak bulunduklar etkilesim ortamindan, daha az bulunduklar
veya hi¢ bulunmadiklar1 ortama difiizlenerek salinirlar. Yine molekiillerin biyolojik
zarlardan gegebilmesi icin zar i¢inden difiizlenmesi gerekir. Benzer durum yar1 kati
ilag tiirleri (merhemler, kremler veya jeller), koloit sistemler (emiilsiyonlar,

siispansiyonlar, v.b.) i¢in de gecerlidir.

Klasik difiizyon olgusu literatiirde normal ya da Fickian difiizyon olarak da
adlandirilir. Normal denmesinin olasiliksal olarak bir aciklamasi mevcuttur. Normal
diflizyonda parcgaciklar normal (Gaussian) dagilim egrisi bigiminde bir davranig
gosterirler. Dahasi diflizyon denkleminin ¢6ziimii olarak elde edilen fonksiyon bir

Gauss fonksiyonudur. Genel halde bir Gauss fonksiyonu, a,b,c>0 reel sabitler

olmak tlizere

biciminde tanimlanir. Olasilik teorisinde, normal (Gaussian) dagilim bir siirekli
olasilik dagilimidir. Bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu can egrisi ya da

yukarida da belirtildigi gibi Gauss fonksiyonu seklinde

tanimlanir. Yukarida herhangi bir Gauss fonksiyonu i¢in keyfi sabitler ile verilen
tanim burada anlamli parametreler haline gelmistir. Siras1 ile x4 parametresi
dagilimimn ortalamasim (tepe noktasmni) ve o varyansi (dagilimm genisligini) ifade

eder. ££=0 ve 0" =1 olmasi durumu standart normal dagilim olarak adlandirilir.

Normal dagilimin 6nemli bir 6zelligi ortalama karesel yer degistirmenin
zamanin lineer bir fonksiyonu biciminde olmasidir. Burada “ortalama karesel yer
degistirme ” olarak ifade edilen kavram, belli bir zaman araliginda meydana gelen bir

madde iletim isleminde bir molekiiliin gidebilecegi ortalama uzakligin Slgiisiidiir.

1(2),7, (1), (¢) sirast ile N tane x,x,,...,x, rastgele degiskenden olusan bir



normal dagilimda rastgele degiskenlerin yer degistirme miktarlart olsun. Yani x,
rastgele degiskeninin 0 anindan belli bir # anina kadar yaptig1 vektor yer degistirme

Ar,(t)=r,(¢)—r,(0) big¢iminde ifade edilsin. Bu durumda olasilik teorisinde, normal

dagilim i¢in

iligkisi gecerlidir. Burada akla gelen, “Biitlin olasilik dagilimlar i¢in karesel yer
degistirme, zamanin lineer bir fonksiyonu olarak mi1 tanimlanir?” sorusu, olasilik

teorisindeki mevcut dagilimlara farkli bir sorgulama getirmistir.

Dogada var olan bazi siireclerde genele uymayan, diger bir deyisle normal
olmayan dagilimlar gdzlenmistir. Ornegin, yari iletken malzemeler igindeki elektron
hareketlerinde karesel yer degistirmenin zamanin lineer bir fonksiyonu seklinde

olmadig1 deneysel olarak fark edilmistir. Bu farklilik matematiksel olarak
<Arl. (t)2> ~t" a#l

seklinde ifade edilir. Bu iligkiyi dogrulayan fiziksel sistemlerde o <1 durumunda
parcaciklarin yavas diflizlendigi goézlenmistir ki bu durum alt-difiizyon olarak
adlandirilir. Dogadaki baslica 6rnekleri: yer alti sularindaki atiklarin dagilimi,
ekolojik kazalar sebebiyle meydana gelen kirliliklerin yayilimi, protein

molekiillerinin hiicre zar1 boyunca iletimi bi¢cimindedir.

Benzer bicimde «a>1 olmasi durumunda pargaciklarin diflizlenmesi
hizlanmistir ve bu durum siiper-difiizyon adin1 almigtir. Albatros adi verilen deniz
kuglarinin uguslar1 sirasindaki yayilimlari, oriimcek maymunlarinin kiimeler
halindeki hareketleri, denizlerdeki kirliligin yayilimi ve hizli rotasyonlu dairesel

tanklarin i¢indeki pargaciklarin dagilimi baslica siiper-difiizyon 6rnekleridir.

O halde ortaya ¢ikan bir diger 6nemli soru, “Bu sekildeki dagilimlarin olasilik
fonksiyonlar1 yine bir Gauss fonksiyonu bi¢iminde mi tanimlanir?” olmustur. Bu
sorunun cevabr Gauss olmayan fonksiyonlarin varhigini ve dolayisiyla bu

fonksiyonlart ¢6ziim kabul eden difiizyon denklemlerinin tanimlanabilecegini ortaya
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cikarmistir. O halde agikca sOylenebilir ki burada tanimlanacak olan difiizyon
denklemi artik normal bir diflizyon denklemi olmayacaktir. Yeni tanimlamaya
ihtiya¢ duyulan siire¢ artik normal bir siire¢ degil anormal bir difiizyon davranisidir.

O halde bu siire¢ farkli bir diferansiyel denklem ile ifade edilmelidir. Iste, anormal

difiizyon davranis1 zaman (t) ve/veya uzay (x) kesirli tiirevli diferansiyel

denklemler ile ifade edilen bir siiregtir.

Kesirli diflizyon (anormal difiizyon) denklemleri sekilsiz yari iletkenler, likit
kristaller, camlar, polimerler, proteinler ve biyosistemler gibi i¢inde dispersiv
(dagitici) iletim gozlenen pek cok sistemin anormal davraniglarinin agiklanmasinda
kullanilir. Normal (ya da Gaussian) diflizyonun tersine kesirli difiizyon Levy kararl
Gauss olmayan stireglerle ilgilidir. Normal diflizyon davranis1 ve kesirli difiizyona

gecis asagidaki bicimde aciklanabilir.

u(x,t) belli bir x € R noktasinda ve ¢ aninda bir dagilimin {iretecini ya da

tizerinde calisilan herhangi pargaciklarin konsantrasyonunu ifade etsin. Klasik

difiizyon denklemi

bigiminde tanimlamir. Burada zaman (7) ve uzay (x) degiskenlerine bagh olarak

tanimlanan birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerin s6z konusu problemin yapisina
uygun kesirli tiirevlerle yer degistirmesi sonucunda meydana gelen yeni diferansiyel
denklem artik anormal bir difiizyon problemini ifade eder. Ancak akla gelen ilk soru
bu degisiklige hangi durumlarda ihtiyag duyuldugudur. Bu kisaca iki madde ile
asagidaki sekilde aciklanabilir [10]:

i. Diflizyon davranisindaki cok genis parcacik sigramalari x'e gore ikinci
mertebeden tiirevin kesirli bir tiirevle yer degistirmesi ile ifade edilir.
ii.  Yine difiizyondaki sigramalar arasindaki ¢ok uzun bekleme siireleri #’ye gore

birinci mertebeden tiirev yerine uygun bir kesirli tiirev kullanarak belirtilir.

Sonug olarak her iki davranigi da i¢ine alan en genel anormal difiizyon modeli zaman

ve uzay kesirli tiirevli denklemler ile ifade edilir. Bu tezde de optimal kontrolii
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amaclanan sistem yapist bu tipteki denklemler ile tanimlanmistir. O halde ana

problem olan kesirli optimal kontrol problemi ile kastedilen nedir?

Klasik kontrol teoride bir sistem durum ve kontrol degiskenleri ile belirlidir.
Sistemin davranislarini ifade eden denklemler sistemin dinamik kisitlar1 olarak
adlandirilir ve dinamik kisitlar durum ve kontrol degiskenlerine bagli olarak
tanimlanir. Klasik teoride bir optimal kontrol probleminin amaci, durum ve kontrol
degiskenleri ile tanimlanan dinamik kisitlara bagli olan bir fonksiyoneli (performans

indeksi) minimize (ya da maksimize) eden optimal kontrol fonksiyonunu bulmaktir

[11].

Eger bir optimal kontrol probleminde performans indeks ya da sistemin
dinamik kisitlarindan en az biri kesirli tiirevli terim (ya da terimler) igceriyorsa bu
probleme “Kesirli Optimal Kontrol Problemi” denir. Bu tezdeki temel amag da farkl
koordinat sistemlerinde tanimlanmis anormal difiizyon siirecinin kesirli optimal

kontrolii probleminin analitik ve niimerik ¢6ziimlerinin arastirilmasidir.

Kesirli optimal kontrol probleminin literatiire ilk girisi Agrawal [12] ile
olmustur. Problem tanimlamalarinda kullanilan kesirli analizin temel tanimlar1 ve
baz1 6nemli iligkileri 2. Bolimde verilmistir. 3. Boliimde ise hem anormal difiizyon
hem de kesirli optimal kontrol problemleri ile ilgili literatiirde yer alan c¢aligsmalar
degerlendirilmistir. Tez problemlerinin ilki olan kartezyen koordinatlarda kesirli

optimal kontrol problemi 4. Boliimde ele alinmugtir.

Coziimiin ilk adiminda, sistem dinamiklerini tanimlayan anormal difiizyon
denkleminin 6z fonksiyonlar ile ifade edilen seri ¢6zlimlerinin spektral bir yontem
kullanilarak  elde edilmesi amaclanmistir. Burada spektral yaklagimin
uygulanmasinda elde edilen 6z fonksiyonlarin ortogonal birer aile olmalar1 oldukca

onemlidir. Bu yontemin uygulanmasi ile saglanan en 6nemli avantaj esasen zaman

(t) ve durum (x) kesirli tiirevlerinin her ikisini de iceren dinamik sistemin sadece

zaman kesirli tiirevli hale donligmesine olanak saglamasidir. Bu olduk¢a 6nemli bir
avantajdir. Ciinkii her iki tiirevi de iceren denklemlerin analitik ve hatta niimerik
¢Oziimlerine ulagmak olduk¢a karmasiktir ve bu nedenle literatiirde yer alan
calismalarin ¢ogunda sadece nilimerik ¢oziimlerin bulunmasinin amaclandig

goriilmektedir.



Ikinci adimda, gerekli optimallik kosullari, Lagrange carpam teknigi
kullanilarak elde edilmistir. Bdylece durum ve kontrol bilesen fonksiyonlarina bagli,
sag ve sol kesirli tiirevli denklem sistemine ulagilmis ve bu sistemin analitik ve
niimerik olarak ¢6ziimii gerceklestirilmistir. Temeli ileri ve geri fark yaklagimlarina
dayanan Griinwald-Letnikov kesirli yaklasimi ile elde edilen niimerik ¢oziimler ve
klasik yontemle ulasilan analitik ¢oziimler MATLAB R2007b programi kullanilarak
yazilan algoritmalar ile elde edilen sekillerle karsilagtirilmistir. Bunun yani sira
problem parametrelerinin degisimlerinin sistemin durumu ve kontrolii izerinde etkisi
de yine sekillerle gosterilmis ve yorumlanmistir. Ana hatlar1 ayrintilariyla agiklanan
bu problem 5. Boliimde kutupsal koordinatlarda ve 6. Bolimde de kiiresel
koordinatlarda incelenmistir. Her bir farkli koordinat sisteminde Kkarsilasilan
ortogonal aile yapilarimin sistemin durum ve kontrol yapisini degistirdigini de
vurgulamak gerekir. 7. Bolimde ise direkt bir niimerik yaklagim oldugu bilinen
Griinwald-Letnikov yontemi Volterra integral denklemlerinin ¢oziimiinde kullanilan
iterasyonel bir niimerik yaklagimla tezin 4. Boliimiindeki problem o6rnek test
problemi secilerek karsilastirilmistir. Boylece yontemin avantajlart ve kullanigliligi

vurgulanmustir.

Son olarak, 8. Boliimde tezin genel bir degerlendirmesi yapilarak elde edilen

sonugclar ifade edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Tammm (Gamma Fonksiyonu): Karmasik diizlemin sag yarisinda yakinsak

olanve I () notasyonu ile gdsterilen Gamma fonksiyonu
T(z)=[e'tdt 2.1)
0

olarak  tamimlanir. Gamma  fonksiyonu  faktoriyel fonksiyonunun  bir

genellestirmesidir ve bazi 6nemli 6zellikleri agagidaki gibidir:

i. T(1)=1,T(2)=1(3)=2,.., [(n+1)=nl(n)=n,
ii. T(z+1)=2zI(z),
. F(%):%F(%)Z%\/;
iv.  T(0)=w, I(w)=0,
v. T(z)(1-z :Sm’fm (0<z<1)

2.2 Tammm (Mittag-Leffler Fonksiyonu): «,f >0 olmak lizere bir ve iki

parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlar

i F p ), Mittag & Leffler, 1905) (2.2)
=0 a +
- k

- Z—F(ak+ﬂ) (Agarwal & Erdelyi, 1953) (2.3)
k=0

biciminde tanimlanir. Bu fonksiyonlar, iistel fonksiyonun genellestirmesi olarak

ortaya atilmistir ve baglica 6zellikleri asagida verilmistir:

- zr ak+1) Ea(2)

k=0



i Eu(z)=zr(; ) =Z%=ez’

0 © k z
i, E,()=Y——2 =2 ¢l

e ()= r(sz 1) 2 (;k)! =cosh(z),

v E%l(z)gr(;:lj :ezzerfc( z), erfc(z):ﬁ]j dt
2

2.3 Tamm (Riemann-Liouville Kesirli Integralleri): a>0 ve f eLl(a,b)

olmak tizere sol ve sag a. mertebeden kesirli integralleri sirasi ile agagidaki bigimde

tanimlanir:

JOf( )=— (t—2)" f(r)dz, 2.4)

a)

Q C—

A1 (1 )=—)T(r—t)a1f(r)dr. (2.5)

“*” konvollisyon operatorii ve

1 0, <0
1) -
(1) F(a){t““, >0

olmak tizere (2.4)’de tanimi verilen integral, Laplace konvoliisyonu olarak da ifade

edilebilir:

dLf ()=, ()*f(t)=—— (2.6)

[a—

K

~—

Q C— ~
—~
~

|

Benzer durum (2.5) integrali i¢in de gegerlidir.

2.4 Tamim (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevieri): f (t) el (a,b) fonksiyonu

icin n—1<a<n (n eN +) olmak tizere f ’nin «. mertebeden sol ve sag Riemann-

Liouville kesirli tirevleri sirasi ile



olarak tanimlanir.

2.5 Tammm (Caputo Kesirli Tiirevieri): n—1<a<n (n € N+) ve f, n

mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere f ’nin «. mertebeden

sol ve sag kesirli tiirevleri sirasiyla

DEf(t)= 1D (1) = ;) [(e=zy [i) f(e)de  29)

DFf(t)= 11 (~D)' f(t)=—a)j(r—t)"_a_l [_—J" £(e)dr 2.10)

bigiminde tanimlanir.

Tanimlardaki farkliliktan da anlasilacagi iizere Riemann-Liouville (RL) ve
Caputo kesirli tiirev operatorleri arasinda uygulamalarda belirleyici olan 6nemli

farklar vardir. Bunlar1 vurgulamak amaci ile tamsay1 mertebeli tlirevlerin bir kisim

ozellikleri gdéz oniine alinmalidir. Ornegin a =n (n € N+) olmas1 durumunda bir

f(¢) fonksiyonunun n. mertebeden Laplace doniisiimii
=5"f(s)= > s" £ (0) (2.11)

formiili ile ifade edilir. Burada f (n=4) (0) degerleri fiziksel yorumlanabilir baslangi¢

kosullaridir.
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a. mertebeden RL ve Caputo kesirli tiirevlerinin Laplace doniisiimleri ise

sirasi ile

(2.12)

{CD f(t } f" gk (2.13)

k=

(=3

bicimindedir. Dikkat edilirse, RL kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii fiziksel olarak

yorumlanamayan [ D (t)l:O baslangi¢ kosullarini igerir. Oysaki Caputo kesirli

tiirevinin Laplace doniisiimii f*(0) tamsayr mertebeli baslangig kosullarini

gerektirir. Bu 6zellik Caputo kesirli tiirevlerini fiziksel uygulamalar acisindan daha

kullanigh yapar.

Yine, a =n (n € N*) olmak tizere klasik analizin en temel Ozelliklerinden

biri f(¢) fonksiyonunun 7. mertebeden tiirevi ve integrali arasindaki iliskidir:
D'I'=1, I'D"=1. (2.14)

Bu iliski D" operatdriiniin /" ’nin sol tersi oldugu anlamina gelir. Dahasi

"D" f (1 nlf —kt>0 (2.15)

k=0
esitligi gecerlidir.
a >0 olmak tizere RL kesirli tiirevi igin
DI =1 (2.16)

ozelligi gecerlidir. Buradan hareketle Caputo kesirli tiirevi i¢in 6nemli bir sonug elde

edilir;
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1 $pef(t)=1°[1"“D"f(¢) ]
=[ 11" |D"f (1)
=1"D"f(t) (2.17)

=F (-2 0)

k=0 :
Yine Caputo kesirli tiirev operatoriiniin tamsay1 mertebeli tiirevlere olan benzerligi
(2.15) ve (2.17) sonuglarinda agikca goriiliir. O halde (2.16) ve (2.17) iliskileri goz

Oniine alinarak kesirli analizin 6nemli bir esitligine asagidaki bicimde ulasilir:

s D7 (1)=[, D017 ] 507/ (1)
= D! [1“ $Dr S (r)]

_ (0) (2.18)
=T( k+1)

n—1 k—a

_ (k) 0
k:()r k 0{+1) ( )

veya

k-a

Drf(t)= SDf +”er . F9(0). (2.19)

=0 0{—1—1)

(2.18) esitligi RL ve Caputo kesirli tiirev operatorleri arasinda direkt esitlik
olmadigini gosteren en 6nemli sonugtur. Ancak, belli sartlar altinda bu operatorler

birbirine esit olur:

2.6 Teorem: f (t), (a,t) sonlu araliginda siirekli ve integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. m—-l<a <m (meZ*) olmak {iizere f(k)(t) (k=12,...m+1)
tirevleri de [a,t] tizerinde siirekli ve integrallenebilir ise k=1,2,...,m+1 i¢in
f (*) (a) =0 sart1 saglanirsa

D f(t)= D f(¢) (2.20)

esitligi gecerlidir.
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2.7 Tamm (Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevieri): f, [a,b] lizerinde

integrallenebilen bir fonksiyon ve n-l<a<n (n eN +) olmak flizere «.

mertebeden sol ve sag Griinwald-Letnikov (GL) tiirevleri sirasiyla asagidaki sekilde

tanimlanir:
GL na . —a[t_a/h] rf &
. Dy f(t)=£1£13h 2 (—1) (r f(t—rh), (2.21)
GL na . —a[b_t/h} r| &
) th(t)zyilgh ;:0 (—1) (r f(t+rh), (2.22)

2.8 Teorem: [ fonksiyonu [a,t] araliginda (n—l) kez stirekli
diferansiyellenebilir ve /") () tiirevleri de [a,t] iizerinde integrallenebilir olsun. O
halde Va (0<a<n) i¢in D/ f(¢) Riemann-Liouville kesirli tiirevi vardir ve

7D’ f(¢) Griinwald-Letnikov kesirli tiirevine esittir. 0<m—1<a<m<n olmasi

durumunda a <7 <t i¢in

a GL nya S " 1— o 1 t m+1 m-«a
DEf(r)= D,f(t)sz(;fFEZ)_(afl)) +F(m_a)'[f( (o) (1-7)"" de

(2.23)
esitligi saglanir.

Bunlarin yani sira Riesz, Riesz-Feller kesirli tiirevleri ve kesirli Laplace
operatorii gibi kesirli analizin diger 6nemli kavramlart ve bunlar arasindaki iligkiler

anormal difiizyon yapis1 agiklanirken verilecektir.
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3. LITERATUR CALISMALARI

31 Anormal Difiizyon Problemleri

Anormal difiizyon, karmasik ve homojen olmayan ortamlar icindeki
etkilesimler ile baglantili olan fiziksel bir olgudur. Bu olgu, gézenekli materyaller
icindeki madde iletiminde, kaotik 1s1 banyolarinda, sekilsiz yari iletkenlerde, polimer
aglan icindeki pargacik dinamiklerinde, iki boyutlu rotasyonel madde iletimlerinde

ve benzeri fizik olaylarinda meydana gelir [13].

Anormal difiizyon olgusu fiziksel ve matematiksel bir bakis acis1 ile klasik
difiizyon denklemlerinin zaman ve/veya uzay tamsay1 mertebeli tlirevlerinin uygun
kesirli tiirev operatorleriyle yer degistirmesi sonucu tanimlanan genellestirilmis
difiizyon denklemleri ve olasiliksal olarak bu denklemler ile ilgili rastgele yiiriiyiis
modelleri ile belirlidir. Genellestirilmis difiizyon denklemlerini ifade eden “uzay-

zaman kesirli difiizyon” denklemi matematiksel olarak

,Dfu(x,t): xDZu(x,t), —o<x<o, t>0, (3.1)

bigiminde tanimlanmustir [21]. Burada «, 8, f parametrelerinin kisitlari

0<a<2, |f|<min{a,2-a}, 0<pB<2, (3.2)

olmak iizere ,D/ notasyonu p. mertebeden Caputo (veya Riemann-Liouville)
zaman kesirli tlirevini ve D, «.mertebeden Riesz-Feller uzay kesirli tiirevini, € ise
egrilik parametresini ifade eder. (3.1) genel denklemi, « ve [ parametrelerinin

farkli deger araliklari i¢in li¢ 6zel durum belirtir:

{0 <a<l2,p= 1} , (uzay—kesirli difl'izyonu)
{a=2,0< <2}, (zaman-kesirli difiizyonu) (3.3)
{0<a=p<2}, (nétr-kesirli difiizyonu).

Burada bahsedilen egrilik parametresi kavrami sdyle aciklanabilir. Standart difiizyon

denklemi i¢in
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2

%u(x,t) = D%u(x,t), —o<x<ow, t=>20 ve u(x,O) = g(x) (3.4)
biciminde tanimlanan Cauchy probleminin temel ¢o6ziimii (Green fonksiyonu)
olasilik teorisindeki normal (Gaussian) dagilim egrisine karsilik gelir. Bilindigi gibi
normal dagilim egrisi, dagilimin ortalamasi etrafinda simetrik olarak konumlanir,
yani diger bir deyisle can egrisi seklindedir. O halde burada dagilimin egriligi
stfirdir, denir. Fakat bu simetri her dagilim i¢in s6z konusu degildir ve dolayisiyla
ortalamanin saginda ya da solunda bir egrilik meydana gelir. Iste bunu ifade eden

parametre “egrilik parametresi”dir.

O halde uzay-zaman kesirli diflizyon denkleminin ortaya cikisinin olasilik
dagilimlari ile dogrudan iligkili oldugu da sezilebilir. Feller 1952°de en genel halde
biitiin Levy kararli olasilik dagilim fonksiyonlarini iiretmeyi amaglayan bir problemi
goz Oniline almistir [14]. Feller’in buradaki temel diisiincesi, klasik difiizyon
denklemindeki ikinci mertebeden uzay tiirevini O6zel bir yalanci diferansiyel

operatorii ile degistirmesine neden olmustur.

Burada, olasilik teorisine ait olan bazi temel kavramlara da kisaca deginmek
gerekir. Bir dagilimin kararli olmast demek, dagilim i¢inde yer alan sonlu sayida
rastgele degiskenin lineer toplaminin yine dagilim igindeki bir rastgele degiskeni
ifade etmesi demektir. Diger bir deyisle dagilim, toplamsalliga gore kapalidir ve bu
dagilimin seklinin 6telemeye ve 6lgek parametresine gére korundugu anlamina gelir.
Olgek parametresi dagilimin yogunlugunu belirler. Bu parametre biiyiidiikce

dagilimin yayilmasi artar, yani yogunlugu azalir.

Iste normal (Gaussian) dagilim, Cauchy dagilimi ve Levy dagilim kararli
dagilimlarin ii¢ 6zel halidir. Bu tipteki dagilimlar 4 konum, ¢ 6lgek, f egrilik
(asimetri) ve « yogunluk olmak {izere dort parametre ile karakterize edilirler.

Herhangi bir olasihik dagilimi olasilik yogunluk fonksiyonu ile ifade

edilebildigi gibi karakteristik fonksiyon ile de belirtilebilir. Matematiksel olarak bir
X dagilmmim olasilik yogunluk fonksiyonu f, olmak iizere karakteristik
fonksiyonu bunun Fourier doniisiimii olarak tanimlanir:

oy ' R>C; o, (1)= J.e”"fxdx. (3.5)

—00
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Kararl bir olasilik dagiliminin karakteristik fonksiyonu yukaridaki dort parametre ile
qo(t)zexp[it,u—|ct|a (1—iﬁsgn(t)d))] (3.6)

biciminde tanimhidir. Burada, © = tan(a% ), ueR, pe[-1,1] olup bu

parametrelerin durumlarina gore kararli dagilimlarin 6zel halleri elde edilir.

Feller’in [14] c¢alismasinda olasilik yogunluk fonksiyonunu g, (x,t;@)

parametrizasyonu ile gosterdigi Levy kararli dagilimlarmin  karakteristik

fonksiyonlar1

g, (x,1;0) = j e"g, (x,0;0)dx = exp(—t|r<|a ei(Sig"'()e”/z) (3.7)

—00

bi¢iminde ifade edilmektedir, dyle ki X,k €R, #>0. Burada a kararlilik indeksi

ve O egrilik parametresi olarak adlandirilmistir. Bu parametreler arasindaki iliski ise

a, O<axl
0<a<2; |0|<q{2-a, 1<a<2 (3.8)
0, a=1,2

seklinde verilir. Bunun yani sira zaman parametresi #, bir olgek parametresi olarak

rol oynar. O halde Feller, Levy kararli dagilimlarin1 g6z 6niine alarak esasinda genel

bir durum i¢in parametrizasyon vermistir. Cilinkii 6zel halde =2 ve a =1 (0 = 0)

durumlart sirasi ile normal (Gaussian) ve Cauchy kararli dagilimlarina karsilik gelir.

Iste; (3.7) karakteristik fonksiyonun 6zel Feller formu literatiire g, (x,%;0)

olasilik yogunluk fonksiyonunu Green fonksiyonu olarak ¢6ziim kabul eden

%:XDgu, u=u(x,t;a,0), xeR, 120 (3.9)

“Feller uzay-kesirli difiizyon denklemi”nin girmesine sebep olmustur. Buradaki D

notasyonu ileriki kisimlarda tanimi ayrintili bi¢imde verilen “Feller yalanci-

diferansiyel operatorii” ya da “Riesz-Feller kesirli tiirevi” olarak adlandirilir.
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Gorenflo ve Mainardi [15] uzay-kesirli (Levy-Feller) difiizyon siire¢lerini goz
oOniine alarak Griinwald-Letnikov yaklasimi ile ¢6ziilen rastlantisal yiiriiyilis modelleri
ortaya koymuslardir. Bu calismalari, Levy-Feller siireclerinin olasiliksal bir bakis
acistyla degerlendirilmesi bakimindan oldukg¢a 6nemlidir. Calismada, ayni zamanda
yukarida bahsedilen Feller’in parametrizasyonu ile ilgili temel kavramlara da
ayrintili sekilde yer verilmistir. Yine bu ¢alismanin paralelinde Levy-Feller difiizyon
stireglerinin rastlantisal yiirliylis modeli iizerine yapilan diger caligmalar: literatiirde

bulmak miimkiindiir [16-21].
A notasyonu genel bir yalanci-diferansiyel operatoriinii temsil etmek {izere
x € R degiskenine gore

I einA[f(x)]dx = ﬁ(K)f(K)

—00

bigiminde Fourier gosterimi ile tanimlidir dyle ki burada 21(/() A operatoriinii

sembolik olarak temsil eder. Diger bir deyisle,
A(K') — (Ae—ilfx )e+in

bi¢imindedir. Iste; Feller yalanci diferansiyel operatoriiniin Fourier gdsterimi de

w2 (x) sembolii ile ifade edilmek iizere
F{LD51 (x)i} = (1) F (x) (3.10
olarak tanimlanir yle ki ¢ (k)= | K|" o signx)om /2

(3.10) ile Fourier gosterimi verilen operatoriin Riesz-Feller kesirli tlirevi
olarak literatiire ge¢mesinin nedeni =0 ve a#1 durumu igin 1940’11 yillarda
Marcel Riesz tarafindan ortaya konan ve Riesz potansiyeli olarak bilinen kesirli

integralin soldan tersine esit olmasidir. Diger bir deyisle Feller’in en genel durum

icin yapti@1 tanimlamay1 aslinda ilk olarak Riesz simetrik dagilimlar i¢in (9= 0)

yapmustir [22].
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Orijinal olarak Feller’in ¢aligmasinda yer alan yalanci diferansiyel operatorii
Mainardi ve dig. [23] tarafindan sezgisel bir bakis agis1 ile sadelestirerek ifade

edilmistir. Buradaki diisiince, ilk olarak pozitif taniml

diferansiyel operatoriinii goz Oniine alarak baslar. Bu operatoriin pozitif kuvvetleri ve

Fourier goriintiileri

a, a>0

biciminde ifade edilmistir. Buradaki —A% yalanc1 diferansiyel operatorii Riesz’in
kesirli tiirev tanmmidir. 3.1.1 taniminda verilecegi lizere yeni tanimlanmis bu
operatoriin temeli Riesz potansiyellerine dayanir. Daha sonraki zamanlarda bu

operator i¢in ilk kez Saichev ve Zaslavsky’nin kullandig1 notasyon [24]

A% = d
dl"

olacaktir. Riesz’in kesirli tiirev operatori Feller’in tanimmin =0 0&zel hali

oldugundan

df
olarak da ifade edilir.

O halde literatiir caligmalarina deginmeden Once ilk olarak Riesz Potansiyeli

(integrali), Riesz tlirevi ve Riesz-Feller tiirevi tanimlarina yer verilmelidir.

3.1.1 Tamm (Riesz Potansiyeli) : Keyfi bir a >0 (a#1,3,5,..) ve xeR

olmak iizere Riesz potansiyeli (kesirli integrali) ve bunun Fourier goriintiisii

() ! Flec et £)ae + 2
1"9(x)= 2F(a)cos(a7r/2)'[|x T e(8)de ||” o

—00
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bi¢imindedir.

(3.11) ile verilen tanim, Weyl kesirli integralleri

17 (x) ﬁ J (x—£)"'9(£)de,

(3.12)
o 1 a1
4p(x) :=mf(§—x) $(&)de
olmak tuzere
« B 1 « «
I ¢(x)_—2cos(m/2)["1+¢(x)+ Jp(x)] (3.13)

seklinde de ifade edilir. Ayrica Weyl kesirli integrallerinin Fourier gosterimleri
I (Fin) =] e (3.14)
bigimindedir.

3.1.2 Tamm (Riesz Kesirli Tiirevi) : 0<a <2 (a#1) ve I“ Riesz

potansiyeli olmak {lizere Riesz kesirli tiirevi

1

D) =1 ) ==

[ .Dig(x)+ Dg(x)]  (3.15)

olarak tanimlanir.

Burada D! (0<a<2, a=#1) notasyonu Weyl kesirli tiirevierini ifade

eder:

a . i%[x]i‘“f(x)l O<acx<l,
oL f(x): Ds f(x): d? (3.16)
—[xlf_“f(x)], l<a<?2.

x

Yine Weyl kesirli tiirevlerinin Fourier gosterimi de (3.14)’dekine benzer olarak ifade
edilir:

D +(Fix)" =|x[* T E 2, (3.17)
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Riesz kesirli tiirev operatoriiniin her iki yonlii tiirevleri icermesi fiziksel olarak
diflizyonun meydana geldigi bolgenin her bir yoniinden birbiri ile etkilesen akim

rejimlerinin modellenmesine olanak saglamaktadir.

Cok degiskenli fonksiyonlarin kesirli integro-diferansiyellerini ifade eden

kesirli Laplace operatorii (—A)a/ ? ile Riesz operatdrleri arasindaki esitlik

If, Re(a)>0

D f, Re(a)<0 (3-18)

(o) = -]

bi¢imindedir ([1],[7]). Buradaki /“ ve D“ sirasiyla Riesz kesirli integral ve

tiirevlerini temsil eder.
3.1.3 Yardimei Teorem [25]: Sonsuz bir —oo < x <00 bolgesinde tanimlanan
bir u(x) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik gegerlidir:

1 o0”
— | D%l(x Du(x)|=
cos(om/2)[x ulx)+ Dru( )J A"

~(-a)u(x) -

u(x). (3.19)
3.1.4 Uyarn1: Sonlu bir [O,L] araliginda tanimlanan bir u (x) fonksiyonu i¢in

* ) 0

i (x)=] ") xe(OL) (3.20)
0, xe(0,L)

geniglemesi goz oniine alindiginda, diger bir deyisle sinirdaki ve sinir 6tesindeki

noktalarda u° (x) =0 kosulu saglandiginda, (3.19) esitligi yine gecerlidir.

3.1.5 Tanmmm [26]: Varsayalim ki (—A) Laplace operatorii sinirlt bir D

bolgesinde 6z degerleri A’ olan bir tam ¢, ortonormal 6z fonksiyonlar kiimesine

sahip olsun. Yani,
(-8)e, =49,

oyle ki B((o) Dirichlet, Neumann ve Robin sinir kosullarindan biri olmak tizere

bolgenin 0D simiri iizerinde
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B((p)=0

olmas1 kosulu g6z 6niine alinsin. O halde

2/1”

o0
2
n=1

Cl‘l

F; :{f:,,zicﬂ¢n’cn :<f’¢”>

7<oo,y=max(a,0)} (3.21)

olmak tizere Vf e F, i¢in kesirli Laplace operatériiniin 6z fonksiyonlar tiriinden

gosterimi (spektral gosterim)

(-A): f=3c,(4) o, (3.22)

bi¢ciminde tanimlidir.

Dikkat edilirse, kesirli Laplace operatorii igin iki farkli tanim mevcuttur.
Bunlardan ilki, sonsuz bir bolgede Fourier dontisiimii kullanilarak yapilan ve ayni
zamanda sonlu bir bdlgede tanimlanan fonksiyonlara da (3.20) iligkisi ile
genisletilebilen (3.18)’de verilen tanimdir. Bu tanimda kesirli Laplace operatorii ile
Riesz kesirli tiirevi arasinda direkt esitlik durumu séz konusudur. fkinci tanim ise,
sonlu bir bolgede 6z fonksiyon genislemesi lizerine kurulur. Matematiksel olarak
kesirli Laplace ve Riesz operatdrleri arasinda ilk tanimda oldugu gibi esitlik
olmamasina ragmen niimerik yaklagimlarin uygulanabilirligi acisindan énemlidir. Bu
yliizden hem bu tezde kullanilmistir hem de literatiirde yaygin olarak

kullanilagelmistir.

3.1.6 Tamm (Riesz-Feller Kesirli Tirevi) : 0<a<2 (a#1) ve

|t9| < min {a, 2-— a} olmak tizere Riesz-Feller kesirli tiirevi

D5 f(x)==]c.(a.0) D! +c (a,0) D" |f(x) (3.23)

bi¢cimindedir. Buradaki ¢, katsayilar1 agagidaki gibidir:

c.(,0)= Si“[gzz;[/ 2],
sin [(a + :9)7[/2] G249
¢.(.0)= sin(ar)
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Ozel halde 8 =0 iken

1

¢, (@,0)=c (a,0) :W

ve ayrica @ — 2 olmak tizere limit durumu goz 6niine alindiginda
¢, (2,0)=c_(2,0)=-1/2

elde edilir. Bu durumda Riesz-Feller kesirli tiirevi:

1 1(d* d? d*
Dl=—17=—(I"+1")=~ + =—.
0 X0 2( " - ) Z(a’x2 dxzj dx?

X

Fiziksel olarak, uzay kesirli tiirevleri anormal difiizyon (dispersiyon/yayilma)
ve adveksiyon (yatay iletim) olgulariin modellenmesinde kullanilir. Bu tiirevler,
simetrik durumlar i¢in Riesz (ya da kesirli Laplace operatorii) ve simetrik olmayan
durumlar icin Riesz-Feller kesirli tiirev operatdrleridir. Ornegin, bu operatérlerin en
yaygin uygulamalarindan biri yer alti su tabakasindaki ¢Ozlinen maddelerin
tasinmasini modelleyen kesirli adveksiyon-dispersiyon denklemleridir. Klasik teoride

bu denklemler

2
& —vZepy (3.25)
X X

biciminde tanimlanir. Burada u ¢6zlinen madde yogunlugunu, v ve D pozitif
sabitleri sirasiyla ortalama akigkan hizin1 ve dispersiyon katsayisini, x uzay ve ¢

zaman degiskenlerini ifade eder.

Huang ve Liu [27], (3.25) denkleminde birinci mertebeden zaman tiirevini

a e(O,l] mertebeden Caputo kesirli tiirevi ve ikinci mertebeden uzay tiirevini ise

p 6(0,2] mertebeden Riesz-Feller kesirli tiirevi ile yer degistirilmesi sonucu

meydana gelen bir uzay-zaman kesirli adveksiyon-dispersiyon denklemini goz oniine

almiglardir. Bu denklem
.Dlu (x,t) =-vDu (x,t)+ DDJu (x,t) (x eR,teR" ), (3.26)

baslangi¢ ve sinir kosullari sirastyla
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u(x,0)=g(x), xeR, u(t0,1)=0, >0

biciminde tanimlanmistir. Burada ele aldiklar1 Cauchy probleminin temel
¢oziimlerini Green fonksiyonlar1i cinsinden Fourier ve Laplace doniisiimlerini
kullanarak elde etmislerdir. Ayrica buradaki temel ¢6ziim olan Green fonksiyonu bir

uzaysal olasilik yogunluk fonksiyonu olarak da diisiiniilebilir.

llic ve dig. smirli bir bolgede tanimladiklar1 bir kesirli uzay difiizyon
denklemini homojen [28] ve homojen olmayan [26] smir kosullar1 altinda
incelemislerdir. Denklemde kullanilan kesirli tiirev operatorlerinin (Caputo ve Riesz)
matris gosterimi lizerine kurduklar1 yeni bir matris transfer teknigini kullanarak
niimerik ¢oziimleri elde etmislerdir. Burada yontemin yeniligi kesirli operatorlere
uygulanan standart bir ayriklastirmanin bir lineer diferansiyel denklem sisteminin
cikisina ve boylelikle de geri fark formiilleri iizerine kurulmus DASSL adi verilen
diferansiyel/cebirsel ~ sistem  ¢oziiclisi  kullanilarak  denklemin  kolayca
¢oziilebilmesine yol agmasidir. Yine bu ¢alismada denklemin analitik ¢oziimiinii elde

edebilmek i¢in 3.1.5 Tanimindaki spektral gésterim kullanilmistir.

Liu ve dig. [29] Levy-Feller adveksiyon-dispersiyon siireci ig¢in bir
rastlantisal yiiriiylis modeli tanimlamigslar ve nlimerik ¢oztimler i¢in kesirli tiirevlerin
Griinwald-Letnikov ayriklastirmasindan yola ¢ikarak bir sonlu fark yaklagimi ortaya

koymuslardir. Burada ele aldiklar1 denklem

8u(x,t)
ot

Gu(x,t)
ox

=aDyju(x,t)-b , (3.27)

baslangi¢ kosulu u(x,0) = ¢(x) bigimindedir dyleki xeR, >0, a>0, b>0.

Zhang ve dig. [30] Levy-Feller difiizyon denklemi i¢in tanimladiklari

M:Dgu(x,t), 0<a<2 (a=#l),xeR, >0
p” (3.28)
(20)=f(x).  xeRfeL(E)

Cauchy probleminin niimerik ¢oziimleri ve bunlarin olasiliksal yorumlari {izerine

caligsmislardir.
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Ciesielski ve Leszcynski [31] Riesz-Feller kesirli tiirev operatori ile
tanimlanan bir anormal diflizyon denklemi i¢in sinir deger problemini sonlu farklar
metodu temeline dayanan bir niimerik metotla ¢dzmiislerdir. Ornek olarak da bu
tipteki denklemler ile tanimlanan nanotiipler igindeki lineer olmayan sicaklik

profillerini ele almiglar ve bunun {izerinde yontemi uygulamislardir.

Zhang ve Liu [32] uzay ve uzay-zaman Riesz kesirli kismi diferansiyel
denklemlerinin periyodik ¢6ziimlerini Fourier ve Laplace doniisiimlerini kullanarak
elde etmislerdir. Ozdemir ve dig. [33], [32]’deki problemi iki boyutlu uzayda
incelemigler ve periyodik ¢oziimler i¢in Griinwald-Letnikov niimerik yaklagimini
uygulamislardir. Ozdemir ve Avei [34] ise hem iki boyutlu uzayda hem de Caputo ve
Riesz-Feller anlaminda tanimladiklar1 anormal difiizyon denklemini goz Oniine
alarak simetrik olmayan durumlar i¢in de anormal difiizyon probleminin periyodik

¢Oziimlerini incelemislerdir.

Chen ve dig. [35] Kklasik reaksiyon-dispersiyon denkleminde ikinci

mertebeden uzay tiirevinin [ 6(1,2] mertebeli Riesz kesirli tiirevi ile yer

degistirmesi sonucu elde edilen uzay-kesirli reaksiyon-dispersiyon denklemin temel
¢oziimlerini Laplace ve Fourier doniisiimlerini kullanarak bulmuslardir. Ayrica bir
sonlu fark yaklagimi uygulamislar ve bu yaklagimin kararliligin1 ve yakinsakligin
analiz etmislerdir. G6z Oniine aldiklar1 uzay-kesirli reaksiyon-dispersiyon denklemi

asagidaki gibi tanimhidir:

au(x,t)
ot

:—u(x,t)+ xDoﬂu(x,t), xeR, teR". (3.29)

Shen ve dig. [36] bir Riesz kesirli adveksiyon-dispersiyon denkleminin temel
¢Oziimii lizerine ¢alismiglardir. Ele aldiklar1 denklem
Ou (x, t) 0 ol

=4 ,t)+ B
o o O

u(x,t), xeR, teR", (3.30)

bicimindedir. Calismalarinda temeli sonlu fark yaklasimi {izerine kurulmus olan bir
ayrik rastlantisal yiiriiylis modeli tanimlamislar ve ayrica belli baslangic ve sinir
kosullarin1 g6z oOniine alarak acik ve kapali sonlu fark yaklasimlari ile problemi

niimerik olarak c¢ozmiislerdir. Dahast uyguladiklar1 yaklasimlarin kararlilik ve
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yakinsaklik analizlerini de yaparak yontemlerinin gegerliligini de test etmislerdir. Bir
sonraki adimda yine Shen ve dig. [37], (3.30)’daki denklemin bir genellestirmesi
olan dagitilmis dereceli bir zaman-uzay kesirli difiizyon denklemini ele almislar:

aﬁl aﬁz

th’u(x,t)=Blmbt()c,z‘)nLB2 5 u(x,t), xeR, teR’ (3.31)
x

Ol

ve bu denklemin baslangig-deger probleminin temel ¢Ozliimiinii arastirmislardir.

Burada o (O <a< 1) Caputo zaman kesirli tiirevinin mertebesini, S, (0 <pB < 1) ve

B, (1<B,<2) Riesz uzay kesirli tiirevlerinin mertebelerini, B, ve B, pozitif

sabitleri ifade etmektedir. Yine Onceki ¢alismalarina paralel olarak (3.31)
denkleminin temel ¢oziimii zamanla degisen bir uzaysal olasilik yogunluk
fonksiyonu olarak yorumlanacagindan problem i¢in sonlu fark yaklasimi temeline
dayanan bir ayrik rastlantisal yiiriiylis modelini ortaya koymuslar ve bdylelikle de

niimerik ¢oziimlere ulasmislardir.

Yang ve dig. [38] c¢alismalarinda homojen Dirichlet ve Neumann sinir
kosullar1 altinda tanimladiklari bir zaman ve wuzay-simetrik kesirli difiizyon

denklemini diigiinmiislerdir:

,Dfu(x,t) =—Kﬁ(—A)ﬂ/zu(x,t), 0<t<T, 0<x<L,

(0<a<l, 1<B<2). (332

Bu denklemin analitik ¢oziimiinii degiskenlerine ayirma yontemini kullanarak elde
etmislerdir. Niimerik ¢ozlimlerini ise zaman kesirli tiirevi i¢in sonlu fark ve Laplace
donilisgiim yOntemlerini, uzay-simetrik tiirevi i¢in matris doniisiim yOntemini
uygulayarak bulmuslardir. Burada kullanilan ve uzay-simetrik kesirli tiirevi olarak
adlandirilan operator 3.1.3 Yardimci Teoreminde ve 3.1.5 Taniminda ifade edilen
kesirli Laplace operatoriidiir. Dikkat edilirse bu ¢alismadaki homojen sinir kosullar
varsayimi bu operatoriin 6z fonksiyonlar cinsinden ifadesine imkan saglamaktadir.
Yine calismadaki baz1 varsayimlar fiziksel agidan bazi 6nemli anlamlar tagimaktadir.

Ornegin, x , > 0 varsayimi madde akiginin bélgenin solundan sagia dogru oldugunu

ifade eder. Homojen Dirichlet sinir kosullarinin fiziksel anlami, bélgenin sinirinin
siira ulasacak madde yogunlugunun ihmal edilebilir derecede kiiciik olacak sekilde

belirlenmesidir. Yine homojen Neumann sinir kosullar1 ise taginan pargaciklarin
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bolgenin smir1 boyunca serbest olarak yani dis etkenlerden izole edilmis olarak

hareket ettiklerini gosterir. (3.32) denkleminde O<a <1 ve F=2 olmasi alt
difiizyon davranmisii, a =1ve 1< <2 olmasi ise Levy siirecini belirtmektedir. Iste

bu iki anormal diflizyon siireci arasindaki iligkiyi temsil ettiginden bu denklemin
¢oziimii oldukca Onemlidir. Zaman ve uzay-simetrik kesirli difiizyon denklemini
Hamilton kaotik sistemleri modellemek amaci ile ilk olarak Zaslavsky ortaya

koymustur [39].

(3.32) denklemi iki boyutlu uzayda

,Dfu(x,y,t):—Ka (—A)a/zu(x,y,l), 0<t<T, 0<x<L,

3.33
(0<7<1, 1<a£2), ( )

biciminde tanimlanarak Yang ve dig. [40] tarafindan ele alinmistir. Calismada uzay
kesirli tiirevinin ayriklastirilmasinda hem sonlu elemanlar ve hem de sonlu farklar
yontemlerinin uygulanisi ve zaman kesirli tiirevinin ayriklastirilmasinda ise sonlu
farklar ve Laplace doniisiim yontemlerinin uygulanigt gosterilmistir. Ayrica matris
doniigiim yontemi uygulanmis ve matris fonksiyonunun yaklasiminda Lanczos ve M-
Lancsoz yontemleri géz Oniine alinmistir. Sonunda ise niimerik ¢oziimler Mittag-
Leffler fonksiyonlar1 olarak bulunan analitik ¢oziimler ile karsilastirilmis ve bdylece

secilen niimerik yontemlerin gegerliligi vurgulanmistir.

Yang ve dig. [25] smirhi bir bolgede Riesz uzay kesirli tiirevleri ile
tanimlanan iki kesirli kismi diferansiyel denklem tipi i¢in niimerik ¢6ziim
metodlarini arastirmiglardir. Ele aldiklar1 bu denklem tipleri sirasiyla kesirli difiizyon
denklemi:

8u(x,t) Vo

=K, ——u(x,t), 0<t<T, 0<x<L, l<a<2, (3.34)
ot a|x|

ve kesirli adveksiyon-dispersiyon denklemi:

a B
) T i, ot ocssTa<re,
or o\ Ol

(3.35)
(I<a <2, 0<p<1)
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dir. Bu ¢alismanin literatiire en 6nemli katkist 3.1.3 Yardimci1 Teoreminin agik ispati
olmustur. Boylelikle 3.1.5 Tanimindan yararlanarak ilk olarak problemlerin analitik
cozlimleri ortaya konmustur. Dahast bu tanimin uygulamigt L1/L2 yaklasimlari,
standart/0telenmis Griinwald ve matris transfer yontemleri gibi ti¢ farkli yontemin

kullanilmasina olanak saglamis ve niimerik ¢6ziimler elde edilmistir.

Povstenko, klasik termoelastisite teorisinde Fourier kanunu temeline dayanan
11 iletim denklemini ve boylece 1s1 iletimi esnasinda ortaya ¢ikan termal gerilim ve
gerilme iliskilerini kesirli analizin temel kavramlarini kullanarak genellestirmistir
[41,42]. GOz Oniline aldigr uzay-zaman kesirli 1s1 iletim denklemi bir boyutlu

durumda [43]

a B
aT:aa—Y;, O0<a<2, 0<p<L2, (3.36)
o 9|x
veya ¢ok boyutlu uzayda
o =-a(-A)"T, 0<as2, 0<ps2 (3:37)

formundadir. Ozel halde silindirik koordinatlarda bir Cauchy probleminin temel

¢Oziimii ile iligkili olan termal gerilmeleri hesaplamistir [44].

Farkli bir bakis acist ile Lin ve dig. [45] degisken mertebeli Riemann-
Liouville kesirli tiirevi ve bunun Griinwald-Letnikov genislemesi arasindaki esitlik
d2 a(x.t)
iligkisini kurmuslar ve bu iliskiyi kullanarak (_Fj operatoriiniin bazi
X
ozelliklerini ortaya koymuslardir. Boylelikle ele aldiklar1 ve bir sonlu fark yaklagimi

ile ¢ozlimiinii aradiklar1 degisken mertebeli lineer olmayan kesirli diflizyon denklemi

8u(x,t)
ot

=B(x,t) xRa(x’t)u(x,t)+f(u,x,t), (1<a(x,t)s2) (3.38)

bicimindedir. Benzer bi¢gimde Zhuang ve digerlerinin iizerinde c¢alistiklar1 [46]

kaynak terimli ve degisken mertebeli kesirli bir adveksiyon-difiizyon denklemi:

ou(x,1)
ot

:K(x,t)Ra(xt)u(x,t)—u(x,t)Z—qu Fluxi), (1<a(ni)<2).  (339)
’ X
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Belirli varsayimlar altinda bu denklem icin agik ve kapali Euler yaklasimlar ortaya
koymuslardir. Bunu yaparken reel mertebeli Riemann-Liouville, Caputo ve Riesz
gibi kesirli tiirev operatdrlerinin tanimlarmin degisken mertebe durumuna
genellestirmelerine deginmislerdir. Ayrica calismalarinda uyguladiklar: niimerik

yaklagimlarin kararlilik ve yakinsaklik analizlerine de yer vermislerdir.

Dikkat edilirse, literatiirde anormal difiizyon problemi olarak ele alinan
fiziksel stiregler c¢esitlendikce calisilan denklem tipleri de bir o kadar
farklilagmaktadir. Iste bu denklem tiplerinden bir yenisi de kesirli Fokker—Planck

denklemleridir. Klasik teoride bir dis F(x)=—-V"(x) kuvvetinin etkisine maruz

kalan Brown hareketi Fokker—Planck denklemi ile tanimlanir:

2

' 2
M—[QV (x)+K1 0 }W(x,t). (340)
ot Ox mn, Ox

Bu denklemin ¢6ziimii olan W(x,t) , belli bir ¢ aninda x durumundaki test

par¢acigin1 bulmaya yarayan olasilik yogunluk fonksiyonudur. Yine denklemdeki m

parcacigm Kkiitlesini, K, difiizyon katsayisini ve 7, cevresi ile etkilesim halinde

bulunan pargacigin siirtinme katsayisini temsil eder. Ancak homojen olmayan
karmasik sistemler igindeki dis kuvvet etkisi altindaki madde iletimini ifade etmek
i¢in her zaman (3.40) denklemi yeterli olmaz. Iste, bu tipteki yapilar kesirli tiirevli
Fokker—Planck denklemleri ile ifade edilmektedir. Bu anlamda Metzler ve Klafter
[47] bir zaman kesirli Fokker—Planck denklemini ortaya koymuslardir. Benson ve
dig. [48,49] ise Levy dagilimi ile benzetim yaparak bir uzay Fokker—Planck
denklemi tanimlanmiglardir. Denklemin ¢6zliimii olan olasilik dagilim fonksiyonu
tizerindeki farkli varsayimlar c¢esitli zaman ve uzay kesirli Fokker—Planck
denklemlerinin ortaya c¢ikisina yol a¢mistir. Bu amagla Yang ve dig. [50]
kendilerinden onceki bu ¢aligmalar1 genellestirerek zaman ve uzay kesirli Fokker—

Planck denklemini

W (xt) Dla{ﬁ’/(")”«f o }W(x,t)jtf(x,t)} (3.41)

ot o ox mn, “ 8|x|”

g0z Oniine almiglar ve bu denklemin nlimerik ¢oziimlerini arastirmiglardir. Burada

K’ anormal diflizyon katsayisini, m parcacik kiitlesini, 77, genellestirilmis
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V'(x)

mn,

siirtinme katsayisin1 ve a’(x) = siiriiklenme katsayisin1 ifade etmektedir.

Ayrica D™ (0< a< 1) Riemann-Liouville = zaman-kesirli  tlirevini  ve

o
Olu"

(1 <pu< 2) Riesz uzay-kesirli tiirevini temsil etmektedir.

3.2 Kesirli Optimal Kontrol Problemleri

Dinamik sistemlerin gercegine en yakin olarak modellenmesine duyulan
ithtiyac, birtakim kesirli diferansiyel denklemler ile tanimlanmalarin1 gerektirmistir.
Dinamik sistemlerin optimal kontrol tasarimlarinda amag, sistemi tanimlayan zaman
degiskenli durum ve kontrol fonksiyonlarina bagli olarak tanimlanan ve performans
indeks (ya da maliyet fonksiyonu) olarak adlandirilan fonksiyoneli minimize (ya da

maksimize) eden optimal kontrolii belirleyebilmektir.

Asagida matematiksel tanimi verilen bir kesirli optimal kontroliinde, sistem
dinamikleri kesirli diferansiyel denklemler ile tanimlanir. Durum ve Kkontrol
fonksiyonlarina bagl olarak lineer ya da kuadratik formlarda ifade edilen performans
indeksi minimize eden kontrol fonksiyonunun bulunabilmesi amaglanir. ilk kez
Agrawal [12] tarafindan tanimlanan problem matematiksel olarak asagidaki bigimde

ifade edilir.

Sistem dinamikleri

ODf‘XZG(x,u,t), (3.42)
baslangic kosulu
x(O)ZxO, (3.43)
olmak tizere
J ()= F (.t} (3.44)
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performans indeksini minimize eden optimal u(t) kontrol fonksiyonunu bulmay1

amacglayan probleme “Kesirli Optimal Kontrol Problemi (KOKP)” denir. Burada

x() ve u(t) sirast ile durum ve kontrol fonksiyonlarmi F ve G keyfi skaler ya da
vektorel fonksiyonlar1 ve x(O) sistemin =0 anindaki baslangi¢ durumunu ifade

eder. (D x kesirli tiirevi Riemann-Liouville anlaminda tanimlanmustir. Ozel halde

o =1o0lmas1 durumunda ise problem standart optimal kontrol problemine doniisiir.

Ayrica sistemin baglangic kosullarinin sayisi « 'nin se¢ildigi aralifa bagli olarak

degisir. Ornegin, x(O) = x, baslangi¢ kosulu 0 <« <1 olmasi i¢in yeterlidir. Ancak

l<a<2 olmasi durumunda sistemin - =x, biciminde ikinci bir baslangic
t=0

kosuluna daha ihtiya¢ duyulur.

Problemin tanimlanmasindan sonraki ¢6ziim asamasinda ilk olarak gerekli
optimallik kosullar1 elde edilmelidir. Bu kosullarin elde edilmesindeki yollarin

baslicalar1 asagida ifade edilmistir.

i.  Geleneksel olan ilk yontem “Lagrange c¢arpani teknigi” olarak
adlandirilir. Bu teknikte 4 Lagrange carpani olmak iizere (3.42) ve (3.44)’teki F' ve

G fonksiyonlar1 kullanilarak birtakim hesaplamalar sonucunda optimallik kosullari

ODt“x:G(x,u,t), (3.45)
,Dl“/”t:a—FMa—G, (3.46)
ox ox
8_F+18_G:0 (3.47)
ou ou

olarak elde edilir. Buradan esitlikler arasinda diizenlemeler yapilirsa bir yardimci
durum degiskeni islevi goren A Lagrange carpam1 yok edilir ve boylelikle x
durumuna ve u kontroliine bagli iki denkleme ulagilir. Bundan sonra analitik ve/veya

niimerik ¢6ziim yontemleri kullanilarak aranan optimal kontrol bulunur.

ii. Ikinci yolla ise klasik hesaplama tekniklerinden yararlamlarak (3.42)
esitliginden u kontrolii yalniz birakilarak (3.44)’te yerine yazilir ve bu yolla

optimallik kosullar1 elde edilmeye ¢alisilir. Ancak bu yolun kullanilmasi1 her zaman
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kolaylik saglamayabilir. Ornegin G fonksiyonu lineer olmayan bir yapida ise u
kontroliiniin yalniz birakilmas1 zordur.

iii. =~ Bu yolda da yine klasik hesaplama ile optimallik kosullar1 elde edilmeye
calisilir. Oncelikle (3.42) integre edilerek x durumu u kontroliine bagl olarak ifade

edilir ve (3.44)’te yerine yazilir.

Agrawal [12]°de ilk olarak varyasyonlar hesabini, Lagrange ¢arpani teknigini
ve kismi kesirli integrasyon formiiliinii kullanarak optimallik kosullarini ifade eden
Euler-Lagrange denklemlerini bigiminde elde etmistir. Esitliklerdeki A, Lagrange
carpanini (ya da yardimer durum degiskeni) temsil eder. Agrawal’in burada klasik
Euler-Lagrange denklemlerinden farkli olarak farkina vardigi énemli sonug, kesirli
durumda bu denklemlerin hem sol hem de sag yonli kesirli tiirevler ile ifade

edilmeleri olmustur. Ustelik & =1 olmas1 durumunda bu tiirevler siras1 ile

thax = ﬂ’
d; (3.48)
tDlau = __u
di

standart formuna doniisiir. Boylece klasik optimal kontrol problemini de i¢ine alan
daha genel bir yap1 ortaya konmustur. Agrawal, formiilasyonunun gegerliligini ve
giivenilirligini zaman degiskenli ve zamandan bagimsiz olan iki kesirli dinamik
sistem ele alarak test etmistir. Sonu¢ denklemlerine, Legendre ortonormal polinomlar
ailesini taban fonksiyonlar1 segerek seri agilimlari seklinde niimerik bir yaklasim
uygulamigtir. Buradaki 6nemli sonuglardan bir digeri de ortonormal polinomlar
ailesinin secilmesi niimerik olarak kararli yapida belli bir sistematik i¢inde ifade
edilebilen matrislerin elde edilmesine yol agmasidir. Bu, algoritmalarin yaziminda,
hesaplamalarin kontroliinde ve hesaplama siiresinde zamandan oldukc¢a Onemli

tasarruf saglar.

Yukarida detaylar1 verilen problem yine Agrawal [51] tarafindan Caputo
anlaminda kesirli tlirevi ile tanimlanarak yeniden ele alinmistir. Burada ele alinan

sistem

o Dfx(1)=—x(t)+u(t) (3.49)

bi¢ciminde zaman degiskenli ve sabit katsayili lineer bir sistem ve performans indeks
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i [ (£)+4 (t) |at (3.50)

bi¢ciminde kuadratik formdadir. x(t) durum ve u(t) kontrol fonksiyonlarina bagl

elde edilen Volterra integral denklemleri iterasyonel bir yaklasim kullanilarak

¢Oziilmiistiir. Bu problem degisken katsayili olmast durumunda yani dinamik sistem

cDix=—a(t)x+b(t)u (3.51)

ve performans indeks
J(u) :% [[a(6)* (6)+ () (¢) e (3.52)

olmak iizere yeniden ele almmustir dyle ki q(t)ZO ve r(t)>0 [52]. Yine bu

calismada da Volterra integral denklemlerine Simpson % iterasyonel yaklagimi
uygulanarak niimerik ¢éziimler elde edilmistir.

Agrawal ve Baleanu [53], [12]°’de ele alinan problemi degisken ve sabit
katsayili olarak iki durumda Griinwald-Letnikov niimerik yaklasgimi kullanilarak
¢ozmiislerdir. Benzer olarak Baleanu ve dig. [54] modifiye edilmis Griinwald-

Letnikov yontemini uygulayarak sonuglari karsilastirmislardir.

Tangpong ve Agrawal [55] vektorel durum ve kontrol fonksiyonlari ile

tanimlanan ve sistem dinamikleri

ﬁax(y,t) 82x(y,t)

o +u(y.1) (3.53)
formunda olan siirekli bir sistem sinifi i¢in
1 1L
J(u)zEII[Q'xz (y,t)+R'u2 (y,t)}dydt (3.54)
00

performans indeksini minimize etmeyi amaglayan bir problemi analiz etmislerdir.

Niimerik ¢6ziimleri elde ederken de Volterra integral denklemlerini kullanmiglardir.

Yine Agrawal tarafindan dagitilmis parametreli bir sistem smifit igin

KOKP’nin nilimerik ¢ozlimleri “0z fonksiyon agilimi teknigi” kullanilarak elde
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edilmistir Oyle ki bu teknikle sistemin durum ve kontrol fonksiyonlar1 6z
fonksiyonlarin birer serisi olarak ifade edilir. Burada “dagitilmis parametreli”
kavramu ile kastedilen sistem dinamiklerinin (3.53)’te oldugu gibi durum ve kontrol
fonksiyonlarina bagl kismi bir diferansiyel ile ifade edilmesidir [56]. Bu ¢alismada
uygulanan durum ve kontrol fonksiyonlarimin 6z fonksiyonlar ile ifade edilmesi
yontemi sayesinde ana KOKP birbirinden bagimsiz olarak c¢oziilebilen c¢oklu
KOKP’lere doniistiiriilmiistiir. Boylece ¢oziim kolayligi saglanmis ve egrisel
(kutupsal, kiiresel, silindirik) koordinat sistemlerinde tanimlanan problemlerin
¢oziimlerinde de oldukca yaygin olarak kullamlmistir. Ornegin, Ozdemir ve dig. [57]

iki-boyutlu Kartezyen koordinatlarda Riemann-Liouville anlaminda tanimladiklari

0
Dfx(&E,m.t)=

x(&mt) 0 xé§,277»f)+u(§,,7,t) (0<a<l)  (3.55)
7

0>

dagitilmis parametreli diflizyon-dalga denklemi icin belli baslangic ve siir kosullar
altinda

LEE T oy 2 ( )2

Elgl[gx E.t)+ R (E,1,t) [dédna (3.56)
kuadratik performans indeksini minimize etmeyi amaglamiglardir. Bunu yaparken 6z
fonksiyonlar1 belirleyerek durum ve kontrol fonksiyonlarin1 6z fonksiyonlarin lineer
toplam1 big¢iminde ifade etmislerdir. Niimerik hesaplamalarda yontem olarak
Griinwald-Letnikov yaklagimini kullanmislardir. Bu problemdeki yontemi kullanarak
yine Ozdemir ve dig. [58] ana problemi kutupsal koordinatlarda ele almislardir.

Burada ¢6ziimlerin ag1 degiskeninden bagimsiz oldugu diisiiniilerek problem radyal

simetrik durumda analiz edilmistir. Ele alinan dinamik sistem

a:x ﬂ(az 1@]”@,;) (0<a<1) (3.57)

or*  ror

olmak lizere

r rt + Bu’ ( )}drdt (3.58)

I\)I»—
(S S

S —y

performans indeksi minimize edilmistir. O halde kutupsal koordinatlar ig¢in

yapilabilen formiilasyon diger {ii¢-boyutlu egrisel koordinat sistemlerine de
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genisletilebilir diisiincesi Ozdemir ve digerlerini [59] silindirik koordinatlarda da
problemi yorumlamaya yoOnlendirmistir. Bu c¢aligmalarinda yine radyal simetrik

durumu g6z 6ntine almislardir dyle ki dinamik sistemi

2 2
ODfx(r,z,t):,B(a x(r,z,t)+18x(r,z,t)+8 x(r,z,t)}_u(rjz’t) (3.59)

or? r or 0z*

ve performans indeksi

l\)l>—~
© —

LR
IIV r z, t +Bu’® (r,z,t)]drdzdt,
00 (3.60)

O<t<l, O<r<R, O<z<lL

biciminde tanimlamislardir. Kutupsal ve silindirik koordinatlarda yaptiklar1 her iki
calismada da Riemann-Liouville kesirli tiirevini kullanmislardir ve Lagrange carpan
teknigi ile optimallik kosullarini belirleyip niimerik ¢6ziim asamasini Griinwald-
Letnikov yaklasimi ile tamamlamislardir. Buradaki en onemli sonug, koordinat
sistemlerinin degismesi ile elde edilen 6z fonksiyonlar degistiginden (Trigonometrik
fonksiyonlar, Bessel fonksiyonlar1) sistemin durum ve kontrol fonksiyonlarinin

cevabinin ve dolayisiyla fiziksel yorumlarinin da her defasinda degiskenlik

gostermesidir.

Hasan ve dig. [60] bu problem tipini Caputo anlaminda diistinerek silindirik
ve kiiresel koordinatlarda Caputo anlaminda ele almislardir. Yine silindirik

koordinatlarda radyal simerik durumu goz oniine almiglar ve kiiresel koordinatlarda

act degiskeni iki tane oldugundan (19,(0) hem yar1 hem de tam radyal simetrik

durumlar i¢in problemi incelemislerdir. Burada oOncelikle degiskenlerine ayirma
yontemi ile 0z fonksiyonlar1 belirlemisler ve ana problemi Volterra integral
denklemlerine doniistiirerek Griinwald-Letnikov niimerik yaklagimi ile ¢ozmiislerdir.
Dikkat edilirse problemin ana catis1 ayni1 olmasina ragmen ilk olarak kullanilan tiirev
operatorleri acisindan farklilik gostermektedirler. Buna ek olarak Lagrange carpani
teknigi ve Volterra integral denklemleri bu tipteki problemler i¢in yaygin olarak
kullanilan iki Onemli tekniktir ve bu caligmalar her ikisinin de giizel birer
uygulamasidir. Burada akla gelen soru Griinwald-Letnikov yaklagiminin neden bu
kadar sik kullanildig: olabilir. KOKP’de optimallik kosullar1 elde edildiginde sag ve

sol yonlii kesirli tiirevler kendiliginden ortaya ¢ikmaktadir. iste, Griinwald-Letnikov
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yaklagimi da ileri ve geri fark yontemlerinin genellestirmesi olarak ortaya konmusg
matrissel hesaplamalara dayanan direkt bir yaklagim oldugundan bu tipteki
problemler i¢in kullanimi olduk¢a uygundur &yle ki algoritmalarin olusturulmasi

belirli bir sistematige dayanir.

Tim bunlarin yam sira elbette literatlire alternatif yontemler de girmistir.
Ornegin, Biswas ve Sen [61] bir yansima operatdrii kullanarak Riemann-Liouville ya
da Caputo anlaminda tanimlanan sag yonli kesirli tiirevi sol yonlil tiireve
doniistiirmiislerdir. Boylelikle standart bir niimerik ¢6ziim yoOntemi uygulayarak

KOKP’yi ¢ozebilmislerdir.

Farkl:1 bir bakis agis1 olarak (3.51) ve (3.52)’de ifade edilen zaman degiskenli
KOKP’nin niimerik ¢oziimleri kesirli kuvvet serileri iizerine kurulan direkt bir
yaklagim ile hesaplanmis ve ayni zamanda bir hata analizi yapilmistir [62].
Calismada kullanildig1 kadar ile de kesirli Taylor serileri hakkinda temel bilgiye de
yer verilmistir. Bu tipteki serilerde kesirli kuvvetler belirlenirken problemdeki kesirli
tiirevlerin mertebeleri géz oniine alinir. Ayn1 zamanda bu yaklasim lineer ¢oziicii ile
¢oziilebilen bir lineer denklem sistemi olusturur. Bu calismada, bdyle bir niimerik
yontem uygulanabilmesi i¢in optimallik kosullarinin belirlenmesinde verilen ii¢

yontemden ikincisi uygulanmistir.

Cok boyutlu uzayda, durum ve kontrol fonksiyonlarinin farkli boyutlu
vektorler olmasi durumunda, KOKP Riemann-Liouville anlaminda Agrawal ve dig.

[63] tarafindan ele alinmistir. G6z Oniine alinan performans indeks

j[ DD ] (3.61)

bi¢imindedir. Burada
oD/ \D0=u(t),

Q(t):xl(t),

D0 =x, (t)

olmak iizere nlimerik ¢o6ziimler Griinwald-Letnikov yaklagimi kullanilarak elde
edilmistir. Bu calismada da digerlerinde oldugu gibi a <1 durumu incelenmistir.
Buna gerek¢e olarak da viskoelastik materyaller gibi pek ¢ok sistemin dinamik

davranislarini ifade eden kesirli diferansiyel denklemlerin mertebesinin & <1 olmasi
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verilmistir. Yine burada ifade edilen onemli bir husus, mertebesi & >1 olan kesirli
diferansiyel denklemlerin durum-uzay formunda ifade edildiklerinde her biri o <1
mertebeli olan denklemlere donistiigiidiir. O halde her durumda ¢6ziim gerektiren

a <1 hali oldugundan esasinda « <1 en genel durumu ifade etmektedir.

Defterli [64] c¢ok boyutlu uzayda farkli boyutlu durum ve kontrol
fonksiyonlari ile Riemann-Liouville anlaminda tanimlanan bir sistem i¢in KOKP’yi
formiilize etmistir. Bu calismasi ile [53]’te skaler durum igin diisiiniilen problemi

vektorel forma genisletmistir. Defterli calismasinda 6zel halde iki-boyutlu

oD x, (1) =—x, (1) +x,(¢)+u(z),
oD x, (1) =-2x,(t)

t

(3.62)

dinamik sistemini ve

J=%j;[xf(t)+x22(t)+uz(t)]dt (3.63)

performans indeksini géz oniine almis ve Griinwald-Letnikov yaklagimini kullanarak

niimerik ¢6ziimlerini elde etmistir.

Alipour ve dig. [65] cok boyutlu KOKP’ler i¢in Bernstein polinomlarimi
kullanarak fonksiyonlara yaklagmiglar ve yine bu polinomlarla kesirli tiirevler igin
yeni bir operasyonel matris olusturmuslardir. Boylelikle ¢ok boyutlu KOKP’yi
cebirsel bir denklem sistemine doniistiirerek ana problemi basitlestirilmis bir forma
sokmuglardir. Bernstein polinomlar1 ile ortaya koyduklart bu yeni yaklagimin
gecerliligini  gostermek icin literatiirde calisilmis  farkli niimerik uygulama

problemlerini g6z 6niine almislar ve karsilastirma analizi yapmislardir.

Biswas ve Sen [66] tamsayir ve Riemann-Liouville kesirli mertebeden
tirevlerini igeren kesirli diferansiyel denklemle tanimlanan bir 6zel tip dinamik

sistem i¢in KOKP’yi yalanci-durum-uzay modeli olusturarak incelemislerdir.

Calismada AeR™, beR™ ve x(7) n boyutlu vektdr, u(¢) bir kontrol girdisi

olmak lizere dinamik sistem

X+P (DX = AX+bu (3.64)

ve performans indeks
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J () =%T(XTQX+ru2)dt (3.65)

olarak tanimlanmigtir. Sonug olarak bu formiilasyonlarini bir kiitle-yay-viskodamper

sistemi iizerinde uygulayarak gecerliligini gostermislerdir.

Bir baska aragtirmalarinda Biswas ve Sen [67], sabit ve sabit olmayan final
durumlu kesirli bir sistemin kisitli dinamik optimizasyon problemini ele almislardir.

Genel halde

J(u):S(x(tf),tf)+]cV(x,u,t)dt (3.66)

0

performans indeksini goz oniine alarak bunun alt problemlerinden ilki olan sabit final

durumundaki
Ly

J(u):%'[[q(t)x2+r(t)u2]dt ()20, r(1)>0) (3.67)

0

performans indeksini, sinir kosullar
x(O)sz, x(tf)zxf (3.68)

ve sistem dinamikleri

oDix=a(t)x+b(t)u (3.69)

olmak iizere minimize etmislerdir. ikinci alt problemin performans indeks yapis ise
asagidaki gibidir:
. 1 2 1 y 2 2
J(u) —Es(tf)x (lf)—i-—_([[q(l)x +r(t)u ]dt, qg=20,r>0,s>0. (3.70)
Gecikmeli durum degiskenleri olmasi durumunda kesirli varyasyonel hesap
[68] ve optimal kontrol problemi [69] Baleanu ve dig. tarafindan diisiintilmiistiir.

Burada goz oniine alinan performans indeks
b

J(y,u):J.F(x,y(x),u(x),y(x—r),y'(x),y'(x—r),ny(x))dx (3.71)

a
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ve dinamik sistem
aD“y(x)zG(x,y(x),u(x)) (3.72)

oyle ki xe [a —T,a], a<b, 1>0,0<a<l, 0<f <1 bicimindedir. Bu ¢alismada

gecikmeli durumda kesirli varyasyon prensipleri n boyuta genellestirilmistir ve elde
edilen sonuglar (3.71) ve (3.72)’de verilen KOKP’nin optimallik kosullarini elde

etmede kullanilmustir.

Tricaud ve Chen [70-72] KOKP’lerin yaklasik ¢oziimleri i¢in yeni bir yol
gelistirmislerdir. Caligmalarinda, lineer/lineer olmayan, zamandan bagimsiz/bagimli,
SISO/MIMO (Single-Input-Single-Output/ Multiple-Input-Multiple-Output),
durum/girdi kisitli, serbest sinir kosullu gibi pek c¢ok tipteki KOKP’ye uygulanabilen
genel bir yontemi ortaya koymuslardir. Metotlarinda kesirli tiirevlerin rasyonel bir
yaklasimi s6z konusudur. Ayrica genel amacli olarak herhangi bir optimal kontrol
problemini ¢ozmek iizere olusturulmus MATLAB iginde bir ara¢ kutusu olan
RIOTS 95’1 kullanarak algoritmalarini olusturmuslardir. Dahasi, problemin ¢6ziim
asamasinda durum-uzay modeli olusturmuslardir. Belirli esitsizlik kisitlar1 ve

baslangi¢ kosulu altinda ele aldiklar1 bu problemde performans indeks

J(u)zG(x(a),x(b))+j.L(x,u,t)dt (3.73)

a

ve dinamik sistem

D“x(l):H(x,u,l) (3.74)

a t

bi¢imindedir. Burada 0<a <1 ve L,G,H lineer olmayan fonsiyonlardir.

Klasik kontrol teorinin temel teoremlerinden biri olan Noether’in Teoremi
herhangi bir sistemde meydana gelen her simetrinin sonucunda bir korunum
yasasinin  goriildiigii gercegini ortaya koyar. Ornegin, zamanda simetri enerji
korunumunu, kaydirmada simetri momentumun korunumunu, déndiirmede simetri
acisal momentumun korunumunu meydana c¢ikarmustir. Iste simetriler ve bunlarin
KOKP’ler igin ortaya c¢ikardiklar1 kesirli korunum kanunlart ve kesirli Noether
teoremi Riemann-Liouville ve Caputo anlaminda ilk olarak Frederico ve Torres [73-

76] tarafindan ¢alisilmustir.
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Jelicic ve Petrovacki [77] sistem dinamikleri yiiksek mertebeden tamsay1
mertebeli tiirevler iceren kesirli diferansiyel denklem ile tanimlanan KOKP’ler i¢in
optimallik kosullarini, farkli bir yaklasim olan kesirli tiirevler i¢in bir genisleme

formiilii kullanarak elde etmislerdir. Ele aldiklar1 problemde performans indeks
J(u)=[F (x(t),u(r).t)dt (3.75)

ve diferansiyel denklem
x'(t)+k(0D,“x)(t) =G (x,u,t) (3.76)

biciminde tanimlanmistir ve sistemdeki en yiliksek mertebeden tiirevin tamsay1

mertebeli oldugu da fiziksel uygulamalar diisiiniilerek vurgulanmustir.

Rapaic ve Jelicic [78] genellestirismis kesirli 1s1 denklemi ile ifade edilen

8Q (x,1) i o™ 0(x t) DGZQ(x,t)

P g(x,1) (3.77)

m=0

Oyle ki D>0 termal diflizyon katsayisini, ame(O,l), 7, €R (m=0,1,...,M),
g(x,t) ortam igindeki 1s1 iiretecini temsil eder. Bu denklem ile ifade edilen

dagitilmis parametreli sistem ilk olarak tamsay1 mertebeli toplu parametreli sisteme
dontistiiriilmiistiir. Bu doniistiirme islemi herhangi bir yaklasima gerek duymaksizin
direkt yontemle gergeklestirilmistir. Burada yeni gozlenen model sonsuz boyutludur.
Metodun en Onemli avantaji optimallik kosullar1 olarak kesirli Euler-Lagrange
denklemlerin elde edilmesine ihtiya¢c duyulmamasidir. Bunun yerine ¢oziimi elde
edebilmek i¢in klasik optimal kontrol teorinin iyi bilinen tekniklerinden biri olan
lineer kuadratik regiilatorii kullanilmigtir. Uygulama problemi olarak da Bang-Bang

kontrol se¢ilmis ve boylelikle yontemin etkililigi gdsterilmistir.

Wang ve Zhou [79] yart lineer kesirli evoliisyon denklemlerinin zayif
¢Ozlimleri iizerine c¢alismiglar, bu tipteki denklemlerle tanimlanan sistemler ig¢in
Lagrange problemini ve bununla beraber bu tipteki sistemler i¢in optimal kontrol
probleminin ¢éziimiiniin varligin1 analiz etmislerdir. Yine diger ¢calismalarinda Wang
ve Zhou [80], Caputo tiirevli yar1 lineer kesirli evoliisyon denklemi ile tanimlanan bir

sistem i¢in zaman optimal kontrol probleminin ¢éziimiiniin varligin1 gostermislerdir.
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Bunlara ek olarak Banach uzayinda tanimlanan bu tipteki problemler i¢in yaklasim

stireci lizerine de ¢aligma yapilmistir [81,82].

Benzer dogrultuda Mophou [83] optimal kontrol problemini iki kisimda
incelemistir. Ilkin Hilbert uzayinda tamimlanan kesirli difiizyon denkleminin
¢Ozlimiiniin varligint ve tekligini ortaya koymustur ve sonrasinda bu tipteki
denklemler tizerine kurulmus optimal kontrol probleminin ¢dzlimiiniin varlik ve

tekligini arastirmistir.

Matignon [84] adjoint (eslenik) sistemleri kullanarak kesirli lineer sistemlerin
optimal kontrolii iizerine ¢alismistir. Bu amagla difiizif realizasyon olarak
adlandirilan bir yontem kullanmis ve adjoint sistemleri durum-uzay modeli formunda

ifade ederek formiilasyonu gerceklestirmistir.

Glinlimiizde tip alanmin olduk¢a popiiler bir arastirma konusu olan HIV
viriisleri ve bunlarin tedavi yontemleri ile ilgili kesirli tiirevlerin ve optimal kontrol
probleminin énemli bir uygulama 6rnegi Ding ve dig. [85] tarafindan calisilmistir.
Bu calismada hafizali, HIV enfekte olmus bir bagisiklik sistemi oncelikle zaman
kesirli tiirevli bir denklem sistemi ile modellenmistir. Enfeksiyonun viral yolla
ilerlemesini ve enfekte olmus hiicrelerin sayisini minimize eden bir objektif
fonksiyonu (performans indeks) kullanilarak ve minimal dozda anti-HIV ilaglar1 ile
optimal kontrol probleminin ¢o6ziimii gerceklestirilmistir. Bdylece matematiksel
olarak optimal terapinin etkileri gosterilmistir. Yontem olarak Lagrange carpani

teknigine basvurulmustur.

Bu =zamana kadar yapilan caligmalarda {iizerinde optimal kontrol
problemlerinde tanimlanan kesirli dinamik sistemler lineer ya da lineer olmayan,
sabit ya da degisken katsayili, skaler ya da vektorel gibi farkli bigimlerde ele
almmistir. Ancak her birinde sistem dinamikleri sadece zaman kesirli tiirevli
denklemler ile ifade edilmistir ve dolayisiyla sadece zaman kesirli tiirevinin
KOKP’ler iizerindeki etkisi hesaba katilmistir. Oysaki dogada pek cok siire¢ hem
zaman hem de uzay kesirli tiirevli kesirli diferansiyel denklemlerle tanimlanan
anormal difiizyon olgusu ile karakterize edilir. Bu tipteki dinamik sistemler i¢in
KOKP bu zamana kadar incelenmemistir. Bu eksiklik tezin arastirma konusunun

belirlenmesine 151k tutmustur.
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4. BIR UZAY-ZAMAN KESIiRLI DIFUZYON SiSTEMININ

BIR BOYUTLU UZAYDA VE KARTEZYEN
KOORDINATLARDA OPTIMAL KONTROL
PROBLEMI

Bu béliimde, Riesz-Caputo anlaminda tanimlanan bir uzay-zaman kesirli
diflizyon sisteminin optimal kontrol problemi bir boyutlu uzayda ve Kartezyen

koordinatlarda incelenmistir [86]. Burada sistem dinamikleri

€D x(yat) =, (-A) % x(y.t) +u (i), @.1)

baslangi¢ ve siir kosullar1 sirasiyla
x(1,0)=x,(»), (4.2)
x(0,¢)=x(L,t)=0 (4.3)

biciminde tanimlanan bir anormal difiizyon siirecine bagli olan

J(u):

[ JLA%* (o) + Bu? (v.1) Jdy (4.4)

N |~

performans indeksini minimize eden optimal kontrol probleminin bulunmasi temel

amagtir.

Burada x(y,t) ve u(y,t), {(y,t)‘ye[O,L]Ate[O,l]} bolgesinde tanimli
durum ve kontrol fonksiyonlarint 4 ve B pozitif keyfi sabitleri, x, >0 anormal
difiizyon katsayisimi ifade eder. Ayrica | D’ (0< a < 1) notasyonu Caputo

B
anlaminda zaman kesirli tlirevini ve (—A)é (1<pB<2) ise kesirli Laplace

operatoriinii temsil etmektedir. Ayrica dikkat edilirse burada sabit son zamanl ve

serbest son durumlu bir KOKP diisiintilmektedir.
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Ilk olarak durum ve kontrol fonksiyonlar1 &z fonksiyonlar cinsinden ifade

edilmelidir. Bu amagcla x( y,t) =Y ( y)T (t) formundaki degigkenlerine ayrilabilir

¢Oziimleri elde etmek i¢in
—AY(y) = ,qu(y) (4.5)

O0zdeger problemi Y (L):O sinir kosulu ile gbéz Oniine alinsin. Bu durumda

U, :% (nzl, 2,....m, meZ*) Ozdegerler olmak fiizere 06z fonksiyonlar

sin [?j olarak elde edilir. Boylece x( y,t) durum ve u ( y,t) kontrol fonksiyonlari

i¢in
(4.6)

varsayimi yapilabilir. Dikkat edilirse (4.6) seri fonksiyonlar1 (4.3) sinir kosullarini
saglar. Yine buradaki 6z fonksiyonlarin ortonormal bir aile meydana getirmesi kesirli
Laplace operatdriiniin 6z fonksiyonlar cinsinden ifade edilmesine imkén verir. Bunun

i¢in 3.1.5 Tanimindaki (3.22) esitligi dikkate alinirsa

B

ﬂ m

(-8)% x(3n) =3 x. (z)(ﬂj sin(—nﬂy j @7)
n=1 L L

elde edilir. Ayrica (4.6) serilerindeki st limit degeri gercekte m — oo olacaktir.

Ancak niimerik hesaplamalar yakinsaklik durumu g6z 6nilinde bulundurularak sonlu

limit degeri i¢in yapilacagindan m sonlu bir deger olarak diistiniilmektedir.

Gerekli optimallik kosullarinin  belirlenebilmesi i¢in (3.42)-(3.44)’teki
Agrawal’in genel KOKP taniminda F ve G fonksiyonlarmin belirlenmesi
gerekmektedir [12]. Bu amacla ilk olarak (4.6) seri fonksiyonlar1 (4.4) performans

indeksinde yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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J (1) =§Hi[ij (1)+ B (t)]} dr 4.8)
olur. Burada
F(x,u t)=%[Ax2(t)+Bu2(t)] (n=12,...m) (4.9)

bicimindedir. Benzer bicimde G ’yi hesaplayabilmek i¢in (4.6) ve (4.7) serileri (4.1)

denkleminde yerine yazilirsa

2_2
thaxn(t):_Kﬂ(an j X, (t)+un (t), (n :1,2,...,m) (4.10)
elde edilir ve
B
AT
G(xn,un,t)=—/(ﬂ( I2 ] X, (t)+un(t) (4.11)

olarak bulunur. Boylelikle F ve G fonksiyonlari x, () ve u,(¢) bilesen
fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilmis olur. O halde xn(t) durum bilesen

fonksiyonunun baslangi¢c degerini belirlemek icin (4.6) serilerindeki x( y,t) 4.2)

baslangi¢ kosulunda yazilirsa

jxo (f)sin(%j dé (4.12)

X, (0) =

baslangi¢ kosuluna ulasilir. Bu sonugta da goriildigii gibi 6nemli olan, bilesen
fonksiyonu i¢in baglangic degerinin her zaman sistemin durumu igin verilen
baslangi¢ degerine bagl olmasidir. Diger bir deyisle sistem i¢in secilen baslangi¢
kosulu, bilesen fonksiyonlarinin baslangi¢ degerini belirlemektedir. (4.12) baslangic

deger fonksiyonu hem analitik hem de niimerik hesaplamalarda kullanilmaktadir.

Belirlenen F ve G fonksiyonlari ile genel bir KOKP i¢in tanimlanan gerekli
optimallik kosullar1 olan (3.45)-(3.47) kullanilarak
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2_2

Cpx. (t):_,(ﬂ(ng ] x, (t)+u, (1), (4.13)

2_2 £

2
,CDlmn(t)=A§xn(z)—Kﬂ(”szf] A,(1)s (4.14)

L
BEu” (t)+4,(t)=0 (4.15)
bulunur dyle ki

x,(0)=x,0, 4,(1)=0. (4.16)

Buradaki 4, (¢)’ler Lagrange ¢arpanlari (yardimer durum degiskeni)’dir. (4.14) ve

(4.15) optimallik kosullar1 yeniden diizenlenirse

B
o ()= ) 0 @1

elde edilir. Sonug¢ olarak xn(t) ve u, (t) bilesen fonksiyonlarini ve dolayistyla

sistemin x(y,7) durumunu ve u(y,¢) kontrolinii belirlemeyi saglayan iki ana

denklem asagidaki gibidir:

c n’r’ g
o Dix, (t)=—K'ﬁ. 7 xn(t)+un(t), (4.18)
2_2 £
2
foun(z)?gxn(z)—Kﬂ(”Lf ] u, (7). (4.19)

O halde (4.18)-(4.19) kesirli denklem sisteminin analitik ve niimerik

¢Ozlimleri belirlenmelidir.
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4.1 Analitik Coziim

Kesirli diferansiyel denklem coziimlerinde analitik ¢oziim ya da diger bir
deyisle agik (kesin) ¢oziim bulmak her zaman kolay ve hatta miimkiin olmayabilir.
Literatiirde analitik ¢6ziim diye bahsedilen ¢oziimler ise ¢ogunlukla Laplace ya da
Fourier gibi integral doniisiimlerinin uygulanmasi ile elde edilen kapali formdaki
¢oziimlerdir. Dahas1 bu c¢oziimlerin de cesitli parametrelere gore davranis
incelenmek istendiginde yine uygun bir niimerik metot uygulanarak istenen sonuca

ulagilir.

Bu kisimda analitik ¢ozlim ile kastedilen zaman kesirli tiirevin mertebesinin
a =1 olmasidir. Bunu yaparken amag, (4.18)-(4.19) denklem sistemini klasik ¢6ziim
yontemiyle ¢oziilebilir hale getirmek ve se¢ilen niimerik yontemi de benzer bigimde

uygulayarak yontemin gecerliligini test etmektir.

Kesirli analizde o =1 olmasi durumunda sol ve sag yanlh kesirli Caputo

tiirevleri icin bilinen klasik tiirevlere asagidaki bicimde esit olduklaridir:

d d
cp! =—, °pl=—-—, 4.20
o g ! dt (4.20)

Bu durumda (4.18)-(4.19) kesirli denklem sistemi de

B
d 2 2\
s =[5 5 00, 21
d A 2_2 é
S 0= 0[5l 42)

bicimine doniisiir. Buradaki katsay1 parametreleri kisalik olmas1 amaciyla

(SRR

2 2
E, :Kﬁ(”L’f j (4.23)

olarak yeniden adlandirilir. Sonug olarak (4.21)-(4.22) denklem sistemi

x,(0)=x,, u,(1)=0 (4.24)
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uc degerleri gbz Oniine alinarak ¢oziildiigiinde

(K, ~E,)e "™ ~(K, +E,) e |
x,(t)=x, - , (4.25)
[(K,~E,)e* ~(K,+E,)e" |

[e—w—a_ Km—o]
t)=F 4.26
(1) = [(K,-E,)e™ —(K,+E,)e" | (4:20)

n

elde edilir. Burada K, =/E> + F dir.

4.2 Niimerik Coziim

(4.18)-(4.19) denklem sisteminin niimerik ¢oziimlerinin hesaplanmasinda
ileri-geri fark yontemleri temeline dayanarak ortaya konmus olan GL yaklagimi
uygulanmistir. Bunun i¢in Oncelikle RL ve GL tiirevleri arasindaki iliski
kullanmilmistir.  Ancak problemde zaman kesirli tirevi Caputo anlaminda

tanimlanmistir. O halde ilk olarak RL ve Caputo kesirli tiirevleri arasindaki iliski goz

Onitine almmalidir. n—-1<a <n (n eZ+) olmak iizere bu iliski asagidaki bigcimde

ifade edilir:
D f(x)= aCfo(x)+:0%f( )% (4.27)
RL pya _ Cpe n_ld_k (b_x)k_a 48
SO0 D) B O 42

Griinwald-Letnikov yaklagiminda zaman bolgesi olan [O,l] araligt N tane ve

1
h=— uzunluklu alt zaman araliklarina ayrilir. Bdylece M. andaki yaklasimin

degeri

?D;f(x)ziiw§“>f(hM—jh), (4.29)
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W\ £ (hM + jh) (4.30)

(@) _ o+1 () (4-31)
w = [1 ——j W

€Dt x (Mh) ~ =S wx. (kM — jh)~x, (0)

h = r(l-a)’

lNM

s Dt (Mh) =

- :Ow (hM + jh)—u (Nh)[(NFElAfZ;]_a (4.33)

J

elde edilir. O halde (4.18)-(4.19) denklem sisteminin niimerik ¢oziimi asagidaki

gibidir:
1 & [Mh]™” N
o (4 =5, (O, [ T ) ()
(M=1,2,.,N, n=1,2,...,m)
“ 2 2 g
i 3w, (M jh)_un(zvh)[(Nr Elj‘f lh)] +Kﬁ("L’j j (M) =~ 2, (111

(4.35)

Niimerik hesaplamalarin algoritmalart MATLAB R2007b kullanilarak yazilirken
baslangi¢ kosulu olarak

x(3,0)=x,(y)=2*(7-») (4.36)

secilmistir. Bu se¢cim keyfi olmakla birlikte yazilan algoritma, (4.12) integralini her
bir ne€Z" degeri i¢in ve (4.36) baslangi¢ kosulunu kullanarak hesaplar. Boylelikle

X, (t)'ler icin baslangic kosullarin1 belirlemis olur. Ayrica kontrol bilesen
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fonksiyonunun son degeri u,(1)=u,(Nh)=0dir. Bunun anlami, sistemin

kontroliine ayrilan siire tamamlandiginda kontroliin ¢aligmasinin durmasidir.

Analitik ve niimerik tiim hesaplamalarda yalinlik olmasi1 bakimindan

A=B=L=x,=1 olarak secildigi belirtilmelidir. Bu kabul tezin sonraki

boliimlerinde de gecgerlidir.

Ik olarak sistemin x, (#) durum ve u, () kontrol bilesen fonksiyonlarinin

analitik ve nilimerik c¢oziimlerinin karsilastirmast Sekil 4.1 ve Sekil 4.2°de
a=1, f=1.5ve N =100 degerleri i¢in yapilmistir. Bu sekilde, verilen niimerik
algoritmanin probleme uygunlugu test edilmistir. Analitik ve niimerik ¢oziimlerin
birbirlerine ¢ok yakin olarak ortiismesi ile algoritmanin istendik uygunlukta ¢aligtig

sonucuna ulagilmgtir.

Sekil 4.3 ve Sekil 4.4’te uygulanan GL niimerik yaklasimindaki /4 alt aralik

uzunluklarimin  degisiminin  sistemin  x,(¢) durum ve u,(¢) kontrol bilesen

fonksiyonlar1 tizerindeki etkisi arastirillmigtir. Bu sekiller i¢in & =0.9, f=1.5 keyfi
parametre degerleri secilmistir. Burada beklenen az sayida alt aralik kullanarak
hassasiyeti yiiksek sonuglar elde etmektir ve bunun 4 =0.025 degeri i¢in saglandigi
gozlenmistir. £ <0.025 degerleri i¢in sistemin hem durum hem de kontrol bilesen
fonksiyonlart i¢in diizgiinliik, yani Ortligme aradaki hata ihmal edilebilir Sl¢lide
birebirdir. O halde 4 =0.025 "ten daha kiigiik alt aralik uzunlugu segmek hassasiyette

anlamli bir fark yaratmayip sadece algoritmanin ¢aligma siiresini uzatmaktadir.

Bilindigi gibi « zaman kesirli tiirevinin mertebesidir. « parametresinin

degisiminin sistemin durum ve kontrolii iizerindeki etkisi iki farkli bigimde
degerlendirilmistir. Tlk olarak Sekil 4.5 ve Sekil 4.6°da x, (t) durum ve u, (t) kontrol
bilesen fonksiyonlarinin niimerik c¢oziimlerinin o — 0 diisiik degerlerine gore
davranis1 f=1.5, N =500 igin incelenmistir. Benzer analiz Sekil 4.7 ve Sekil 4.8’de

a — 1 olacak bicimde « 'nin yiiksek degerleri i¢in yapilmistir. Her iki durumda da
amaglanan « ’nin tamsayi degerlerine yaklasmasi durumunda sistemin cevabini

gorebilmektir.
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Yine Sekil 4.9 ve Sekil 4.10’da uzay kesirli tiirevin mertebesi £ ’nin f— 2
limit durumunda sistemin durum ve kontrolii iizerindeki etkisini gormek
amaclanmistir. Bunu yaparken o =1ve N =100 degerleri kullanilmigtir. Burada
L —1 limit durumunda Riesz ya da buna denk olan kesirli Laplace operatoriiniin

tanimsizligini tekrar belirtmek gerekir dyle ki bu durum i¢in benzer analizi yapmak

anlaml degildir.

Sistemin x(y,t) durum ve u(y,t) kontrol fonksiyonlarinin sirasi ile x, (7)

durum ve u, (t) kontrol bilesen fonksiyonlarinin lineer birer toplami oldugu (4.6)

esitliklerinden bilindigine gore buradaki terim sayilarinin serilere katkisi dnemlidir.
Ciinkii gercekte sonsuz toplam ile ifade edilen durum ve kontrol fonksiyonlar1 i¢in
serilerdeki terim sayilarinin ve terimlerin serilere olan katkilarinin ters orantili olmasi
beklenmektedir. Boylece az sayida terim kullanilarak durum ve kontrol fonksiyonlari
hesaplanabilecektir. Bu amagla Sekil 4.11 ve Sekil 4.12°de i=L2,...,5 olacak
bicimde 5 terimin sistemin durum ve kontroliine olan katkist incelenmistir. Burada

a=0.9, f=1.5 keyfi parametreleri kullanilmistir. Sekillerde de goriildigi gibi
i>5 olmasi durumunda x,(¢) durum ve u, () kontrol bilesen fonksiyonlarmimn

sistemin durum ve kontrol cevabina olan katkisi gittikge azalacaktir. Bu ise az sayida
terim kullanilarak sistemin cevabina iyi derecede yaklasma imkani sunar. Bu durum
algoritmanin tekrarlama sayisin1 azaltarak niimerik hesaplamalarda zamandan

tasarruf saglar.

Son olarak sistemin optimal kontroliinlin ve buna karsilik durumunun
gosterdigi davranig Sekil 4.13 ve Sekil 4.14°te {ic boyutta gosterilmistir. Bu
yapilirken  Sekil 4.13’te a=0.5, f=1.5ve N=100 keyfi parametreleri

kullanilmistir. Sekil 4.14’te ise a@=0.99, f=1.9 ve N =100 parametreleri tercih

edilmistir. Bu se¢imler, 6zel fiziksel bir sistem iizerinde ¢alisiimasi halinde sistemin

yapisina gore elbette degisiklik gosterebilir.
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1 : :
= Analitik Coziim
===GL Gozimiu

X,

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 4.1: Sistemin x, (t) durum bilesen fonksiyonunun analitik ve niimerik

¢ozliimlerinin karsilastirmasi: @ =1, f=1.5 ve N =100.

-0.01-

-0.02

-0.03"

-0.04 " ]

(t)

-

-0.05¢

1
]
0.06 /
]
H
0.07/;
1
/]
1
]

-0.08 = Analitik C6zim |

-==-GL Goziimii

0.09, 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 4.2: Sistemin u, (l) kontrol bilesen fonksiyonunun analitik ve niimerik

¢ozlimlerinin karsilastirmasi: @ =1, f=1.5 ve N =100.
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h=0.1
—h=0.05 |
=== h=0.025
e ]
xr
0 L L L L
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (time)

Sekil 4.3: GL niimerik yaklasimindaki adim uzunlugunun sistemin x, (t) durum

bilesen fonksiyonunun cevabina etkisi: & =0.9, f=1.5.

-0.02¢

-0.04-

u(®

-0.06

-0.08| .
-0.1 h=0.1
——h=0.05
-==h=0.025
-0.12, 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (time)

Sekil 4.4: GL niimerik yaklagimindaki adim uzunlugunun sistemin u, (t) kontrol

bilesen fonksiyonunun cevabina etkisi: a =0.9, f=1.5.
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...... «.=0.05

—'—'o(,=0.1
0.8 —=0.25 |
0.6 |

:‘_
0.4 |
0.25, S~ |
AEET P, T e TEEEPCrTes e
0 ‘ ‘ | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 4.5: x, (¢) durum bilesen fonksiyonun niimerik ¢éziimiiniin diisik o

degerlerine gore davranisi: S =1.5, N =500.

0 4)
-—'
-0.02+ e L s TR e 8 w8 A S

Pl ]
0':'—.:‘-.’3:-—
-~

-0.04! 1
-0.06/ |
‘31—
-0.08 1
-0.1 |
------ «=0.05
=0, =0.1
-0.12 ———=0.25 ||
— 0=0.5
-0.14 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 4.6: u, (t) kontrol bilesen fonksiyonun niimerik ¢6zliimiiniin diisiik o

degerlerine gore davranisi: S =1.5, N =500.
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x,(t)

t (zaman)

Sekil 4.7: x, (¢) durum bilesen fonksiyonun niimerik ¢éziimiiniin yiiksek o

degerlerine gore davranisi: S =1.5, N =100.

-0.02 -

-0.04 -

u,(t)

-0.06 "

-0.08

0.2

0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)
Sekil 4.8: u, (t) kontrol bilesen fonksiyonun niimerik ¢dzlimiiniin yiiksek o

degerlerine gore davramisi: S =1.5, N =100.
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===5=1.5

p=1.7
...... B=1_9 i
_B=2

X, (1)

| .\ --------_===.
00 0.2 04 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 4.9: x, (t) durum bilesen fonksiyonun niimerik ¢oztiimiintin yiiksek S

degerlerine gore davranisi: o =1, N =100.

0 ‘ ———

-0.01;
-0.02;
-0.03+

-0.04;

u,

-0.05"

-0.06+

=-==p=1.5

p=1.7
...... B=1_9 L
_B=2

-0.07 ¢

-0.08

-0.09 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

o

Sekil 4.10: u, (t) kontrol bilegen fonksiyonun niimerik ¢6ziimiiniin yiikksek £

degerlerine gore davranisti: o =1, N =100.
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X,(t)
...... X,(t)
— X4(t)
\\\~~ — XS(t)
l;f_ ~..---___ ____________
-0.6 |
0.8 / ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 4.11: Sistemin x(y,7) durum fonksiyonuna x, (¢) durum bilesen

fonksiyonlarmin katkisi: o =0.9, f=1.5.

0.04
0.02 |
04?;:::4 ..... ______W"
| - fa—"'—_
- -0.02 ,’,’ 1
5- ,/'
-0.04 H
s U
0.06 / u,(®)
III ...... u3(t)
-0.08,1 —— u4(t) i
— uy(t)
-0.1 ‘ ‘ ‘ ‘
0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 4.12: Sistemin u( y,t) kontrol fonksiyonuna u, (t) kontrol bilesen

fonksiyonlarmin katkisi: « =0.9, f=1.5.
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x{y.t)

0.5 : 0.5

y (uzay) 0 0 t (zaman)

Sekil 4.13: x(y,t) durum fonksiyonunun yiizeyi: o =0.5, f#=1.5, N =100.

0024

ufyt)

0044

05

0.5

Y (uzay) 0 0 t (zaman)

Sekil 4.14: u ( Vv, t) optimal kontrol fonksiyonunun yiizeyi:

a=0.99, =19, N=100.
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5. BIR UZAY-ZAMAN KESIRLI DiFUZYON SIiSTEMININ
KUTUPSAL KOORDINATLARDA OPTIMAL
KONTROL PROBLEMI

Bu béliimde, bir onceki boliimde Kartezyen koordinatlarda incelenmis olan
KOKP’nin kutupsal koordinatlardaki davranisi, sistemin davranisinin  aci
degiskeninden bagimsiz olmasi durumu goz Oniine alinarak yani radyal simetrik
durum i¢in ele alinmistir [87]. O halde dinamik sistem kutupsal koordinatlarda ve

radyal simetrik durumda tanimlanan bir uzay-zaman kesirli diflizyon siireci
€ DOx(rit) =, (<A)? x(rut) 4 u(r.1), 5.1)
baslangi¢ ve sinir kosullari
x(r,0)=x,(r), (0<r<a), (5.2)
x(a,t)=0,(>0), (5.3)

olmak tuzere

:%J (rot)+ B (1) |, (5:4)

performans indeksini minimize eden optimal kontrolin bulunmasi problemi

o'—.a

incelenmektedir. Burada kesirli Laplace operatorii kutupsal koordinatlarda radyal

simetrik durumda

B
(“A)2 x(r,1) = [—a—f—l@jz x(ri), (5.5)

bigiminde ifade edilmektedir. Ayrica x, > 0 anormal difiizyon katsayisini, 0 <« <1

ve 1< <2 siras1 ile zaman ve uzay kesirli tiirevlerin mertebesini, { D Caputo

s
kesirli tiirevini ve (-A)? kesirli Laplace operatoriinii gdstermektedir.
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[lk olarak kesirli Laplace operatdriiniin 6z fonksiyonlar ile (3.22)

gosterimindeki gibi ifade edilebilmesi i¢in
—AR(r)z,qu(r) (5.6)
Helmbholtz denkleminin

R(a)=0, (5.7)

R, (r)=J, (“—rj (5.8)

Bessel fonksiyonu g6z Oniine aliir [88]. Burada s, =% ve a, ’ler J, Bessel
a

fonksiyonlarinin pozitif sifirlaridir [89]. Buradaki p reel dereceli birinci tip Bessel

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir [90]:

. k X 2k+p
= — . 59
Z;‘k'l“ k+p+l)(2j (59)

Boylece sistemin durum ve kontrol fonksiyonlari i¢in

r t):f:xn(l)J0 (1), (5.10)

n=1

m

u(r,t):Zun (t)JO(,unr), (5.11)

n=1

varsayimi yapilabilir. Dikkat edilirse (5.10) durum fonksiyon serisi (5.7) sinir
kosulunu saglamaktadir ve bu serilerin iist limiti olan m degerinin gercekte m — oo
oldugu belirtilmelidir. Ayrica Bessel fonksiyonlarimin ortogonal birer aile

olusturduklar1 da g6z onilinde bulundurulmalidir 6yle ki bu 6zellik radyal degiskenli

(r) kesirli Laplace operatoriiniin (3.22) gosterimi i¢in gereklidir.

J, Bessel fonksiyonu i¢in ortogonallik kosulu n=1,2,... olmak iizere
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; 0 n#m

{ iy (u,r Vo (,r)dr =14 a* 7 @) nem (5.12)
2

bi¢cimindedir [88]. Ayni zamanda J,, fonksiyonlarinin ortonormallestirilmesi i¢in

a

2
(Jodo) =\l = [ 15 (1a,r)dr = %Jf (,), (n=1,2,..) (5.13)
0

oldugu dikkate alinirsa J, 1 ortonormallestirilmis formu

ACE) (5.14)
[l
olarak ifade edilir. O halde
2
V2 Jo(ynr) (5.15)

ortonormal 6z fonksiyonlar1 kullanilarak sistemin (5.10) ve (5.11)’deki x(r,t)

durum ve u (r, t) kontrol fonksiyonlar1 yeniden

—)JO(,unr), (5.16)

Jo (), (5.17)

bi¢iminde ifade edilebilir. Onceki gdsterimlerine benzer sekilde (5.16) serisi (5.3)
simnir kosulunu da saglamaktadir. Ayrica (5.16) serisi goz Oniine aliirsa (3.22)

gosterimine sahip olan kesirli Laplace operatorii agagidaki bigimdedir:

NG

al,(a,)

B

(-4)? () = 2, (1) (1)

Jo (a,7). (5.18)

Tim bunlardan hareketle ilk olarak (3.45)-(3.47) optimallik kosullarinin
belirlenmesinde gerekli olan F ve G fonksiyonlart hesaplanmalidir. Bu nedenle

(5.16) ve (5.17) serileri (5.4)’te yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa
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F (xu.1) =%[ij(t)+Buf )], (5.19)

elde edilir. Benzer sekilde (5.16)-(5.18) serileri (5.1) denkleminde yazilir ve

diizenlemeler yapilirsa

G, (x,u,t)=—-x,(u, ) x, () +u, (1), (n=1,2,..) (5.20)

olarak hesaplanir. O halde (5.19) ve (5.20) fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen
gerekli optimallik kosullar1 agagidaki gibidir:

Drx, (1) =1, (1) x, (£)+1, (1), (5.21)
CDPA, (1)=Ax, (1) ~x, (1) 4, (1), (5.22)
Bu, (1)+4,(t)=0. (5.23)

Burada (5.22) ve (5.23) esitlikleri diizenlenirse
C na _ A i}
“Dfu, (t)__Exn(t)_Kﬁ (1,) u, (1), (5.24)

sonucuna ulagilir. Boylece x, () durum ve u, (¢) kontrol bilesen fonksiyonlarina

gore olusturulan kesirli denklem sistemi

§Dx, (1) =k, (1) x,(£)+u,(7), (5.25)
C e A B
t Dl u, (t):_Exn (t)_Kﬁ ('un) u, (t)’ (5.26)

dir. (5.25)-(5.26) kesirli denklem sisteminin ¢oziilmesi ile sistemin x(r,t) durumu

ve u(r,t) kontrolii belirlenmis olacaktir. Bu amacla denklem sisteminin analitik ve

niimerik ¢oziimleri incelenmistir.
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5.1 Analitik Coziim

a =1 olmasi durumunda (5.25)-(5.26) kesirli tiirevli denklem sistemi

d

S ()=, (1) 5, (1), (), (5.27)
d A
S, (1) =55, (), () 0, (1), (5.28)

sistemine doniisiir. Bu denklem sisteminin ¢oziimii
x,(t)=¢ exp(—p(n)t)+c2 exp(p(n)t), (5.29)

u, (t) = (q(n)—p(n))exp(—p(n)t)+02 (q(n)+p(n))exp(p(n)t) (5.30)

olarak elde edilir. Buradaki kisaltmalar ve katsayilar

q(n)=(4,)", (5.31)

p(n)=w/q(n)2+1, (5.32)

(p(n)-q(n))
{(p(n)=g(n))+(a(n)+p(n))exp(2p(n

=

))} X, (O), (5.33)

(p(n)+q(n))exp2p(n) x,(0), (5.34)

{(p(n)=q(n)+(a(n)+ p(n))exp(2p(n))} "

¢, =

seklindedir. Durum ve kontrol bilesen fonksiyonlarinin baglangi¢ ve son degerleri

x,(0)=x,, u,(1)=0 (5.35)

n0?°

olmakla birlikte durum bilesen fonksiyonunun baslangi¢ kosulu x, (0) sistemin (5.2)

ile verilen baslangi¢ kosulunun se¢imine bagl olarak belirlenir. O halde her n e Z"

degerine karsilik baslangic kosulu degiseceginden sistemin durum ve kontroliiniin

cevab1 da beklendigi lizere farklilik gosterecektir. Ancak x, (0) baslangi¢ kosulu

belirlenirken daha once belirlenen 6z fonksiyonlarin ortogononallik 6zelliklerinin
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dikkate alindigi unutulmamalidir. Diger bir deyisle x, (0) baslangic kosulunun

belirlenmesi i¢in (5.16) ile verilen durum fonksiyonu (5.2)’de yazilir ve J igin

(5.12) ortogonallik sart1 dikkate alinirsa

x, (0 j x, (rWy (p,r) rdr (5.36)
0

Vl

elde edilir. Iste burada x(r,O):xO(r)'nin secimi keyfidir ancak yine de

hesaplamalardaki sadelik acisindan Bessel fonksiyonunun ortogonallik 6zelligi goz
oniine alinarak bir secim yapilir. Ornegin, bu kisimdaki analitik ¢dziimler ve bir

sonraki kisimda bahsedilecek olan niimerik ¢ozlimler i¢in
X (r)=J,(u,r), (0<a<r) (5.37)

baslangi¢ kosulu se¢ilmistir.

5.2 Niimerik Coziim

(5.25)-(5.26) kesirli denklem sisteminin niimerik ¢oziimlerini elde edebilmek
icin 4.2 Kismindakine benzer olarak Caputo ve RL kesirli tiirevleri arasindaki iliskiyi
gosteren (4.27)-(4.28) esitlikleri ve RL tlirevinin GL yaklagimina karsilik gelen
(4.29)-(4.30) yaklasik hesaplar1 kullanilir. Boylece (5.25)-(5.26) denklem sisteminin

nlimerik ¢6ziimleri

- —%xn (M) (539)
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olarak bulunur. Buradaki h,M,N notasyonlari ve w? katsayilari 4.2 Kisminda

verilmigtir. 5.1 Kisminda da belirtildigi gibi nlimerik algoritmada uygulanan

baslangi¢ kosulu (5.36)dur.

Bu kisimda da ilk olarak analitik ve niimerik ¢oziimlerin karsilastirilmasi ele

almmuigtir. Bu amagla sistemin x,(¢) durum ve wu (¢) kontrol bilesen

fonksiyonlarinin davraniglari incelemistir. Sekil 5.1 ve Sekil 5.2°de uzay kesirli

tirevinin mertebesi [ ’nin sabit olmasi durumunda zaman Xkesirli tiirevindeki

degisimin sistemin durumu ve kontrolii ilizerindeki etkisi gosterilmistir. Ayni

zamanda « ve [ parametrelerinin her ikisinin de tamsayr olmasi durumu

icinanalitik ve nilimerik ¢Ozlimlerin karsilastirmasi yapilmistir. Burada GL

1
yaklagimindaki alt aralik sayis1 (boliintii sayisi) N = 2 =100 alinmustir.

Benzer analiz Sekil 5.3 ve Sekil 5.4’te zaman kesirli tiirevinin mertebesinin
a =1 tamsay1 olmasi durumu karsisinda uzay tiirev mertebesi £ ’nin degisimi igin
yapilmistir. Yine analitik ve niimerik ¢oziimlerin karsilagtirmasi da gosterilmistir.
Buraya kadar bahsedilen dort sekilde uzay ve zaman kesirli tiirevlerinin
mertebelerindeki degisimin sistemin durumu ve kontrolii iizerindeki etkisinin hem

sayisal degerler hem de fiziksel davranis anlaminda farklilastigi gozlenmistir.

GL nitimerik yaklagimindaki alt aralik sayis1 N'nin degisiminin sistemin hem
durum hem de kontrol davranislarinin diizgiinliigiine etkisi Onemlidir. Fark
yaklagimlar1 temeline dayanan pek c¢ok niimerik yontemde oldugu gibi GL
yaklasiminda da N ’nin artmast durumunda sistem davraniglarinin  giderek
diizgiinlesmesi beklenir. Ancak belli bir N degerinden sonra diizglinliikteki degisim
ithmal edilebilir dl¢iide azalmaktadir. Bu degerlendirme Sekil 5.5 ve Sekil 5.6’da
vurgulanmistir. Bu incelemede N =30 degerinden sonraki degerler i¢in sistemin
durum ve kontroliindeki diizgiinliik degisiminin énemsenmeyecek Olgiide azaldig
gorlilmiistiir ve hatta elde edilen sonuglar Ortiigmiistiir. O halde N =30 degeri

boliintii sayist i¢in kabul edilebilir bir deger olarak tespit edilmistir.

Dikkat edilirse 4.2 Kisminda oldugu gibi bu kisimda da sistem

parametrelerinin  degisimi xl(t) ve ul(t) bilesen fonksiyonlar1 i¢in Sekil 5.7

63



ve Sekil 5.8’de incelenmistir. Ciinkii bu sekillerde, bilesen fonksiyonlariin sayisinin

sistemin durum ve kontroliine olan katkis1 gosterilmistir. 7 >5 olmak iizere x, (t) ve

u, (t) ’lerin degeri giderek sifira yaklagmaktadir. Bu yiizden matematiksel olarak ilk

bilesenler i¢in parametre degisimlerini incelemek yerindedir.

Son olarak sistemin x(r,t) durum ve u(r,t) kontrol fonksiyon

yiizeyleri Sekil 5.9 ve Sekil 5.10°da gosterilmistir. Bu sekillerde a ve S

parametrelerin her ikisinin de kesirli olmasi durumu incelenmistir. Ayrica secilen

baslangi¢ kosulunun da sistemin davranislar1 iizerindeki etkisini bu {i¢ boyutlu

sekillerde gormek miimkiindiir.

0.4 : :
—— Analitik C6ziim (0.=1,3=2)
0.35 ===GL Gozimi (a=1,=2) |
" == (a=0.75,3=2)
0.35'! ..... (0=0.5,=2) H
H |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 5.1: x, (t) durum bilesen fonksiyonunun o parametresinin degisimine bagl

olarak analitik ve niimerik ¢6ziimlerinin karsilastirmasi: N =100.
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0.005

0 L
-0.005¢
-0.01;
_ -0.015¢
= 002
-0.025
0.03 — Analitik Géziim (a=1,5=2) |
—--GL Géziimii(a=1,8=2)
-0.035 == (0=0.75,3=2)
""" (0=0.5,3=2)
-0.04 ‘ i w ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 5.2: u, (t) kontrol bilesen fonksiyonunun & parametresinin degisimine bagl

olarak analitik ve niimerik ¢6ziimlerinin karsilastirmasi: N =100.

0.4 ‘ ‘ ‘
— Analitik C6ziim (=1, =1.25)
0.35 ===GL Goziimii («=1, p=1.25) |
—— (=1, p=1.5)
03-% (=1, p=1.75) 1
‘-‘ ----- =1, =2
025 = o1, $=2)
€ 02
X
0.15
0.1
0.05
0
0

Sekil 5.3: x, (t) durum bilesen fonksiyonunun £ parametresinin degisimine baglt

olarak analitik ve niimerik ¢6ziimlerinin karsilastirmasi: N =100.

65



4 — Analitik Géziim (o.=1, p=1.25)
0.057 7 ~=-GL Géziimii («=1, p=1.25) |
—%—(a=1, p=1.5)
-0.06f (=1, p=1.75) 1
----- ((1=1, B=2)
-0.07 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 5.4: u, (t) kontrol bilegen fonksiyonunun S parametresinin degisimine bagli

olarak analitik ve niimerik ¢6ziimlerinin karsilastirmasi: N =100.

0.4

0.35

0.3

0.25

0.15

0.1

0.05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 5.5: GL yaklasimindaki N adim sayisinin degisimine gore Xx, (t) durum
bilesen fonksiyonunun davranisi: & =0.75, f=1.5.
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-0.01+ > :
I"“
""
-0.02+ 3l :
s
£ -0.03" ‘7 i
=3 ,/.
Y/
- L y! i
0.04 f
A N=10
! == N=10
005 ——N=20
! ===N=30
_0.06 I I I |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 5.6: GL yaklasimindaki N adim sayisinin degisimine gore u, (t) kontrol

bilesen fonksiyonunun davranisi: & =0.75, f=1.5.

0.4

0.35¢

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 5.7: Sistemin x(r,7) durum fonksiyonuna x, (¢) durum bilesen

fonksiyonlarinin katkisi: o =0.75, f=1.75.
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—_— u2(t) 1
——ug(t)|

-=-u,(t)

—uyt)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 5.8: Sistemin u(r,¢) kontrol fonksiyonuna u, (¢) kontrol bilesen

fonksiyonlarinin katkisi: a =0.75, f=1.75.

0.5

t (zaman)

0.5
0 0 r (yangap)

Sekil 5.9: Sistemin x(r,¢) durumunun yiizeyi: & =0.75, f=1.75, N =100.
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00 r (yarigap)

Sekil 5.10: Sistemin u (r,¢) kontroliiniin yiizeyi: & =0.75, f=1.75, N =100.
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6. BIR UZAY-ZAMAN KESIRLI DIiFUZYON SIiSTEMININ
KURESEL KOORDINATLARDA OPTIMAL KONTROL
PROBLEMI

Tezin bu boliimiinde 5. Bolimde kutupsal koordinatlarda radyal simetrik
durumda formiilize edilen problem bir iist boyuta taginarak kiiresel koordinatlarda ele

alimmistir. Kiiresel koordinatlarda da radyal simetrik durum s6z konusudur. Ancak
koordinat sisteminde @(0<@<27) ve 0(0<O<z) gibi iki a¢ degiskeni

oldugundan radyal simetri durumu da yar1 ve tam radyal simetri olmak iizere iki alt

kisimda analiz edilmistir.

6.1  Yar Radyal Simetrik Durum

Bu kisimda sistemin davranisinin ¢ ag¢i degiskeninden bagimsiz oldugu

diisiiniiliir. O halde sistem dinamikleri

B
gD,“x(r,H,t) =K, (—A)3 x(r,é’,t)+ u (r,@,t) (6.1)

uzay-zaman kesirli diflizyon denklemi ile tanimlanan, baslangic ve smir kosullar

sirastyla

x(r,H,O)Zxo(r,Q) (0<r£a, O<6’S;z), (6.2)
x(a,@,t) = x(O,@,t) =0 (6.3)

olan anormal diflizyon sisteminin

f

O =

| 4% (r,0.t)+ Bu’ (r,0,t) |17 sin Odrd Ot (6.4)

N | =

J(u)=

performans indeksini minimize eden optimal u(r, H,I) kontroliiniin belirlenmesi

problemi ele alinmaktadir. 4. ve 5. B6limlerde oldugu gibi x, > 0 anormal diflizyon
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katsayisini, A ve B pozitif keyfi sabitleri, { D” (O <a< 1) Caputo kesirli tiirevini

ve (—A)g (1< g <2) kesirli Laplace operatoriinii, x(r,60,7) ve u(r,0,t) sirasiyla

sistemin durum ve kontrol fonksiyonlarini ifade eder.

Coztim asamasmin ilkini olusturan kesirli Laplace operatoriiniin 6z

fonksiyonlar cinsiden ifade edilebilmesi i¢in

—Ax(r,H) = l//zx(r, 9), 0<r<a,

6.5
0<O<r (65)

Helmholtz denklemi ve
x(a,0)=0 (6.6)

siir kosulu g6z oniline alinmistir. Problemde yar1 radyal simetrik Laplace operatorii

ile kastedilen

2 2
Ax(r.0)=V2x(r,0)= T2 4 22, 1 (a =

or? 78}” FW

+cot6?a—x (6.7)
00

dir. x(r,0)=R(r)Y(0) varsaymm altinda degiskenlerine aywrma ydntemi

kullanilarak elde edilen, (6.5) denkleminin 6z fonksiyonlarmnin ilki
R ()= Jy(Wour): n=01,e m=12,.. (6.8)

bicimindedir. Burada 6zdegerler

1
n+—,m
2

Vi = (6.9)

a

ve # , ’ler J | Bessel fonksiyonunun m. pozitif kokleridir dyle ki kiiresel Bessel
n+—,m n+5

fonksiyonlari olarak adlandirilan j, (r) ’ler asagidaki gibi tanimlanir:

J, (r):(ij;J () (6.10)
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Oz fonksiyonlarm ikincisi ise P, n. dereceden Legendre polinomlari olmak iizere
Y(H)ZPn(COSH) (6.11)

olarak bulunur.

n. dereceden bir Legendre polinomu asagidaki bigcimde tanimlanir:

L& (=26
P(x)=—3(-1 " 6.12
()= 2 )k!(n—k)!(n—2k)!x (6.12)
oyle ki
g, n ¢ift
M= 6.13)
w n tek.
2 M

(6.12) polinomuna alternatif olarak Legendre polinomlarint liretmek amaci ile

Rodrigues formiilii de kullanilir [88]:

_ 1 dn 2 n
P (%)= 5o [(x -1) J (6.14)
O halde y,, 0Ozdegerler olmak tizere (6.5) Helmholtz denklemini saglayan 6z

fonksiyonlar asagidaki bigimde elde edilmis olur:

xn’m(r,é’):jn(l,//n’mr)f;(cosﬁ), n=0,1,., m=1.2,... (6.15)

Dikkat edilirse hem j, kiiresel Bessel fonksiyonlar ailesi hem de P Legendre

polinomlar1 birer ortogonal aile olusturmaktadirlar. Legendre polinomlar1 igin

ortogonallik sarti

J.Pq(x)Pn(x)dx: 2 (6.16)
B 2n+1"

ve buradan
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1/2
P, (x) =( 2 j (6.17)

2n+1

oldugu g6z oniine alinarak Legendre polinomlarinin ortonormallestirilmis formu

P(x) (2n+1)"
Pn(X)H_( : j P.(x) (6.18)

olarak elde edilir.

Boylece 6z fonksiyonlari

1

x,, (r0)= (2”2”)2 2 Jo (V) P, (c056) (6.19)
aﬁjn+l [ﬂn+l m j
L

biciminde ortonormallestirerek hesaplamalarda sadelik olusturmak miimkiin hale

gelmigtir. Ayrica (6.19) 6z fonksiyonlari
x,.(a,0)=0, (0<6<x) (6.20)

siir kosulunu saglamaktadir. Tiim bunlardan hareketle ¢6ziim asamalarinin ikincisi

olan sistemin x(r, H,t) durum ve u(r, Q,t) kontrol fonksiyonlarin 6z fonksiyonlar

cinsinden seri gdsterimlerinin sirastyla

x(r,0.1) = iixnm(t)(zn;ljz V2

Jo (W) B, (cos ), (621)
o
3

A~

1
2n+1)2 J2

2
a\/zjn-H [/u +

J Jo (W) P, (cos8) (6.22)

oldugu varsayimi yapilabilir. Dahas1 (6.21) durum seri fonksiyonu (6.3)’te verilen

sinir kosullarini saglar. Simdi (6.1) dinamik sistemindeki kesirli Laplace operatoriinii
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belirlenen 6zdeger ve 6z fonksiyonlar tliriinden ifade edebilmek i¢in (6.21) seri

fonksiyonu g6z oniine alinirsa 3.1.5 Tanimina gore

B o ®
(<8)2 x(r6.)= X X x,,(1)(¥,,) %, (r.0) (6.23)

elde edilir. Buradaki x,, (r,0) ler (6.19)"da belirlenmistir.

Coziim asamalarimin gilinclisi olan gerekli optimallik  kosullarinin
belirlenebilmesinde oOncelikle hesaplanmasi gereken F ve G fonksiyonlaridir.
Bunun igin (6.21) ve (6.22) seri fonksiyonlar1 (6.4)’te yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa /° fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:
F (xu,t) = %[ijm (0)+ B, (1)] (6.24)
Yine (6.21)-(6.23) sonuclar1 (6.1) dinamik sisteminde yazilir ve sadelestirilirse

G, (xsust) ==, (W, ) X (€) 411, () (6.25)

olarak elde edilir. Buradan da (3.45)-(3.47) gerekli optimallik kosullar1

e, (6) =k, (v, ) % (£) 1, (1) (6.26)
DA, (1)=Ax,, (6) =&, (., ) 2 (1), (6.27)
Bu,, (t)+24,,(t)=0 (6.28)

bi¢iminde belirlenir. Burada x, (t) durum bilesen fonksiyonu igin baslangic ve

u,, (1) kontrol bilesen fonksiyonu i¢in son degerleri

‘xnm (0) = xnm (7",0),

6.29
u, () = 0 (6.29)
dir. Yine (6.27) ve (6.28) esitlikleri kendi arasinda diizenlenirse
CDa _ A B
t 1 unm (t) - _Exnm (t) _(Wn,m) Kﬂunm (t) (630)

74



elde edilir. Sonu¢ olarak sistemin x(r,@,t) durum ve u(r,@,t) kontroliinii

belirleyecek olan, durum ve kontrol bilesen fonksiyonlarina gore analitik ve niimerik

olarak ¢oziilmesi planlanan kesirli denklem sistemi asagidaki gibidir:

OCDtaxnm (t) = _Kﬁ (l//n,m )IB xnm (t) + unm (t)’ (631)
C Nna _ A B
t Dl unm (t) - _E'xnm (t)_Kﬂ (l//n,m) unm (t) (632)

[lk olarak (6.31)-(6.32) denklem sisteminin ¢oziimiinde gerekli olan x, (0)
degeri belirlenmelidir. Bunun ig¢in sistemin durum seri fonksiyonu (6.21) ve

baslangi¢ kosulu (6.2) gbz ontline alinir. Bu amagla sirasiyla

» (6.21)’de t =0 alinir;

» esitligin her iki tarafi sirasi ile P, (cos H)sinﬁ ile ¢arpilip 0 ’dan 7 ’ye integral
alinir;

» benzer bicimde j, (gz/mlf)lf2 ile ¢arpilip 0 ’dan «a ’ya integral alinir;

» ve P ve j fonksiyonlarinin ortogonallik 6zellikleri de géz oniine alinarak elde

edilen sonug

12

(2n+1)

avaj,., [/u 1
n+5,m

x,, (0) ] Ijx(r, 6,0) P, (cos0)sin b, (t,//,hmr)rzdﬁdr (6.33)
00

olacaktir. O halde elde edilmek istenen x,, (0) baslangic degeri x(r,@,O) ’in

se¢cimine bagli olarak (6.33) ile hesaplanacaktir. Burada sistemin ana baslangi¢

kosulunu ifade eden x(r, 0,0) degeri genelde 6z fonksiyonlarin ortogonallik

ozellikleri uygulanacak bigimde ongériiliir. Ornegin, bu kisimda kullanilacak olan

sistemin ana baslangi¢ kosulu
x(r,6,0)= P, (cosb) j, (v,,r) (6.34)

olup buna bagli olarak (6.33) ile hesaplanan x, (O) degeri asagidaki bicimdedir:
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w | on=0,m=1
%, (0) = Jl(”;,l} e (6.35)

0; n>0, m>1.

Bu baslangi¢ degerinin yaninda kontrol bilesen fonksiyonunun son degeri u,, (1) =0

dir.

6.1.1 Analitik Coziim

(6.31)-(6.32) denklem sistemi & =1 olmasi durumunda tamsay1 mertebeli

d
Exnm(t) =i, (W) X (€) +11,0 (0), (6.36)
%unm(t) :gxnm (t)+Kﬁ (l//n,m>ﬂ unm(t) (637)

sistemine doniisiir. Burada

a,, =k, (v,,,) (n=0L.. Am=12,..),

kisaltmalar1 kullanilarak elde edilen analitik ¢oziimler asagidaki gibidir:

e b, cosh(bnm (t—l))—anm sinh(bnm (t—l)) 6.38)
Xoum ( ) = X ( ) bnm cosh(bnm ) +a,, sinh (bnm) ’ '
b> —a’ sinh(b, (-1
unm (l) — xnm (0) ( nm anm)SIH ( nm'( )) . (6.39)
b, cosh (bnm ) +a,, sinh (bnm )

6.1.2 Niimerik Coziim

(6.31)-(6.32) denklem sisteminin GL yaklagimi ile elde edilen niimerik

¢Oziimleri
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3 [n]
h* = F(l—a)
(M=1,2,...,N, n=0,1,..,p, m:1,2,...,q),

+K, (y/n,m )ﬁ X, (Mk) =u,, (Mh)

(6.40)
N N-M)h]“
LS e, (M jh)—unm(Nh)[( _) J
he 4= F(l a)
v, (v, ), (Mh) = —%xm (Mh) (6.41)

(M=N—l,N—2,...,0, n=0,1,..., p, m=l,2,...,q)

bi¢imindedir. Buradaki w?,N,M veh GL yaklasiminda kullamlan standart
notasyonlardir. Ayrica sekiller i¢in kullanilan x,, (O) baslangi¢ degeri (6.35)’te

hesaplanan deger ve kontroliin son degeri u,,, (Nk)=u,, (1)=0 dir.

Asagida verilen sekiller elde edilirken ilk olarak problem parametrelerinin

degisimleri karsisinda sistemin en kiigiik bilesenleri olan xnm(t) ve u,, (t) ’lerin

davramisinin - goriilmesi amaglanmustir. Burada x,,(7) durum ve u, (¢) kontrol

bilesen fonksiyonlar1 iizerindeki analizlere yer verilmistir. Bu se¢imler tamamen
(6.35)’teki baslangic degerinin se¢imi ile ilgilidir. Farkli baglangic kosullarinin
secimi elbette farkli durum ve kontrol bilesen fonksiyonlari ortaya ¢ikarabilir. Diger

bir deyisle, burada secilen baglangic degeri ile sistemin durum ve kontrol

davranislarina en fazla katkisi olan terimler x,, (t) Ve U, (t) dir.

Sekil 6.1 ve Sekil 6.2°de x,, () ve u, () bilesen fonksiyonlarinin analitik

ve niimerik c¢oziimleri i¢in bir karsilastirma yapilmistir. Yine bu sayisal

karsilastirmalarda S =1.75 sabit degeri secilerek a parametresinin degisiminin

etkisi incelenmistir.

Benzer diisiinceyle Sekil 6.3 ve Sekil 6.4’te x,, (7) ve u,(¢) bilesen

fonksiyonlarinin uzay kesirli tirevi £ ’nin degisimi karsisindaki davraniglari

gosterilmistir. Zaman kesirli tlirevinin = 0.9 se¢ilmesi ¢oziimlerin GL yaklagimi

ile elde edilen niimerik ¢oziimler oldugunu agikca gostermektedir. Burada GL
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niimerik yaklagimindaki alt aralik sayist N =100 olarak secilmistir. Dolayist ile alt
1
aralik uzunlugu A :ﬁ diir. N ’'nin se¢imi keyfi olmakla birlikte degeri biiytidiikge

algoritmanin ¢alisma siiresi de uzadigindan sonuglarin diizglinliigiinii gercekleyen

asgari N degerinin kullanilmas1 énemlidir.

Sekil 6.5 ve Sekil 6.6’da GL yaklasimindaki alt aralik sayist N ’nin ve
1
dolayst ile alt aralik uzunlugu h:ﬁ ‘nin degisiminin x,, (¢) ve u,, () tizerindeki

etkisi aragtirllmigtir. Beklendigi lizere alt aralik sayisi arttikca durum ve kontrol
bilesenlerinin davraniglarindaki diizgiinliik de artmaktadir. Bu sekiller & =0.9 ve
L =1.75 degerleri igin elde edilmistir ve N =40 degerinden sonraki degerler igin
sonuclarin birbiri ile Ortlistiigli gézlenmistir. Ancak dikkat edilirse farkli parametre
degisimlerinin analizlerinde farkli N degerleri kullanilmigtir. Bunun nedeni farkli

analizlerde durum ve kontrol bilesenlerinin diizgiinliiglinii gozlemleyebilmek igin

farklt N degerlerinin yeterli olusudur.

Sekil 6.7 ve Sekil 6.8°’de € (ag1) parametresi sabitlenerek sistemin durum ve
kontrol ylizeyleri ¢ (zaman) ve r (yaricap) parametrelerinin degisimine gore elde
edilmistir. (6.21) ve (6.22)’deki durum ve kontrol serilerinin {ist limit degerleri ya da
diger bir deyisle terim sayilari n=m=4 alinarak ve

o =§,N =100, =0.9, B =1.75 segilerek yiizeyler ¢izilmistir. Burada énemli olan

az sayida terim kullanarak sistemin beklenen cevabimin goézlenmesidir dyle ki

n,m>4 olacak bi¢cimdeki serilerin terimlerinin sistemin durum ve kontrol cevabina

katkis1 ihmal edilebilirdir.

Benzer diisiinceyle Sekil 6.9 ve Sekil 6.10°da 7 parametresi sabitlenerek ¢ ve
@ parametrelerinin degisimine gore durum ve kontrol yiizeyleri gdsterilmistir.

Cizimlerde ¥ =0.5, n=m=4, N =100, =0.9 ve f=1.75 degerleri kullanilmustir.
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0.35

= Analitik C6ziim (a.=1)
0.3 ===GL Coziimii («=1) |
—=0.95
o=0.75
0.25 =0.5
. 0.2 |
&
0.15 |
0.1f .
0.05"- .
0 ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

"t (zaman)

Sekil 6.1: x,, (t) durum bilesen fonksiyonunun « parametresinin degisimine bagl

olarak ¢6ziimlerinin karsilastirmasi: £ =1.75, N =100.

o -
-0.005} |
-0.01) |
= 0.015 |
=
/4
/A
0.02 //1 I
'I — Analitik C6ziim (a=1)
l' ===GL Gozimii (a=1)
-0.025(// —a=0.95 I
i 0=0.75
a=0.5
-0.03 ‘ ! | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 6.2: u,, (t) kontrol bilesen fonksiyonunun & parametresinin degisimine bagl

olarak ¢6ziimlerinin karsilastirmasi: f=1.75, N =100.
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0.35 ‘

—p3=1.5
=1.95
=2
0.25 B
0.2} -
X 015" -
01" .
0.05- g
0 |
0 0.2 0.8 1

0.4 6
t (zaman())

Sekil 6.3: x,, (t) durum bilesen fonksiyonunun £ parametresinin degisimine bagl

olarak ¢oziimlerinin karsilagtirmasi: o =0.9, N =100.

-0.005

-0.01 q
35
-0.015 q
—p=1.5

0.02 —p=1.75
3=1.95
p=2

-0. 2 I I I I

0.0 50 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 6.4: u,, (t) kontrol bilesen fonksiyonunun f parametresinin degisimine bagli
olarak ¢6ziimlerinin karsilastirmasi: « =0.9, N =100.
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0.35

— N=10
0.3 = N=20 |

N=40
0.25 = N=50 ||
= 0.2 8
% 0.15 ]
01 8
0.05 8

0 |

0 0.2 04 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 6.5: GL yaklagimindaki N adim sayisimn degisimine gore x,, (¢) durum

bilesen fonksiyonunun davranmisi: & =0.9, f=1.75.

0
-0.005
-0.01
= -0.015
=
-0.02'
——N=10
-0.025 ——N=20
N=40
——N=50
0.03, 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 6.6: GL yaklasimindaki N adim sayisinin degisimine gore u,, (t) kontrol

bilesen fonksiyonunun davranisi: & =0.9, f=1.75.
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x(r,t)

1.-~ [ T el
08, el T
06 - - e

0.5
r (yarigap)

0.5
t (zaman)

Sekil 6.7: Sistemin x(r,t) durumunun yiizeyi:

a =09, f=1.75, N =100, ezg, n=m=4.

r (yarigap) 00 t (zaman)

Sekil 6.8: Sistemin u(r,¢) kontroliiniin yiizeyi:

a =09, f=1.75, N =100, ezg, n=m=4.
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u(e,t)

x(0,t)

0 (agI) 00

t (zaman)

Sekil 6.9: Sistemin x(@,t) durumunun yiizeyi:

a=0.9, p=1.75, N =100, r=0.5, n=m=4.

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04

-0.05
1

0 0 t (zaman)

Sekil 6.10: Sistemin u (9, t) kontroliiniin yiizeyi:

a=0.9, p=1.75, N =100, r=0.5, n=m=4.
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6.2 Tam Radyal Simetrik Durum

Bu kisimda dinamik sistemin ve buna bagli performans indeksin kiiresel

koordinatlarin a¢1 degiskenlerinin her ikisinden de (49 ve go) bagimsiz olmasi

durumu ele alinmistir. Boylelikle problem tam radyal simetri olarak adlandirilmistir.

O halde sistem dinamikleri

OCDt”‘x(r,t) =Ky (—A)g x(r,t)+u(r,t) (6.42)

biciminde tanimlanan, baslangi¢ ve sinir kosullari sirastyla

x(r,0)=x, (7). (6.43)
x(a,t)=x(0,t)=0, (6.44)

olan
7 ()= T 42 )+ 30 ()] et (6.45)

performans indeksini minimize eden optimal kontrolin bulunmasi problemi

incelenmektedir.

Oz fonksiyonlarin belirlenebilmesi i¢in gdz 6niine alinan Helmholtz denklemi

—AX(F)ZI//ZX(I") (0<r<a) (6.46)
dir. Burada
0’x 2 0x
Ax(r)=—+—"— 4
(r) or? " r or (6:47)

tam radyal simetrik formda tanimlanan Laplace operatoriidiir. (6.46) denkleminin

¢ozlimii olan 6z fonksiyonlar
R, (r)=j,(w,r) (n=12,.) (6.48)

ve 0z degerler
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wo=—2 n=1,2,.. (6.49)

bigimindedir oyle ki x4, (n=1,2,..) ’ler J; Bessel fonksiyonunun pozitif

2 2

sifirlaridir. Ayrica j, kiiresel Bessel fonksiyonu ile J, Bessel fonksiyonu arasindaki
2

iligki asagidaki gibidir:

Jo (r) =(%)% J, (r). (6.50)

Yine 6z fonksiyonlarin ortogonal ve dolayisi ile ortonormallestirilebilir bir aile

olmas1 s6z konusudur. Ayrica j, fonksiyonu i¢in

a 3
i) = [ wr) 2 == (ﬂl ] (651)

ozelligi gecerlidir. Buna bagli olarak elde edilen ortonormal 6z fonksiyonlar ise

2 ] Jo (w,r) (6.52)

aaj (ﬂln
3

R, (r)

seklindedir. Boylece x(r, t) durum ve u (r, t) kontrol fonksiyonlarinin

x(r,t)= ixn (t)%jo (w,r), (6.53)

n=1
avaj (ﬂln
>

u(r.t)=Yu, (z)LJ Jo (1), (6.54)

n=1
a\/gjl (/‘1 .

2

biciminde ortonormal 6z fonksiyonlarin birer serisi olduklar1 varsayimi yapilabilir.
(6.53) seri fonksiyonu (6.44)’te verilen sinir kosullarin1 da saglamaktadir. Benzer

bicimde kesirli Laplace operatdriiniin bu 6z fonksiyonlar cinsinden ifadesi de
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(~A)2 x(r,t)=Zx, (1)(w,) R, (r) (6.55)

olarak hesaplanir.

Gerekli optimallik kosullarinin hesaplanmasinda kullanilan F fonksiyonu
(6.53) ve (6.54) seri fonksiyonlarinin (6.45)’te yazilmasi ve gerekli hesaplamalarin

yapilmast ile
F, (x.u.1)= %[ij (6)+ Bu? (1)] (6.56)

formunda ve G fonksiyonu (6.53)-(6.55) sonuglariin (6.42) dinamik sisteminde

yazilmasi sonucunda

G, (x,u,t):—l(ﬂ (v, )ﬁ x, (8)+u,(t) (6.57)

biciminde elde edilir. Buradan da (3.45)-(3.47) gerekli optimallik kosullar1 asagidaki

gibi bulunur:

§Dx, (t)=—x,(v,) x, (t)+u, (1), (6.58)
€D, (1) = 4x, (1) =K, (v,) 4, (1), (6.59)
Bu, (t)+4,(1)=0 (6.60)

(6.59) ve (6.60) denklemlerinin diizenlenmesi ile de
C Nna _ A B
cDlu, (t)= —% (1)=(w,) x4u, () (6.61)

elde edilir. Boylece durum ve kontrol bilesen fonksiyonlarinin kesirli denklem

sistemi

o D'x, (t)=—x, (v, ) x,(£)+u, (1), (6.62)

D, (1) = —%xn (6)=(w,) &y, (1) (6.63)
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olur. Daha onceki boliimlerde de vurgulandigi gibi (6.62)-(6.63) denklem sisteminin

¢Oziimiinde durum bilegen fonksiyonu i¢in baslangi¢ kosulu x, (0) gereklidir. Bunun

hesaplanabilmesi icin (6.53)’te verilen durum fonksiyon serisi ve (6.43)’te verilen

sistemin ana baslangic kosulu dikkate alinmalidir. Bununla birlikte j,

fonksiyonunun (6.51)’deki ortogonallik 6zelligi de kullanilirsa

x,(0) =

) [ %0 (7)o (w,r) rdr (6.64)
0

a\/_J1 (/11 )

baslangic kosulu elde edilir. Burada x, (r) ‘nin se¢imine ve her bir n degerine bagl

olarak durum bilesen fonksiyonunun (6.64) baslangic degerinin degisecegi

goriilmektedir.

Ornegin, sistemin ana baslangi¢ deger fonksiyonu

x(r,O) =X, (r) =1

olarak secilsin. O halde (6.64)’deki
()
0

integralinin degeri hesaplanmalidir. Bunun i¢in

[x72, (x)dx =272, (x)+¢ (n=0.1,..)

ozelligi dikkate alinirsa hesaplanmak istenen integralin #»=0 durumuna karsilik

geldigi goriiliir. Buradan elde edilecek olan durum fonksiyonunun baslangic degeri
x,(0)=—= (6.65)

dir. Ayn1 zamanda bu deger niimerik hesaplamalar yapilirken kullanilan baslangi¢
degeridir. (6.65)’ten ve (6.62)-(6.63) denklem sisteminin katsayilarindan anlasilacagi

gibi analitik ve niimerik ¢0ziim algoritmalarimin olusturulmasinda y, degerlerinin

bilinmesi gereklidir. Bunlar ise J, fonksiyonunun sifirlar1 olan g, (n=1,2,...)
2 2"
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degerlerine bagli olarak (6.49)’da hesaplandigina gore oncelikle z,  degerleri

2

bilinmelidir. Bunun icin p.dereceden birinci tip Bessel fonksiyonlarmin (6.12) ile

1
verilen taniminda 6zel halde p = 5 olmasi durumu

1
© 1 k ¥ 2k+E
s (x) = ( )1 (Ej (6.66)
k=0 k'F(k++1j
bi¢cimindedir. Burada
1 2k +1)!
F(k+§+lj=%\/; (6.67)

oldugu dikkate alinirsa

o) E 3

o0
TX k=0
2 .
=,/—SInx
TX

sonucuna ulastlir ki bu esitlik ile J,, fonksiyonunun sifirlart olan p, (n= 1,2,..)
E,n

(6.68)

degerleri

M, =nx (6.69)

olarak bulunur. Sonug olarak bulunmasi amaglanan v, ’ler asagidaki gibidir:

o
v, =——="2 (n=1,2,..). (6.70)

Analitik ve niimerik ¢oziimlerde kullanilan bu 6nemli 6n bilgilerden sonra

sirasi ile ¢oziimler asagida belirtilmistir.

6.2.1 Analitik Coziim

(6.62)-(6.63) kesirli denklem sistemi & =1 olmasi durumunda
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d

(1) =, (v, Y x, (£)+u, (1), 6.71)
d A
ar (1) =5 % (1) + 55 (v, ) u, (1) (6.72)

sekline doniigiir. Bu denklem sisteminin ¢ézimii ise
x,(t)=¢ exp(—p(n)t)+c2 exp(p(n)t), (6.73)

u, (t) =c (q(n)—p(n))exp(—p(n)t)+02 (q(n)+p(n))exp(p(n)t) (6.74)

olarak elde edilir. Burada kullanilan kisaltmalar ve hesaplanan katsayilar asagida

verilmistir:

q(n)= Ky (l//n )ﬂ, (6.75)

p(n)=yq(n) +1, (6.76)

(p(n)-q(n)) )
{(p(n)=q(n))+(g(n)+ p(n))exp(2p(n))} " (0), (6.77)

¢ =

(p(n)+q(n))exp2p(n) x, (0). (6.78)

{(p(n)=a(m)+(a(n)+ p(n))exp(2p(n)} "

¢, =

Bu kisimda elde edilen analitik ¢oziimlerin 5.1 Kismi ile olduk¢a benzer oldugu
goriilmektedir. Ancak burada problemler agisindan belirleyici olanin 6zdegerler ve
0z fonksiyonlar oldugu unutulmamalidir. Farkli koordinat sistemlerinde problemi

analiz etmek zaten bu agidan 6nemlidir.

(6.73)-(6.74) ¢oOziim takimi i¢in kullanilan baslangi¢ kosullar1 (6.65)’te

hesaplanan degerlerdir ve ayrica u, (t) kontrol bilesen fonksiyonu i¢in son deger

u,(1)=0"dr.

6.2.2 Niimerik Coziim
5.2 Kismindaki gibi Caputo kesirli tiirevinin GL niimerik yaklagimi ile elde

edilen karsilig1 kullanilarak niimerik ¢oziim takimi
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h* = r(i-a) (6.79)
(M=l,2,...,N, n=1,2,...,m),
RS . [(N-M)h]" s
m 2 wiu, (Mh+ jh)—u, (Nh) Fi-a) +ix,(v,) u,(Mh)=-=x, (Mh)
(M=N—1,N—2,...,0, n=1,2, ,m)
(6.80)

olarak belirlenir. Buradaki N,A,M,m parametreleri ve wj‘ katsayilar1 4.2 Kisminda

ifade edilmistir.

Tam radyal simetrik durum esasen yari radyal simetrik durumun bir alt
durumunu belirtir. Ciinkii tam radyal simetrik durum sistemin & a¢1 degiskeninden
de bagimsiz oldugu durumdur. Yani € =0 durumu olarak da diisiiniilebilir. O halde
yart radyal simetri durumunda yapilan analizler 8 =0 igin tam radyal simetriye

karsilik gelir. Bu yiizden benzer niimerik sonuglar bu kisimda tekrarlanmamustir.
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7. GRUNWALD-LETNIKOV NUMERIK YAKLASIMININ
ITERASYONEL BIiR NUMERIK YONTEMLE
KARSILASTIRMASI

Bu boliimde amag, tez problemlerinin niimerik ¢oziimlerinde kullanilan GL
yaklagimi ile Volterra integral denklemlerinin niimerik ¢dzlimlerinde kullanilan
iterasyonel bir yaklasim arasinda karsilastirma ve degerlendirme yapmaktir. Diger
bir deyisle direkt bir niimerik yontemle iterasyonel bir yontemin KOKP’nin ¢éziimii

tizerindeki etkilerinin arastirilmasi amaclanmstir.

Oncelikle 4. Boliimde (4.18)-(4.19), 5. Béliimde (5.25)-(5.26) ve 6. Béliimde
(6.31)-(6.32) ile (6.62)-(6.63) kesirli denklem sistemlerinin genel yapisinin

$Dfx=—cx+c,u, (7.1)
“Dfu=—c,x—c,u, (7.2)

formunda oldugu dikkate alinmalidir. Ayrica baslangic durum ve son kontrol

degerleri

(7.3)

bi¢imindedir. Buradaki c,c,,c;,c, katsayilar1 temsili olmakla birlikte 6zel halde

aldig1r degerler 4., 5. ve 6. Boliimlerde belirtilmistir. (7.1)-(7.2) kesirli denklem
sisteminin ¢Oziimiinde uygulanacak olan niimerik yontemin seciminde belirleyici
olan denklem sisteminin hem sol hem de sag yonlii kesirli tiirev operatorlerini
icermesidir. ileri ve geri fark yaklasimi temeline dayanan GL niimerik yonteminin
se¢ciminde de bu etkili olmustur. GL taniminin esasen bir kesirli tiirev operatoriinii
ifade ettigi géz Oniine alindiginda GL niimerik yontemi direkt bir yontem olarak
degerlendirilmektedir. Diger bir deyisle oOnceki boliimlerde de goriildiigii gibi
herhangi bir iterasyona gerek olmaksizin sadece zaman ayriklagtirmasi ile niimerik
algoritma yazilip istenen sonuglara ulagilmistir. O halde (7.1)-(7.2) kesirli denklem

sisteminin iterasyonel bir yaklasim ile ¢ozlimii nasil gerceklestirilebilir?
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Burada uygulanan iterasyonel yaklasim Diethelm ve dig. [91] tarafindan kesirli
diferansiyel denklemlere adapte edilen “Predictor-Corrector” yaklasimina dayanir.

Diethelm ve dig. Caputo kesirli tiirevli
DIy(x)=f(xy(x)) (7.4)

diferansiyel denkleminin m = |_05—| olmak {izere

P0)=y, k=0,1,...,m—1, (7.5)

baslangi¢ degerleri altindaki ¢6ziimiinii arastirmiglardir. Bu amagla (7.4)-(7.5)

baslangi¢ deger problemini

[a—l—l k 1

()= ok e

2 a7 (O 76)

O C—

biciminde Volterra integral denklemine doniistiirerek “one-step Adams Predictor-
Corrector” algoritmasi ile ¢cozmiislerdir. Bunun 6ncesinde ayrintilar1 [91]’de verilen
yontemin birinci mertebeden denklemler i¢in uygulamasi asagida Ozetlenmistir.

Burada ele alinan baglangi¢-deger problemi
Dy(x)=f(xy(x)), (7.7)
»(0)=y, (78)

bi¢imindedir. Burada £, (7.7)-(7.8) probleminin [O,T ] aralifinda bir tek ¢6ziimii

oldugu varsayimmina bagli olarak belirlenen bir fonksiyondur. O halde algoritmanin

basamaklar1 soyledir:
i.  Problemin tanimlandig1 7' uzunluklu zaman aralig1 n € N* olmak {izere

h=T/N uzunluklu alt araliklara bolinmiistiir dyle ki

{t,=nh:n=0,1,.,N}
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dir. Burada temel diisiince yh(tj)z y(tj) (j=12,..,n) yaklastk degerlerini

hesaplamaktir. O halde y, (¢,.,) degerini hesaplamak amaciyla [z,,¢

> n+l

] araliginda

(7.7) denkleminin
Y(t)=2()+ [ f(z0(2))z (7.9)

yaklagik formu g6z 6niine alinmaistir.
ii. (7.9) esitliginin sag tarafindaki integral

ig(z)dz:b;a

a

(g(a)+g(b)) (7.10)

bicimindeki iki noktali trapezoidal quadrature formiili kullanilarak (7.9) esitligi

yeniden diizenlenmistir:

Vi (tn+l ) =V (tn)"'%(f(th’(fn )) + f(tn+] =J’(tn+1 ))) (7.11)

(7.11) esitliginde y(¢,) ve y(z,,,), yaklasik degerleri olan y,(z,) ve y,(z,,) ile
degistirilirse

Y (tn+] ) =V (tn)—‘rg(f(tn’yh (tn))+f(tn+]?yh (tn+l ))) (7.12)

yazilir. Dikkat edilirse (7.12) esitliginin her iki yaminda y,(z,,,) bilinmeyeni
bulundugundan ve f nonlineer bir fonksiyon oldugundan direkt bir yontem
kullanilarak y, (IM) degeri hesaplanamaz. Bunun i¢in gerekli olan ilk yaklasim
“predictor” olarak adlandinlan y, (z,,,) yaklasik degerinin (7.10) esitligindekine
benzer diisiinceyle “trapezoidal quadrature” formiiliiniin

b

Ig(z)dzz(b—a)g(a) (7.13)

a

licgen yontemiyle yer degistirerek hesaplanmasidir. Bu yaklasim literatiirde “forward

Euler” ya da “one-step Adams-Bashforth” metodu olarak bilinen
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vi (ta) =2, () +f (2,3, (2,)) (7.14)

sonucunu ortaya ¢ikarir. (7.14) sonucunun (7.12) esitliginde yerine yazilmasi ile

() =0 )+ 5L 103 1) £ 10097 (1)) 7.15)

elde edilir. Bu sonug literatiirde “one-step Adams-Basforth-Moulton™ teknigi olarak

bilinir. Buradaki f(z,,,.y, (¢

n+l

)) degeri ise “corrector” olarak adlandirilir. Bu

yontem 2. dereceden yakinsaktir:

max |y(t,)-y,(z,)|=0("*). (7.16)

n=1,2,..,.N

Diethelm ve dig. buraya kadar olan kismi bir algoritma mantigr ile soyle

Ozetlemektedir:

e (7.9) integral denkleminin ¢6ziilmesinde ilk olarak (7.14) ile verilen

vy (t,m) hesaplanir;
e Bu deger kullanilarak f (tn+l, v (2, )) degeri elde edilir;

e Son olarak f (th,yh(t,Hl)) degeri hesaplanir;
e Bu sekilde elde edilen sonug¢ bir sonraki iterasyonda kullanilmak {iizere

saklanir.

Sonu¢ olarak burada ozetlenen klasik “Adams Predictor-Corrector” algoritmasi
Diethelm ve dig. tarafindan modifiye edilerek (7.4)-(7.5) kesirli baslangic-deger
problemine uygulanmistir. Ele aldiklari problemde integral araligi, (7.9)

denkleminden farkli olarak [0,¢, ] *dir. Klasik durumdakine benzer bigimde

a-1_

[ (1 =2) g (2)dz % [ (t,0=2) "G (2) 2 (7.17)

yaklagimini  uygulamislardir.  Buradaki  g,.,, ¢ ( j=0,1,2,...,n+1) diigiim
noktalarinda g i¢in pargali lineer interpolantdir. Bdylece kuatratiir teorinin

tekniklerini kullanarak (7.17)’deki integrali
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[ ha n+l

[ (ta=2)"'8 ()= mzola.f,wg (1)) (7.18)
0 J=
biciminde elde etmislerdir dyle ki
n‘”l—(n—a)(n+1)a, j=0
a0 = (n—j+2)0{+1 +(n—j)0{+1 —2(n—j+1)a+1 , 1<j<n (7.19)
1 j=

dir. Sonug olarak bu yaklagim ile elde ettikleri (7.6)’daki integral denklemi asagidaki
gibidir:

[a]-1 fk he
yh (tn+1) = z ]’;_""ly(()k) +

k=0

+F(z—:2)iaj,n+1f(tj’yh (tf ))

Jj=0

—— =/ 1° lf tn+l
1“(az+2)f("+ Vi ( )) 20

Diethelm ve digerleri tarafindan kesirli baglangic-deger problemi igin ortaya konan
bu iterasyonel yaklasim, Agrawal [51] tarafindan KOKP’lerin niimerik ¢6ziimlerine
adapte edilmistir. Dikkat edilirse (7.20) iterasyonel yaklasimi uygulanan (7.4) kesirli
diferansiyel denklemi sol Caputo kesirli tlirev operatorii ile tanimlanmistir. Agrawal
ise bu iterasyonel yaklasimi sag kesirli tiirevli denkleme uyarlayarak (7.1)-(7.2)
kesirli denklem sistemi i¢in niimerik ¢oziimler elde etmistir. Buradaki yontem

sOyledir:
I.  ilk olarak (7.1)-(7.2) kesirli denklem sistemi (7.6) denklemine benzer

olarak Volterra integral denklemleri formunda yeniden ifade edilir:

1

x(t)=x,+ @) I(f—r) B (czu(z')—clx(r))dr, (7.21)

u(t)=———

() (r—t)a_l(c4u(r)+c3X(T))dT. (7.22)

- —

1
IL. [O,l] zaman araligt N tane /= I uzunluklu alt aralia ayrilir ve
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J=0,L...,N olmak lizere j. zaman digimii ¢, = jh olarak ifade edilir. Bdylece

(7.21) denkleminin ayriklastirilmis formu:

clzayx( )+czia u(tj), i=L2,.,N (7.23)

Jj=0

bi¢imindedir. Burada a, katsayilari (7.19)’da da goriilecegi gibi

- (1) = a1, =0
)= T(arD) (i—j+1) " (= =1 =2(i—j)", 1<j<i-1 (7.24)
1, j=i

dir.

L.  (7.23) esitligi yeniden diizenlenirse:

i=1 igin

1
x(tl) =T 1-¢ awx(to)+c2 {awu (to)+ allu(tl)} , (7.25)
11 —

1+a,,

x(t2)= ! l-¢ {azox(to)+aﬂx(tl)}+c2 {azou(to)+a21u(t )+a22u( )] (7.26)

ve genel halde

x(1)

aiju(tj):|, i=12,..N (727

elde edilir.

IV. (7.23) yaklasimina benzer olarak u (t) icin yapilan ayriklastirma

asagidaki gibidir:
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u(t))= —ciby_x(zj)—c42b,.ju(zj), i=N-L,..,0. (7.28)
J=i '

Burada (7.24) katsayilarina benzer diisiinceyle b; katsayilari belirlenmektedir:

L, j=i
b, =ﬁ (j=i+]) " +(j—i-1)" =2(j-i)", i+1<j<N-1  (7.29)
a
(N=i=1)" ~(N=i)" +(a+1)(N-i)" j=N.

V. II’tekine benzer hesaplamalar yapilarak (7.28) esitliginin yeniden

diizenlenmis hali asagidaki gibidir:

u(tl.):— ! c3iby.x(tj)+c4ibiju(tj) , i=N-1,..,0. (7.30)
1+b,| = =i+l

VI.  Buraya kadarki adimlarda x (t) ve u (t) iterasyonel olarak hesaplanabilir

forma getirilmis oldu. O halde iterasyonu calistiran algoritmanin asamalarina
gegilebilir.
VIL U, (yadau(tj))(jzo,...,N—l) degerleri icin bir baslangic degeri

tahmini yapilir. Bu baslangi¢ degeri kontroliin son degeri olan u,,, =0 degerine esit
olarak kabul edilir.

VIII.  Bu degerler kullanilarak (7.27) esitligi ile verilen x,, (ya da x(t ; ))

( j=L2,.,N ) degerleri algoritmanin ilk dongilisiinde hesaplanir ve saklanir.

Boylece ilk iterasyon igin x(tj) degerleri (7.30) esitliginde kullanilmak {izere

biliniyor olur.

IX. VIII’deki degerler (7.30) esitliginde kullanilarak u W) (ya dau (thj ))
(j=12,..,N) degerleri hesaplanir ve bdylelikle VII’deki tahmini degerlerin yerine
gercek degerler bulunmus olur.

X.  k iterasyon sayisini gostermek iizere
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_ k+1 k
&, =max ‘th —th

5

(7.31)

g, = max‘u,’;.” —u,’;.‘
hatalar1 hesaplanir ve eger bu degerler algoritmanin basinda belirlenmis olan hata
degerlerinden biiylikse VIII. ve IX. adimlar tekrarlanir. Eger tam tersi durum varsa

iterasyondan ¢ikilir.

Iste bu iterasyonel yaklasim ile GL yaklasimimi tez problemleri iizerinde
karsilagtirmak amaciyla test problemi olarak tezin 4. Boliimiindeki problem ele
almmustir. Iterasyonel yaklasimin algoritmasi da GL yaklasimindaki gibi MATLAB

R2007b programi kullanilarak yazilmistir. Bu algoritmada c,,c,,c;,c, katsayilar

(4.18)-(4.19) kesirli denklem sisteminin katsayilaridir:

¢, =1, (7.32)

Niimerik karsilagtirmalarda ilk olarak analitik ¢oziim, GL ¢oziimi ve

iterasyonel ¢ozlimiin karsilagtirmasi yapilmistir. Bu amacla Sekil 7.1 ve Sekil 7.2°de

X, (t) ve u, (t) bilesen fonksiyonlar1 iizerinde bir karsilagtirma yapilmistir. Dikkat

edilirse x, (t) fonksiyonu i¢in GL ve iterasyonel ¢oziim yontemleri arasinda anlamli
bir fark gézlenmemistir. Iterasyonel yaklasimda iterasyon sayis1 degismesine ragmen
elde edilen sonuglar aynmidir. Bu yaklasimda iterasyon sayisindaki degisim ayni
zamanda hata degerindeki degisimi de temsil etmektedir. 6 iterasyon igin
algoritmada tanimlanan hata degeri £=0.01 iken 14 iterasyonda hatanin degeri
£=0.001 olarak alinmistir. Ancak u, (t) icin gozlenen sonuglar daha farklidir. Sekil
7.2°de goriilecegi gibi GL ve iterasyonel yaklasimlari arasinda analitik ¢6ziime
yaklagirken anlamli fark bulunmaktadir. Bu fark ancak iterasyonel yontemde

iterasyon sayisinin artmasi ile azalmistir. Yine burada da iterasyon sayilar1 ve ¢ hata
degerleri arasindaki iligki xl(t) icin oldugu gibidir. O halde iterasyonel yontemde
analitik ¢Ozlime yakinsamayi belirleyen parametre ¢ hata degeri ve dolayisi ile
iterasyon sayisidir. GL yaklasimu ile aralarindaki en énemli fark budur. Iterasyonel
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yontemde istenen sonuca yaklasabilmek ic¢in algoritmanin c¢alisma siiresi
uzamaktadir. Bu ise daha yiiksek boyutlu ve ¢ok parametreli problemler icin bir

dezavantaj olarak gortilebilir.

Sekil 7.3 ve Sekil 7.4’te zaman ayriklastirmasindaki alt zaman aralik sayisin
temsil eden N degerindeki degisimin GL ve iterasyonel yontemler tizerideki etkisi
incelenmistir. Her iki sekilde de iterasyonel yaklasimin zaman ayriklagtirmasina
kars1 hassasiyet gostermezken GL yonteminin N  degerine bagimlilig
goriilmektedir. N  degeri arttikca sistemin durum ve Kkontrol cevabi
diizgiinlesmektedir. GL i¢in elde edilen sonuglar N =50 degerinden sonra birbiri ile
ortiismektedir. Dolayisiyla bu deger optimum alt zaman aralik sayist olarak

almabilir. Her iki sekilde de «=0.5, f=1.75ve £=0.001 keyfi degerleri

kullanilmustir.

Sekil 7.5 ve Sekil 7.6’da o =1 sabit parametresine karsilik S parametre
degisimin  yontemler  {izerindeki  etkisi  arastirllmistir. Bu  sekillerde
N =50 ve £ =0.001 degerleri alinmistir. Bu analizde her iki algoritmanin c¢alisma
stiresinde ve elde edilen sonuglarin birbirine yakinlifinda anlamli bir fark
gozlenmemistir. Iterasyonel ydéntemde bu parametre degisimi iterasyon sayisinda
anlamli bir degisiklik meydana getirmemistir dyle ki algoritma f=1.5 degerine
karsilik 12 iterasyon, S =1.75 degerine karsilik yine 12 iterasyon ve £ =1.95
degerine karsilik 10 iterasyon gerceklestirmistir. Dikkat edilirse f parametresinin

degisimi ile iterasyon sayisi arasinda dogrusal bir iliski de mevcut degildir.

Benzer analiz f=1.5 keyfi se¢imi altinda « parametre degisiminin
yontemler iizerindeki etkisi incelenmistir. iterasyonel yaklasimdaki hata degeri
£=0.001 olarak almmustir. Sekil 7.7 ve Sekil 7.8’de gozlenen sonucglardan ilki
iterasyonel yontemde « parametresinin degisimi ile iterasyon sayisi arasinda
dogrusal bir iliski olmadigidir. Bir diger sonug ise o parametre degisimi karsisinda

niimerik ¢oziimler arasinda anlamli bir fark olmasidir.

Sonug olarak beklendigi tizere GL yaklasimi sadece zaman ayriklastirmasi

tizerine kurulan direkt bir yontem oldugundan zamana bagli parametre degisimlerine

gore (alt zaman aralig1 sayis1 N ) hassasiyet gosterir. Ancak bu algoritmanin ¢alisma
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siiresi lizerinde dnemsenecek bir fark ortaya ¢ikarmamaktadir. Bu yiizden hem bu

tezin uygulamalarinda kullanilmistir hem de literatiirde sik¢a kullanilagelmektedir.

Iterasyonel yontem, hata deeri £’a ve iterasyon sayisma baglidir. Bunlarin
yani sira zaman ayriklagtirmasi da s6z konusu oldugundan zaman parametrelerine
gore de degiskendir. GL ile karsilastirildiginda iterasyon sayisindaki artisa ve
problem parametrelerinin sayisina bagli olarak algoritmanin ¢aligma siiresi
uzamaktadir. Bu ise niimerik hesaplamalar agisindan istendik bir durum degildir.
Ancak yine de sag ve sol yonlii tiirevli kesirli denklem sistemlerinin ¢éziimlerinde

yaygin bicimde alternatif bir yontem olarak kullanilmaktadir.

Bu iki niimerik yontemin karsilagtirmasina Tablo 7.1°de yer verilmistir.

1 T T
‘ Analitik G6ziim
\\ GL Géziimii
iterasyonel Coziim (iterasyon sayisi=6, hata(:)=0.01)
0.8 \ iterasyonel Céziim (iterasyon sayisi=14, hata(¢=0.001))

\ _—
0 ! ! o = ; —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 7.1: Farkli Coziim Y 6ntemlerinin sistemin x, (t) durum bilesen

fonksiyonu tizerindeki etkisi: o =1, f#=1.75 ve N =100.
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-0.02 ]

-0.04; |
_ 006 ]
> .08/ ]

-0.1-

=== Analitik C6ziim

-0.12 GL Géziimii I

= [terasyonel Goziim (iterayon sayisi=6, hata(s=0.01))
iterasyonel G6ziim (iterayon sayisi=14, hata(s=0.001))

014 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 7.2: Farkli Coziim Y 6ntemlerinin sistemin u, (z‘) kontrol bilesen fonksiyonu

tizerindeki etkisi: =1, f=1.75 ve N =100.

1 ; ‘ ‘
— GL Go6zumii (N=10)
----- iterasyonel Yaklagim (N=10)
0.8 —— GL Céziimii (N=20) |
----- iterasyonel Yaklagim (N=20)
GL Go6ziimu (N=40)
0.6 iterasyonel Yaklagim (N=40) |

- —— GL Céziimii (N=50)

;- ----- iterasyonel Yaklagim (N=50)
0.4 1
0.2+ 1

0 | | ..QT
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 7.3: x,(7) durum bilesen fonsiyonu i¢in alt zaman aralik uzunluklarindaki
degisimin ¢6zliim yontemleri lizerindeki etkisi: o =0.5, f=1.75.
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-0.02"
-0.04~
E‘_ -0.06 — GL Go6ziimi (N=10) H
>y | iterasyonel Yaklagim (N=10)
— GL Go6ziimii (N=20)
-0.08

————— iterasyonel Yaklagim (N=20) |
GL Coziimii (N=40)

-0.1 iterasyonel Yaklagim (N=40) |

— GL Co6ziimii (N=50)

----- iterasyonel Yaklagim (N=50)

012, 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 7.4: u, (t) kontrol bilesen fonsiyonu i¢in alt zaman aralik uzunluklarindaki

degisimin ¢6zliim yontemleri iizerindeki etkisi: o =0.5, f=1.75.

—— GL Goziimii (3=1.5)
09y |- iterasyonel Yaklasim (3=1.5) |
GL Goziimii (3=1.75) |
iterasyonel Yaklagim (3=1.75)
0.7+ — GL Goziimii (3=1.95) i
----- iterasyonel Yaklagim (3=1.95)

o
®
T

X, (9
o
E

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 7.5: S parametre degisiminin ¢6ziim yontemlerine gore X, (t) iizerindeki
etkisi:a =1, N =50.
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-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

u, (®

-0.05

— GL Goziimii (p=1.5)

-0.06 . I
----- lterasyonel Yaklagim (p=1.5)
-0.07 GL Coziimii (3=1.75) i
iterasyonel Yaklagim (3=1.75)
-0.08 — GL Goziimii (3=1.95) "
----- iterasyonel Yaklagim (3=1.95)
00% 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t (zaman)

Sekil 7.6: S parametre degisiminin ¢éziim yontemlerine gore u, (t) iizerindeki

etkisi: ¢ =1, N =50.

1 ‘ ‘
— GL ¢6ziimii (¢ =0.5)
----- iterasyonel G6ziim (¢=0.5, 118 iterasyon)
GL ¢o6ziimii («=0.75)
iterasyonel Coziim (¢ =0.75, 124 iterasyon)
GL ¢6ziimii («=0.85)
iterasyonel G6ziim (¢=0.85, 50 iterasyon)
— GL ¢6ziimii (¢ =0.95)
----- iterasyonel Coziim (¢ =0.95, 26 iterasyon)
— GL ¢o6ziimii (a=1)
""" iterasyonel Coziim (a=1, 12 iterasyon)

X, (8

=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 7.7: o parametre degisiminin ¢6ziim yontemlerine gore X, (l) iizerindeki

etkisi: #=1.5, N =50.
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-0.02-
0.04-
£ 006 H — GL ¢bziimii (¢=0.5) |
= |y |- iterasyonel Géziim (¢ =0.5, 118 iterasyon)
GL ¢oziimii (0.=0.75)
0.08 iterasyonel G6ziim (¢ =0.75, 124 iterasyon)
-0.08 §

GL ¢oziimii (0.=0.85)

iterasyonel C6ziim (0.=0.85, 50 iterasyon)
— GL ¢6ziimii (.=0.95)
01 |- iterasyonel C6ziim (a.=0.95, 26 iterasyon)
— GL ¢6zimii (a=1)
""" iterasyonel C6ziim (a=1, 12 iterasyon)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t (zaman)

Sekil 7.8: o parametre degisiminin ¢éziim yontemlerine gore u, (l) iizerindeki

etkisi: #=1.5, N =50.
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Tablo 7.1: GL ve iterasyonel yaklasimlarinin karsilastirmasi

GL Yaklasim Volterra Integral Denklemlerine
iterasyonel Yaklasim
Sol veya sag kesirli tiirevli » Kesirli diferansiyel denklemlerin
diferansiyel denklemlere uygulanir. Volterra integral denklemlerine
(bkz. (7.1)-(7.2) denklemleri) dontistiiriilmesini gerektirir.
(bkz. (7.21)-(7.22) denklemleri)
GL tlirev tamminin direkt olarak > Integrallerin hesaplanmasinda
kullanildigr  bir yaklagimdir. Bu kullanilan iterasyonel bir
amacla GL taniminin RL ve Caputo yaklagimdir.
ile olan iligkileri géz dniine alinir.
Algori I q » Algoritmanin yazilmasinda zaman
goritmanin yazilmasinda zaman ayriklastirmas1 yapilir.
ayriklagtirmasi yapilir.
KOKP’lerin ¢dzlimiinde sistemin » Sistemin hem durum hem de kontrol
durum baglangic ve kontrol son baslangic degeri  bilinmelidir.
degerlerinin bilinmesi gerekir. KOKP’lerde sistemin durum
baslangic ve kontrol son degerleri
zaten bilinir. Ancak kontroliin
baglangic degeri bilinmediginden
tahmin yapilir.
Sadece  zaman  ayriklastirmasi > lIterasyonel yaklagim
gerektirdiginden belli bir hata kullanildigindan algoritmada durum
parametresi tanimlamak ve her ve kontrol i¢in belli bir hata
defasinda bunu test etmek yerine parametresi (&) tanimlanir. Hatanm
zaman alt aralik uzunluklar (%) . o .
kiigiiltiilerek ¢oziimiin  gegerliligi optimum degeri analitik gozume
test edilir. yaklagincaya kadar test edilerek
bulunur.
Belli bir # degerinden sonra » Hatanin degeri kiiciildiikge
cozlimler Ortilistiiglinden, sonsuz hassasiyet artar. Ancak iterasyon
kiigiik bir 4 degerine gerek yoktur. sayist da arttigindan algoritmanin
Bu da algoritmanin  ¢alisma calisma siiresi uzar.
stiresinden tasarruf saglar. . .
(bkz. Seldl 7 3.Sekil ;% " (bkz. Sekil 7.3-Sekil 7.4)
» «a ve [ parametre degisimlerinde

a ve [ parametre degisimlerinde

iterasyonel yaklasimla aralarmdaki
fark anlamli degildir.
(bkz. Sekil 7.5-Sekil 7.8)

GL yaklasgimiyla aralarindaki fark
anlaml degildir.
(bkz. Sekil 7.5-Sekil 7.8)
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde sistem dinamikleri bir uzay-zaman kesirli difiizyon denklemi ile
ifade edilen kesirli optimal kontrol probleminin sirasiyla kartezyen, kutupsal ve
kiiresel koordinat sistemlerindeki ¢oziimleri arastirilmistir. Kesirli optimal kontrol
problemleri ile ilgili literatiir caligmalarina bakildiginda sistem dinamiklerinin sadece
zaman kesirli tiirevlerle tanimlandig1 goriilmektedir. Ancak dogada anormal difiizyon
davranis1 gosteren pek cok sistemin varhigi bilinmektedir ve bu sistemler hem zaman
hem de uzay kesirli tiirev operatorleri ile tanimlidir. Bu tezde ele alinan sistem
yapilar1 bu tlirdendir. O halde uzay-zaman kesirli diflizyon denklemleri ile
tanimlanan bu sistemlerin optimal kontrol problemlerinin ilk olarak bu tezde ele

alinmis olmasi da tezin literatiire katkis1 agisindan 6nemlidir.

Tezde ele alinan dinamik sistem Caputo uzay kesirli tiirevi ve kesirli Laplace
operatdrii ile tanimlannustir. Ik olarak uzay-zaman kesirli tiirevli bu denklem
yapisinin zaman kesirli tiirevli denkleme indirgenmesi hedeflenmistir. Bu amacla
problemlerin her birindeki sinir kosullar1 homojen olarak secilerek kesirli Laplace
operatorii i¢in spektral bir gosterim yonteminin kullanilmasina zemin hazirlanmis ve
boylece operator, 6z fonksiyonlar cinsiden ifade edilebilmistir. Buradaki 6z
fonksiyon aileleri koordinat sistemlerine gore degismekle birlikte ortogonal ve
dolayistyla ortonormallestirilebilir olmalar1 agisindan 6nemlidir. Ancak bu sekilde
spektral gosterimden faydalanilabilir. Ayrica 6z fonksiyonlardaki farklilik sistemin
durum ve kontrol fonksiyonlarinin davranislarini da belirlemektedir dyle ki durum ve

kontrol fonksiyonlar1 6z fonksiyonlarin birer seri toplami bi¢iminde tanimlanmustir.

Optimallik  kosullarin1  ifade eden Euler-Lagrange denklemlerinin
belirlenmesinde Lagrange ¢arpani teknigi kullanilmistir. Boylece durum ve kontrol
bilesen fonksiyonlarina bagli sol ve sag kesirli tiirevli denklem sistemi elde
edilmistir. Bu denklem sisteminin analitik ve niimerik ¢oziimlerinin bulunmasi
amaglanmistir. Niimerik ¢o6ziim yontemi olarak Griinwald-Letnikov yaklagimi
kullanilmistir. Bu yaklagim, ileri-geri fark yontemleri temeline dayanir ve zaman
ayriklastirmast ile algoritmast olusturulur. Algoritmalarin  olusturulmasinda

MATLAB R2007b programi kullanilmistir. Niimerik yontemin gecerliligini test
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etmek i¢in analitik ¢oziimle yapilan karsilastirmalar sekillerle desteklenmistir.
Niimerik yaklasimin farkli problem parametrelerinin degisimi karsisindaki davranisi

analiz edilmis ve yine elde edilen sonuglar sekilsel olarak degerlendirilmistir.

Griinwald-Letnikov yaklasiminin tez probleminde tercih edilme nedenlerini
vurgulamak i¢in Volterra integral denklemlerinin niimerik ¢ézlimlerinde kullanilan
iterasyonel bir yontemle de niimerik ¢oziimler elde edilmistir. Burada test problemi
olarak tezin 4. Bolim problemi se¢ilmistir. Ancak ¢alismalar esnasinda diger boliim
problemleri icin de benzer sonuglar gézlenmistir. Iterasyonel yaklasimda belirleyici
olan iki unsur vardir: zaman ayriklastirmasi, hata degeri ve dolayisiyla iterasyon
sayisi. Zaman ayriklastirmast goz Oniline alindiginda her iki niimerik yaklasim
arasindaki fark anlamli degildir. Ancak iterasyonel yontemle elde edilen ¢oziimlerin
Griinwald-Letnikov ¢Ozlimlerine yaklagmasi ve dolayisiyla analitik ¢oziime
yaklagmasi i¢in iterasyon sayisinin arttirilmasi gerekmektedir. Boylelikle hata degeri
de kiigiiltiilerek hassasiyet arttirilmistir. Ancak burada algoritmanin c¢aligma stiresi
onemli bir Ol¢iittiir. Bu anlamda iterasyonel yaklasim daha hassas davranmistir. Bu
hassasiyet algoritma ¢alisma siiresini uzattigindan istendik bir durum degildir. Diger
bir deyisle farkli parametre degisimlerinde iterasyonel yaklasim algoritmasinin
calisma stliresinin uzamig olmasi bir dezavantajdir. Ayrica hatanin optimum degerini
belirlemek i¢in farkli hata degerleri test edilmistir. Burada ise optimum degerin
belirlenmesi her zaman kolay olmayabilir. Bu tiirlii problemler Griinwald-Letnikov
yaklagiminda ortaya ¢ikmamaktadir. Ciinkii yaklagimda direkt olarak tiirev tanimlar1
kullanilir. Sonug olarak Iterasyonel yontem alternatif bir ¢dziim ydntemi olarak
degerlendirilmistir. Ancak her 1ki yOntemin avantaj ve dezavantajlar
karsilastirildiginda Griinwald-Letnikov direkt yaklasiminin hem tanimlanmasi hem

de algoritmasi agisindan tercih edilebilirligi daha yiiksektir.
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