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OZET

OPTIMAL KONTROL VE OPT iMiZASYON

Nilgiin CAN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisi,
Matematik Anabilim Dali

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Darsmani: Yrd. Dog. Dr. Necati OZDEMIR)
Balikesir, 2008

Bu tezin amaci uygulamali matengi ve muhendisfiin ¢esitli dallarinda
kullanilan optimal kontrol ve optimizasyonu tanikha Bu nedenle 6ncelikle
optimal kontrol sistemleri ve optimizasyon ile llgitemel bilgileri ortaya
koymaktadir. Tezde optimal kontrol, optimizasyearyasyonlar ve lineer quadratik
optimal kontrol sistemleri ile ilgili bilgiler temelarak kullaniimgtir.

Optimal kontrol i¢in optimizasyon probleminin figel sire¢ modeli, amag
fonksiyonu, durum ve kontrol dekenlerinin sinirlari agiklanmgtir. Fonksiyonun
optimumu hesaplanirken Lagrange carpan metodu veektdi metottan
yararlaniimgtir. Fonksiyonelin optimizasyonu igin Lagrange, nidbon denklem
formu ve Pontryagin prensibi kullanilghwr. Lineer quadratik optimal kontrol
sistemleri sonlu zamanli olarak incelegme optimal performans indeksi ile optimal
kontrol belirtilmigtir. Lineer quadratik Riccati sistemi, matris ddesiyel Riccati
denklemi analitik cozimuyle agiklangtir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Optimal kontrol / Optimal Durum / Optimizasyon /
Performandndeksi / Varyasyon



ABSTRACT

OPTIMAL CONTROL AND OPTIMIZATION

Nilgiin CAN
Balikesir University, Institute of Science, Departnent of Mathematics

( M. Sc. Thesis / Supervisor : Assist. Prof. Dr. Nmati OZDEMIR )
Balikesir - Turkey, 2008

The aim of this thesis is to introduce optimaltcohand optimization which
are used in various branches of applied mathematidsngineering. In accordance
with this, first it also manifests all the basidommations about optimal control
systems and optimization. In this thesis, infororatconcerning optimal control,
optimization, variations and lineer quadratic ogtiraontrol systems is explained in
basic terms.

Furthermore, for optimal control, constraints ofefficients of control and
state, purpose function and physical process modflebptimization matter are
explained. While calculating the optimum of thendtion Langrange multiplier
method and direct method were being utilized. theroptimization of the function
the equation of Lagrange, Hamilton formalism anditB@gin principle are used.
Lineer quadratic optimal control systems are exachim accordance with finite-
time and remarked as optimal performance index aptimal control. Lineer
guadratic Riccati system is explained by meandef ainalytical solution of matrix
differential Riccati equation.

KEY WORDS : Optimal control / Optimal state / Optimization /rlemance Index
/ Variation.
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1. GIRIS

Bu ilk b6limde, optimal kontrol ve optimizasyon ilgili kavramlar verilmg
ve varyasyon hesabi ve optimal kontroliin tarihiegrdimistir.

1.1 Klasik ve Modern Kontrol

Klasik kontrol teori Laplace dogimlerine dayali tek gigi ve tek cikgli
sistemlerle ilgilidir. Sistemi blok diyagram formda goéstermede kullanilir.

Y(9_ a3 L.1)
R(9 1+ A9 HS$

s burada Laplace geskeni ve
G(9=G(9G(3 (1.2)

tir.
I e(t) hatasi ile sistemin giii u(t) belirlenir.

il. Tum deiskenler geribildirim icin uygun dgldir, bircok durumda
sadece tek bir cikidesiskeni geribildirim igin uygundur.

Modern kontrol teori birinci dereceli diferansiyelenklemlerin  durum
desisken gosterimini temel alan ¢ok give cok c¢ikgh sistemlerle ilgilidir. Burada
sistem, durum diskenleri ile karakterize edilir, yani, lineerdir, man sabiti formu
ile asagidadir.



Gonderme Hata Denkletirgeg Kontrol  Sistem

Girisi isareti G.(9 Girisi G,(s9 |Cikig _
R(S +:/ E(9 U(s) Y(9
Geribildirim
H(s) [

Sekil 1.1 Klasik kontrol konfigtrasyonu

X(t) = A9+ BU) (1.3)
y(t) = Cx(9+ DY (1.4)

Burada nokta diferansiyek, x(t), u(t) ve y(t) sirasiyla n, r, m boyutlu
durum, kontrol ve ¢ilsivektdrleridir. A nxn durum, B nxr giris, C mx n ¢iKis,

D mxr donum matrisidir. Benzer olarak bir lineer olmayarstem tanimi

asagidadir.
x(t) = f(x(1), u(0), ) (1.5)
y(1) = g(x(9, u(D, 9 (1.6)

Modern teori tim durum dekenlerinin uygun girlik sonrasinda
geribildirimin olduzunu belirler.
I. u(t) girisi, x(t) sistem durumu ve(t) gondermesareti ile yaratulen

kontrolciler belirlenir.
il Tum veya birgok durum @ekeni kontrol icin uygundur.

iii. Geng ¢apl bilgisayar simulasyonu icin uyumlu olan neateorisine

baghdir.

Durum degisken gosterimi benzersiz olarak dgiin fonksiyonunu belirtir.

Verilen bir donigum fonksiyonu igin birgok durum g@egken gosterimi vardir.



Kontrol )
GII’I§I Sistem

1kl
(- Cikis
u(t) y(t)
Gonderme
G|r|§| Durum
LN s X(t)
rt) <
Kontrolcu

Sekil 1.2 Modern kontrol konfiglirasyonu

Her kontrol sistem teorisinin ilk béliminde dinkfer elde edilir veya
formile edilir ve diferansiyel denklem gibi dinamilenklem terimleri modellenir.
Sistem dinamikleri Lagrange fonksiyonuna dayalidir.Daha sonra sistem,
kararliligini tespit etmek igin performansi analiz edilir. arErlilk teorisinde
Lyapunov'un katkilari buayuktir. Sonug¢ olarak, smst performansi agiklamalara
uygun dgilse, tasarim yapilir. Optimal kontrol teoridesaam bir performans
indeksidir. Lagrange fonksiyonu ve Lyapunov fogksiu V gibi kavramlar eski
olmalarina rgmen, bu kavramlarin kullanilgh teknikler moderndir. Optimal
kontrol, lineer olmayan kontrol, uyarlamali kontraalam kontrol terimleri bu

duruma en uygun terimlerdir [1], [6], [16], [18].

1.2 Optimizasyon

Optimizasyonun gunlik yamda onemli bir roli vardir. Optimizasyon
konusu farkli yollarla cebirsel veya geometrik ygkhlara, saretlerin dgasina
(gerekli veya tahmini) vesamaya (tekli veya ¢oklu) dayali olabilir.

Varyasyon hesabi optimizasyonun kuguk bir boltnnieki optimal kontrol
sistemlerinin temelini okturur. Optimizasyon statik ve dinamik optimizasyon

olmak Uzere ikiye ayrilir:



Modern Kontrol Sistemi

y A 4 A 4

Sistem Sistem Analizi Sistem Sentezi
Dinamikleri (Performans) (Tasarlama)
(Modelleme)

y A 4 A 4
Lagrange’ in Lyapunov'un V Pontraygin’in

Durum Fonksiyonu (1892) H Fonksiyonu
Fonksiyonu (1956)

(1788

Sekil 1.3 Modern kontrol sisteminin bigenleri

I. Statik Optimizasyosabit durunsartlari altinda sistem kontroludir. Sistem
desiskenleri zamanla dgsmez. Sistem cebirsel denklemlerle tanimlanir.
Kullanilan teknikler adi hesaplama, Lagrange calganlineer ve lineer
olmayan programlamadir.

ii. Dinamik Optimizasyodinamik sartlar altinda sistem kontroludir. Sistem
desiskenleri zamanla dgsir. Sistem tanimi zamani gerektirir.  Sistem
diferansiyel denklemlerle tanimlanir. Kullanilarekmikler dinamik
programlama, asarilan teknikler, varyasyon hesabi ve Pontryagin
prensibidir [1], [26].

1.3 Optimal Kontrol

Optimal kontroliin ana hedefi bazi fiziksgrtlari sglayan sistemin kontrol

isaretlerini belirlemektir, P sistemini kontrol ve durumlardaki bazi sinirlarla
baslangic durumundan bitidurumuna yiriten optimal kontral (t) nin (* optimal

sarti gosterir) bulunmasidir. Ayni zamanda sedigperformans kriterini



Optimal Kontrol Sistemi

y A y
Sistem Maliyet Fonksiyonu Sinirlar

JA JA

J* ----------- Bl

min u(ﬂ' max u(n'

Sekil 1.4 Optimal kontrol problemi

(performans indeksi veya maliyet fonksiyonu) eksize (minimize veya

maksimize) etmektir.

Optimal kontrol problemini formile etm@nlari gerektirir:
1. Kontrol edilen (genellikle durum @deken formunda) amacin bir matematiksel
tanimi (veya modeli),
2. Performans indeksinin ayrintili bir agiklamasi,
3. Durum ve/veya kontrollerdeki fiziksel sinirlar vens sartlarinin bir ifadesi [1],
[3], [4], [16].

1.3.1 Sistem

Optimizasyonda lineer veya lineer olmayan denkérklimesi ile fiziksel bir

sistem tanimlanir. Org, lineer sabit-zamanli sistem durum ve gikaslantilari



(1.3) ve (1.4) ile tanimlanir. Lineer olmayan Isistem ise (1.5) ve (1.6) ile

tanimlanir [1], [8].

1.3.2 Performansindeksi

Klasik kontrol tasari teknikleriineer, sabit zamanli, tek girive tek cikgli
(SISO) sistemlere Bariyla uygulanngtir.  Tipik performans kriteri zamanin
artmasi, zamanin karagtailmasi, u¢ noktay! kacirma ve sabit durungmdugu gibi
Ozellikleri bulunan, inen veya c¢ikan geisistemin zaman cevabidir; kazang ve evre
karlari ise sistemin frekans cevabidir.

Modern kontrol teoride optimal kontrol problemi, bir durum ggkenini
izleyen veya hedefe ulan dinamik sistemin bir kontrolini bulmaktir ve ayn
zamanda birgok formda verilebilen performans indelekstremize etmektir.

1.3.2.1 OrnekOptimal-Zamanli Kontrol Sistemi icin Performaimsieksi:

Minimum zamanda keyfi bir B&angi¢ durumu x(t,) den 6zel bir big

durumu x(t,) e kasilik gelen performans indeksi (Plyagidadir.
ts «
I=["dt=t —t=t (1.7)

1.3.2.2 OrnekOptimal-Yakitli Kontrol Sistenitin Performandndeksi

Bir uzay gemisi problemi icin roket motoru itmast) ve yakit tiketim orani
ile orantil itme blyukIgu |u(t)| olsun. Harcanan toplam yakiti minimize etmek igin

performans indeksi

J :j:‘ |u(t)[dit (1.8)



dir ve birkag¢ kontrol icinR agirlik faktoru ile gagidaki hali alir.
ty O
3= "> R[u(t|dt (1.9)
° =1

1.3.2.3 OrnekMinimum-Enerjili Kontrol Sitemigin Performangdndeksi

Bir elektrik gginin i. digimundeki akimu,(t), i. digman direncir, olmak

m
Uzere, &in toplam enerji harcama orani veya toplam @:(;uf(t)ri dir. Toplam
i=1

harcanan enerjiyi minimize eden performans indeksi

J :I:izml:qz(t)(dt (1.10)
dur veya genel olarak,

J= j: U () RY(} dt (1.11)

tir ve buradaR bir pozitif tanimlh matris,(‘) transpozeyi gostermektedir. Benzer

sekilde izlenen sistemin hata integrali minimizelelolilir.
J= j:* X (1) OX( D dt (1.12)

Buradax, (t) istenilen dger, x,(t) gercek dger, x(t) = x,(t) — x,() hatadir.

Q pozitif yari-tanimli olabilen bir@rhk matrisidir.

1.3.2.4 OrnekBitis Kontrol Sistemicin Performangndeksi



Bir bitis hedef probleminde, bitis zamaninda veya hareket sonunda gercek
hedef durumux,(t,) ile istenilen hedef durumw,(t,) arasindaki hata minimize
edilir. Bitis hatasix(t, ) = x,(t;) — x,(t;) dir. Hatanin vearlik faktorlerinin pozitif

ve negatif dgerlerine dikkat edilir. Maliyet fonksiyonu
J=xX(t)Ft) (1.13)

seklindedir veF bir pozitif yari-tanimh matristir.
1.3.2.5 OrnekGenel Optimal Kontrol Sistemi¢in Performangndeksi

Yukaridaki formiillerle genel formdaki performansléksi
J=x‘(tf)F><(tf)+L:[k(t)QM+ Gy RQ)| d (1.14)
veya
I=S(X 1) 4)+ [ V(X% @) ) d (1.15)

dir. BuradaR bir pozitif tanimh matris,Q ve F bir pozitif yari-tanimli matristir.
Q ve R matrislerinde zaman @deebilir. Performans indeksinin bu formuna (durum

ve kontrol terimleri ile)quadratik formdenir.

Optimal kontrolde problemlerin ortaya gkiJ performans indeksinin
yapisina bglidir. Pl (1.15) sadece hjtimaliyet fonksiyonunuS( X9, u9, 9

iceriyorsa,Mayer problemi adini alir. Sadece integral maliyet terimini igersa,
Lagrange problemadini alir. (1.15)'deki gibi integral hem maliytetrimini hem de
bitis maliyet terimini iceriyorsaBolza problendir. Bir¢cok farkli formda maliyet
fonksiyonu mevcuttur. Quadratik formdaki maliyeinksiyonu optimal kontrol
sistemleri icin cok 6nemli sonuglara dncultk etmi[1], [4], [17].



1.3.3 Sinirlar
u(t) kontrol ve x(t) durum vektorleri fiziksel duruma ph ya sinirli ya da
sinirsizdir.  Elektrik dgmesindeki akim ve voltaj, motordaki hiz, rokettekne

kuvveti gibi fiziksel sebeplerden genellikle kortve durumsu sinirlar arasindadir:

U, <u)<U ve X <x(t)s X, (1.16)

Burada + ve — dgskenlerin aldgl maksimum ve minimum gerleri gosterir
[1], [4], [16], [17].

1.3.4 Optimal Kontrol Sisteminin Bigimsel Durumu

Optimal kontrol problemi lineer sabit-zamanli siside u*(t) (* optimal

degeri gosterir) optimal kontroltin bulmaktir.
(1) = AX()+ By ) (1.17)
X' (t) ekstremumu bulan bir performans indeksi verir.
J=x‘(tf)F><(tf)+L:[k(t)QM+ G( ¥ Re)| d (1.18)
Lineer olmayan sistemlerde
x(t) = f(x(1), u(9), 1) (1.19)

dir. X'(t) durumu ekstremumu bulan genel performans indek4i6] ile verilen

x(t) durum dgiskenleri veyau(t) kontrol dgiskenlerinde bazi sinirlar ile



I=S(X 1) 4)+ [ V(X)) ) d (1.20)

seklindedir. Bity zamanit, sabit veya bamsiz olabilir. Bits (hedef) durum

tamamen veya kismen sabit veyasibasiz olabilir. Problemin durumusagida
gosterilmitir.

Temel olarak (1.18) veya (1.20) ile tanimlandin optimal performans
indeksi verilir, (1.17) veya (1.19) ile tanimlanasisteme uygulananu®(t)
kontroliniin bulma ile ilgilenilir.  Optimal kontrolsistemleri U¢ gamada
calsiimistir.

i. Ik asamada, (1.20) formundaki performans indeksi iléldhyr, optimal
fonksiyonlari elde eden varyasyon hesabi teoribafulir.

ii. Ikinci asamada, (1.17) sistemi elde edilir ve sistemi yioékeu (t)
optimal kontroli bulma denenir, (1.18) performansdeksi optimize edilir.
Yukaridaki maddeler ayrik-zaman dizlemindedir.

iii. Son olarak, (1.16) durum ve kontrollerdeki simidgtimal kontrolu elde
eden performans indeksi ve sistemlgudiiilur [1], [4], [11], [16], [17].

1.4 Tarihi Tur
Tur iki asamada incelenirse ilk olarak varyasyon hesabiniigige ve ikinci
olarak optimal kontrol teori bulunur.
1.4.1 Varyasyon Hesabi
Bir efsaneye gore, Tyrian prensesi Dido, Kartgehrinin bulundgu alani
maksimize etmek icin ¢cember yayl formund&irsiderisinden bir ip kullanir.

Kartaca'nin bulunma hikayesi hayali olsa da, yemi hbatematik kuralina esin

kaynal olmus, varyasyon hesabi ve uzantilari ile optimal kalrtori olusmustur.
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Matematgin bir dali olan varyasyon hesabi, bir fonksiyorekstremumu ile
ilgilidir.  Fonksiyonlarin maksimumunu veya minimunmu bulma teorisi oldukca
eskidir. Yunan matematikci Zenodorus (M.O. 4953488 Poppus (M.S. 300)
isoperimetrik problemlere wabilmistir. 1699'da Johannes Bernoulli (1667-1748)
ayni yatay veya digy cizgide bulunmayan iki nokta arasindaki en ksl bulma
problemini ortaya atngtir. Bu problemi 1638’de ilk Galileo (1564—-1642)sdnmds,
John ve kardg Jacob (1654-1705), Gottfried Leibniz (1646—1716gac Newton
(1642-1727) tarafindan ¢ozulgtir. Leonard Euler (1707-1783) ile Bernoulli, ilk
varyasyon metodunu kullanarak bu tip problemlerizign yolunu bulan Joseph-
Louis Lagrange’t (1736-1813) etkileyen @denlisti sonuclara ulaiglardir.
Boylece Euler varyasyon hesabi ciimlesini kullagwmi Daha sonra bir fonksiyonun
ekstremumu igin gereklgarta Euler-Lagrange denklemi deniftm. Lagrange
carpan metodunu ureterekgiigken son-nokta problemlerini ele aktw. Daha sonra

optimizasyonda Lagrange ¢arpan metodunun ¢ok éri@mjeri olmustur.

Varyasyon hesabinda fonksiyonun ekstremumunu bufima yeterli sarti
ikinci varyasyonu ekleyerek Andrien Marie Legend{&752-1833) vermtir.
1836’da Jacob Jacobi (1804-1851) yetgaliti analiz etmyi ve sonradan bgarta
Legendre-Jacobgarti denilmgtir.  Ayni zamanda Sir William Rowan Hamilton
(1788-1856) cgtli dis gucler ile hareket eden uzaydaki bir parcanin Ketnei
gOstererek mekanikler Gzerinde dugmubunu iki tane birinci dereceli kismi
diferansiyel denklemi ggayan tek bir fonksiyon ile gdsterebilgtir. 1838’de Jacobi
bu konuda bazi itirazlarda bulungnue sadece tek bir kismi diferansiyel denklem
gerektgini gostermgtir.  Bu denklem Jacobi-Hamilton denklemi adini glndaha
sonra varyasyon hesabinda derin etkisi glraa dinamik programlama, optimal
kontrol gibi calgsmalarin 6ninl agrytur.

1898'de Adolf Kneser, Karl Gauss (1777-1855)'uadezideki sonuglarini
kullanarak varyasyon hesabina yeni bir ygkfagetirmitir. Degisken son-nokta
problemleri icin, 6zel bir durum olarak ortogongilliceren caprazarti aciklamgtir.
Oskar Bolza (1857-1942) ile birlikte, bu problerdieryeterli ispati verngierdir.
1900'de David Hilbert (1862-1943) Ozt ve Ozfonksiyonlarla quadratik bir
fonksiyon gibi ikinci varyasyonu gostergtir. 1908 ile 1910 arasinda, Gilbert Bliss
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(1876-1951) ve Max Mason, Kneser sonuclarinda tgnms, 1913'de Bolza,
Lagrange ve Mayer probleminin genel halini Bolzalgemi olarak sunmyur.
Bliss bu ¢ problemingét oldugunu gostermgtir. Gunumizde varyasyon hesabi ile
ilgili Pinch (1993), Wan (1994), Giaquinta ve Hilwtandt (1995), Troutman (1996),
Milyutin ve Osmolovskii (1998) gibi matematikcilerkitaplari bulunmaktadir [1].

1.4.2 Optimal Kontrol Teori

Lineer quadratik kontrol probleminin kayfia2. Diinya Sawa (1940-1945)
boyunca silah atekontrolt igcin N. Wiener'in mghur filtreleme cakmalaridir.
Wiener su formdaki hata kriterini minimize eden filtreleasarlama problemini

¢cOzmditar.
J=Ee{e(b} (1.21)

Buradae(t) hata, E{x}, X rasgele d&skeninin beklenilen dgerini gosterir.

Yukaridaki hata kriterinin, integral quadratik tati olarak genellemesi

J :j:’é(t) Qd ) di (1.22)

dir ve Q pozitif tanimh matristir. R. Bellman 1957’de agszamanli optimal kontrol
sistemlerini ¢ozmek icin dinamik programlama tegkmi gelistirmistir. Optimal

kontrol sistemlerine en 6nemli katki 1956’da L. Bontryagin ve ortaklarinin
maksimum prensibini Gretmeleri ile olgtur. 1960’'da R. E. Kalman optimal
geribildirim kontrollerini tasarlamak igin lineemgdratik regilator (LQR) ve lineer
guadratik Gauss (LQG) teorisini ggirmis ve Bucy ile kendisinin Gnla sdrekli
Kalman filtresi, ayrik Kalman filtresi i¢in optimdiltreleme ve tahmin teorisini
sunmaya cagmistir. Kalman optimal kontrol teoride derin bir etkirakmg ve

Kalman filtresi gercek dinya problemleri icin kasitteori uygulamalarinda en ¢ok

kullanilan teknik olmstur.
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Tum Kalman filtresi tekniklerinde ve gér alanlarda matris Riccati denklemi
goralur. C. J. Riccati 1724°de bazi tip lineer alyan diferansiyel denklemler icin,
¢cozum ve sonuclar yayinlagtir. Iki yuzyil sonra bu sonug Riccati denklemi olarak
meshur olmutur. Kisaca optimal kontrol, 16. ve 17. ylzyil boga varyasyon
hesabinin kdkleri ile galnistir.

Tek giris ve tek cikgl (SISO) sistemler icin frekans dizlemi kullanildasik
kontrol teori yerine, SISO ve ¢ok girve ¢ok cikgli (MIMO) sistemler i¢in zaman
duzlemi ile cagan modern kontrol teori gelgtir. Modern kontrol ve optimal
kontroliin sglamlik 6zellgi olmadgindan LQR teorisini tasarlayan kontrolculer,
modellenmeyen dinamikler, drahatsizliklar ve ses dlcimgsamliginda baarisiz
olmuglardir. Frekans duzlemi teknikleri gal olarak sglamhigi sunmg ve bazi
argtirmacilar MIMO sistemlerde frekans dizlem yakfalarini gelgtirmeye

calismigtir.

Onemli bir nokta, 80’'lerde gatirilen H_ optimal kontrol teoridir. 60 ve
70’lerde H, optimal kontrol teori olarak gecgtir. H_ optimal kontrol teorinin
koklerini G. Zames okiurmus ve SISO sistemlere tasarlanan optirk| hassaslik

problemini formile etngi optimal Nevanilina-Pick interpolasyon teorisinillanarak
¢cobzmigttur. Doyle, Glover, Khargonekar ve Francis adiitdigtirmaci 1991'de bu
konuda yaptiklari agirmalar ile G.Baker 6dulinu alghardir [1].
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2. OPTIMIiZASYON

2.1 Giris

f(x)

v

m

Sekil 2.1 f(x) in minimum, —f (x) in maksimumu ile ayni olmasi

Optimizasyon verilensartlar altinda en iyi sonucun elde edilmegdir.
Herhangi bir mihendislik sisteminin planlanmasirutwsu bakiminda miuhendisler
birkag gamada bircok idari ve teknolojik kararlar almak wadadirlar. Boyle
kararlarin son hedefi ya arzulanan kari maksimizedg gerekli cabayl minimize
etmektir. Gergek hayatta istenen kar ya da gegakia belirli kar d&skenlerinin bir
fonksiyonu olarak ifade edilebilginden, optimizasyon bir fonksiyonun maksimum

ya da minimum dgerini verensartlarin bulunmasi surecidir§ekil 2.1'deki gibi x,
noktasi f (x) fonksiyonunun minimum dgri ise ayni nokta-f (x) fonksiyonunun

maksimum dgeri de olur. Bu ylzden bir fonksiyonun maksimumayni
fonksiyonun negatifinin  minimumunu ataarak bulunacandan optimizasyon
minimizasyon anlaminda kullanilabilir. Optimizasyproblemlerinin hepsini etkin

olarak ¢cOzen tek bir yontem mevcuigdeir.
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Optimumu argtiran yontemler matematiksel programlama tekniktdarak
adlandirilir ve genellikle yoneylem gtmmasi igcinde cagiimistir.  YOneylem
arggtirmasi, bilimsel yontemlerin karar verme problemnme uygulanmasi ve en iyi

¢6zUmlerin bulunmasi ile ilgilenen matengati bir braryi olarak tanimlanabilir [2],

9.

2.2 Tarihi Gelisimi

Optimizasyonun gealimi 18. yiuzyillda Newton, Leibnitz, Lagrange ve
Cauchy’in genel matematik alanindaki galalari ile ortaya ¢ikngtir. Bu galgsmalar
belirli iyi tanimli fonksiyonlar icin kullanilabiti Gercek hayattaki optimizasyon
problemlerini ele almada genel matematik yetergigglti bir arag daldir.

Ikinci dinya sawgndan sonra yeni sayisal optimizasyon teknikleri
geligtirilmistir.  Buna; hizli bilgisayarlarin gghnesi, maksimum veya minimumu
elde etmede sayisal tekniklerin getfiine matematiksel analizin uygulanmasi etken
olmustur. Bu sayisal teknikler (yoneylem gmamasi teknikleri) genel matemgitn
bircok zorlgunu ortadan kaldirngtir [2].

2.3 Optimizasyon Problemininifadesi

Bir optimizasyon veya bir matematiksel programlgsmablemi

p(¥X<0,i=12,..m (2.1)
X
X

sartlarina goére z= f(X fonksiyonunu minimize edenx=| | ¢6zumunin
X,

bulunmasigleminden olgur.
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Matematiksel programlama verilen kisitlar altindgok deiskenli

fonksiyonlarin minimumunu bulmada kullanilan enararteknikleridir [2],[4],[24].

2.4 Klasik Optimizasyon

Klasik optimizasyon yontemleri surekli ve turevleie fonksiyonlarin en
iyilenmesinde kullanilir. Bu yontemler analitikire en iyi noktalarin bulunmasinda
tirev hesaplamalarina ghin teknikleri kullanir. Bazi pratik problemleriamag
fonksiyonlari surekli veya turevlenebilir olamaygsalan klasik optimizasyon
teknikleri gercek hayat uygulamalarinda singékilde kullanilabilir.  Ama bu
teknikler sayisal tekniklerin gefnesinde bir temel t&il ederler [2], [9].

2.5 Tek Deiskenli Optimizasyon

Yeterince kuguk pozitif ve negatif buttim deserleri igin f(x,) < f(x,+ h)
ise f(x) fonksiyonu x=x, da yerel minimuma sahiptir. Benzer olarak sifira
yeterince yakin butirh deserleri igin f(x,) > f(x,+h) ise x, noktasina yerel
maksimum nokta denir. f (x) in tanimh oldgu bdlgedeki bltinx deserleri igin,
sadecex, a yakin buatin noktalar gdi, f(x,) < f(X) ise x=x, da f(x) mutlak

veya boélgesel minimuma sahiptir. Benzer olarakntelnblgesindeki baturx ler icin

f(x)> f(x,) isex= x, da f (x) mutlak veya bolgesel maksimuma sahiptir.

Tek deiskenli optimizasyon problemi[a, b] aralginda f(x) i minimize
eden x= X%, deserinin bulunmasidir. #egidaki iki teorem tek d&skenli bir

fonksiyonun yerel minimumu igin gerek ve yegartlari verir. Sekil 2.2'de yerel ve
bblgesel minimum (maksimum) noktalar gostergtini[2], [9].
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v

Sekil 2.2 A, A, A, A yerel maksimum noktalard, bolgesel maksimum
nokta; B;, B,, B, yerel minimum noktalarB, bolgesel minimum nokta

2.5.1Teorem a< x< b aralginda tanimh bir f (x) fonksiyonua<x <b
olmak lzerex = x, da yerel minimuma sahipse= x, da tirevi f'(x), var ve sonlu

ise 0 zamanf '(x,) =0 dir [2].

f(%+ h:]— f(%) tanimli ve var oldgu verilmis x, yerel

Ispat: f (XO)ZHLT(IJ

minimum nokta olarak verildinden sifira yeterince yakin bitdm deserleri igin
f(%) < F(%+h (2.2)

olur. Bu ylzden

ve
f("“hr)]_ 06 <o, h<o (2.4)

yazilabilir. (2.3) ve (2.4) icirh — 0 olarak sgdan ve soldan limit alinirsa
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/(%) = lim,

h—0

fOg+ - F0OR) 25)
)= 100) .

ve

£/(x,) = lim_ f(xﬁhr)]_ ) g

h—0

(2.6)

olur. (2.5) ve (2.6)danf’(x,)>0 f’(x,)<0 olur. Bu f’(x)=0 olmasini

gerektirir.

Genel olarakf'(x,) =0 yapan tum noktalara dan veya kritik nokta denir.

Maksimum veya minimum noktalara ekstremum noktarden

Bu teorem igin gagidaki noktalar mevcuttur.

I. Teoremx, yerel maksimum oldgunda da ispatlanabilir.
ii. Teorem birx, noktasinda tirev yoksa bu noktanin bir minimumavey

maksimum olup olmagi hakkinda bigey sbylenemez. Sgekil 2.3)

h a sgdan ve soldan yakjakca sirayla,lim 06+ hr)]_ 0o) _ m'

(pozitif) veya m  (negatif) olur. Buradan®™ ve m sayilari git olmadikca

f'(x,) tlrevi olmaz. Turev olmazsa teorem uygulanamBikkat edilirse
X, bir minimum noktasidir.

iii. Fonksiyon tanim ara@inin uc¢ noktalarinda bir maksimum veya

minimuma sahip olsa bile bu teorem uygulanmaz. Burumda
h—0 h

turevi yalnizcah n pozitif veya negatif dgerleri igin

s0z konusu olabilir, tirev u¢ noktalarda tanimgitr.
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f(X)a
f(x)a

f'(x)=0

x

Xv

X

Sekil 2.3 x, da f(x) in tirevinin olmamasi Sekil 2.4 Duragan (dontim)
durumt nokta

iv. Teorem tirevin sifir oldiu her noktada bir maksimum veya bir minimum
oldugunu garanti etmez. Yani bir maksimum (minimum)saakesinlikle bu
noktada turev sifirdir.  Ama bir noktada turev rsdl bu noktada bir
maksimum veya bir minimum oldgu hakkinda kesin bigey sOylenemez.
(Sekil 2.4)

f'(x,) =0 sartini sglayan noktanin maksimum veya minimum olmasi igin

yeterlisartlar gagidaki teoremle elde edilir [2].

2.5.2 Teorem f'(x,) = f"(x,) =...= f"*(x%) =0 ve f"(x,) =0 olsun.
i. ngift ve f"(x,) >0 ise x=x, da f(x) yerel minimum noktasina sahiptir.

ii. ncift ve f"(x,)<0 ise x=x, da f(x) yerel maksimum noktasina
sahiptir.
iii. ntek isex= X, ne bir maksimum ne de bir minimum noktasi olumiya

donim noktasi olur [2].

Ispat: x, civarindaf (x) in Taylor agihmi yazilirsa,
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(% +h) = f(%)+ hf( >s)+% P(x)+

hnfl o1 hn .
+"'+(n—1)!f (x0)+ﬁf (%+HM), 0<0<1 (2.7)
f'(x)=f"(x)=...= f"(x)=0 oldusundan (2.7) gtli gi

f(x+h)- f()g):% f"(%+ 1) olur. f"(x,)#0 oldusunda x, civarinda oyle

bir aralik bulunabilir ki buradaki hex igin n. tirev f"(x), f"(x,) ile ayni

isaretlidir. Bu yuzden bu arg@in her x,+h noktasindaf"(x,+h9), f"(x,) ile

ayni karetli olur.

n

n cift oIdLgunda% her zaman pozitif olur. Oyleysé (x, + h)— f(X),

f"(x,) In isareti ile ayni olur. Bu nedenle,; f"(x,)>0 ise yerel minimum,

f"(x,) <0 ise yerel maksimum olur.

n

n tekseh—I h Iin saretine bgl olarak bazen pozitif, bazen negatif olur.
n!

Oyleyse x, noktasinda bu durumda ne bir maksimum ne bir minins6z konusu

olur. x, noktasi donum noktasi olur.

2.5.3 Omek f(x)=1,2x - 4,5¢ + 4¢+ 1( fonksiyonunun maksimum veya

minimum deerlerini belirleyiniz [2].

Coziim: £'(x) =6(x'~3x°+ 2x) = 6X( ¥~ 3x = 6X (x 1)(x 2 |
f'(%)=0, % =0, X,=1ve x,=2 di.

Izleyen turevf"(x) = 6(4)(3 —9X + 4x) olur.
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%=1 de f’(x,=1)=-6 oldusundan yerel maksimum vardir.(n=2)
f (% =1)=10,7 olur.

% =2 de f"(x,=2)=24 olduundan yerel minimum vardir. (n=2)
f(x =2)=-1,6+10= 8,<tdr.

=0 da f"(x,=0)=0 oldusundan izleyen tireve gecilir.
f"(x) =6(12¢ - 18+ 4 olur.

f"(x,=0)=4 ve n tek oldgundan (n=3) f"(x,=0)=0 ve x,=0 bir

doénim noktasi olur.

2.61ki Degiskenli Optimizasyon

f(xlxz) fonksiyonunun minimum (maksimum) noktasi icin dekartlar

ﬂ:O ve ﬂ:O dir. Yeterlisartlari elde etmek iginh= x— %, olmak Uzere
0X% 0X,

f (X, %) IN (X4, Xy) civarindaki Taylor agiimini g6z 6niine alinr.

2 5f
f(x+h + — +
(XO ) ( ) ; 5)§ )S) |111 Jé‘)ﬁé‘)sx)b”ﬁ
f(x+h)- (%)= L rf52f +2hh S°f + ﬁ52f (2.8)
21 o SXO X, 5%
u:& olsun.
h,
2 2 2
25 1; B- o f | 25 1; (2.9)
§X1 X=X+ 5X15X2 X=X+ §X2 X=X+ Mo

f(%+h)- (% )_hl[A+28u+ Cid |= 212' Qi
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f(Xo+h)—f(>%)=%Q(L) (2.10)

X :{Xw} in yerel maksimum olmasi i¢in her u i¢ip(u) <O olmasi gerekir.
20

X, In yerel minimum olmasi icin her u iciQ(u)>0 olmasi gerekir. Q(u)
fonksiyonunun gercek kokleri vars@, u nun secilen dgrlerine bgh olarak ya
pozitif ya negatif ya da sifir olur.Q(u) nun gercek kokleri yoks®, u nun her

deseri icin her zaman ya pozitif ya da negatif olur.

Q(u) nun gercek koklerinin olmagh sartlar gagidadir.

B+VB*-4AC

C

Q(u)=0=A+2Bu+Cd olsun. Q(u) nun kokleriu=— olur.

B*- AC<0 ise Q(u) eslenik kompleks olur, bu durumda her icin Q(u) her
zaman pozitif ya da her zaman negatif olur. Buudurir ekstremumu gosterir.
Eger B>~ AC>0 ise u nun dgerlerine bgli olarak bazen pozitif bazen negatif

olabilir. Bu da eyer noktasini goster> — AC=0 belirsizlik durumunu gosterir.

B*- AC<O0 olsun. A ve C ayni karetli olur (d&ilse AC negatif olacak)
ve B>~ AC pozitif olur, bu daB* -~ AC<0 ile celisir.

Eger A negatif veu=0 ise o zamarQ(0)= A< 0 dir ve buradarQ(u) <0

(her u i¢in) olur. Bu da yerel maksimum demektir.
A<0, A+C<0 olur.

Diger taraftanA>0 ise A+C>0 ve heru i¢in Q(u)>0 olur. Bu dax,
noktasinda yerel minimum oldunu gosterir. f sdrekli ve x, ile X+

noktasinda tim tdrevler surekli oglundan bu noktalardaki tirevler ayrgaietli

olurlar. Oyleyse
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o] et

5% ‘
SxXl, 6%

o

A ()1

0

)
X X

olurlar. Sonugclar dzetlenirse

1. B - AC,<0 ve A+ C, <0 ise x, da yerel maksimum vardir.
2.B- AC,<0 ve A +C,>0 ise x, da yerel minimum vardir.
3. B>~ AC,>0, x, da eyer noktasi vardr.

4. B - AC,=0, x, da belirsizlik s6z konusudur [2], [4], [9], [24].

2.6.1 Omek f(x,%)=X+2x%+2%+ 2%+ % fonksiyonunun durgan

noktalarini bulunuz [2].

GCozum: g—f:2x1+2x2+ 2=0 ve g—f:2x1+4x2+1: 0 olur. Bunlarin
X %

coziimuyle(X,, X,o) = [_?3—;) elde edilir.

PN L SN i S
"X * xS %,

2=B (2.12)

0

B, - AC,=-4 ve A +C,=6 olduzundan [_?3—3 noktasinda yerel minimum

vardir. f[_—?’,—lJ:——S olur.
2 2 4

2.7 Kisitsiz Cok Dgiskenli Optimizasyon

Kisitsiz ¢ok dgiskenli bir fonksiyonun maksimum veya minimumu igin

gerek ve yetegartlar gagidadir.
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2.7.1 Tanim f in r. diferansiyeli f fonksiyonununx, noktasindar >1

dereceli butin kismi turevleri var ve surekli ise

ifadesinex, da f in r. diferansiyeli denir.r =2 ve n=3 durumunda

5 3 3 n §2f
100 = 1050 %0 %) =33 30 o 0
252 ,0°f 5% f
(0 + @5@()‘%

X, noktasi civarinda birf (x) in Taylor acilimi

F(X)= f(%)+ f'(x))%dz f(O5)+

1., 1
TG AR T R(CORLTe

olur. Son terim

Ry (% h):(Nil)! d" f( x+ 18)

ve buradah= x—- %, 0<@ <1 dir [2], [4], [9], [24].

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.7.2 Teoremx = %, da f(x) bir ekstremuma sahip ve, da f(x) in birinci

kismi turevleri var ise
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ot
%

_of
5%

(%) (%)=

(%)=0 12)

esitli gi mevcuttur [2].

Ispat: Birinci kismi turevlerden biri, yank. si, X, da sifir olmasin, veya

of

E(xo)::o olsun. Taylor acilimi ile
f (%+h)= f(%)+ing—;(>@+ R(% B (2.18)
veya
f (% h)— F(%)= h 2 (x)+= & f( x+ B), 0<0<1 (2.19)
SX, 2! ’ '

yazilabilir. d*f(x,+ ) de h? carpani yer alagandan kigciik h ler icin h

dereceden terimleth In daha yiksek dereceden terimlerinden biyuk ol@u

nedenle f(x,+h)—f(x) in isareti th—f(xO) nin karetine bah olur.
X

%(xo) >0 oldugunu var sayalim. O zamah(x, +h)— f(,); h >0 icin pozitif,
h. <0 icin de negatif olur. Bux, In ekstremum olamayagai gosterir. Oysax,
ekstremum nokta olarak alingtu Ayni sonug%(xo) <0 olarak kabul edildiinde
de x, In ekstremum olmasi ile cgiigi gorilir. Oyleysex, bir ekstremumdur ve
X=X da %:O olur. Bu X, noktasinda butun kismi tirevlerin sifir olmasi
demektir.

2.7.3 Teoremx, durggan noktasininf (x) in bir ekstremum noktasi olmasi

icin yeterlisart f(Xx) in X, da hesaplanan ikinci kismi ttrevlerin matrisinadungan

Hessian Matrisi;
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I. Pozitif tanimh oldgundax, yerel minimum noktasi olur.

ii. Negatif taniml oldgunda x, yerel maksimum olur [2].

Ispat: Taylor teoreminden yararlanar@k 8 < 1 olmak tizere,

f(x+h)= f( )+Zn: ﬁ +iznlzn: hh o (2.20)
i-1 5)§ 2'.1 -1 J5)$5)ﬁ et
X=X+
- _ of . 5
yazilir. X, durgan nokta oldgundang—:o, i=1 2, ..., n olacagindan
Xi
(x4 h)- () =233 hn-2 (2.21)
2933 %0 % N
LB 5 f . , 5% f(X)
olur. X, +h)—f(x) ile hh ayni saretli olurlar. ———
( ) ( ) ZZL lé‘xl X‘ —_ é‘xé‘xl
L C 5 s g 5°f o
ikinci kismi trevi x, komsulugunda stirekli olagandan ile
OXO% OX0X
Xo+ho %o
yeterince kiguk bitin h ler i¢cin ayni garetli olur. O zaman
AL 5 f e .
Q=>>hh 5%0xX pozitif ise f (x,+h)— f(x) pozitif olacak ve buradan da
i=1 j=1 -

X, yerel bir minimum nokta olur. B@ ifadesi kareli bir formdur ve matris olarak

5% f
X=% é‘x X‘

Q = h' Chy, yazilabilir. BuradaC| ikinci kismi turevlerin matrisidir

ve f(X) in Hessian matrisi olarak adlandirilir.

Matris cebirindenh’ Ch kareli formunun pozitif olmask, da C nin pozitif

tanimli olmasina @dir. Bu dax, durggan noktasinin yerel minimum olmasi igin

yeterli sart ayni noktada hesaplanan Hessian matrisinintipaainimli olmasi
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anlamina gelir. Benzegekilde x, durgan noktasinin yerel maksimum olmasi igin

yeterlisartin C nin negatif tanimh olmasina glaoldugu gosterilebilir.

Bir C matrisi butin aygen derleri pozitif ise pozitif tanimhdir, yani

|C—1|=0 saslayan her >0 ise C pozitif tanimlidir. Bir matrisin C) pozitif

tanimliligini bulmak igin kullanilan bir @er yontem gagidaki teoremle elde edilir.

2.7.4 Teorem f(x)=xCx kareli formu esas minérlerin hepsi pozitif ise

pozitif tanimhdir. n=4 i¢in bu esas mindrler

c, C
C =|C|>0,C,=| " ~¥>0,
CZl C22
Cll C:12 Cl
C,=|C, C, C,4>0,C,=|C|>0 (2.22)
31 C:32 C3

oldugunda C pozitif tanimh olur. Benzer olarakC matrisi C nin isareti

i=1,2,-- h olmak l'jzere(—l)2 oluyorsa pozitif tanimh olur.C lerin bazisi pozitif

digerleri sifir oluyorsaC pozitif yari tanimli olarak adlandirilir.

n desiskenli bir fonksiyonun ekstremum noktasi icin yeteghartlar,

i=12:-- n olmak Uzere

52f 52f s 52f
S OXSX%, O X0 X
52f 52f s 52f
IC|=|6x0% 6% O X0 X (2.23)
52f 5% 5%
5)§5X1 5)$5)% g )'g (%40+ X201+ % 0)



Vf{ﬂ EXi

% %

olsun.

1.i=1,2;-- nigin |C|> 0 ise (X, Xo0r---, %) YErel minimum nokta olur.

of
oYX

(%40 X011 % 0)=0

(2.24)

2.1=135,.. icin |C|<0 ve i=2,4,6,..icin |C|>0 ise (X Xypr---, %) Yerel

maksimum nokta olur.

3. Busartlarin sglanmadgi durumda(x,g, X,,.--, %,,) €yer noktasi olur [2].

2.7.50rmek f (X, %, %)= X— %+ %— % %2 %%+ 4 % 1C

fonksiyonunun ekstremum noktalarini ginraniz [2].

CO6zum: Birinci tarevler alinirsa

5t

O —2x-2%+4=0
oy = 2T

S5t

2 = 2%,-%=0
o = 2%

S5t

O - 2% -%+2%=0
5%, X=Xt 2X

(2.25)

olur. Bunlarin ¢dzimix,=-10, X,,=4, X, =-8 bulunur. Ikinci turevlerden

olugan Hessian matrisi;

o’ f o*f 0 %f
SX  OXO% X0 X%
H, —C- of o f o%f
S%0% 5%  IX0 %
of o f o%f
X% X% 5%
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olur. Buradan esas minorler;

2
c=21_>
6%,
5% %t |
| 6% x| [2 0] 4
s s | 0 -2
16%,6% 6%
C,=|C|=-2 (2.27)

bulunur. (-10, 4, -8) noktasinin eyer noktasi gidanigilir.

2.8 Konveks ve Konkav Fonksiyonlar

f (X, %,...,%) konveks birs kiimesi tizerinde tanimli bir fonksiyon olsun.

f (X0 %000 %) fonksiyonu herhangi bir xes ve x'es

f(ax+(1-a)x!) < af( X)+(1- 9 f( ¥), 0<a<l esitsizligini saslarsa konveks

fonksiyon olarak tanimlanir. Busiesizligin tersi sglandginda konkav fonksiyon

olarak  tanimlanir, Sekil 2.5'de  goéruldgu  gibi D  noktasi

(ax1+(1— a) X!, f(at+(1- 9 >%1)) ve B noktasi
(ax1+(1— a)X*, af( )+ (- 9 >%1)) olarak diguniilirse

f(ax+(1-a)x!) < af( X)+(1- 9 f( X)) oldugu goriliir. ~ Ayni sekilde sekil
2.6da D noktasl (ax1+(1— a) X!, f( at+(1- a)kl)) ve B noktasi da
(ax + (@ a)x", af( %)+ (- 8 f{ ) oldugundan

f(ax+(1-a)%!)= af( %)+ (1 9 f( X)) oldugu goriilur.
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. f(x)
£(x) ; ¢
A s '
5 i A §
X axd+(1-a)xt x* X X oax+(l-a)xt xt X
Sekil 2.5 Konveks fonksiyon Sekil 2.6 Konkav fonksiyon

Bir f(x,%,...,%) fonksiyonunun ikinci kismi tirevlerinden ghn C

matrisinden hareketle de fonksiyonun konveks veyakkyv oldgu sdylenebilir. C

matrisi pozitif taniml isef konveks, negatif taniml isé konkav olur [2], [9],[24].

2.9 Kitlik Kisith Cok De giskenli Optimizasyon
Esitlik kisith strekli fonksiyonlarin optimizasyonu

min f = f (x)

p(x=0,i=12...m (2.28)

olarak tanimlanir. Burada=[x, %,...,x] ve m<n dir. m>n durumunda

problemin ¢ézimu yoktur. Yukaridaki problemin cigilicin ¢aitli optimizasyon
yontemleri gelktirilmistir. Lagrange carpanlari yontemi bunlardan en dagli
olanidir [2], [9].

2.9.1 Lagrange Carpanlar Yontemi

(2.28) aitlik kisith bir optimizasyon probleminde her Wisicin bir A

Lagrange carpani kullanilarak bu problem igin
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L(x,A) = f()g,)g,...,)g)—zm:li[ RO% % s X)] (2.29)

fonksiyonu olgturulur. Bu fonksiyona Lagrange fonksiyonu denilBu fonksiyon
yardimiyla kisitli problem kisitsiz bir problemendgtiralir. Buradaf (x) ve p(Xx)

fonksiyonlarinin strekli ve turevlenebilir olgu varsayilir. L(x, 1) fonksiyonu igin

kismi tarevler alinir, sifiragélenirse

oL of &, 0p .

o= -2 4280, j=12,.n

5XJ— 5)(‘- ':1215% .

oL

- — X)=0 2.30
5 p(X) (2.30)

denklemleri elde edilir. Bunlarin ¢6zumu ile atani optimum nokta bulunur.

(X00 Xogr-++ s %, 0141014 g0 -- 14 @ OPEIMUM  noktasinin yerel minimum yada yerel

maksimum oldgu soyle anlgilir.

0O P
07 -

tanimlansin. Burada

-
Vp,(X) X, oX,
p=| |z ¢ o (2.32)
me(X) % 5pm
K2 5%, |
2
Q=LA 15 mvej=12..n (2.33)
5x54

olarak tanimlanir. H® matrisine sinirl Hessian matrisi denili.(x, 1) fonksiyonu

icin (x,,4,) durasan noktasi ve bu noktadaki® matrisi verilsin.
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1. H® sinirh Hessian matrisiniff2m+1). esas minori ile lskyarak (n—m) son

esas minériintinsaretleri sirayla(-1)"" olarak dgisiyorsa (X, X, X,o) & yerel
maksimum nokta ad1 verilir.

2. H® matrisinin (2m+1). esas mindriinden gayarak (n—m) son esas minériniin

isaretleri (—1)m ile ayniysa (X, X,o---1 %) Noktasina yerel minimum nokta adi

verilir.

Yukaridaki sartlari sglayan noktalar kesinlikle bir ekstremum olur. Bu
sartlar1 sglamayan gercekte bir ekstremum olan g@ara bir nokta olabilir. Bu

yuzden ekstremum icin gerek ve yegartlar gagidadir.

A{"T P} (2.38
P Q-ul

(X, 4,) noktasindaA matrisi olgturulur. Buraday bilinmeyen parametredir.
|A|=0 polinomunun(n-m) tane kékiinun hepsi
i. pozitifse (X, X,0,---, %) Yerel minimum nokta olur.

ii. negatifse( Xy, X,:---1 %) Yerel maksimum nokta olur [2], [9].
2.9.1.1 Ornek
minf = f(X)=x+ X+ X
X +X+3%-2=0
SX + 2%+ %—-5=0 (2.35)

Lagrange carpan yontemiyle problemi ¢6ziniz [2].

CO6zum: Lagrange fonksiyonu ogturulur.
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L, A)=X+%+X—-A( X+ %+3%2)—A(5%+ 2%+ %5 (2.36)
Bu fonksiyon igin gerekartlar:

oL

E:le—zi—&z:o
55—:(‘2:2x2—21—222: 0
5—2:2&—3@—/1;0
g—ﬂt:xl+x2+3x3—2:0
g—Z:SXﬁ 2%, + %—5=0 (2.37)

olur. Bunlarin ¢ozumu:
% = (X0 Xo0r X304 104 29 = (0,81;0,35;0,28;0,0867;0,30¢ (2.38)

olur. Bu noktanin nasil bir nokta oglunu gérmek icin

0011 3
00521
H®=[1 5 2 0 O (2.39)
12020
3100 2

hesaplanir. n=3, m=2 ve n—m=1 oldusundan yalnizcaH® nin determinant
isaretine bakmak yeterlidir.‘HB‘:460> 0 (—1)2ile ayni karetlidir. Oyleysex,

minimum nokta olur.
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Lagrange carpanlarinin yorumu:

min f (x)

p(¥)=b- (=0 (2.40)

Tek kisith problemi iginb bir sabittir. Bu problem icin gerglartlar yazilirsa

Of 28R 0 i212:.n (2.41)
5>q OX%
p=0

Bu denklemlerin ¢ozuimifix,, 4,) ve f°=f(x,) olsun. Amag fonksiyonun
optimum dgeri Uzerinde kisittaki kucuk bir dsimin etkisi icin b— p(X =0

kisitinin diferansiyeli

h=| : [=dx (2.42)

dir. Yukaridaki gerekartlarla

of  ,0p_ot dp_

oX 0% O0X OX

9P _dt 10 (2.43)
5% O

yazilabilir. Bu gitlik (2.41) ssitli ginde yerine yazilirsa
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i1 A OX% A
yazilir, guinku
nof .
df :Z—dx =Vfh (2.45)
i=1 0%
dir. Bu yuzden
df df®
A=— veyal, =— vedf’®=4,(db 2)4
db ya 4, db 0( ) @

elde edilir. Bui® inb e goref® deki marjinal dgismeyi gosterdiini ifade eder.

2.10 Bitsizlik Kisitl Optimizasyon ve Kuhn Tucker Sartlari

max f (x)

P(X)<0, i=12,n (2.47)

probleminin ¢6ziminde Kuhn Tuckeartlarindan yararlanilir. Bunun igin butin
esitsizlik kisitlari uygun dgiskenlerin kullaniimasi ile gtlik durumuna getirilip
genel Lagrange fonksiyonu gturulur. Kuhn Tuckesartlari bu fonksiyonun gerek

sartlarindan elde edilir. (2.47) problersf >0 bos deziskenleri kullanilarak kisitlar

esitlik durumuna getirilir.

G(¥)=R(N-b+ $=0 (2.48)

elde edilir. Lagrange fonksiyonu

L(xSA)= f(R-1Q )
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= (% %0e0, &)—iﬂi(p(x,&,.--,x)— b+ 8) (2.49)

olacaktir. L fonksiyonu i¢in gerekartlar:

1 oL_of ,0G_of )ﬁﬂ:o,jzl,z,...,n
OX OX oX 6% I OX
2£—2ﬂ,s, 0,i=12,-
59
oL
3.—=G(X) = + 0
) (X=pR+$=

2'deki denklem i¢in gagidaki sonuclar elde edilir.
a. 4 >0 ise =0 dir. Bu 1'deki kisitin gtlik hali ile gerceklgtigini
gosterir. 4 (p(X)—b)=0 yazilabilir.
b. S>>0 ise 4 =0 olur ki 1’deki kayngin f i etkilemedgi soylenebilir.
A (p(¥)—-b)=0 yazilir. Buyeniartlar yukaridakiartlarla birlgtirilirse;
i. 420,i=12-m

) n 5 .
i ——2453 0, j=12,n

ii. 4(p(X-h)=
iv. p(x)<0,i=12;-m

elde edilir, busartlara Kuhn-Tucker geregartlari denir. Bu maksimum problemi

icin yeterlisartlarsa; f (x) in konkav ve p,(X) in konveks olmasidir. Bir minimum
problemi igin yeterlisartlarsa f (x) ve p (X) in konveks olmasidir. (2.47) problemi
minimum olarak verilirse isarti dsinda dger sartlar ayni kalir, kisacat <0

alinmasi yeterlidir [2], [9], [24].
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2.10.1 Ornek

max f (% ,% %)= X(30- )+ x( 50- x)— 3%~ 5% 10

X, <17,25
(2.50)

XX s

probleminde Kuhn-Tucker gereksartlarini uygulayarak optimum ¢6zUmu

bulunuz[2].

C6zum: Lagrange fonksiyonu

L(x2)=%(30- %)+ %(50- %)~ 3%~ 5x- 10x

+/11(17!25_ X3)+12(X3_ X - Xz) (2.51)

L icin Kuhn-Tucker gerekartlari

i. 4,1,>0

i. 2L _30-2-3-4,-0
%

OL 5o_ax-5-4-¢
XZ

oL j0-a+4,-0 (2.52)

5%

iii. 4,(17,25-%)= C
A (X=X~ %)=0 (2.53)

Iv. X, <17,25
X+ X < X (2.54)
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Bu sartlari sglayan noktalari aggirmak icin, basit olaraki, =0 veya A =0
degerleri igin gozumler aranir. Oncg =0, 4, =0 olsun. ii nin son denkleminden
A4 =-10 olur, bu i yi s&lamaz. 4, =0, A4, =0 olsun, ii nin son denklemi
sgglanmaz. 4 =0, 4,#0 olsun, ii nin son denkleminded, =10 bulunur, ilk
denklemindenx, =8,5, ikinci denkleminden dex, =8,75 bulunur. iii nin son
denkleminden x, = x, + x,=17,2E bulunur. Béylece X’ =(8,5;8,75;17, 25;0;1f
noktasi Kuhn-Tuckesartlarini sglayan nokta olarak bulunur. f (x) fonksiyonu
konkav oldgundan ve kisitlar dirusal verildginden konveks oldgu anlgilir.
Oyleyse x° noktasi bolgesel maksimum nokta olud, =0, A, =0 icin yukaridaki

sartlarin sglanmadgi gorultr.

2.11 Newton Yontemi

Cok desiskenli kisitsiz optimizasyon problemlerindé balangic noktasinda
verilen fonksiyonun kareli yak$ami kullanilir. Kareli yaklgimi optimum yapan
X=x* noktasinda yeni yakjam fonksiyonu kurulur, bunun optimum noktas?
olarak alinip yeni yakkam fonksiyonlari olgturulur, bu sekilde devam edilir.

Istenilen duyarlik sdandginda durulur, o adimdaki® en iyi ¢éziim olur.

k-inci ardgtirmada f (x,%,+,%) In X< ¢ozimindeki Taylor acilimi

yardimiyla kareli yaklgmi

FOO= T )+ (% K)o +2 33 (x ) x- %) 5 @59

=1 ] j=li=1 j

olur. Optimum i¢in gerekgartlar

oF of &y 5% f :
oF _of - ~0, j=1,2,-- 2.56
ox ox +izl:()g xk)g)ﬁg)l( j n (2.56)
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2
elde edilir. Bunlara Newton agtlrma denklemleri denir. Buradgi ve ot :
OX OX;6%

J

x* noktasindaki dgeri ile kullanilir [2], [24].

2.11.1 Ormek f(x,%)=-X+4x-2%+ 2%—( >g>g)?/2 fonksiyonu igin
x'=(2,0.5 balangic noktasi alarak maksimum noktayl Newton meyta

bulunuz[2].

CO6zum: Birinci ve ikinci turevler;

of 3
T =2 +A4-= X2,
ox 2% 2><Y X
of 3
—— = 4x +2—=x¥%% 2,
ox , fo“ X
of 3

—_p_ 22 3/2’
OX 4Xl %
of 3
_:_4__ 32 —12’
5% 4Xl %
§_f:_g Y2412 (2.57)
0 X0 %, 4

olacaktir. x' =(2,0.5 noktasinda bu denklemlergizlendirilirse

F(X)=3.75+(%— (- 0.79+(%— 0.5 B+
(-2 (-21879+ 2x- 3(x- 0N~ 225(%- 08 )] (259)

elde edilir. Bazi kisaltmalar yapilirsa

F(X)=-0.75+ 4.75 + 5— 10.0938 - 3%- 2.26% (2.59)
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olur. Newton iterasyon denklemleri yardimiyla

E:4.75— 2.187% - 2.2% =

9%

oF

—=5-22% - X%, = ( 2.60

5%, X - (2.60)
bulunur.  Bunlarin ortak ¢6zimu ilex, =2.1463 x,=0.0244 elde -edilir.

x* =(2.1463,0.024% bulunur. Ayni jlemler bu kezx* baglangic noktasi olarak

k+1

k ~ k+1 H
j —xj‘<g oldusunda X en iyi

s&gidaki
tablodan x° = (1.9505,0.130y de birinci tirevlerin gok kiiciik olmasi bu ¢6zumiin

verilmis gibi tekrarlanir. £ =0.01 alip V, i¢gin ‘x

¢6zUm olarak alinir. Bu ybntem 4 atihima sonunda durdurulur.

optimuma yakin oldgunu gosterir.

X f (xk) of 52f 52f X<t
O X 5 SXO X%,

2 3.75 -0.75 -2.1875 -2.25 2.1463
0.5 -3 -7 0.0244
2.1463 4.0142 -0.3011 | -2.002 -0.5148 1.9786
0.0244 1.2017 0.1985
1.9786 4.0716 | -0.1438]-2.0471 |-1.41 1.9579
0.1985 -0.6538 | -8.6854 0.1266
1.9579 4.096 -0.0103 | -2.0241 -1.12 1.9505
0.1266 -0.0318 | -9.7756 0.1307
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3. VARYASYON HESABI VE OPTIMAL KONTROL

3.1 Ana Kavramlar

Varyasyon hesabi bir fonksiyonun optimumunu (maksn veya minimum)
bulmayla ilgilidir.

3.1.1 Fonksiyon ve Fonksiyonel

I. Fonksiyon:Bir x degiskeni t desiskeninin bir fonksiyonudur, X(t) = f(t)
olarak yazilir). Hert deserine bir x deseri kagilik gelirse birt sayisina karlik bir
x sayisi vardir. Buradakidaima zaman olmaz, ansiz bir dgiskendir.

ii. Fonksiyonel: Bir J desisken miktari J=J(f(X) seklinde f(x)
fonksiyonuna bgll bir fonksiyoneldir. Her f(x) fonksiyonuna bir J deseri

karsiliksa, f(x) fonksiyonuna bir J sayisi kagiliktir.  Fonksiyonel birkag
fonksiyona bghdir [1].

3.1.2 Artis

I. Bir Fonksiyonun Arki: f fonksiyonunun ar§l Af ile gosterilir vesoyle

tanimlanir:

Af £ f (t+At)— f(t) (3.1)

TanimdanAf in t bagimsiz dgiskenine ve At basimsiz dgisken artgina

bagl oldugu gorulur. Af (t,At) bir fonksiyonun arti olarak yazilabilir [1].
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f(t)a

f(t"+ At

f(t") oo
iAt !
0 — >
t° t° + At t

Sekil 3.1Bir f(t) fonksiyonununAf artgi, df diferansiyeli vef tirevi

3.1.2.1 Ornek
f(t)= (t1+t2)2 (3.2)
fonksiyonunun argini bulunuz [1].

COzum: Af artgl asagidadir.

Af £ f (t+At)— f(t)
= (t + AL+t +AL) —(t )
= (t, + A+ (t,+ At,) "+ 2(t,+ At) (1 ,+ At ) — (£ +t5+ 2 )

= 2= 2(t, +t,) Aty + 2(t, +t,) At ,+ (At,)” +(At )" + 2At At (3.3)

ii. Bir Fonksiyonelin Artyi: J fonksiyonelinin argi AJ ile gosterilir ve

sOyle tanimlanir:

A2 I(X)+5XD)— I( X)) (3.4)
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Buradaox(t), x(t) fonksiyonunun bivaryasyomdur. Bir fonksiyonel argl

x(t) fonksiyonuna ve ox(t) varyasyonuna g oldugu igin artg olarak

AJ (x(1),5X(1)) yazilabilir [1].
3.1.2.2 Ornek
_["Toy2
J _jto [2¢ (t)+1] dt (3.5)
fonksiyonelinin artgini bulunuz [1].

CO6zim: J nin artkl agagidadir.

AJ 2 J(XD+5XH)- I XD),
:I:‘ [2(x(t)+§x(t))2 +1} dt—j:f [2)(2 (t)+1} dt,

= | ax@ox(t)+ 25 x(V)° | (3.6)

3.1.3 Diferansiyel ve Varyasyon

i. Bir Fonksiyonun Diferansiyelif fonksiyonunun arg§ini bir t* noktasinda

sOyle tanimlanir.

AF 2 (7 +AL) - f(t) (3.7)

t* Iin Taylor serisif (t" + At) geniletilir.

. df 1(d*f 2 X
Af = £t )+[EJ*AHZ£ e ]*(At) -1 () (3.8)

43



At de yuksek dereceli terimler ihnmal edilerek

df
Af = [dt j At = f(t")At = df (3.9)

elde edilir. Buradalf , t* noktasindaf nindiferansiyei adini alir. f(t*), t* da f

nin e3imi veya turevidir. df diferansiyeliAt artsinin birinci dereceden tahminidir

[1].
3.1.3.1 Ornek f (t) =t + 2t fonksiyonunun tiirevini ve agtni bulunuz [1].
COzim: Tanim gergi, Af artsl

Af £ f (t+At)— (1),
:(t+At)2+2(t+At)—(t2+2t) ,

= 2tAt + 2At + ..+ yuksek dereceli terimler,
=2(t+1)At,

= f (t)At. (3.10)
dir, buradaf (t) = 2(t+1) dir.

li. Bir Fonksiyonelin VaryasyonuBir fonksiyonelin artgi Taylor serisinde

J(X(t)+5X1) geniletilerek

AJ2I(XD+5XD)— I X)) (3.11)

10%J

A = J(KD)——§KD 2|aX2(

5XY) +.— A XY

2
0 sy L2

™ e (§X(t))
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J (x(t)‘

J(X()+5XY)

I(X (1)

0 X (';) X (1) + (1) x(t)

Sekil 3.2 J fonksiyonelininAJ artgl ve 6J ilk varyasyonu

=0J+6%°3+..., (3.12)
elde edilir.
0J ) 1 6% 2
0J=—0X() ve 6 =——(OX(t 3)1
ax (9 2!ax2( (1) 3)

Bu ssitliklere J fonksiyonelinin siraylalk varyasyonuve ikinci varyasyonu
denir. J fonksiyoneliningJ varyasyonuAJ artsinin lineer kismidir.Sekil 3.2'de

bir fonksiyonelin ilk varyasyonu ve agtiarasindaki bganti gosterilmgtir [1].

3.1.3.2 Ornek
J(x() :j:* (22 (t)+ 3x()+ 4] d (3.14)

fonksiyonelinin varyasyonunu gerlendiriniz [1].
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Cozum: Once artyl bicimlendirip sonra birinci dereceli tahmin olara
varyasyonuu sekilde bulunur.

A2 IX(X(D+XD)- I %)),
- Ltf [2(x(t)+§X(t))2 +3(X(t)+5 x(1) + 4—( 2% (t)+ 3x(t)+ Aﬂ dt

- N [4x(t)5 X(t)+ 2(5 X(1)* + 35 x(t)] dt (3)15
Sadece birinci dereceli terimler incelenirse ileywasyonsu sekildedir:

5J(x(t),5x(t)):j:*(4x(t)+ 35 x(H dt 18)

3.2 Bir Fonksiyon ve Fonksiyonelin Optimumu

Bir fonksiyon ve fonksiyonelin ekstremumu (maksimweya minimum)
veya optimumu i¢in bazi tanimlagagida verilmgitir. Varyasyon bir fonksiyonelin
optimal dgeri belirlemede ayni roli oynar, bir fonksiyonuntioal deseri veya
ekstremumunu bulmada diferansiyel olaraksgali

3.2.1 Tanim Bir Fonksiyonun OptimumuEger bir D duzleminde tim

noktalar icin ‘t—t*

<& saglayan bir & pozitif parametresi varsa birf (t)

fonksiyonunt® noktasinda bir goreceli optimumu vardir(t) artsi ayni saretlidir

(pozitif veya negatif).

Af = f(t)- f(t7)>0, (3.17)

ise f(t") goreceli lokaminimundur.

Af = f(t)- f(t7) <0, (3.18)
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ise f(t") goreceli lokalmaksimurdur. Onceki bglantilar & keyfi buyukIigl icin

sazlaniyorsa, f (t°) bir global tam optimumuma sahiptir

Bir fonksiyonun optimumu icingerek sart (ilk) diferansiyelin sifira gt

olmasidir,df =0. Yetersart
i. minimum icin ikinci diferansiyel pozitiftird® f >0 dir,ve
ii. maksimum icin ikinci diferansiyel negatiftid® f <0 dir.

d*f =0 ise, bir sabit noktaya kahk gelir [1].

3.2.2 TanimBir Fonksiyonelin OptimumuBir J fonksiyonelinin‘x— x*‘ <€

sazlayan bir Q dizlemi icinde timx fonksiyonlari igin pozitif bire varsax™ da bir

gOreceli optimumu vardir]) artgi ayni saretlidir.

A =J3(X- I X)=0, (3.19)
ise J(X) bir gbreceliminimundur.

A =J3(X- I X)<0, (3.20)

ise J(X) bir gorecelimaksimurdur. Yukaridaki bglantilar keyfi bir ¢ icin

sagzlanirsaJ(X’) bir global tam optimumdur [1].

Fonksiyonlam optimal veya ekstremum gerlerini bulmaya benzer olarak,
fonksiyonellele ilgili varyasyon problemlerinde, varyasyon opaimbir kavis
Uzerinde sifir olmaldirVaryasyon hesabi temel teoresagidadir.

3.2.3 Teorenx'(t) icin optimum aday olarak]) nin (ilk) varyasyonux(t)

de sifir olmaldir,ox(t) nin tim kabul edilebilir dgerleri icin 6J (x*(t),§x(t)): 0
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dir. Gereksart budur. Minimum icin yetesart §°J >0, ikinci varyasyon ve

maksimum i¢ind?J <0 dir [1].

3.3 Temel Varyasyon Problemi
3.3.1 Sabit-Bits Zamanl ve Sabit-Bitis Durumlu Sistem

Hem balangi¢c zamani ve durumu hem de sogamani ve durumu sabit olan
veya Onceden verilen bir sabit-kitzamanli ve sabit-bii durumlu problemi

aciklayalim. x(t) suarekli birinci turevli bir skaler fonksiyon olsunvektor durumu
benzersekilde olabilir. Problem, ilgili fonksiyonel icirx™(t) optimal fonksiyonunu

bulmaktir.
(X)) = [ V(X9 X3, § d (3.21)

bir bagil optimuma sahiptir.VV integralleneni surekli birinci ve ikinci kismi twleri

vardir. t, ve t, sabittir (veya 0nceden verilgtr). Bitis noktalari sabittir.

X(t=1,) =% x(t=t,)=x, (3.22)

Optimum icin gerek sart 3.2.3 teoreminden bir fonksiyoneli sifira

esitleyenlerin varyasyonudur. x(t) optimumunu bulma gigiminde, ilk olarak J

icin arts tanimlanir, varyasyon elde edilir ve son olarakysayon hesabi temel

teoremini uygulanir..

Sabit-bitg zamanli ve sabit-bitidurumlu sisteme optimal ¢6ztim bulma farkli

adimlar icerir.
Adim 1: Bir Optimumun Varsayimi
Adim 2: Varyasyonlar ve Ar§l
Adim 3: Ik Varyasyon
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Adim 4: Temel Teorem
Adim 5: Temel Lemma
Adim 6: Euler-Lagrange Denklemi

Adim 1 Bir Optimumun Varsayimxk(t) fonksiyonu icgin ulailan optimum
X'(t) olsun. X (t) e yakin x (t)= X (f)+oxt) kabul edilebilir fonksiyonunu
alalim, ox(t), x'(t) nin varyasyonudur. x,(t) fonksiyonu (3.22) sinigartlarini

sglamalidir ve gerekart gagidadir.
OX(t,)=0X(t,)=0 (3.23)
Adim 2Varyasyon ve Arfl Artis tanimi ile integraller birlgirilir.

AJ(X(),6XD)2 I(X(Y+5 XY X(Y+5 %% J— L 3L XX )
[V X ax b de [ KL KLY d (324)
AJ(X*(t),§x(t)):

:I: V(X )+8XD, X(9+5 XD, § - (), %(), }] d (3.25)

elde edilir ve burada

dx( t)

X(t) = ve SX(t) = {5x(t)} (3.26)

X (t) ve X' (t) noktasinin Taylor serisi (3.25) articinde V gensletilerek,
AJ artsl

AJ=AJ(X (9,6 X)

_It‘

v ( x(t) % (1), 1)

OV( X (9, %(. 1
OX

oX(t) + o X(t) +
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X(t)A
X (1) + O X(1)

[ e

t

f

Sekil 3.3 Sabit-bits zamanli ve sabit-bigtidurumlu sistem
L!{a L )(5 X(1)" + ( )(5 (1) + 420V V(. )5x(t)§x(t)} }dt (3.27)

halini alir, burada kismi turevlex(t) ve x(t), (*) ve * optimallik sartinda kolaylik

amach ihmal edilir.

Adim 37k Varyasyon: 5x(t) ve 5x(t) de lineer olan terimler korunarak

varyasyon elde edilir.

sI(X().6XY)=
) tf[GV(X*(t),X*(t),t)

aV( X (9, %(1, 1
OX

Sx(t) + Sx(1) |dt (3.28)

to

OX

oX(t) iceren terimlerde (3.28) ilk varyasyonu iginsb@1yi gostermekg x(t)

iceren terimlerin integrasyonu ile olud(t) , ox(t) e ba&h oldugu icin).
oV ovV) d
ox(t)dt= — | —(ox(1) dt
Lo[aj ® I[axldt( X())
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_J'tf[an d(5X(t))
oV ; d(aov
K 6xj 5x(t)} j 5x(t)a(51 dt (3.29)

Yukarida iyi bilinen Iudv: uv—f vdu formaltd kullaniimgtir, burada
u=0V/ox ve v=35x(t) dir. (3.29) kullanilarak ilk varyasyon icin (3)2Baslantisi
asagidadir.

sI(X(),6XY)=

(v Y " dfav

() oo () 0] [ (2

CelfovY dfav oV

_L ( axj dt[a Hax(t)dt{(a j&x(t)l (3.30)

(3.23) bglantisi kullanilarak (3.30)’da sinir gigkenleri igin

5J(x*(t),5x(t)):j;[[aa—\;j gt[aavﬂow(t)dt (3.31)
elde edilir.

t oV d(oV

L K&j dt[a H&(t)dt 0 (3.32)

Adim 4Temel Teorem Varyasyon hesabinin temel teoremi uygulani.
varyasyonu bir optimum icin yok olmalidir. Xx'(tf) optimumu igin
53(X(1),6X(1)=0 dir. (3.31) balantisi haline gelir. 5x(t) fonksiyonut, ve t,

da sifir olmahdir, bunun icin keyfidir.
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Adim 5Temel Lemma(3.32) denkleminde bulunagarti basitlgtirmek igin
varyasyon hesabi temel lemmasi adi verikagidaki avantaj kullanilir.

3.3.2 LemmaSurekli herg(t) fonksiyonu igin,
ty
jt g(t)sx() dt=0 (3.33)

tir ve burada ox(t) fonksiyonu [to,tf] aralginda sureklidir, g(t) fonksiyonu

[to,tf] aralgl boyunca her yerde sifir olmahdir [1].

Ispat: Celiski ile ispatlayalim. Farz edelim kg(t) [t,,t,] kisa aralfinda
sifirdan farkl (pozitif veya negatif) olsundx(t) i g(t) nin sifirdan farklh dgerler
aldigl aralik boyunca pozitif (veya negatif) olacgdkilde keyfi secelim. ox(t) nin
bu secimi ile (3.33)'de integral deri sifirdan farkli olacaktir. Bu aralik boyunca
sifirdan farkli olan farz egtimiz g(t) ile geliir. g(t) (3.33)de timt,t, | aralg|

boyunca her yerde sifir olmahdir.

Adim 6 Euler-Lagrange Denklemi: (3.32)'ye yukaridaki lemma
uygulandginda X’ (t) icin gereksart (3.21) ile verilend fonksiyonelinin bir optimali

olur.

[av(x*(t),%‘(t),t)} d[ﬁV(*(‘)”?(D’ ?} 0 (3.34)

ox dt ox

tiir veya notasyon basitlin diyeV deki idealar ihmal edilerek tiite [ t,,t, | igin

[ﬂ} _E[ﬂj 0 (3.35)
ox ), dt\ ox ),
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SX(t)

v
—

t

ta

tO b tf

Sekil 3.4 Sifirdan farklig(t) ve ox(t) keyfisi

elde edilir. Bu denkleme Euler-Lagrange denkleamid[1], [10], [15], [22].

3.3.3 Euler-Lagrange Denkleminin Yorumu

Euler-Lagrange denklemindeki bazi yorumigasadadir.
1. (3.34)’deki Euler-Lagrange denklemi bircok farkirmda yazilabilir.

V,)=0 (3.36)

halini alabilir ve burada

Y o oV R
szazvx(x(t), (9, 1); V.X:&:V.X(x(t), X (9,9 (3.37)

V X'(t), X(t) vet nin bir fonksiyonu vex' (t), X"(t) det nin dénigmis

fonksiyonlari oldgu icin
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E[ﬂj E[GV(X*(t),%‘(t),t)}

dt\ ox ). dt X

2 2 2
:i ade+avd'x+avdt ,
dt\ oxox 0XO X obx ),

(az\/] [dxj (azv] (dzxj (azvj
=l — ||| + +
axox ) \ dt), |\ awx) | df | (68%.

=V X )+ Vi X ()+ (3.38)

haline gelir. (3.36) ve (3.38) biurilerek, Euler-Lagrange denklemine alternatif

formu elde edilir.

V=V = Ve X (9 -\, X()=0 (3.39)

2. (3.34)'de x'(t) ve/veya% nin varlgl diferansiyel bir denklem olgw anlamina

gelir.

oV (X (1), X (9, 1)

3. (3.34) Euler-Lagrange denkleminde terimi x'(t), X'(t) vet

OX
nin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon diferansiyaitiginde, x"(t) mevcut olabilir.
Yani (3.34) diferansiyel denklemi ikinci derecelidiEuler-Lagrange denklemi igin
(3.39) alternatif formundan bu bellidir.
4. X'(t), X'(t) ve X' (t) glcleri veya Urinlerini iceren terimler olabilby durumda
diferansiyel denklentineer desildir.
5.t nin varlgl katsayilarireamanla dgisebildigini gosterir.
6. Baslangi¢ noktasindakt =t, ve bitis noktasindakit =t, sartlari bir sinir deger
problemini olgturur.
7. (3.34) Euler-Lagrange denklemi bir lineer olmayaamanla d&sen, iki nokta
sinir deeri, ikinci dereceli, adi diferansiyel denklemdiv.ani bir lineer olmayan iki
nokta sinir dger problemidir. Bu problemin ¢d6zimiu oldukca zorder sayisal
teknikler kullanihir. Bu optimal performansin kdbir yanidir.
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8. Euler-Lagrange denklemi ile uygun sadece bir optmgereksart vardir. Optimal
bazen bir maksimum veya minimumda bulunmayabiliferdnsiyel hesaplamada
turevin bulundgu desisen noktalar yok olur. Euler-Lagrange denklemi her
fonksiyonu sglamazsa bu, fonksiyonel igin optimumun olngadi gosterir [1].

3.3.4 Euler-Lagrange Denklemiicin Farkli Durumlar

Durum 1 V. x(t) vet e bagldir. Yani;V=V(x1),1) dir. V,=0 ile

(3.36) Euler-Lagrange denklegu hale gelir:

d —
S (V)=0 (3.40)

Buradan,

W=@ﬁ£9ﬁ:0 (3.41)
OX

bulunur, buradaC bir integrasyon sabitidir.
Durum 2 V sadecex(t) e bghdir. Yani;V=V(x1)) dir. V,=0 ile

(3.36) Euler-Lagrange denklemi

S(v)=0-v,=C (3.42)

halini alir, (3.41) veya (3.42)'nin ¢6zUmuUsagidadir ve bu basit bir dou
denklemidir.

X(t)=C > X()= Gt+ G (3.43)
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Durum 3 V. X(t) ve x(t) e bahdir. Yani; V=V(xX1), X)) dir.

V, =0 ile (3.39) Euler-Lagrange denklemininsdr formu kullanilarak

V -V, X()-V,X()=0 (3.44)
elde edilir vex'(t) ile dnceki denklem carpilir,

X (O] V= Vi X (9= V, %() ] =0 (3.45)

su sekilde yazilabilir:

d \ “
E(V—X(t)\/.x):O—> V- XD\ = C 3.46)
Durum 4 V x(t) vet e bagldir. V=V(x1),t) dir. V,=0 ile (3.36)

Euler-Lagrange denklemi

v (X (1),1)

=0 3.47
P (3.47)

halini alir. Bu denklem ¢6zimu hi¢ keyfi sabitnigez. Bu yluzderx(t,) ve x(t,)
sinir sartlarini sg@lamaz. Bu varyasyonel problemin ¢6zimi yokturx(t)
fonksiyonu verilen sinigartlart x(t,) ve x(t;) i salarsa, bir optimal fonksiyon

halini alir [1].
3.3.5 Ornekiki nokta arasindaki minimum uzugu bulunuz [1].
C6zim: Bu problemin ¢6zUmu bir dwudur. Sekil 3.5'de gosterilenA ve

B noktalari arasindaki yay uzugilw ds olsun. Dikdortgen koordinat gerleri dx

ve dt olsun. t uzaklga bali degiskendir, zaman dgldir.
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Sekil 3.5 Yay uzunlgu

(ds)" = (" +( b’ (3.48)
denkleminde
X(t) :% ve ds=+/1+ ¥ (1) dt (3.49)

dur. x(t=t)) ve x(t: tf) noktalari arasindaki toplam yay uzugluS, minimize

edilen J performans indeksidir.
S= J:Id$jt:\/1+ %03 dt:j;* () ¢ (3.50)

BuradaV (X(t))=+/1+ 5¢(t) dir. V sadecex(t) e ba&h bir fonksiyondur.

(3.50) performans indeksine uygulanan (3.42) Eudgrange denklemi

X0 _¢ (3.51)

1+ X2 (t)
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bulunur, bu denklem ¢dzulerek optimal ¢6ziim

X'(t)=Ct+C, (3.52)

bulunur ve bu bir dgru denklemidir. Verilen sinigartlarindanC, ve C, sabitleri
degerlendirilir.  Ornek olarakx(0)=1 ve x(2)=5, C,=2 ve C,=1 dogrusu
X"(t) = 2t+1 dir. Ozet olarak

i. Verilen basit bir agiklama veya durumdan performadeksi formullenir.
ii. Euler-Lagrange denkleminin uygulamasi o6ncedenndmli ¢cozumle

gerceklenir .

Bu ornekte (3.50) fonksiyonelinirV integralleneni sadecex(t) nin bir

fonksiyonudur. Aagidaki ornekteVv , x(t), x(t) vet nin bir fonksiyonudur.

3.3.6 Ornek
J= f[zxz(m 3¢ (1)] dt (3.53)
x(0)=0ve x(2)=5 (3.54)

sinirsartlarini sglayan optimumu bulunuz.

Cozim: (3.39) denklemindd/ = 2x* (t)+ ¥ (t) belirlenir. (3.53) performans
indeksine (3.35) denklemi uygulagchda

oV d[av
ox dt

_ 9N = 0 )= Ox
&j_0—>4x(t) dt(2x(t))_0—> X(t)= 2x(t) (3.55)

bulunur ve 6nceki basit diferansiyel denklem ¢omke

x*(t)
3

X' (t) = +Ct+C, (3.56)
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elde edilir. BuradaC, ve C, integrasyon sabitidir. (3.56)'da, verilen (3.39hir

sartlar kullanilarak

X(0)= 0-> C, = 0,X(2)= 5> qz_—? 53)

bulunur ve bu sabit gerleri ile optimal fonksiyon elde edilir.

X(t) 55, (3.58)
3 3

X (t) =

3.41kinci Varyasyon

Ilk varyasyonun kaybolu klasik Euler-Lagrange denklemi ile gbar.
Optimumun d@as! ic¢in ikinci varyasyonu incelemek gerekir. A (3.27)
bagintisindaki terimler ikinci varyasyona lsdrktir.

52J =

t 1|0V 2 [0V RY oV )
LO E{[ v 1 (§x(t)) +£ P 1 (5X(t)) + 2(%1 o X(t)o X(t)} dt (3.59)

X

Onceki denklemdeki son terim incelenir ve kisntiegrasyon kullanilarak

oX(t) nin terimlerinde yazilir. Sabit bgtgartlari ox(t,) = o X(t,) =0 kullanilarak

2 _E t 82\/ _E 82V 2 aZV ) 2
o™ —ZL H[axz ] dtimxl}(&(t)) {a%lwm) }dt (3.60)

bulunur. Teorem 3.2.3’e gore, varyasyon hesabelkéaoreminden, minimum igin

yetersart 6°J >0 dir. Buox(t) vesx(t) keyfi deserleri igin
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(2] -3l o) >0 (361

o ) dt\ xx).
@VZ] > 0. (3.62)

olacgl anlamina gelir. Maksimum icin Oncekartlarin garetleri ters cevrilir.

Matris formunda (3.59) ikinci varyasyonunu tekrazgbiliriz.

N
PR . oxt oxox| | ox(1)
523 ==["Tox0) oxt dt
ZLO[ X(1) X()]ﬂ oy {5).((,[)}
OXOX 0¥
1 t 5 t
NGO §X(t)]H{§§Etﬂdt (3.63)
Burada
N
| ¢ oox (3.64)
oV v '
oxox  0x .

Onceki denklemdekill matrisi pozitif (negatif) tanimh ise, minimum
(maksimum) bulunur. 5x(t) keyfi oldusu icin, (§>'<(t))2 nin katsayisi,o*V/ox?
52J nin isaretini belirler. ikinci varyasyonunsareti 62//65? nin isareti ile uywur.

Minimizasyon igin

(62\/] > 0. (3.65)

ox?

i gerektirir. Maksimizasyon i¢in dnceki denklempyareti ters cevrilir. Literatirde

bu sartaLegendresarti denir [1], [22].
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3.4.1 Ornek iki nokta arasindaki minimum uzakii gosteren dgruyu

sglayiniz [1].

Cozum: Iki nokta arasindakizaklik icin bir fonksiyoneli formulleyelim.
J :j:* 1+ % (D) dt= j:* V(X(D) dt (3.66)

X (t) = Ct+ C, dogrusu optimumdur. (3.65) yetgartini sglayarak

VY _ XY LaZ\/] o
%) € = 3.67
(6)’(1 J1+ X2 (1) Y ox ). [1+X*2(t)]3/2 ( )

bulunur, x*(t) sabit oldgu icin 6nceki denklem (3.65artini sglar. X (t) ile

verilen iki nokta arasindaki uzaklik minimumdur. ptnal kontroliin ikinci
asamasinda bir sistem fonksiyonelinin optimizasydouaksiyonelinsarti veya siniri
bulunur.  Bir sistem denklemi formundaki bazartlarla bir fonksiyonelin
ekstremizasyonunu agiklayallm. Durum denklemi fomdaki sistem dinamik
sistemlerin optimal kontrolinU adturur.

3.5Sartlarla Fonksiyonlarin Ekstremumlari

Bir sart altinda bir fonksiyonun ekstremumunu bulunmaagmklayan 6rnek
asagida verilmgtir.  COzUm igin iki metot kullaniimtir. Birincisi direkt metot,
ikincisi Lagrange c¢arpan metodudur. Bu 6rektl ekstremizasyon ile ilgili ana
kavramlari da agiklamaktadir.

3.5.1 OrnekBir manifaturaci ilgilisartlarla dairesel bir depodaki malzemenin
hacmini maksimize etmek ister. Depo sinirhdirb{ga). Malzemenin incefii bir
sabit olmak tizere manifaturaci kullanilan malzemdvacmini ve depo igin maliyeti

minimize etmek ister [1].
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C6zim: Malzemenin incefii bir sabit farz edilirse, deponun alani da sabitti

Dairesel deponun c¢api ve yuksgkld ve h olsun. Deponun hacmi

V(d,h =7 H4a (3.68)

dir ve deponun alani

A(d, N =27/4+7dh= A (3.69)

dir ve burada A, verilen bir sabittir ve amacA(d, h)= A korunarakV(d, h)
maksimize etmektirIki metotla ¢ozim verilngtir.

i. Direkt Metot Dogrudan optimum dgeri bulmak igin dgiskenlerden birini
yok edelir, (3.69) alan Igantisinda (3.68) hacim Bantisindan h yok edilerek

orijinal fonksiyonu ekstremize edgart bulunur. (3.69)’dan,

zd?
Ay
h-— 2 (3.70)
zd

elde edilir ve (3.68) antisinda yukseklik icin (3.70) Bantisi kullanilarak hacim

Ad_xd

Vid ==

(3.71)

bulunur. Bu hesaplama probleminin ekstremumunmaklicin (3.71)d ye gore

diferansiyellenir ve sifirasélenir.
i—gﬁdz =0 (3.72)

4

denklemi ¢ozulereld optimal dgeri bulunur.
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a = %5 (3.73)

Bir fonksiyonun optimumu i¢in 3.2.1 tanimindan7B)'de d ye goreV nin
ikinci turevi alinirsamaksimumigin negatifolur. Fonksiyonun maksimum glerine
karsilik karekok fonksiyonunun pozitif gerinin geldgi kolayca goralar. (3.69) ile

verilen orijinal alanda (3.73) capin optimakeée yerine konularak

<_ |2A
h =5 (3.74)

elde edilir. Deponun yukseli capina git olursa depoyla sinirli hacim (3.73) ve
(3.74)’den maksimize edilir.

li. Lagrange Carpan MetodBu metotta orijinal fonksiyona verilen bgart
eklenip yeni bir fonksiyon formu ogturulur ve ekstremize edilir. Yeni eklengni
(adjoined) fonksiyon tim dggskenlere gore kismi turevleri alinir, sifirgiteenir ve
ekstremal dgiskenler ¢6zUlir. Ekstremize edilen (3.68) orijihacim bgintisi

2
F(d, =29 (3.75)
dir ve (3.69)sartinin sglamasi olarak
2
g(d =2 zdh- A=0 (3.76)

yazilir ve Lagrange fonksiyonu denilényeni eklenmy (adjoint) fonksiyonu

L(d,h,A)= f(d,h+1g(d Bh

2 2
”‘i h+/1(2”4d +zdh- A) (3.77)
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bulunur ve buradai Lagrange Carpanidenilen bir parametredir.d, h ve A
optimal de&iskenlerin bir fonksiyonuL Lagrange fonksiyonu olgu icin L(d,h, 1)

In her dgiskened, h ve 4 goOre kismi ttrevleri alinip sifirgidenir.

A _zdh o zd+zh)=0 (3.78)
a2

oL 7zd?

A7 Axd)=0 3.79
2 + A(zd) (3.79)
oL 2xd?

ar_ dh— A =0 3.80
a4 T A (3.80)

Bu U¢ b&int1 ¢ozulerek

a =B o 2h e (A 43)
3T 3T 247

elde edilir. Silindirik bir deponun hacmini maksma etmek igin, deponwﬁd*)

capina git (h) yukseklgine ihtiyagc vardir. (3.79)'dan bulunad capi fiziksel

gerektirmeyi sglamasi i¢in (3.81)'dekit nin karekodk fonksiyonunun negatif gbi

alinmahdir.
d=-41 (2)8

denklemi pozitif dgerlidir. Bu iki metodun geneli@iriimesi ssagidadir [1], [22].

3.5.2 Direkt Metot

Bu metotta diferansiyel hesaplama kullanarakgigken yok edilir.
Genellgtirme icin birbirine bagl desiskenler x, ve x, ile f(x,X,) fonksiyonunun

ekstremumu bulunurilgili sart
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9(x, %)=0 (3.83)

dir ve ekstremum igin gereldart olarak

of of
df =—dx +— dx =0 3.84
ox Pt o (3.84)

elde edilir. dx ve dx, keyfi olmadgindansartla balantihdir.

dg:@ d>g+aa—32 dx=0 (3.85)

2
Sartlar olmadan fonksiyonun ekstremizasyonunu bgknmimkin dgildir.
(3.84) gerelsartinda

A _oved o (3.86)

0% X,

bulunur. (3.86) ekstremuwmartlari X' ve x; optimal dgerleri ile ¢ozulurse, (3.83)
ile verilen sart optimal dgerleri garanti etmez. Hem (3.88artini hem de (3.84)
ekstremumsartlarini sglayan optimal dgerleri bulmak icin, keyfi olarak bir

degisken segilir, x, bagimsizdesiskenini segilirse (3.833artina gorex, bagimh bir

desisken olur. Farz edelim kﬁ—g # 0 olsun, bu durumda (3.85)

0X,

(3.87)

o
n<
I
|
o
g

halini alir ve (3.84) gerekartinda (3.87) kullanilarak
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I
o

of = L% gy (3.88)

bulunur. dx bagimsiz olarak secildinden, keyfi olarak incelenebilir ve (3.88)’i

sgslar. dx katsayisi sifir olsun.

-

dir ve (3.83)sarti ile (3.89) baintisi x ve x; optimal ¢ozimleri ile ¢bzulur. (3.89)

denklemigu sekilde tekrar yazilir:

o a

x 0

I (3.90)
a  J9

oX, OX,

X, ve x, e goref ve g Jacobi denklemidir. Bamli desiskenleri yok etme

metodu yuksek dereceli problemler igin oldukca zalar [1].

3.5.3 Lagrange Carpan Metodu

Sartlarla verilen ayni problemin ekstremumunu buln@ak Lagrange carpan

metodu geneligirilir.  f(x, x,) fonksiyonunun ekstremumu incelenir, ilggart

olarak

9(%,%)=0 (3.91)

tur ve bu metottartan (augmentedLagrange fonksiyonu
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L%, %, 4) = (X, %)+ 2 o(%, %) (3.92)

tir ve burada A belirlenen bir parametre (carpan), Lagrange cadman (3.92)

Lagrange denkleminde, verilen (3.9&)t1 kullanilarak

L(x, %) = f(X, %) (3.93)
bulunur ve ekstremum igin gereért

df =dL=0 (3.94)

dir. (3.92) Lagrange denklemi tam problemin gésigrde (3.93) ekstremumu
bulma denkleminden daha iyidir. (3.92) Lagrang&mtasindan

dL=df + 2dg=0 (3.95)

bulunur ve (3.95)'de (3.84) ve (3.85) kullanilaggniden diizenlenirse

of g of g
—+A1—1|d —+A—|dx =0 8)9
S e ®

elde edilir. dx ve dx, basimsiz dgildir ve sifira git olan (3.96)'dakidx ve dx,
nin tim katsayilari bitmezdx i bagimsiz diferansiyel olarak segersdk, (3.85)'de

basimh bir diferansiyel haline gelir. Uretilen ve koolde olan A carpani,

(3.96)'dakidx ve dx, nin katsayilarindan birini sifir yapmak icin secilMesela, 1

A" deserinde alindiinda dx, bazimli diferansiyelinin katsayisi sifir olur,

KCLEpRNC I (3.97)
X, 0%,

Boylece (3.96) denklemi
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{iJJ@} dx =0 (3.98)
ox 0%
haline gelir. dx basimsiz diferansiyel oldgundan keyfi olarak dgsebilir. (3.98)'i

sgslayan timadx ler icin dx in katsayisi sifirdir.

KL (3.99)
o 0x

dir. (3.92)'den

oL
Z-o0 ¢
PY) Q)

(3.91) sinir baintisi ortaya cikar. (3.99), (3.97) ve (3.100)desonuclar
birlestirilerek

> 9 (3.101)
o 0x 0%

A _ AL Mg (3.102)
oX, 0% 0%,

oL . o

buluruz. Bu denklemler ¢ozilerek, X, ve A" elde edilir. (3.101) ve (3.102)

arasindal” yok edilerek

-

direkt metodu ile bulunan (3.83arti bulunur. Lagrange carpan metodu ile ayni
sonu¢ elde edilir. (3.101) ve (3.102) gekektlari, (3.96)'da baimsiz diferansiyel
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olan dx ve dx,den elde edilen aynsartlardir. A carpani artan fonksiyon
L(x,%,4) da her dgisken bgimsiz olsa da tim d@gkenleri ele alabilmeye izin

verir. A carpani bikatalizor gibidir, sadece aragamada gorundr.

Ozet olarak, ilgili sinisarti g(x, x,)=0 ile f(x,x,) ekstremum fonksiyonu
X, X ve A baymsiz olsa da tek bir artan fonksiyonun ekstremuamun
L(x, %, 4)= f(x, %)+Ad(%, %) a sittir. Bu sonucun genelfrmesini veren
teorem gagidadir [1].

3.5.4 Teorem Surekli gercek degerli bir fonksiyonun ekstremumu

f(x)= (X, %,...%) ilgili sartlar

%(9= (% % %)=0
9:(0 = &(% %0 %)= 0

In(¥=0,( % %,.... %)= 0 (3.105)

seklindedir, buradaf ve g surekli kismi tUrevlere sahiptir véen<n dir. m
sartlarina kagillk Lagrange carpanlari,, 4,, ..., 4, olsun. Artan Lagrange

fonksiyonusu formdadir:

L(x, A)= F(X)+ 2 g(X) (3.106)

Buradal' A nin transpozesidirx’ ve 1" optimal dgerleri gagidaki n+ m

denklemlerin ¢6zUmudur.

oL_ad 98 _, (3.107)
OX OX OX

oL

—=0g(xX)=0 3.108
PY) g(x) ( )
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Lagrange Carpaninin Ozellikleri: Lagrange carpan metodu ilgili sinirlarla
fonksiyonun ekstremumunu bulmada ¢ok 6nemlidir.
1. Lagrange carpan tekimnin énemi; g(x) =0 ilgili sarti ile f(x) fonksiyonunun
ekstremumunu belirleme problemi ile basit artan gtaented) fonksiyonun
L(x,A)= f(X)+A'g(X ekstremumunu belirleme problemi arasindadr.
2. Lagrange carpani, artan fonksiydu(x, A) daki her terim b&amsiz olsa da tinx

ve 1 desiskenlerini ele almaya izin verir.

3. 4 carpani katalizor gibidir, 2. madde ile verilerskegotrevi baari ile sglar.
4. Lagrange carpan metodunun 6Zglblan artan boyu(n+ m) tekngin basitligi ve

sistematikigi ile karilik verir [1].

3.6Sartlarla Fonksiyonellerin Ekstremumu

Bu bolimde, oOnceki bodlimde fonksiyonlar icin gadilen distinceler
fonksiyonellere dayall olarak gafatilecektir. Once iki dgiskenli bir fonksiyon
Oonceki bolimde varyasyon hesabindaki sonuclar hakk incelenmgtir. Gerek

sartlar ele alinip, sonra genelleme icm derece vektér durumunu aysekilde

gengletilmistir. Fonksiyonel formunda performans indeksinistegmizasyonu
I(x(0%(0.9= 3= [ V(x(% %00, () %(). ) d (3.109)
ilgili sart (veya sistem denklemi)
9(x(1), %(0, x(9, %(9) =0 (3.110)
ve sabit bity noktasartlari

Xl(to) = X Xz(to) = Xy
X(t) =X, X(t) =% (3.111)
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dur. Bu problemesagidaki adimlar uygulanir.

Adim 1: Lagrange Denklemi
Adim 2: Varyasyonlar ve Argi
Adim 3 Ik Varyasyon

Adim 4: Temel Teorem

Adim 5: Temel Lemma

Adim 6: Euler-Lagrange Denklemi

Adim 1 Lagrange DenklemiArtan fonksiyonel formu
ty . .
3a= [ LG, (0, %00, %(9.4(D, D (3.112)
seklindedir. Buradai(t) Lagrange carpani ve Lagrange denklémi

L =L (%(t), %, (1), %.(1), %,(,4 (1), 1)
=V (%8, % (), X(9, %(9, 9+ 2() o %(d, %(d, (), %()) (3.113)

seklinde tanimlanir. (3.109) performans indeksi (82112) artan performans
indeksinden (3.110arti her A(t) icin sglanirsaJ, = J dir.

Adim 2 Varyasyonlar ve Asti Optimal degerler icin varyasyonve artis

sOyledir.

X() =X, (0+5%(9, %()=X(O+5%(), =12

A, =3, (X(D+8x%(0 XD+ XD )- J( %O X( ) }. i=12 (3.114)

Adim 3/lk Varyasyon: Taylor serisi acilimini kullanarak ve sadece lineer

terimler kullanilarakJ, fonksiyonelininilk varyasyonu

0J, =

a
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oL oL L L
ox (t)+ OX (1) + O x(D+ o dt (3.115
IHGXJ X (1) + [xj X, (1) + [le (D) + [ Xj xz(o} (3.115)

halini alir. Varyasyon hesabinda sadeog(t) ve dx,(t) iceren terimlerdesx (t)

ve 0%,(t) iceren terimleri tekrar yazilir (kismi integrasykullanilir).

(L CodfoL
Ha&lm(t)}‘t j dt[@)ﬁj& (1) dt (3.116)

Yukaridakiler kullanilarak (3.115) ilk varyasyonlde edilir.

o2 [
() oso] [ ono]

! dia ]5 (H)dt I dtLaL} S %(9 dt (3.117)

ty

dt| ox 0%

Sabit bity zamani ve sabit biidurum problemi (3.111) ile verilginden,

bitis noktasinda varyasyonlara izin verilmez.

6% (t) = 0%(tg) = o x(t) =5 () =0 (3.318

dur ve (3.117) artan ilk varyasyonunda (3.118)rsiaryasyonlari kullanilarak
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EARTES
L) -5{5) o
t oL d( oL
+LO {[&]* —EK&]*:F‘XZ(U dt (3119)

bulunur.

Adim 4 Temel Teorem:
i. Varyasyon hesabi temel teoremine (3.2.3 Teoreng gifira git olan (3.119) ilk
varyasyonu bulunur.
ii. Her iki ox(t) ve ox,(t) nin baggimsiz dgildir, ¢cinkt x (t) ve x,(t) (3.110)
sartiyla bglantihdir. ox,(t) i bagimsiz varyasyon olara&x (t) i bagimli varyasyon
olarak segilebilir.

ii. Keyfi ve kontrolde olan A°(t) c¢arpanini ile (3.119)'dedx (t) bagimli

varyasyonun katsayisi yok edilir.

al_d ﬁ =0 (3.120)
ox ), dtl ox ).
Bu secimlerle (3.119) ilk varyasyongagidaki halini alir.
t oL d( oL
— | ——| — | %(t)dt=0 3.121
L&) -al5 o o1z

Adim 5 Temel Lemmararyasyon hesabi temel lemmasini (3.3.2 Lemma)

kullantlir ve 6x,(t) keyfi olarak b&imsiz varyasyon segilebilir. (3.121)

sgslayabilendx (t) katsayisi da yok edilir.

)45 3.122)
X, ), dtl 0%, ),

dir. (3.113) Lagrange denkleminden
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oL
[a—;J* =0 (3.123)

(3.110) sinir baintisi bulunur.

Adim 6 Euler-Lagrange Denklem(3.120), (3.122) ve (3.123) gmtilari
birlestirilerek (Euler-Lagrange denklemine gore) ilgii.£10) sinirsarti ile (3.109)
fonksiyonelinin ekstremizasyonu igin gergdetlar

oL d( oL

G _dit) 3.124
el e2
[i) _ELG_F] 0 (3.125)
oX, ), dtl 0%, ),

[@j _g[a_gj =0 (3.126)
oA ), dt\ o4 ),

dir. Busartlar ox(t) ve ox,(t) bagimsizms gibi (3.113) Lagrange denkleminden

elde edilmgtir. (3.126)'da,L Lagrange denklemii(t) den bgimsizdir ve (3.126)
sartl (3.110) sistem denklemi ile verilir. Bu ylzrdel(t) Lagrange carparnx(t) ve
X,(t) bagimsizms gibi (3.110) sartina bgl olmalarina r§men dgiskenleri ele
alabilir. (3.124) ve (3.125) ikinci dereceli digrsiyel denklemlerinin ¢6zimu ve
(3.110) veya (3.1269art bazintisi (3.111) sinigartlar X (t), X, (t) ve A°(t) optimal

¢bzumlerini verir.

n. dereceli sistemlerin genedtg#mesi icin bir fonksiyonelin ekstremizasyonu
I=["V(x1, X9, 1) d
_L (D, XD, §) dt (3.127)
dir ve buradax(t) n. dereceli durum vektorudur, ilgili sistem denklemi

g (x(0), x(1),)=0; i=1,2,..m (3.128)
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dir ve sinirsartlari x(0) ve x(t,) dir. Artan fonksiyonel
ty
J, :L L(x(D, X(1), A (1), )dt (3.129)

dir ve buradaL Lagrange denklemi
L (x(t), %(1), A1), t) = V( x(D, X0, )+ A" () g( X9, XD, } (3.130)

ile verilir ve Lagrange garpanﬂ(t):[ﬂl(t),lz(t) ..... )Lm([)]t dir. Euler-Lagrange

denkleminiJ, Uzerine uygulanir.

[@j _E[a_l'_j =0 (3.131)
ox ), dt\ox),

o) dfa) o

[6_/11 _E[al =0-> g, (x(t).x(1).9=0 (3.132)

(3.130)'dan,L Lagrange denklemii(t) den b@imsizdir ve (3.132) Euler-
Lagrange denklemi 6nemsizdir fakat (3.128) sistdamigili baginti verilmigtir [1].

3.6.1 OrnekPerformans indeksini minimize ediniz [1].
_ 2
J= jo[xz(t)+ uw(D | dt (3.133)

Ilgili sinir sartlari
x(0)=1 x(1)=0 (3.134)
Sistem denklemju sekildedir:

(1) = —x(t) + u() (3.135)
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Cozum: Iki metotla da bu problemi ¢ozelim.
i. Direkt Metot: Burada fonksiyonel igin (3.133) performans indeksi
(3.135) sistemi arasind#(t) yok edilir.

J :j:[xz(t)+(x(t)+ >(1))2] dt

= j:[zxz (1)+ 5 () + 2x(t) x(D) | di (3.136)

(3.136) fonksiyoneli (3.1353artini igerir. Euler-Lagrange denklemi (3.136)
fonksiyoneline uygulanarak

[ﬂj _ﬂ[ﬂj 0 (3.137)
oX ), dt\ox ).

bulunur. Burada

V = 2X (1) + 2 () + 2x(1) X1 (3.138)

4x (t)+ 2% (t)—%(zx* (t)+ 2% () = O (393
elde edilir. Basitlgtirerek

X()-2X(t)=0 (3.140)
bulunur. Optimal ¢6zim olarak

X'(=Ce?+céd? (3.141)

bulunur, buradaC, ve C, sabitleri (3.134) verilen singartlari ile dgerlendirilir.

¢,=1(1-e*7); ¢, =1/(1- &) (3.142)
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Sonu¢ olarak,x"(t) optimali, u*(t) optimal kontroli (3.135) sisteminden

bulunur.

U () = X () + X (1)
=C,(1-V2)e ™ + g (14+2) & (3.143)

Metot basit olmasina gaen, 0zellikle yiksek dereceli sistemlerde (3.183)
(3.135)’denu(t) i yok etmek her zaman mumkiingadir.

ii. Lagrange Carpan MetoduOnceki bolimde sinirlarla fonksiyonlarin
ekstremizasyonunda ggirilen fikirler kullanilarak (3.135) sistemini tamlayansart
altinda (3.134) sinigartlar ile (3.133) fonksiyonelinin optimizasyonueide edilir.
(3.135)sarti gagidadir.

g(x(0, x(t), w(9) = XD+ X)- UI=0 (344

Artan fonksiyonel

J :I:[xz(t)+ W)+ AD{ )+ XI- I} ] di

- j:L(x(t), X(1), u(t), A (1)) dt (3.145)
dir. BuradaA(t) Lagrange carpani ve

L(x(t), x(t), u(t), A (D) = X ()+ E()+A(D{ XD+ X)— W }} (3.1406)

Lagrange denklemidir. Bu denkleme Euler-Lagrangektemini uygulanir.

oY ALY o
[51_a[&l_o_ﬂx O+AO-410=0 (3.147)
Y d(oL) o

[El‘a[%l—o*m -4 10=0 (3.148)
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oY dfoLy
[6_/11_5[51_0_”“)”“) u(9=0 (3.149)

Optimal X" (t), u"(t) ve A°(t) gozulur. Once (3.148) ve (3.149)'dan

A'(t)=2u" (t) = 2(X (t)+ X (1)) (3.150)
bulunur ve (3.147)'da (3.150) denklemi kullanilarak

2x" (1) +2( X (1) + X (1) - 2( X (t)+ X ()= 0 (3.151)
elde edilir, bu denklemin gézim ile

K ()-2X (H)=0— X ()= Ge2 + G & (3.152)
bulunur. (3.150)'den

u() = X ()+ X (9= q(l—fz) e’ 4 (;(1+f2) & (3.153)

bulunur. Direkt metotla ¢oziimde ayni sonuclar bomustur.

3.7 Optimal Kontrol Sistemlerine Varyasyonel Yaklaim

Bu bolumde, varyasyon hesabi kullanilarak elddemdoptimal sartlari
kapsayan konularin geiimi bulunmaktadir.

3.7.1 Asama 1: Bir Fonksiyonelin Optimizasyonu

J :j:‘v(x(t), X(9), ) dt (3.154)
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Verilen sinirsartlari

X(t,) sabit vex(t,) serbesttir.

X' (t) optimal fonksiyonu Euler-Lagrange denkleminglsanalidir.

[ﬂj _ﬂ[ﬂj 0
oX ), dt\ ox ).

Serbest-biy noktasinda gdanan genel singarti

{V—%(t)@—\;ﬂ 5@{%} 6% =0

(3.155)

(3.156)

(3.157)

ile verilmigtir. t, ve x(t;) nin dazasina bagl sinirsarti degisir. L integrali ile tek

artan performans indeksine sistem dinamikleri végpmans indeksi yerfgnistir.

Optimum i¢in yetegart verilen Legendrgarti gagidadir.

oV - -
e >0 minimum igin

[aaz\g] <0 maksimum igin
X

3.7.2 Asama 2: Bir Fonksiyonelin Optimizasyonuile Sarti

Bir fonksiyonelin optimizasyonu

J:jt:v(x(t),x(t),t) dt
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ve verilen sinir dgerleri

X(t,) sabit vex(t,) serbesttir. (3.161)
Baginti sarti
g(x(1), x(1),)=0 (3.162)

tir, burada (3.1629arti artan fonksiyonel formuyla
ty
J, :L L(x(D), X(1),A(1), 1) dt (3.163)

dir ve A(t) Lagrange carpanidir (costate fonksiyonu da denif). Lagrange

denklemi
L (x(t), %(1), A(1),t) = V(XD X(D), )+ 2" () o X9, XD, } (3.164)
ile verilir. V yerine (3.163) artan fonksiyoneli icigaana 1'in sonugclari kullanihr.

Optimalsartta x(t) ve A(t) terimlerinde verilen artan fonksiyonel igin (3.)3®uler-

Lagrange denklemi mevcuttur.

[@j —E[a—l_‘j =0 durum denklemi ve (3.165)
ox ), dt\ox),
[ﬂj _i[a—L.j _ 0 costate denklemidir. (3.166)
o). di\ai ).

(3.164) ile L Lagrange denklemi”(t) den bgimsizdir ve A(t) costate igin

(3.162) sinir bantisi 6nemli, (3.166) Euler-Lagrange denklemi Osexchr.
Serbest-biti noktasinda sdanan (3.157) genel sirgarti
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{L—Xt(t)(%(ﬂ 5tf+(%j ox =0 (3.167)

ile verilir. Bu sinirsarti t, ve x(t,) nin dagasina bgl degisir.

3.7.3 Asama 3: Lagrange Denklem Formuyla Optimal Kontrol Sstem

Standart kontrol sistemi
x(t) = £ (x(1), u(0), ) (3.168)
dir ve sinirsartlari

x(t,) sabit vex(t,) serbesttir. (3.169)
Performans indeksi
J(u(t)):j;‘v(m, Y9, Y df (3.170)
dir. (3.162) bainti sarti olarak (3.168) sistem denklemi
g (x(), (0, u(D, § = F( XD, U P, h- 9= 0 (3.171)
dir. (3.170) performans indeksinin ve (3.1713iba sartinin artan fonksiyoneli
3, (u®) = [ LG, X0, U DA, Y o (3172

dur, buradaL Lagrange denklemi
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L = L(x(t), x(t), u(t), A (1), t)

=V (x(1), u(), )+ A (O F( XY, u(), §— X} (3.173)

ile verilir. Asama 2’nin sonugclari kullanihr. Optimaghrtta x(t), A(t) ve u(t)

terimlerinde verilen (3.172) artan fonksiyoneli nic(3.165) ve (3.166) Euler-

Lagrange denklemleri mevcuttur.

[@j —E[ﬂj =0 durum denklemi, (3.174)
ox ), dt{ox),
[@j —E[a—lfj =0 costate denklemi ve (3.175)
OA ). dt\ o4 ).
[@j —i[ﬂj =0 kontrol denklemidir. (3.176)
ou )/, dt\ou),

(3.173) ileL Lagrange denklemii*(t) ve u’(t) den bgmsizdir, (3.175)

Euler-Lagrange denklemi (3.171) sinir gbdisi ile benzerdir.  Serbest-kiti
noktasinda sdanan (3.167) genel singarti

{L—Xt(t)(%ﬂ 5;4{%) ox. =0 (3.177)

haline gelir. Bu singarti t, ve x(t,) nin dagasina bgh degisir.
3.7.4 Aama 4: Hamilton Denklem Formuyla Optimal Kontrol Sistem
(Pontryagin Prensibi)

Lagrange denklem formundan Hamilton denklem formumeck icin

Hamilton denklemi tanimlanabilir.

H (X(t), u(t), A(8),1) = V( (D, u(t), §+2' (9 F( X9, u(D, } (3.178)
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(3.173) Lagrange denklem terimlerinde

L (x(t), %(1), u(t),A(1), ) = H( x(D), u(t),A (1), §— A" ()X(D) (3.179)

halini alir.  (3.179) kullanilarak, Lagrange demkleterimlerindeki (3.174)'den
(3.176)’a Euler-Lagrange denklemleri Hamilton denkilelarak tekrar yazilir.

oH d
— | ——(-47)=0 3.180
Sl ) @150
oH d
— | -X({t)-—(0)=0 3.181
2 x-S0 (3.181)
oH d
— | —(0)=0 3.182
[ ou j dt( ) ( )
Boylece
x oH .
X (1) = J{Ej durum denklemi, (3.183)
- oH :
A (1) :—[a—j costate denklemi ve (3.184)
X Ja
oH .
O:J{&_j kontrol denklemidir. (3.185)
u /.

Benzer olarak (3.179) kullanilarak (3.177) sigarti Hamilton denklem

terimleri olarak tekrar yazilir.

[ H =" (t)x(t) - %(t)(—ﬂ(t))]‘*tf St +[—ﬂf(t)]‘*tf Sx =0 (3.186)
Boylece
HI,, 8t —A"(t,)d% =0 (3.187)
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halini alir. Yeterart

o°H . -

>0 minimum igin ve (3.188)
ou?
o°H : o

<0 maksimum icindir. (3.189)
ou?

(3.183)'dan (3.185)’e durum, costate ve kontrolldemleri (3.187) bit sarti
ve (3.169) bglangicsarti ile ¢ozilmig ve iki-nokta sinir dger problemine (TPBVP)
onculuk etmgtir [1], [20], [23], [25].

3.7.4.1 Bits Maliyet Fonksiyonlu Serbest-Bits Nokta Sistemi

Bu problem gama 4’deki bitg maliyet fonksiyonlu problemin uzantisidir.

Bazi denklemlerin tekrar riski mevcuttur. Sistem

x(t) = f(x(1), u(9), ) (3.190)
ile tanimlanir. Performans indeksi

()= S(X D). 1)+ [ A% €1} ¢ (3.191)
dir ve sinirsartlari

X(t,) sabit vex(t,) serbesttir. (3.192)

Integrali ile berabelS bitis maliyet fonksiyonu katilarak (3.191) performans

indeksi tekrar yazilirsa
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Jl(u(t))zj;‘ {v(m, ud, 1)4{%} '>(1)+%j di (3.193)

bulunur. (3.187) biti sart denkleminin d&sikligi disinda gama 3’Un sonugclari

tekrar edilir.
- oH .
X (t) = J{Ej durum denklemi, (3.194)
- oH .
A ()= —[a—j costate denklemi ve (3.195)
X *
coH -
OZJ{G_j kontrol denklemidir. (3.196)
u *
Bitis sinirsart
t
{H +§} ot, + (a—sj—l(t) oX, =0 (3.197)
ot ., OX "
dir. Optimum igin yetegart
O°H . .
Y >0 minimum igin ve (3.198)
(3.199)

2
[aa l;' ] <0 maksimum igindir.
u

Durum, costate ve kontrol denklemleri verilen (2Ll%glangic¢ sarti ve

(3.197) bitg sart1 ile ¢cozulmg ve bu formulleme iki nokta sinir ger problemine

Onculik etmgtir [1].
3.7.50rnek ikinci dereceli (Gift integralli) sistem

%, (1) = %(1)
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X, (t) = u(t) (3.200)
ve performans indeksi

_1 o5
J _EL w2 (1) dt (3.201)

veriliyor. Verilen sinisartlari ile optimal kontrol ve optimal durumu bulum
x0)=[1 7 ; x2=[1 0 (3.202)

Kontrol ve durumu kisitsiz farz ediniz [1].

Coziim: Once (3.200) sistemi ve (3.201) performans indeksi(3.154)

sistemi ve (3.155) performans indeksi genel formulikagilastirarak

V (X9, u(t), 1) = v(qo):% e

f(x(t),u(t), )= f, £,] (3.203)

tanimlanir. Buradaf, = x,(t), f, =u(t) dir.

Adim 1:Hamilton denklem fonksiyonusagidadir.

H = H (x.(t), % (1), u(t), 4, (1), 2, (1))
=V (u(t)+2' (1) F(x(D, uD)

:%uz(t)+ﬂl(t)x2(t)+lz(t)u(t) (3.204)

Adim 2:Asagidaki baintiile u™(t) bulunur.
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Kontrolcu >

Optimal u*(t) j‘ X, (t) J‘ x (1)

Sekil 3.6 3.7.5 Orngi icin optimal kontrolc

aa—H 0> U 1)+ A (1) = 0> U ()=~ (1) (3.205)
u
Adim 3:Adim 1’de adim 2’nin sonuglari kullanilarai™ optimali bulunur.

H™ (% (8, % (1), 45 (1), 25 (1)) = %/1;2 (©)+ A5 ()X, - A2(D)

FACPICREY A0 (3.206)

Adim 4:Durum ve costate denklemleri

_L[9H
>&(t)—+£aﬂ11—x2(t)
I G
Xz(t)—{% = > (1)
. oH
t)=—|—| =0
A (1) Lxl
* a *
ﬂz(t)=—£a— =-4 () (3.207)

denklemlerinin ¢ézumleri ile bulunur, optimal durwe optimal costatesagidadir.

xj(t):%t~“’—%tz+czt+c1
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X, (1) = %tz —-C,t+C,

ﬂ;(t) = C3
L) =-C,(+C, (3.208)

Adim 5:Optimal kontrol
u'(t)=-4(t)=C,;t—-C, (3.209)

ile elde edilir. BuradeC,, C,, C, ve C, verilen (3.202) sinisartlar1 kullanilarak

deserlendirilen sabitlerdir.
C,=1,C,=2,C,=3,C,=4 (3.210)
Sonug olarak, optimal durumlar, costateler ve kardulunur.

X () =053 - 2%+ &+ 1

X (t) =1.5° — 4t+ 2

A (t)=3

A)=-3t+4

Ut =3t—4 (3.211)

3.7.6 Ornek
1 2 1 2 12
J :§[><1(2)—4] +—2[x2(2)— 7) +—2j0 W dt (3.212)
Sinirsartlari

x(0)=[1 2]; x(2) serbesttir [1]. (3.213)
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(3.208) ve (3.209)'da verilen ayni optimal durumlaostateler ve kontrol

kullantlir.

><;‘(t)=%t3—%t2+czt+c1

X, (1) = %tz - C,t+C,

ﬂf(t) = C3
2, (1) =-C4() + C,
U(t)=—A () = Ct-C, (3.214)

t, 2 olarak belirtildginden ot, sifirdir ve x(2) belirtimedginden Jx,

(3.197) sinikartinda serbesttir.

() = [%j (3.215)
Burada
1 2 1 2
S(xt)) =3[ x4 +[ x(2- 23 (361

tir, (3.215)su hale gelir:

“t.)=| 5 "(2)= x.(2)—
%(h)—[axl] =>4 (2)=x(2)- 4

t

A (t) = [278] =4, (2)=%,(2)-2 -4B7)

2 /4

Dort sabiti bulmak icin (3.213)’den iki blangi¢sarti ve (2.217)’den iki biti

sarti kullantlr.
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C =1 C,=2 03::—73; C4:§ (3.218)
Optimal durumlar, costateler ve kontrol

xf(t):1—14t3——3t2+2t+1

x;(t)zl—itz—i;uz

EO-2

nO=-2t+2

u™(t) ::—;t—;r (3.219)

3.7.7 Onemli Ozellikler

Varyasyon hesaplamada optim@rtlari elde ederken kullanilan yontemin
farkl 6zellikleri ssagida verilmitir.

1. Lagrange Carpaninin Onemi.agrange carpanii(t) costate (veya eklengi
fonksiyonu adini da alir. Lagrange carpélft) (3.168) sistem denklemi ile yuklu
‘dikkat edilen’ kisit bgintisini dretir. Costate g@mkeni A(t) her x(t) ve u(t)

desiskeni icin her biri sistem denklemine gdlaolmasina rgmen, bgmsizms gibi
Euler-Lagrange denkleminin kullaniimasina izin xeri

2. Lagrange ve Hamilton Denklemi:agrange ve Hamilton denklemi tanimlanir.

L = L(x(t), x(t), A (1), u(t), 1)
=V (x(1), u(), )+ A (O F( XY, u(), §— XD} (3.220)
H (x(t), u(t), A1), t) = V(1) u(D), §+ A (8) F( XD, (D, ) (3.221)
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Tanimlamada vektér notasyonlarini kullangim L ve H sadece skalar
fonksiyonlardir.
3. Hamilton Denklem Optimizasyonu:
i. (3.185) kontrol denklemiu(t) kontroli ile Hamilton denkleminin
optimizasyonunu gosterir. (3.170) orijinal perf@ms indeksin optimizasyonu
(3.168) sistem denklemi ile ilgili bifonksiyonadir ve u(t) li Hamilton
fonksiyonoptimizasyonunasgtir. Orijinal fonksiyoneloptimizasyon problemi
adifonksiyonoptimizasyon problemine indirgenir.
ii. u(t) kontrolinunkisitsizveyasinirsizoldugunu farz edilir veoH/ou =0
kontrol ba&intisi elde edilir.
iii. u(t) U kiamesinin bir elemani olarak(t) e U kisith veyasinirli ise, daha
fazla 0H/ou=0 alinmaz. u(t) U izin verilen bolgesinin dina c¢ikabilir.
u(t) kontrolu yukselteclerin doyurulmasi, motorun hveya roketin firlatiki
gibi bircok seyle sinirhidir.
iv. u(t) deki kisit ne olursa olsuny(t) Hamilton denklemin minimize etmek
icin secilmelidir. u(t), optimal kontrol teoriye Pontryagin’nin en 6nemli

katkisi olanH fonksiyonunu optimize etmek igin secilmelidir. Bwedenle
yaklasimaPontryagin Prensibdenir. Kisitli kontrol

minH (x* (t),A° (t),u(t),t) = H(x* t),A" (), u (t),t) (3.222)

dur veya eit olaraksu sekilde yazilabilir:
H (X" (1), A°(1), u" (1), 1) < H( X (8,47 (1), u(t), 1 (3.223)

4. Pontryagin’nin Maksimum PrensibiPontryagin minimize eden performans
indeksi yerine maksimize eden performans indekdmilanmstir ve adini

Pontryagin’nin Maksimum Prensidtoymustur. Bu ylzden Hamilton denklemi
bazen PontryaginH -fonksiyonu olarak adlandirilir. J performans indeksinin

minimizasyonu-J nin maksimizasyonungigtir. Hamilton denklemi gggidadir.
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H (x(t), u(t), A (1), t) = -V( x(%), u(9), t)+;It (0 f( XD, u(d, ) (3.224)

5. Optimal Sartta Hamilton Denklemi:Optimal sartta Hamilton denklemgoyle

yazilabilir:

H = H (X (0,0 (0,4 (0 1)

dH” _ dH" :[a—HJt x*(t){a—Hjt 2*(t)+[a—Hjt u*(t)+[a—Hj (3.225)
. ou), ot ).

dt dt OX oA

*

Bu denklemde (3.183)'den (3.185)’e durum, costatekontrol denklemleri
kullanilarak gagidaki sitlik elde edilir.

[d_Hj :[ﬁj (3.226)
dt ). ot ).

Optimal yoriinge boyunca zamanalbaH In toplam tirevi zamana ga H

In kismi tdrevi olarak aynidirH t e b&l degilse,

%—T * =0 (3.227)
tir ve H optimal yériinge boyunct zamanina kg sabittir.
6. /ki-Nokta Sinir Dger Problemi (TPBVP):Dinamik sistem optimal kontrol
problemi TPBVP e 6nculuk eder.

I. (3.183) ve (3.185) durum ve costate denklemlegldogic ve bitg sartlari

kullanilarak ¢ozalir. Bunlar lineer gkdir ve zamanla d&sir. Cozumleri

icin sayisal metotlara keurulabilir.

ii. Durum ve costate denklemleri her tir sgati icin aynidir.

iii. Optimal kontrol sistemi i¢in, durum ve costate denierini elde etmek

kolay olmasina @men ¢bzimlerine ugaa biraz zaman alir.
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Acik-DOngl u”(t) Sistem X (t)
Optimal Kontrolcii g

Sekil 3.7 Acik-dongl optimal kontrol

u* (1) Sistem X (t) >

[

Kapali-Dongu Optimal
Kontrolcu

A

Sekil 3.8 Kapali-dongu optimal kontrol

7. Acik-Dongu Optimal KontrolDurum ve costate denklemlerine grizak ve kontrol
denklemini yerine yazmak icin TPBVP i ¢Ozerkeekil 3.7'de gOsterildii gibi

sadece aclk-dongu optimal kontrol kullanihr. Ad#ngl optimal kontrolclyu
(OLOC) kavramak ve kurmak gerekir, fakat bu cok faz&man alr. Sistem

parametrelerindeki ggsim OLOC hesaplanirken alinmaz. Bu nedenle kapalgd6

optimal kontrol (CLOC) terimleri diiinGltr. Sekil 3.8'deki gibi x*(t) durum
terimlerinde u’(t) optimal kontroli elde edilir. CLOC sistem paramet

varyasyonuna 6nemli avantajlar kazandirir ve kdciterin yapimini basitkgirir
[1], [10], [12], [18],[21].
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4. LINEER QUADRATIK OPTIMAL KONTROL S ISTEMLERT

Bu bdlumde, quadratik performans indeksi ile Imsestemli kapali-dongu

optimal kontroli gosterilngtir. Bu durum dizenleme, ¢ikdizenleme ve izleme ile

4.1 Problem Formiulleme

Sistem ve quadratik performans indeksi formillenBu quadratik maliyet
fonksiyonelindeki farkli matrislerin seciminde dixtie matematikselsartlar elde
etmeye yardimci olur. Bu ylzden optimizasyon peoblile mihendislik agisindan
deserlendirilir.

Lineer zamanla dgsen sistem (LTV)

(1) = A X9+ B u(D (4.1)
y(t) = C() XY (4.2)

dir ve maliyet fonksiyoneli (CF) veya performandefsi (PI)
J(u(®) = IO(p), LD, b)
RO OEOEE

%f: [[Z(t)— yOT QB[ 43— ¥)]+ &) R (J)t} c (4.3)

dir. Buradax(t) n. durum vektord,y(t) m. c¢ikis vektord, z(t) m. referans veya
arzu edilen c¢ikg vektord (x(t) durumu elde edilebilirsen. arzu edilen durum

vektor), u(t) r. kontrol vektori,e(t)= 29— YD) (veya x(t) durumu dgrudan
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elde edilebilirsee(t)= Z)— X)) m. hata vektéradir. A(t) nxn durum matrisi,
B(t) nxr kontrol matrisi, C(t) mx n c¢ikis matrisidir. u(t) kontrolinun kisitsiz,
O<m<r<n, ve tum durum ve/veya cgtarin Olculir oldgu farz edilir. (4.3)
maliyet fonksiyoneli e(t) hatasi veu(t) kontrolinde quadratik terimler igerir,

boylece quadratik maliyet fonksiyoneli adini alir.(4.3) quadratik maliyet
fonksiyonelindeki farkli matrisler Gzerinde tanimdan kesin yargilarsagidadir. Bu

yargilar altinda optimal kontrol @gal olarak kapali-déngude bulunur, yano(t)
optimal kontroli x(t) durumunun veyay(t) cikisinin bir fonksiyonudur. Sonlu

(sonsuz) olant, bitis zamanina ki olarak sistem sonlu (sonsuz) zamanl yatay

sistem adini alir. gegida sistem kategorileri bulunmaktadir.

Amac¢ Xx(t) durumunu sifira yakingarmaksa @(t)=0 ve C=1), sisteme

durumduzenleyicisistem denir. Amag (4.1) ve (4.2) ile tanimlarsadr olmayan

durumdan sifir duruma gecen sistemli lift) kontroli elde etmektir. Sistem,

istenilmeyen bir durum kagikligi ile kasilastiginda bu hale gelebilir (6rgen, bir
elektrik voltaj duzenleyici sistemdeki ani yuk gilgmi, bir radar anteni kontrol

sistemindeki ani rizgar &gi

Amac y(t) cikisint sifira  yakinlgtirmaksa @(t)=0) sisteme cikis

duzenleyicsistem denir.

Cikis veyadurumu arzu edilen ¢ilgi veya duruma yakingarmak istenirse
izlenilenbir sistem gereklidir. Durum ve ¢gkatizenleyici sistemlerin her ikisinde de
arzu edilen ve sOzi edilen durum sifirdir ve idEmisistemde hata sifir yapilir.
Ornek olarak yine anten kontrol sisteminde birgigayolu verilebilir. (4.3) maliyet
fonksiyoneli ve icegindeki farkli matrisler gagidadir.

1. Q(t) Hata Agirhik Matrisi: e(t) hatasini kigultmek ve hatanin karesini negatif

yapmamak igin %e‘(t)Q(t)e(D integral ifadesi negatif olmamali veya kucuk

olmahdir. Bu yuzdenQ(t) matrisi pozitif yari tanimidir. Agirligin quadratik

dogasina bgli olarak buyik hatalara dikkat etmek gerekir.
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2. R(t) Kontrol Agirlik Matrisi: %ut (OR(YU ) kontrol maliyet ifadesinin quadratik

dogas! daha gegkontrol guicl icin daha yiksek maliyet 6demek gegek gosterir.
Kontrol maliyetinin pozitif olma zorunlugundan R(t) matrisi pozitif tanimli
olmahdir.

3. u(t) Kontrol Sinyali: Kapali déngu optimal konfiglirasyonunu elde ederkét)
kontroliinde kisit olmamasi ¢ok 6nemlidir.
4. F(t,) Bitis Maliyet Azirhik Matrisi: Bu terimin ana amad, bitis zamanindae(t)

hatasint mimkin oldiu kadar kicultmektir. Bunu garanti etmek idfft,) matrisi

pozitif yari tanimholmahdir. Q(t), R(t) ve F(t) agirhk matrislerinin simetrik

oldugu farz edelir. Quadratik maliyet fonksiyonelininzoénemli 6zellikleri:
i. Kapali-dongu optimal kontrolcilerin tasarimi igitiizenli bir prosedur
sglar.
ii. Durum fonksiyonu lineer olan optimal geri-bildirim kontroli ile
sonuglanir.

5. Sonsuz BitiZamani:t, bitis zamani sonsuz olgunda F(t,) iceren bits maliyet

terimi sonlu zamanli ¢ozumlerle ilgileniginden gercekci bir anlam gemaz. Bu
nedenleF(t,;) sifir olmalidir [1], [14], [25].

4.2 Sonlu-Zamanl Lineer Quadratik Duzenleyici

Degisen-zamanli lineer bir sistem
X(1) = A XY+ BHUD (4.4)

ve quadratik bir performans indeksi

J:%%(tf)F(tf)"(tf”—;f [XOOQY)+ 63 RY 0)] d (4.5)

f
0
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verilsin, buradau(t) kisitsiz, t, belirtiimis ve x(t,) belirtimemgtir. F(t;) ve

Q(t) nxn simetrik, pozitif yari tanimli matrislerdir.R(t) rxr simetrik, pozitif

tanimh matristir. Optimal kontrol
u()=-RY(OB(YRY X()=- K () (4.6)

ile verilir. BuradaK(t)=R™"()B () ) e Kalman kazancdenir ve P(t) nxn
simetrik, pozitif tanimhmatristir (tUmte[tO,tf] icin). Diferansiyel Riccati denklem

(DRE) matrisinin ¢6zimii

P(t)=-P() AD- A(DRY- Q@)+ R BY R(X B)t P)t (4.7)
dur. Finalsarti

P(t=t,) = F(t,) (4.8)
dir. Optimal durum

X (0= A)-BOR'(YB(Y R}] X(} .

nin ¢ézumudur. Optimal maliyet
* 1 *t *
J :EX (OP(YX(D (4.10)

dir. u”(t) optimal kontrolu (4.6) ile verilirx*(t) optimal durumdineerir.

Not: Performans 0lgcusu tanimi ilé nin birlesimi % I yutabilir.
3, =23 =X ()R [ [ *(0 Q)0+ b RY €Y ¢ (411)
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J, icin diferansiyel matris Riccati denklemine §ik

RO __ P(t)

=B a2 PZ“) Qo+ “’B(t)Rl()B()F%(D (4.12)

bulunur. Bitk sartl

Pz(t:tf)

> — F(tf) (413)

dir. J icin (4.7) DRE kagilik J, icin onceki DRE kaglastirilarak, P,(t) =2P(t)

oldugu goralur. Boylece optimal kontreli hale gelir:

w0 =-RHO B X() -
K, (t
- =-RAOBORY RO =- K X() (4.14)
Performans indeksindek% 'siz J, kullanilarak (4.4) orjinal sistemi icin
(4.14) ayni optimal kontroli bulunur. Fakat tekkf&iccati katsayr matrisk, (t) iki
kez olmasidir. P(t) ve J, iki kezdir. (4.5) Pl de ve Hamilton denklemindé—:‘

faktort, Hamilton denkleminin kontrol, durum ve st fonksiyonlarinin kismi

turevleri alinarak yok edilir [1], [25].
4.2.1 Onemli Ozellikler

Durum duzenleyici sistemin ve diferansiyel matrisdaki denkleminin ggtli

onemli 6zellikleri:
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1. Riccati Katsayisi:P(t) Riccati katsayr matrisiA(t) ve B(t) sistem matrislerine,
performans indeks matrisle@(t), R(t) ve F(t,), bitis zamanit, e bagli zamanla
degisen bir matristir. FakaP(t) sistemin bglangic durumux(t,) a bal degildir.

2. P(t) matrisinin simetriklgi: Simetri sayesinde (4.7) DREx n dereceli matrisi

N pirinei dereceden, lineer olmayan, zamanlgsigen, adi diferansiyel

denklemlerin sistemini gosterir.

3. Optimal Kontrol: Kontrol asirlik matrisi R(t) pozitif tanimli(negatiftanimli) ise

u“(t) optimal kontrolli minimum (maksimum) dur.

4. Optimal Durum:(4.4) durum denkleminde (4.6) optimal kontrolul&nilarak
X(O=[ AD-BOR(YBOY R} X(r= @)Y XX (4.15)
elde edilir, burada
G(t)= A - BIY R*() B() R) (4.16)

dir. Balangigsarti x(t,) ile bu durum diferansiyel denklemin ¢6zimi(t) optimal
durumunu verir. G(t) kapali-dongu matrisindeararlilik sart desildir.

5. Optimal Maliyet (4.10)’de minimum maliyet]®
* 1 *t * . - .
J =5 X (HP(YX (Y timte|ty,t, | icin 1)

dir, burada P(t) (4.7) DRE matrisinin ¢dzimudur. X (t) (4.15) kapali-dongu
optimal sisteminin ¢ozumudur.

6. P(t) Matrisinin Belirliligi: F(t,) pozitif yari-tanimh oldgu icin, P(t,) = F(t,)
dir. Bdylece P(t;) de pozitif yari-tanimidir. P(t) nin tim te[to,tf) ler igin

pozitif tanimlioldugunun ispatisdyledir. P(t) bazit=t <t, icin pozitif taniml
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olmadgini farz edilir. X'(t,) durumuna kamnhk %x*t(tS)P(ts)i‘(ts)sO maliyet

fonksiyonu vardir ki minimum maliyetin pozitif nitgi olmalidir zorunlulguna
uymadg! aciktir. Bu yuzdenP(t) tim te[to,tf) ler icin pozitif tanimldir. P(t)
simetrik oldgundanP(t) pozitif tanimli, simetrik matristir.

7. DRE Matrisini HesaplamaBazi sartlar altinda lineer olmayan matris DRE igin
analitik ¢c6zim bulunur. Fakat genellikle (4.8)r@in bitk sarti integre edilerek (4.7)

DRE matrisinin ¢ozimu denenir.

8. P(t) Riccati Katsayr Matrisinin Bamsizlgi: P(t) matrisi x"(t) optimal
durumundan Bamsizdir, bu yluzden sistem ve maliyet belirfildde, yani A(t) ve
B(t) sistem matrisleri ve performans indeks matrisl€ft), R(t) ve F(t,)

verildiginde, optimal sistem BEngi¢ sartindan ileri dgru calgmadan 6nceP(t)

matrisi b&imsizca hesaplanabilirt [tf ,to] aralginda P(t) matrisini geriye dgru

(off-line) hesaplanir, depo edilirt [to,tf] aralginda ileri d@ru sistem cajtiginda

depo edimy deserler kullanihr.

9. Optimal Kontrolii UygulamaBlok diyagramli kapali-déngu optimal kontrolci
(CLOC) sekil 4.1'de gosterilmitir. Zamant=t, dent=t, a DRE matrisi geriye
dogru c¢oOzildikten sonra CLOC nin kendd(t) dis deserlerine sahip oldgu
sekilden agik¢a gorulir. Bu yuzden kapali-dongtlimat kontrol konfiglirasyonunu
on-line olarak uygulamanin yolu yoktur.u*(t) optimal kontroli ¢ozilebilir ve

Pontryagin prosedurt kullanilarak acgik-dongu kaimegyonunda uygulanabilir.
Acik-dongu optimal kontrolcii (OLOC) kapali-dongu tiopal kontrolciiye goére
kullanigsizdir.

10. Lineer Optimal Kontrol:u®(t) optimal geribildirim kontroli (4.6) ile verilrgiir.
u™(t) = -K() X' (1) (4.18)
BuradaKalman kazancK (t) = R™(t) B () /() dir veya alternatif olarak
ur(t) =—K ()X (t) (4.19)
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v

%} Kapali-Dongu Optimal Kontrolct

) P X (1)

R(1) B (D)

P(t) nin Off-Line Simulasyonu

Sekil 4.1 Kapali-dongu optimal kontrol uygulamasi

yazabiliriz, burada K_(t) = P(t)B(t) R*(9) dir. Onceki optimal kontrolx"(t)
durumunda lineerdir. Bu quadratik maliyet fonksigderi ile lineer sistemlerin
optimal kontrolinin o6nemli Ozelliklerinden biridir. (4.19) optimal kontrol
baglantisinda negatif geribildirim, optimal kontrtgloriden ortaya ¢ikngtir.

11. Kontrol Edilebilirlik: Optimal geribildirim kontrol uygulamasi igin sistem

kontrol edilebilirlik sarti gerekli midir? Haylr,(tf) sonlu zamanl sistemle

ilgilenildiginden, kontrol edilemez (kararsiz da olurlar) dulamn maliyet
fonksiyonuna katkisi sadece sonlu miktardadir. s8pnzamanl bir aralikla
ilgilenildiginde, kontrol edilebilirliksarti kesinlikle gereklidir.

Riccati matris denklemi denklemin skaler versiyoda kdke sahiptir.

(1) = @+ b )+ ¢ (4.20)

Orijinal skaler denklemin matris formunda bir gdeslesi olan Riccati
denklem matrisi lineer quadratik optimal kontrogré&rlilik, stochastic filtreleme ve
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kontrol, pasif glarin sentezi, diferansiyel oyunlaH_ -kontrol ve sglam kararlilik

ve kontrol gibi kontrol ve sistem teori alanlarindak 6nemli rol oynar [1], [19],
[25].

4.2.2 Genel Performandndeksli LQR Sistemi

Bu alt bdlimde (4.5) ile verilen genel performamgleksi ile durum

dizenleyici sistem bulunmaktadir. Lineer, zamalgasen sistem
X(1) = A XY+ B(HUD (4.21)

ve maliyet fonksiyoneli

3@ =5 X FO XD+ [ XO Q) 43 +2 40 SO O RO}

f
0

_ 1. L AW S *Y
_2x(tf)F(tf)X(tf)+2_L0[)&(t) lj(t)]{st(t) F{J{L“

} dt  (4.22)

dur ve burada dnceki bolumlerde tanimlagigasitli vektor ve matrisler vardir ve

sadecenxr S(f) matrisi pozitif tanimh matristir. LQR sistemiingayni yontem

kullanilarak matris diferansiyel Riccati denklende edilir.

P(t)=—P() A)- A(YRY- Q)
+[PB(Y)+ (Y] RY(I[ BOY R+ K (4.23)

P(t) de biti sarti ile
P(tf )= F(tf) (4.24)
dir. Optimal kontrol gagidaki gibi bulunur.
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u(t)=—R*YB(Y SO+ RY] kx [1]. 4.25)

4.3 Matris Diferansiyel Riccati Denklemine Analitk C6zum

Bu boélimde, matris diferansiyel Riccati denkle®RE) icin analitik bir
¢6zUm sunulmgtur. Zamanla déismeyen § basitlgtirme icin ihmal edilmgtir)
durum ve costate denklemlerin Hamilton sistemi lyazi

x)]_[A —E] X (4.26
AN | [-Q A A '
BuradaE = BR'B dir.
A —E
A{_Q —Ai (4.27)

A() =P()x(t) dongumua ile (4.7) matris diferansiyel Riccati denklemi

(zamanla dgismeyen A, B, Q ve R matrisleri) tekrar yazilr.

P(t)=-P() A- ARH- Q+r R} BR B P)t (4.28)
Bitis sarti ile
P(t;) = F(t;) (4.29)

tur. A Hamilton matrisinin 6zdger ve 0zvektor terimlerind®(t) ¢cozumu analitik
olarak (sayisal integrasyona k@r elde edilebilir. (4.28) diferansiyel Riccati
denklemine analitik ¢dzim bulmak icin (4.27)'dd Hamilton matrisinin bir
Ozdeserinin  oldusunu gostermek gereklidir. —zz de A nin 6zdgeri oldysu

anlagilir. Bunun igin
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r{o I} (4.30)

Diger deyjle I'* =T tir. T ile arts ve basitlgtirme ile
A=TAT =-TAT™* (4.31)
elde edilir. v 6zvektorine karlik A nin 6zdgeri u ise

Av=puv (2)3

TATV = uv, ATV=—slv (4.33)
dir. Buradal' * =-T kullanildi. Diizenlenerek
(Tv) A=—u(Tv) (4.34)

bulunur. A nin 6zdgeri duzenlenerek

-M 0
D:{O M} (4.35)

bulunur, buradaM (—M) sa-yari duzlem (sol-yari dizlem) ozgkrleri ile bir

kosegen matristir. W D e kasllik 6zvektorlerin modal matrisidir.

W {Wn V\{z} (4.36)
WZl VV22

ile tanimlanir. BuraddW,, W,] A nin 6zdgeri sol-yari diizleminin (kararlin

Ozvektorleridir.
WIAW= D (4.37)
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Durum dongimun tanimi gegidadir.
XO | | WO | [ War W ) WY
A0] L] (W W, ] A
(4.37) ve (4.38) kullanilarak (4.26) Hamilton smigu hale gelir:
{v:v(t)}w{>‘_<(t)}v\r1{><(t)}WlA w(t)} E{v@}
Z(1) A(1) A(1) A9 1)

Bilinen bitis sartlari ile (4.39) ¢ozulerek

wt)] [ €™ 0 (fw(t)

elde edilir. (4.40) yeniden yazilarak

w(t)] (€ 0 Tw(b)

bulunur. (4.38)’'den ve (4.29) litgarti kullanilarak

l(tf)zvvzﬂ’\(tf)"‘\/\ézi I): FK 1t)
=F[W,Wt)+W,£1)]

elde edilir. w(t,) terimlerindekiz(t,) i¢in 6nceki bglanti ¢cozulerek

z(t ) =T(t) wW(t)
T(tf )= _[szz - FWz]il[ V\él_ FWl]
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bulunur. (4.41)’'den

z(h=e"""4t1)
=e ") w(t)

=e ") e v (4.44)

Tekrar yazilarak

z() =T(Hw 9, burada

T(t) _ e*M (t: 1) T( tf ) éM (tf*t). (445)

Sonug olarak,T(t) icin (4.45) bgintisi (4.28)'de P(t) ile iligkilendirilir,
(4.38) kullanarak yazilir.

A) =W, W)+ W, £ }
=P(t)x(t)= P(O[W, W)+ W, £)] (4.46)

(4.45) ile 6nceki banti tekrar yazilabilir.
[W, + W, TO)] W = RO Wit W, O] @t (4.47)

P(t) nin analitik gosterimi gagidadir.

P(D) = [Woy + W, T Wo+ W, O [11, [29], [25]. (4.48)

4.3.1 OrnekCift integralli sistem

%,(8) = %(1), %(0)=2
%,(1) = 2%, () + %,(8+ W), %,(0)=-3 @4
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Performans indeksi (PI)

3=2[X(6)+ X656 2% 6]

+%Ij [ 27 (t)+ 6, (t) % (t)+ 55 (t)+ 0.257 (t)|dt (4.50)

Geribildirim kontrolt elde ediniz [1].

COzum: (4.4) sistem ve (4.5) Pl genel formullerine skfk problemin (4.49)
sistemi ve (4.50) PI katastirilarak gagidaki farkli degerler bulunur:

0 1 0 1 05 2 3
A(t){_2 J, B(t)=M, F(tf){o_5 2] Q(t){3 5]

R(1) = r(t):%, t,=0,t, =5 (4.51)

(4.49) sistemi kararsizdir2x 2 simetrik P(t) matrisi

p12 (t) p22( t)

(4.6) optimal kontrold

Ky Pu(t) P || X (D)
U =-410 ﬂ{plz(t) pzz(t)}{x;(t)}

=4[ P, (1% (1) + Poo(D%( ] (4.53)
BuradaP(t) pozitif taniml matris, (4.7) DRE matris ¢6zimi

|:p11(t) p12(t):| :_|: pll(t) p12(D:||: O 1:|_|:O _2:||: gl(D 92( ):|
1 1R BO)

PL(t)  Pu(1) Pl pPAD|-2 1
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Pl P00 p() PAY] [2 3
+|:p12(t) pzz(t)“:]}‘]'[o ]]{ p(D pzz(t)}_{s 5} (4.54)

(4.8) bitk sarti ile

5 5 1 05

|: pll( ) p12( ):| — |: :| (455)
P,(5) P,,(5) 05 2

bulunur. (4.54) DRE matrisi basi§t&ilerek

P () =4 P50+ 4p,L(0- 2, pu(B) =1,
plz(t) == pll(t) - plz( t) +2 pzz( t)+ 4 plz( t) pz& D_ 3, p12(5) =05

pzz(t) =-2 plz(t)_ 2 pzz(t)+ 4 pzzz(t)_ 51 p22(5) =2 (4-56)

elde edilir.
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5. VARYASYON HESABI, QRTiMAL KONTROL VE OPT iMiZASYON
PROBLEM ININ KARSILA STIRILMASI

Bu boélimde varyasyon hesabi, optimal kontrol vBnaipasyon problemi bir
tablo ile 6zetlenmgtir. Tablo 5.1'de bu problemlerin tanimlari, igderi, amaclari,
¢6zUminde yararlanilan yontem ve teknikleri vergtmi

VARYASYON HESABI

OPT IMAL KONTROL

OPT IMIZASYON

Temel varyasyon problemi
hem balangi¢ zamani ve
durumu hem de bigizamani
ve durumu sabit, birinci tirev
mevcut sureklix(t)

fonksiyonundan olgur.

Optimal kontrol problemix(t)

durum veu(t) kontrol
degiskenlerinden olgur.

Optimizasyon problemi
degiskenlerinin bir fonksiyonu
olarak ifade edilebilgiinden
maksimum ya da minimum
degerini verensartlari elde
etme surecinden gjur.

Bir fonksiyon ve
fonksiyonelin ekstremumunu
veya optimumunu bulmayi

Verilen bglangicsartlari
altinda durum ve kontrol
degiskenlerini bulmaya

Verilen kisith ve kisitsiz
problemi optimize eden
degiskenlerin bulunmasini

amaclar. amagclar. amaclar.
Temel varyasyon probleminin Optimal kontrol probleminin Kisith optimizasyon
¢6zimiinde ¢6zimiinde probleminin ¢éziiminde

1. Euler-Lagrange denklemi,
2. Birinci ve ikinci varyasyon,
3. Artis,

4. Lagrange carpan metotu,

5. Direkt metot kullanilir.

1. Direkt metot,

2. Lagrange carpan metotu,

3. Pontryagin prensibi,

4. Hamilton denklemi kullanilir

1. Lagrange g¢arpan metotu,
2. Kuhn-Tuckexartlari,

3. Donigim teknikleri,

4. Ceza fonksiyonlari yontemi
5. Yaklgtirma yontemleri
kullanilir.

Quadratik optimal kontrol
problem ¢éziiminde

1. Lineer quadratik diizenleyici
2. Riccati katsayisi

3. Diferansiyel matris Riccati
denklemi kullanilir.

Kisitsiz optimizasyon
probleminin ¢éziimunde

. Tam arama,

. Iki simetrik nokta aramasi,
. Fibonacci aramasi,

. Altin orani arama,

. Uce bolerek arama,

. Kareli interpolasyon,

. Kibik interpolasyon,

. Simpleks yontemi,

. Newton ydntemi,

10. En hizh ¢ilg yontemi,

11. En hizli ing yontemi,

12. Kslenik gradyant yontemi
kullanilir.

OCO~NOOUILAWNPEF

Sonug olarak verilen sabit
baslangic zamanl ve durumliu
sabit bits zamanl ve durumlu
fonksiyonun optimumu
bulunur.

Sonug olarak uygun optimum

, kontrol parametresi hesaplanir

Sonug olarak objektif
fonksiyon verilen kisitlarla
optimize edilir.

Tablo 5.1Varyasyon hesabi, optimal kontrol ve optimizasyosbpFminin

karsllastiriimasi [24], [26].
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6. SONUC VE DESERLENDIRME

Tez bg ana bolimden omaktadir. Bu bdlimde yapilan gahalar gagida

verilmektedir.

Birinci bo6limde genel olarak klasik ve modern koht optimizasyon,
optimal kontrol ve ilgili kavramlara ggnilmigtir. Optimal kontrol ve performans
indeksi ile ilgili 6rneklere ve varyasyon hesala optimal kontrolin tarihine yer

verilmistir.

Ikinci bolimde bir optimizasyon probleminin genehdésine, tek ve iki
desiskenli optimizasyona dgnilmistir. Ayrica kisitsiz ¢ok dgskenli optimizasyon,
konveks ve konkav fonksiyonlar bulunmaktadir. sitlik kisith cok desiskenli
optimizasyon sistemi tanimlangnive Lagrange carpan yontemi ile ¢O6zimi
gOsterilmgtir.  Esitsizlik kisith optimizasyon yonteminin Kuhn-Tuckgartlari ile
esitlik kisitli hale getirilsi ve yine Lagrange ¢arpan yontemi ile ¢ozUmu alntegtir.
Son olarak Newton metoduna verim.

Ucuincli bolimde ilk olarak varyasyon hesabi ve ogdtikontrol tanim ve
ornekleri yer almaktadir. Sabit-Bitzamanli ve sabit-bgidurumlu sistemi optimal
¢6zUm bulma adimlari ile anlatilghwr. Daha sonra Euler-Lagrange denklemi,
Lagrange carpan metodu, direkt metot ve ilgili é&tee verilmistir. Pontryagin

proseduru ile ilgili drneklere yer verilgwe dnemli 6zellikler vurgulanrgtir.

Dorduncl bolumde lineer quadratik optimal kontistesmleri bulunmaktadir.
Quadratik performans indeksi, poroblem formuilleme @@&zimiu adim adim
anlatilmaktadir. D&sen-zamanl durum, optimal kontrol, performans irgleke
onemli Ozellikleri yer almaktadir. Lineer quadkatRiccati sisteminin genel

performans indeksi ve analitik cozumuneidémistir.
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Besinci bolimde varyasyon hesabi, optimal kontrol wvgtimizasyonun

karsilastiriimasi bulunmaktadir. Boylece ortak ve farldnjeri vurgulanmytir.
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