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OZET

LEBESGUE UZAYLARINDA DIiFERANSIYELLENEBILIR
FONKSIYONLARA YAKLASIM PROBLEMLERI
YUKSEK LiSANS TEZi
HACI BEKiR MEYDAN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. RAMAZAN AKGUN)

BALIKESIR, MAYIS 2015

Bu tez toplam sekiz boliimden olugmaktadir.

Ik bélim giris béliimii olup yapilacak olan caligma hakkinda genel bilgi
verilmektedir. Ikinci boliimde L, Uzayinda Yaklasim problemleri incelenmektedir.
Bu bosliim birde L, Uzayinda Diiz ve Ters Teoremler alt boliimlerini igermektedir.

Ugiincii bolimde Tam Ortonormal Sistemler durumuna genelleme ile ilgili
Onermeler ispatlanmistir. Dordiincii boliimde L, Uzayinda Jackson Esitsizlikleri ve
esitsizligin sabit anlaminda iyilestirilemez oldugu ele alinmistir.

Besinci bolim Marcinkiewicz, Riesz ve Hardy-Littlewood Teoremlerini
igerir. Altinci bolim L‘Y’Lp fonksiyon smiflarinin gomiilme o6zelliklerini igerir.
Yedinci bolimde Fourier Toplamlariyla L‘7’Lp simifina ait fonksiyonlara
trigonometrik polinomlarla yaklagim problemleri incelenmistir.

Sekizinci ve son bolimdeyse diger béliimlerde ¢ikarilan sonuglarin bir
degerlendirmesi yapilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Ust sinir, en iyi yaklagim sayisi, yaklagim polinomu,
ortonormal sistem, siireklilik modiilii, diizgtin sinirlilik, trigonometrik eslenik
fonksiyon, genellestirilmis tiirev.



ABSTRACT

PROBLEMS OF APPROXIMATION TO DIFFERENTIABLE FUNCTIONS
IN LEBESGUE SPACES
MSC THESIS
HACI BEKIiR MEYDAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. RAMAZAN AKGUN)

BALIKESIR, MAY 2015

This thesis consists of eight sections.

The first section is an introductory part, where an overview of the work to be
performed is given. In the second section approximation problems in Space L, are
investigated. This section also includes a subsection titled Direct and Inverse
Theorems in the Space L.

In the third section the propositions regarding generalization to Complete
Orthonormal Systems are proved. In the fourth section with Jackson Inequalities in
the Space L, are investigated. Furthermore, the fact that these inequalities constantly
cannot be improved is proved.

In the fifth section Marcinkiewicz, Riesz and Hardy-Littlewood Theorems
are given. The sixth section includes the imbedding properties of LJ’L,, function
classes. In the seventh section problems of approximation of functions from Sets
L‘T’Lp, by Fourier Sums are investigated.

In the eighth and the final section an evaluation of the results obtained under
the other sections as described above is given.

KEYWORDS: Upper boundary, best approximation number, approximation
polynomial, orthonormal system, modulus of continuity, uniform boundedness,
trigonometric conjugate function, generalised derivaties.
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SEMBOL LISTESI

Simge

Y (k)
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LYL,p

Adi
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Y tiirevlenebilir fonksiyonlar sinifinin N alt
sinifi
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Fourier serisinin n. kismi toplami ile
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L, uzayinda siireklilik modiilii
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1. GIRIS

Bu béliimde, 9, L, uzayinda belli bir alt kiime olmak iizere, LY kiimelerinden

fonksiyonlar icin L uzaylarinin metrigine gore:

1onD U= GO = Soa (F52) Mo N @ = (T lp(O1°de)s, s>1, (L1

Fourier kismi toplaminin sapma degerlerini inceleyecegiz. Cogu kez =8, =
{o:ll @ l,< 1} durumunu inceleriz. Bu durumda, L’T’Sp = Lg’ olur. Onceden oldugu gibi,

temelde LY % simiflarindaki sapmalarn iist sinirlarini, yani,

Ex(L¥M)5:= sup Il pu(f; ) Il (1.2)
reL¥n

degerini arastirtyoruz. Buna ek olarak, simdi bu sinifdan fonksiyonlarin trigonometrik

polinomlara en iyi yaklagimlarini irdeliyoruz. Bunun gerekgeleri su gekilde agiklanabilir:
Bilindigi gibi, 7,,,_; derecesi (n — 1)’ den biiyiik olmayan
th-1(x) = C2—°+ YRzt (crcoskx + dysinkx), c,d, € R? (1.3)

trigonometrik polinomlarmnimn kiimesi, X” in |Illy normlu 27 periyodik fonksiyonlarinin bir
kiimesi (uzay1) ve # € X’ in X’ in sabit bir alt kiimesi (smnif1) oldugu durumda, X uzayinin

metrigine gore:

En(fx:= . iEan

-1 2n—

MO =t llx, fex (1.4

ile belirlenen nicelige f fonksiyonunun en iyi yaklasim sayisi,

eNtn-1€Ton—1

En(M)x:= ;lelgEn(f)X = ?up inf () —tai() lx (1.5)

ile belirlenen nicelige 9N snifinin en iyi yaklagim sayis1 denilir.

Eger X = L, ise, En(f)X=Lp =E(f)p ve En(flt)X:Lp =E,(M), yazanz.

P € (1,00) degerleri igin, | Pu(f5x) Il ve En(F)ps En(L;l,’)p ve En(LIZ;)p niceliklerinin



siralarin — o0’ g yaklastikga cakisir. Bu niceliklerin s zamanli analizlerinin yapilmasinin

nedeni budur.
Yukarida (1.4) denklemi alt sinirinimn elde edildigit;_; € 1,,_, polinomu, yani
HFC) = ta-1C) k= En(F)y, (1.6)
X uzayinda f(-) fonksiyonuna en lyi yaklagan polinomu olarak adlandirilir.

Fonksiyonlara en iyi yaklasim E,,(f) ’ in arastirilmasinda karsilasilan genel sorunlar
son zamanlarda yayinlanan sayisiz kitap igeriginde detayli irdelenmekte oldugundan, bu
tartismalar: tekrarlamaya gerek goriilmemistir. Thtiyac oldugu takdirde, kanitlar1 s6z gelimi
Korneichuk [1,2] kitaplarinda bulunabilir. Ote yandan, bu béliimde, esasen ihtiyacimiz olan
acik onermelerdir. Bu nedenle, L,, uzayinda bir en iyi yaklagim polinomu tn-1() var oldugu

gergeginden hareket ediyoruz. Bunun saglamasi daha genel bir durumda dahi zor degildir.

Aslinda, X* in rastgele normlu bir uzay, g1,..,8n X’ in n sayida lineer bagimh

elemani, 1 = (4,, .., Ay)’ in sayisal koordinatlar A ve

n
D) =Ix =" digi Iy, xex
i=1
olan bir vektsr oldugunu varsayalim. $imdi, herhangi bir x € X icin,

dr | .
e(x) = “}fgo;vc()\)z(px(}L )
olacak sekilde bir 1* = (17, ... » An) vektorii oldugunu gdsterelim.

Aslinda herhangi bir sabit x € X igin @y (A), Ay, ..., A, degiskenlerinin bir fonksiyonu

olarak siireklidir, ¢iinkii, norma ait liggen esitsizligi sayesinde;

n n
10D == 1= ) 2igi I == 2igy Iy |
i=1 i=1

n

n
<UD Gi=ADgi s Y =il 1 g, Iy
i=1

i=1

n
< maxlde =2l ) 1l gy ly
=1



Ayn1 @, (1) gibi,

YA =) dig Iy
i=1

fonksiyonu da 2;’ ye gore siireklidir. Bu yiizden, sinirl kapali

& D r=1
i=1

igerisinde, bu fonksiyon en kiigiik degeri m’ i alir; bu deger, g; vektorlerinin lineer

bagimsizligi nedeniyle pozitiftir. Ayrica, eger

3 2 df
() 14527 > (e(x) + 141l x Il )m- &
; X

ise, sunu yazmak yanlisg olmaz:

n
1
D) > YD1 x x> ) ID2m—1 x > ex) + 1.
i=1
Dolayisiyla, ¢,

(1) fonksiyonu igin minimum deger arayigimizda kendimizi
i=1 4i])? < R?

yuvari ile sinirlayabiliriz. Bu durumda, bu fonksiyonun en diigiik degerinin

elde edildigi noktanimn var oldugu sonucunu ¢ikartmak miimkiindiir.

Trigonometrik sistem

1, cosx, sinx, ..., cosnx, sinnx

lineer bagimli oldugundan, hem L, hem de C uzaylarinda f (*) fonksiyonuna en iyi yaklasimi

saglayan bir t,_; € T2n—1 polinomu vardir,

Bu béliimde, ), (k) ile Y2 (k) asagidaki kosullar: karsilayan dogal sayi argiimanli
rastgele fonksiyonlardir. Niceliksel olarak su sekilde formiile edilir:

v(m) = sup(k), HC) = I +w3()): (17



Artmayan bir P(k), k € N fonksiyonu igin bu nicelik Yn) ile cakigir.,

i =1,2,..) mutlak sabitleri gosterir. Sabitleri parametrelere bagli olarak géstermek

gerektigi takdirde (yani, p, s, q, vb. iizerinden), Cyp, Cp,s, Vb. yazilir.

K (Kil



2. L, UZAYINDA YAKLASIM

Oncelikle p =s =2 esitliginin oldugu basit ancak ¢ok 6nemli bir durumu

degerlendirecegiz.

2.1 Onerme: f € L, kabul edilirse,

W on(f; %) 3= EZ(F); = w35, (a2 + b2) 2.1
olur. Formiilde a,, ve by, (k € N), f fonksiyonunun Fourier katsayilaridur.

Ispat: tn-1(*) rastgele bir polinom ve (1.3) formunda ise, temel doniisiimlerin

ardindan, sunu elde ederiz:

IFO =taa O I3 = [T 1) =t (8)|2at
= I FA@dt =T — n SR (0 + b2) + 0y — ap?
+ XkZ1 ((ck = @)? + (di - by)?).
Esitligin sag tarafi omegin, t,_;(-), f(-) fonksiyonunun Fourier serisinin
(n — 1) inci kismi toplami ise, ¢, = ay, ve dj, = by i¢in en kiigiik degeri almaktadir,
Dolayisiyla, f(-) fonksiyonunun kismi F ourier toplam fonksiyonun L, uzayindaki en
lyi yaklasim polinomudur ve bu nedenle, (2.1) esitliginin ilk boliimii kanitlanmis

olmaktadir. (2.1) formiiliiniin ikinci bélimiiniin ispat1 da aslinda son derece kolaydur,

zira
I pn(f; x) 3= f_nn (Xk=1 (akcoskx + bysinkx))2dx.

Bundan sonra yapilmasi gereken tek sey Parseval esitligini uygulamaktir ki buna

gore

5 0dt=BL 13 @2(9) + b2(g)) vgeL, 2.2)

Esitlik (2.2) sayesinde (2.1) esitliginin sag tarafi, n — oo yaklastik¢a tiim
f € L, degerleri i¢in monoton bir sekilde sifira yaklasmaktadir. Keza ayn1 durum

Il pn(f; %) Nl ve E,(f), nicelikleri i¢in de gecerlidir.



Simdi P = (4, ,), ¥, (k) ve Yo (k) k=0,1,... da tamml ve Y1(0) =1 ve

¥2(0) = 0 oldugunu kabul edelim. Ayrica ¢ € L,,
S[o] =32+ ZiZn (aycoskx + Bysinks) = T2, Ay (0;x)
ve ]17’1/)(x) olsun. Buradan hareketle,

S[f] = % + Yr-1 (agcoskx + B sinkx)
= Y=o Y1(K) Ak (¢; %) + ¥, (A (p; %)

Buradan,

Qo = o, g = P1(K)ay — P, (k)By,
bk = wl(k)ﬁk + wZ(k)ak‘ k = 112: ey

ve son olarak,
ag + b = P2 (k) (af + B?), k=1.2,..

bulunur. Bu nedenle, (2.2)’den sunu elde etmis oluruz:

a? =
2 2 (@ +BE) =m1 1 ¢ 112

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

P (k) niceligini alttan siirl,yani (k) <K, ke N oldugunu kabul edersek, (2.6) ve

(2.7) denklemlerinden sunu elde ederiz:

2
I (@R +B) <Kt g 13

(2.8)

Iyi bilinen Fischer-Riesz teoreminden, bu f € L, anlamina gelmektedir.

Dolayisiyla su nerme dogrudur:

2.2 Onerme: Eger Y(k)<K, keN ve feLYL, ise

L‘7’L2 C L, ’dir. Aslinda,
V() <K, keN
esitsizligi,

el

f €L, yani

(2.9)

(2.10)



icin yeterli bir kosuldur. Ote yandan, iist sinir1 +o olan herhangi bir pozitif {ck}

dizisi igin, limsupayc, = 40 olacak sekilde pozitif degerli bir Yk=1 a; yakinsak
k—oo
dizisinin varlig1 gosterilebilir.Bu nedenle, eger

limsupy(k) =

k—o0

ise, denklem (2.6)’ dan hareketle, denklem (2.9)’ un kosulu olan ]‘7’<p* € L, ifadesinin
ayni zamanda (2.10) denkleminin geeerliligi igin yeterli bir kosul olugturacak sekilde

bir ¢* € L, gosterilebilir. Dolayisiyla, su 6nerme dogrudur:

2.1 Teorem: Kosul (2. 9) denklem (2.10)° un gegerliligi agisindan gerekli ve
yeterlidir.

Simdi de su 6nermeyi ispatlayalim:

2.3 Onerme: Eger feL¥n Lyve f¥e L ise, herhangi bir n € N igin,

U n(f5 %) 1= En(F)2 < v() Il n(F¥; %) lly= v(n)E, (FP),. 2.11)

Aslinda, (2.5) bagintilarindan gelen a, = ay(f) ve by = be(f) (2.1)
denkleminin sag tarafina uygulandiginda, sunu elde ederiz:

1 o3 2) B= ER ()2 =7 ) F2()(@F(FP) + b ()
k=n

< SUP(0) 1 o (F %) 1= v2 () I (7 ) 12
>n

= v2(m)EZ(f¥),

Fourier kismi toplamlar ile yaklasimlarda Lg’ smiflar igerisindeki en iyi

yaklasim igin su ifade dogrudur.

2.2 Teorem: v, (k) ve Yo(k), k€N kosul (2.9)" u karsilayan rastgele

fonksiyonlar olsun. Bu duruma’a, herhangi birn EN i§'i7’l,
L =E, (L =vn 2.12
871( 2)2 n( 2)2 ( ) ( ¢ )

olur.



Ispat: Kosul (2.9) ve Onerme 2 sayesinde elimizde LZ’ C L, mevcuttur. Bu

nedenle, baginti (2.11) tim fe Lg’ degerleri i¢in gegerlidir. Incelenen durumda,

fPe S, yani, || f¥ ll< 1 oldugundan,

E(f); <1, vfel? or (2.13)
Dolayisiyla, (2.11)’ e gore,

I on(Fi2) 2= En (), <v(n) vfell dir. (2.14)

Geriye yalnizca bu tahminin tim Lg’ sinifi igerisinde kesin oldugunu

gostermek kalmaktadir.

Belirli bir (k) fonksiyonu ve n e N igin su esitligi saglayan bir k, sayisi

oldugunu diistinelim:
v(n) = SupPik) = (k) (2.15)
Fonksiyonumuzu

Ja) = 13y (k)OS + 5 (ki) sink )

i 1
olarak alalim. f,(x) fonksiyonu ¥’ ye aittir, ¢linkii ¢ tiirevi 7 zcosk..x degerine
Y 2 n

esittir ve dolayisiyla, || fnlj’(x) llz= 1" dir. Bu fonksiyon i¢in,

1_ _
Il on (Fas ) N2 =i fa () ll= ﬂ_iw(kn) I cos(k,x — gkn) lz=v(k,) = v(n)
olur, yani incelenen durumda teorem ispat edilmistir.

Eger y(k) fonksiyonu ve bir n € N degeri i¢in, (2.15) bagmtisim saglayan
higbir k, sayis1 yoksa, bu durumda, {y(k)} kiimesinin smurliligt gozetilerek, su

esitlik bulunur:
= - df
v(n) = supy (k) = sup{fh(k)} < g,, .
kzn k2n

Keza, n; >n oldugu ve Y(n;) degerlerinin gn’ € yaklasan azalmayan bir seri

olusturdugu bir n;, (i € N) vardir. Esitligimizi



Fou) = T2y () cosmex + v (my)simmy)

olarak belirledikten sonra, tim  f,.(-),i €N fonksiyonlarinin olusturdugu
@, = U; fr, () kiimesini inceledigimizde, hem fa(:) fonksiyonu ve S, )

fonksiyonlarinin LZ” ye ait oldugunu goriiriiz. Ayrica,
P (fo; ) Nl =11 £, () Nl2= ()’ dir.
Dolayisiyla, bu durumda ayni zamanda su esitligimiz mevcuttur:
n()2 = B 2 Sup 1l puFi ) ly= supiny) = g, = v
fed, ieN
Boylece Teorem 2.2 kanitlanmis olur.

Eger ¥(k), k € N artmayan bir fonksiyon ise, v(n) = ¥(n)’ dir. Bu nedenle,

Teorem 2 su sonucu dogurur:
2.1 Sonug: Eger 1y, (k) ve Y2 (k) dizileri igin, (k) artmayan ise,
En(LD), = En(LD), = (n) dir. 2.16)
Eger, y(k), k € N pozitif say1larin olusturdugu bir dizi ve B € R! ise,
1(k) = p(k)cospr/2, ,(k) = Y(k)sinpm/2 (2.17)

Bu durumda, L‘;ﬁ yerine Lg,z yazariz. Eger, buna ek olarak, (k) = k™, r >0 ise,

Lg'z = Wy, yazarz. Bu durumda (2.16) esitligi su sekli alir:

En(WE,Z)Z = En(W[;Z)Z =n"T. (2.18)

2.1 L, Uzayinda Diiz ve Ters Teoremler

(2.12) esitligi L, uzayinda, Lg’ siniflarindaki en iyi yaklagimlarin iist strlarini

tamamiyla karakterize eder. Bu bolimde, LYL, kiimelerine ait fonksiyonlarin
yaklasimlarini inceleyecegiz. Temelde elde edecegimiz sonug, su sekilde formiile
dokiilebilir:



2.1.1 Teorem: f € L‘7’L2 ve Y (k) ile P, (k) (2.9) kosulunu karsilayan seriler

olsun. Bu durumda,

Tie=1 W2 () — P2 (k — 1)ER(F9), (2.1.1)

serisi yakinsaktir ve herhangi bir n € N icin,

EX(F)z2 = V*WER(F9); + £nss @2(K) — B2 (k — DIEZ(fP), dir. (2.1.2)

Ote yandan, eger f €Ly Yi(k) ve Y,(k) serileri limy (K E(f) = 0

esitligini saglayacak sekilde ise, f € L‘T’L2 kapsami, ancak ve sadece
Y= W72 — 92k — 1))ER(P), (2.1.3)

serisi yakinsak ise, gecerlidir. Bu dizinin yakinsak olmasi durumunda, fe L17’L2 " dir

ve herhangi bir n € N igin, su esitlik gecerlidir:

EZ(f)2 = v 2(mE2(F) + Zientr @720 =P 2k —1DER(P), . (2.1.4)

Bu teoremin ilk kismi olan (2.1.2) denklemi bizlere f (+) fonksiyonunun
tiirevi hakkindaki verilerden yararlanarak E, (f), niceliklerinin, ya da bunun muadili
olarak |l p,(f;x) Il, niceliklerinin sifira gitme oranlarina iliskin sonuglar ¢ikartma
olanagi1 vermektedir. Yaklagim kuraminda bu tiir degerlendirmelere diiz teoremier
ad1 verilir. Teoremin ikinci kismi ise fers esitsizlik olmaktadir; bizatihi fonksiyonun
ve tiirevlerin 6zelliklerine iligkin sonuglar ¢ikarilmasinda En(f), serisinin

Ozelliklerinden yararlanilir.

Ayrica sunu da belirtmeliyiz ki, (2.1.2) esitliginden, herhangi bir fEL, ve

n € N igin,
VEME( )z + Denar @7 () — $2(k - 1)E2(FD), (2.1.5)
niceligi stmirl olmak kosuluyla v, (k) ve y, (k) dizilerinden bagimsizdir,

Teoremin ikinci kismi, ozellikle, f € L, fonksiyonu ancak ve sadece (2.1.3)
serisi yakinsak oldugu takdirde sonlu L, normlu ¥ tiirevine sahip oldugunu gésterir.

Bu durum, o6zellikle, herhangi bir f €L, fonksiyonu agisindan, bu fonksiyonun
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Y(k) = E(f), esitligini saglayan Y tiirevinin Ly’ ye ait olamayacagini

gostermektedir (bu durumda (2.1 4) serisi 1raksaktir).
Teorem 2.1.1° i ispatlamak igin su 6nermeye ihtiyacimiz bulunmaktadir:
2.1.1 Onerme: Asagidaki sekilde bir dizinin
Xk=1 Ck (2.1.6)
yakinsak oldugunu ve bir {Ar k=1 serisinin su sekilde oldugunu kabul edelim:
71i_)rr°10/1nAn+1 =0,4, =37, . (2.1.7)
Bu durumda,
Yiizn A Ve Tiinis (i — Ay il Ci (2.1.8)
dizileri ayni anda wraksar ve Yakinsar. Keza, yakinsamalar durumunda,
Zien e = A, T80, ¢ + Liznt1 Qe = ) T2, ¢; olur. (2.1.9)

Ispat: Bu 6nermenin ispati, yeterince biiyiik tiim m degerleri igin gegerli

o (ee]
e =De)e = D" A= Andn + Ay
k=n+1 k=n+1

esitliginde limit alinarak elde edilir.

Teorem 2.1.1° in Ispat: 7 € L?L, olsun, 2, = ¥2(k) ve ¢, = m(a2(f¥) +

bZ(f¥)) diyelim. Parseval esitliginden,
2, =n ) @rh+ by =1 i8N
k=1 k=1

elde edilir ve (2.9)’ dan hareketle, su sonucu buluruz:

limp? 32 .0 (@2(FP) + b2(FP)) = 0.

k—oo

Dolayisiyla, Onerme 2.1.1° e gore,

11



21 = Xkt P20 @E(FP) + b2(FPY)
ile
22 = Zicnen PP(K) = 92 (k = D)m T2, (@R(FP) + b2(FP))

dizileri ayni anda yakinsamaktadir. (2.6) ve (2.1) esitlikleri g6z 6niinde

bulunduruldugunda,
1 =1 X (@i (f) + bE(P) = EA(f),
ve
T2 = icenes 2 (k) = P2(k — 1)ER(f ),
sonuglarini elde ederiz. Teorem 2.1° e gore elimizde f € L, oldugundan, %, sonludur.

Bu nedenle, X, niceligi de sonludur, yani, (2.1.1)° deki dizi gercekten

yakinsaktir ve dolayisiyla, Onerme 2.1.1° e yer alan (2.1.2) esitligi dogrudur.

Teoremin ikinci kismi da benzer bir yoldan ispatlanir. Bu kez, A =972 (k)

ve ¢, = m(ag (f) + bZ(f)) esitlikleri kullanilmalidir.
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3. TAM ORTONORMAL SISTEMLER DURUMUNA
GENELLEME

Onceki iki bolim sonuglarinin rastgele fonksiyonlarin olusturdugu tam
ortonormal sistemlere gére Fourier serileri ve polinomlara genellenmesi miimkiindiir.

Ik olarak gerekli tammlari yapalim.

Diyelim ki, ¢ = {¢,}, ne N genel olarak [a,b] aralif: iizerinde karmagik
degerli fonksiyonlarin olugturdugu bir ortonormal sistemdir. L%, [a,b] iizerinde

toplanabilir tim f(-) fonksiyonlarin olugturdugu kiimedir, dyle ki,

k= () = [ F@@(x)dx k € N 3.1)

integralleri vardir. Yine, @[f], {¢n} sistemine gore f € L® fonksiyonlarinin Fourier

Serisi:
C[f] = X1 crox (3.2)

ve Y(k), k €N, dogal say argimanli bir fonksiyon olsun. Belirli bir feLe

fonksiyonu igin,
o Ck
Zic=1 5 P (%) (3.3)

de L?’den belirli bir fonksiyonun Fourier serisi olsun. Bu fonksiyon f¥(.) ile
gosterilmekte ve f(-) fonksiyonunun 1 tiirevi olarak adlandimlmaktadir. ¢ tiirevleri
bulunan L?’ ye ait tiim fonksiyonlarin kiimesi L¢¥ jle gosterilmektedir. f € L#¥ ve
buna ek olarak, t L(a,b)’ nin belirli bir alt kiimesi olmak kayd; ile, fYeRN ise,
f € L®¥9 yazabiliriz. Burada %,

g = (7 1g(6)|2dt) /2 (3.4)

sonlu normuna sahip g(-) fonksiyonlarinin L, (q, b) uzay ile bu uzaydaki S3(a, b)

birim yuvari
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S2(a,b) ={g: Il g ,<1} olabilmektedir. (3.5)
Simdi Ly(a,b) = L,, Sy(a,b) =S, Lo¥s, = [V,

Sn(f: X) = Z}rz=1 Ck(Pk(X), Ck = ck(f),n EN
(3.6)
Pn(£x) = f(x) — S,_; (%) olsun.

B, ile, {g} sistemine gdre n dereceli tim B,(x) polinomlarinin kiimesini

gostermekteyiz :

Fa(x) = Yoy arpe(x) G.7)

Bu {¢,} sistemlerini her zaman Ly’ de tam kabul edecegiz. Cok iyi bilindigi
gibi, P, den tiim polinomlar arasinda, L, Metrigine 8ore en iyi yaklagimi veren

polinom f € L, nin Fourier serisinin Sn(f; x) kismi toplamidur:

En1(f)2 = Epyq(; 2= Prilfellﬁn Il £(x) = Py(x) Il

(3.8)
=l f(x) =S (f;2) 15 .

L; uzayindaki herhangi bir tam ortonormal sistem {¢n} kapali oldugundan,

Parseval esitligi
Zi=a lekl® =1 f 13 (3.9)
herhangi bir f € L, icin gegerlidir ve dolayisiyla,
ER(F)z2 =l f(x) = Spa (f; %) 13=1l £ 13— 21 leel? = Bi, 1l dir. (3.10)

{or} 1 L, igerisinde rasgele tam bir ortonormal sistem kabul edelim ve belitli bir
¥() icin f € LPYL, olsun. Eger c,(f) ve ce(f¥), k€N siasiyla £() ve 0
fonksiyonlarinin Fourier katsayilar1 olursa, bu durumda (3.2) ve (3.3)’ den hareket

ederek, sunu elde ederiz:

ek (O = 1K) Il e (F¥)] . (3.11)

Bu nedenle, eger (k) siurliysa, yani, |y (k)| < K ise,

=1 lck(DP S K220 1 (Y12 = K2 || f¥ iz,
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oldugundan Y, lex (F)I*  serisi, f¥ €L, oldugu igin, yakinsaktir. {0k}

fonksiyonlarinin tam ortonormal sistemlerine iliskin Fischer-Riesz teoremine gore,

f € L, oldugu sonucuna varmaktayiz.
3.1 Onerme: Eger [Y(k)| < K, k € N ise, LP¥L, c L, dir.

Onerme 2.3’ iin es anlamlisi olan asagidaki 6nerme de agiktir:

3.2 Onerme: fEL®YNL,vef¥e L, kabul edildiginde, herhangi bir n € N

icin,
Il on(F; %) 2= En(F); < v(n) Il p(F¥; x) lz=v()E,(f¥), dir. (3.12)
Burada

v(n) = sup|y(k)| dir.
kzn

Aslinda, (3.10) ve (3.11) bagintilar1 g6z 6niinde bulunduruldugunda su esitlik
elimizde mevcuttur:

W on(f %) 13= EZ(f)2 = Ty le (F)I?

= Zi=n WPk (F)1? < v2(m)E2(F¥),.

Simdi L“;‘w siniflarinda (3.7) formundaki polinomlarin E,, (Lf"p) 2 en 1yi yaklasimlarin

karakterize eden teoremi ispatlayalim:

En(L5¥); = sup E,(f),.
reLf¥

3.1 Teorem: Diyelim ki, Y(k) su ozellikte bir rastgele Jonksiyondur:

W) <K VkeN. (3.13)

Bu durumda, L, igerisinde tam olan herhangi bir ortonormal sistem {¢n} ve herhangi

bir n € N i¢in,

En(L3¥)2 = sup 1l pp(fix) = v(n) dir. (3.14)
feLd¥

15



Ispat: Kosul (3.13) ve Onerme 3.1 ile L(Zp’w C L, olur.Bu nedenle, (3.12)
bagintis1 herhangi bir f € L2 icin gegerlidir. Incelenen durumda, f¥ S, dir.

Dolayisiyla, (3.10)’ a gore,
B2 = ) et < Y l6 P =1 £ IB< 1 ai
k=n k=1

Bu nedenle,
Il on (f; x) ll= En(f)z < V(Tl). (315)

Geriye sadece bu esitsizligi L‘é"w siufi biitiiniinde iyilestirmenin miimkiin olmadigim
gostermek kalmaktadir. [lk olarak, verilen her bir Y(-) fonksiyonu ve ne N i¢in

asagidaki esitligi saglayacak bir k, olsun:
v(n) = igglw(k)l = [k (3.16)

Bu durumda, denklemlerimizi Bl = Yul¥kn)lok, (x) ve vy, = @k, Iz* olarak

alalim. £, € L% ve,

Il pn(fn;x) llz=Il fn ll;= W’(knl = V(n)

saglanir. Eger 1(-) fonksiyonu ile bir n € N say1si i¢in (3.16) bagmtisim gegerli kilan

k;, degeri bulmak olanaksiz ise, {|Y(k)|} in simrli olmasindan
df
v(n) = SUp{[Y(k)1} = gn.
=n

Keza, n; >n icin [W(n)| sayilart v(n)’ ye yaklasan azalmayan bir n; dizisi

mevcuttur.
fni (x) = Vniw}(ni)l(Pni (x)l )/Tl.i :” (011,- "2—1

Tim f, (x), ie N fonksiyonlar1 kiimesini F, ile gosterelim. Agiktir ki, herhangi bir

sabit i i¢in elimizde fo, € L‘é”w Ve Il pn(fo;i %) llz= |9 (ny| olur. Ayrica
En(LE™)2 2 SUp 1l pu(£;.2) o= suplp(ny)] = lim [(ny)] = vin)
fer, iEN L~200

Teorem 3.1 béylelikle kanitlanir.
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3.1 Sonug: Eger, Teorem 3.1 kosullar: altinda |W(k)|, k € N dizisi artmayan

ise,
E(L8¥)z = p(n)|.
Asagidaki 6nerme Teorem 2.1.1° in bir benzeridir.,

3.2 Teorem: {¢,} *mmn L, uzayinda tam bir fonksiyonlar ortonormal sistemi,
fe Lf‘w ve Y(k)' mn (3.13) kosulunu saglayan bir dizi oldugunu kabul edelim. Bu

durumda,

Zic=1 (2 — Y (k - D)EZ(FY),

dizisi yakinsaktir ve

XDz =W MEL),+ ) W) — y2(k - W)ELFY),

k=n+1
esitligi herhangi bir n € N icin gecerlidir.
Ote yandan, eger:
f €Ly ve (k)
dizisi
limyeo [ (K) | Ex () = 0

seklinde ise, f € Lf‘sz kapsami ancak ve sadece

Zie=r 72(k) = ~2(k — D)EZ (),

serisi yakinsak oldugunda gecerli olur. Bu serinin yakinsak olmasi durumunda,

feL2?L, dir ve herhangi bir n € N igin,

EX(FY)2 =92 MEXD + ) W20 — 2 (k - DIEZ(S),
k=1

Ispat: Aynen Teorem 2.1.1° in saflamasinda oldugu gibi, bu teoremin

ispatinda da Onerme 2.1.1° de izlenen yol izlenir. Onerme 2.1.1° den teoremin ilk
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kismini elde etmek igin A, = VEk) ve ¢ =l (fY)?  almak yeterlidir.
Teorem 3.2° nin ikinci kismim kanitlamak igin Ay =% 2(k) ve ¢ = [cp(f)?

esitlikleri kullanilmalidir.

Teorem 2.1.1° in ardindan verilen tiim sonuglar Teorem 3.2 icin de

gegerliligini korur. Bu nedenle, 6zellikle ikinci kisim herhangi bir f € L, igin y

tlirevinin

(k) = Ex(f)2

i¢in, L,’ ye dahil olamayacagim géstermektedir.
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4. L UZAYINDA JACKSON ESITSIiZLIKLER]

Yaklagim kuraminda Jackson esitsizlikleri (ya da teoremleri) en iyi yaklasim
sayisi Ustten siireklilik (diizgiinliik) modiilii ile degerlenirir. Bu tip 6nermelerin

isim babasi D. Jackson (heniiz 1911 [ yillarda)
fOecr=o01,. , O dsz(-) olmak iizere,

En(fe < Go(fM;n7Y), (4.1)

ifadesinin dogru oldugunu, C;* nin n’ ye diizgiin siirli bir ifade olmas; kaydiyla

ispatlamugtr.

Bizim hedefimiz L, uzayinda (4.1) esitsizliginin benzerlerini bulmaktir. Cikig

noktamiz1 su 6nerme olusturmaktadir:

4.1 Teorem: f € L, ve f(-) hemen her yerde sabit olmayan bir Jonksiyon
kabul edilirse,

Fpn(f;2) 2= En ()2 < 2742w, (f; m/m) (4.2)
olur ve esitligin sag tarafindaki 2-1/2 sabiti herhangi bir n i¢in daha kiiciiltiilemez.

Ispat: Oncelikle wp(f;t)’ nin L, uzayinda f(.) fonksiyonunun siireklilik

modiiliinii ifade ettigini ve

wy(f;t) = ﬁz‘fg HFC+R) = FCO) I, (4.3)

ile tammli oldugunu hatirlayalim. f(x +h) — f (x) farki i¢in Fourier serisi ile

Parseval esitligini kullandigimizda, herhangi bir f € L, i¢in
I fCe+R) = f(x) 13= 2w 27, y2(F)(1 — coskh),
V() = ag () + bE(f) (4.4)

elde ederiz. Dolayisiyla, (4.3) ve (2.1)’ den hareketle, herhangi bir t > 0 icin
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W3(F6) 20 f(x +6) — £(x) 122 ZnZ YR(F)(L - coskt)
k=n

= 2E2(f), - ZHZ Y#(f)coskt,
k=n

yada
E3 ()2 < 503(F;t) + m 5, vR(f)coske
elde ederiz.

Bu esitsizligin her iki tarafini sin(nt) ile carpar ve [0,7/n] aralig1 tizerinden
integralini aliriz. Bunu yapmamiz miimkiindiir ¢linkdi herhangi bir ¢ € R? igin, sag

taraftaki seri bir yakinsak ' Y& (f) serisinden kiigtiktiir. Sonugta,
B2(P2 <2 [ 03 (Fs Osine)de + w5, y2(F)ee
elde ederiz. Burada
g =2 fon/ " sin(nt)cosktdt dir.

Agikea goriildigii gibi, ¢, = 0’ dir ve sin(nt)’ nin (0, n/2n) araliginda artan
bir fonksiyon oldugu gergegini goz Oniine alirsak, herhangi bir k > 0 i¢in elimizde

¢ < 0 mevcuttur. Bu nedenle,
ER(F2 < 7 J7 w3(f; O)sin(ne) dt dir. 4.5)
Varsayimdan, £(-) fonksiyonu sabit degildir. Bu nedenle w,(f;/n) > 0 ve
%fon/n w3 (f; t)sinntdt < gwg(f; 7/n) fon/n sinntdt = %w%(f; T/n). 4.6)

(4.5) ve (4.6) esitsizliklerini bir araya getirdigimizde (4.2)’ ye ulagiriz. Bundan sonra
yapilacak is bu esitsizligin iyilestirilmesinin miimkiin olmadigimi gostermekten
ibarettir. Su halde, herhangi bir n € N ve rastgele kiigiik 6 > 0 igin L,’ de, asagidaki
esitligi saglayan bir f, (x) = fn(8; x) oldugunu ispatlayalim:
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En(fi)z = |2 a0y (/) 4.7)
Bu esitlik teoremi ispatlar.

neN ve §€(0,m/n) olsun. g,(5;t) yi 2m/n periyodik olarak sOyle

tanimlayalim:

1-t/25, te[0,26],
n(0;8) = <o, te [25; 7.

Bu fonksiyonun Fourier serisi

sinknd

5, 2w 2
gn(6; 1) =;+;52k=1 (—kn ) cosknt

olur ve buna ek olarak, ¢ € [0,7/n] igin, g, (6;0) = 1 ve g,,(5; t) = 0 olur. Ayrica,

sink:

fo®) = fu(8:6) = V2 By S ot

olsun. Fischer-Riesz teoreminden elimizde fn € L, mevcuttur ve dolayisiyla bu

fonksiyon incelenen durumda

I faCe+ 1) = fu(@) 13= 250y CE92(1 — cosknh)

= 21[9,(8;0) — g, (8; /)]

olur ve (4.4) i saglar. g,(5; t) fonksiyonu, ¢ € (0;7/n) i¢in artmayandir. Bu

nedenle,
w3 (fn;:—:) =2 [gn(& 0) — g, (6; g)] =2m dir.

Ayni zamanda, k < 0 igin a,(f,) = by (f) = 0 oldugundan, (2.1) esitliginden,

0 inkné
BR ()2 = 3 281 () = n[g,(5,0) - §/m] = —
ve
W (i /1) = 22 (fy)2 =

esitliklerini elde ederiz. Bu (4.7) bagntisim verir. Teorem 4.1 kanitlanir.
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Onerme 2.1, Onerme 2.3 ve Teorem 4.1° birlestirdigimizde, su teoreme

ulasiriz:

4.2 Teorem: v, (k) ve Y, (k), k € N

Yk =9i() + Y3 <k

saglansin. O halde, herhangi bir feLvL, icin
I on (5 2) 2= En ()2 < 27Y2v(m)w, (F¥; /), v(n) = supyp(k) olur. (4.8)
2n

w(t) stireklilik modiilii ve L17’Ha,2 siifi w,(F%;t) < w(t) iligkisini saglayan f € L¥
fonksiyonlarinin sinifi olsun. Bagnti (4.8)’ deki iist simirlar1 bu fonksiyon sinifi i¢in

analiz ettigimizde, su 6nermeye ulasirz:

4.1 Sonug: Teorem 4.2 kosullar: altinda,
en(LPH,,); = E,(LPH,, ), < 2‘§v(n)w(n/n)' dir. (4.9)

Eger v, (k) = y(k)cospr/2 ve Y2 (k) = p(k)sinfn/2 ise, (k) dogal say1 argiimanli
bir fonksiyonu ve B € R! olmak kaydiyla, L‘7’Ha,2 yerine L?sz yazabiliriz. Eger,
buna ek olarak W(k) =k, r>0 ise, 0 zaman LJ’H‘U2 =Wy H,, yazalim. Son

durumda, (4.9) bagintis1 su sekli alir:
en(WgHo,)2 = Ex(WiH,,), < 2720 ~"w(n/n). (4.9)

Burada dikkat ¢eken bir husus, (4.2) esitsizligindeki 272 sabitinin
lyilestiremez olusudur. Aym zamanda bu durumun (4.8) - (4.9") bagntilars i¢in de

sOylenmesi miimkiin degildir.
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5. MARCINKIEWICZ, RIESZ VE HARDY-LITTLEWOOD
TEOREMLERI

Izleyen paragraflarda, L,,p € (1,) uzaylan i¢in 1. ile 4. maddelerde elde
ettifimiz baglica savlarin benzerlerini olusturacagiz. Bu amacla, Marcinkiewicz’ in
elde ettigi, arpanlar adi verilen 6zel bir formda operatorler kurami ile ilgili bir
sonugtan genis 6lgtide yararlanacagiz. Bu konuda kaynak olarak Zygmund [3,4],
Stein [5], Butzer ve Nessel [6] ile Edwards [7,8] tarafindan yayinlanan ve bu alanda
bol miktarda verinin yani sira zengin bir kaynakea igeren kitaplar1 6neririz. Burada,
¢ogunlugu zaten gerekli tammlari vermek ve Marcinkiewicz teoremini formiile

etmekle yetinecegiz.

T nin su formda bir trigonometrik seri kiimesi olsun.
y(x) d=f% + Yk=1 (axcoskx + bysinkx). (5.1

#=u(k),k=0,1,., in bir say1 dizisi oldugunu varsayalim. Her y € 7" ye

kargilik z € T eleman ile su gekilde verilsin:
z(x) £ % + X1 (k) (axcoskx + bysinkx) (5.2)

Bdylece, her u = u(k) dizisi 7° den 7¢ ye ¢arpan olarak adlandirilan bir M operatérii
belirtir.

A ve B T’ nin alt kiimeleri olsun. My pA’ dan B' ye giden garpanlar ailesini

gostersin. Bu durumda, eger 4 = B ise, tamim itibartyla, M, , = M, olmalidr.

M € M, ile kastimiz (5.1)° deki serinin S [v] oldugu, y € L,ve (5.2)" deki

serinin S[z] ve z € L; oldugunu gdstermektedir. s = p ise, My, = M, alacag1z.

Eger y ve z (5.1) ve (5.2) bagmtilarini kargilar ve bu esitsizliklerdeki seriler
sirasiyla S[y] ve S[z] ise, z(x) = My(x) yazabiliriz. Ayrica eger M € M, ise,

Il M ll, L, uzayinda operatér normudur. Yani,
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Il Mll,= sup I My(x) llp. (5.3)
Iyllp<1

Bu notasyonda, agagidaki Marcinkiewicz teoremini formiile edebiliriz:

5.1 Teorem: Bir u = u(k) serisi icin,
Yo =vo() = suplu(k)l, o = 0p(40) = sup Yilm uk+ 1) —uk)]  (5.4)
m

seklinde ifade edilen niceliklerin sonlu oldugunu kabul edelim.

Bu durumda, bu seriden iiretilen M ¢arpani her bir p € (1, ) degeri igin
M

» Y€ aittir ve
IMllp< Cpd, A=A =max(v, 0,), (5.5)

olup, formiilde Cp sabiti yalnizca p’ ye bagimlidir.

Bu teorem yalmizca M € M, kapsaminin gegerliligine iliskin yeterli kosul
saglamakla kalmayip, ayni zamanda # = p(k) dizisinin vy(u) ve go(u) nitelikleri
aracilifiyla || M I, normunu smirlama olanagi vermektedir ki, bu son derece

Onemlidir.
Teorem 5.1 hemen su 6nermeyi verir:

5.1 Sonug: Diyelim ki, S,, her bir f € L Jonksiyonunu kendi (n — 1) inci kismi
Fourier toplami ile iliskilendirsin. Yani Suf(X) = Sp-1(f, %) esitligini saglayan bir

operator olsun. Bu durumda her p € (1, ) icin,

I'Sn llp="sup 11 Spf(x) = sup Il S,_s(f;x) I, < C,, (5.6)
1 lp=1 IFllps1

olmalidir. Formiilde Cp yalnizea p’ ye bagimhidr.
Ispat:s, , vo(un) = 1 ve ay(u,) = 1 esitliklerini saglayan

1, k<n,
lln:.un(k):(o k>n

ile belirlenmis olsun. Dolayisyla, (5.6) bagintisy, (5.5)° den gikar.

24



(5.6) bagmtis1 aslinda bizlere su esitsizligi olusturma olanag: da verir (bu

esitsizlik, yaklasim kuraminda Lebesque esitsizligi olarak bilinir):
En()p <N on(f3 %) lp< CuEn(f), Vf € Ly, 1<p<oo, (5.7)
Formiilde C,, n’ den ve f° den bagimsiz bir sabittir.

Ispat: tn-1(), L, uzayindaki bir f (*) fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom

kabul edilirse,
En(Fp <l pn(F5 ) =1l £ (x) = t_1(x) + S, (f — th-1:%) I,
SHFCO) —ta1 () Iy, +11 S, (f - tn-1;%) Il
< En(Np (141 Sy Ip) < CoEn (),

(5.7) esitsizligi, herhangi bir sabit p e (1,0) igin, fe L, igerisinde
Il pon (5 ) Il, ve En(f), niceliklerinin sadece f ve n’ den bagimsiz bir sabit kadar bir

¢arpan ile farkl: olabilecegini gostermektedir, yani:
Il pr (f; %) ”p: 0(1)En(f)p- (5.8)
Dolayisiyla, eger 9t, Ly, p € (1,0)’ nin bir alt kiimesi ise,

en(M)p = sup Il p,(f; x) lp=0()E, (), = 0(1)supEn(f)p olur. (5.8"
fen fen

Esitlikte 0(1), n’ ye gére diizgiin sinmirli demektir,

Ayrnca, asagida sunulan Riesz teoremine de (Riesz [9]) ihtiyacimiz

bulunmaktadir. Ispati, ornegin Bari [10] igeriginde bulunabilir.

5.2 Teorem: U her f € L, Jonksiyonunu trigonometrik eslenik fonksiyonu, yani
Uf(x) = f ile iliskilendiren bir operalior ise, herhangi bir p € (1, ) icin,

WU llp=sup 1 Uf(x) l,= sup I fll,<C, olur. (5.9
lifl,=<1 Iflp<1

Esitlikteki C, sadece p’ ye bagimlidir.
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Bu teorem f € Ly ve 1<p <o olursa, f e L, olacagini ifade etmektedir.
Burada dikkat edilmesi gereken husus, benzer 6nermelerin Ly, Lo ve C uzaylan igin
dogru olmadigidir. Bu uzaylar igin (5.6) ila (5.8') bagmtilarina aykirilik meydana
gelmektedir.

Burada Hardy-Littlewood teoremi [11] kullanilacaktir. Bu teoremin ayrintili
ispatt Zygmund [5,12] kitaplari igeriginde bulunabilir. Hardy-Littlewood teoremi su

sekilde formiile edilebilir:
S3Teorem: 1 <p<s<o, g= pl—s1ye

Do(t) = X351 k™%coskt

ise, herhangi bir ¢ € L, igin,
@ (%) = 2 [T o(x + )Dy (B)dt

ifadesi, L uzayina aittir ve
I ®g lIs< Cps 1l @ I, 'dir.

Bagintidaki Cps yalmzea p ve s> ye bagimli bir sabittir.

¢ €Ly ve S[o] = X0 Ar(@; x) kabul edilirse,

S(®q) = X1 k™ Ay (g; x)

yani, ®,(x) = M%(x) olur. Burada M®, u*(k) = 0,17%,27%, . serisi ile iiretilen
c¢arpilandir. Teorem 5.3 M@ ¢ M, ¢’ yi ifade etmektedir.
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6. L¥L, KUMELERI iCiN GOMULME TEOREMLER(

1<p,s < oo olmak iizere L uzayinda L17’Lp kiimesinden olan fonksiyonlara
yaklagim problemlerini irdeleyecegiz. s sayisi p degerine esit, ondan biiytik ya da
kiigtik olabilir. Bu nedenle, dncelikle fe L‘Y’Lp kapsaminin hangi kogullar altinda
f €Ly’ yi gerektirdigini agiklifa kavugturmak gereklidir. Acikeasi, sabit p sayilar
i¢in bu durum tamamen Y=Y, ¥,) ye baghdir. Asagidaki tanimi verelim.

6.1 Tanim: Her sabit a > 0 icin, ¥, (k) ve Y, (k),k=0,1,..., Y(0)=1 ve
Y= (W1,¥2) ile ,(0) = 0’ dan olusan (1,v,) " nin

Ve = Szpllﬁi(k)lk“ (6.1)
olmak iizere
oa(Y) = sup 22w Wik + D+ 1% —y; (k) (k)i = 1,2, (6.2)

sinirli olmasi durumunda, F, kiimesine dahil olur deriz.

Va(¥;) niceliklerinin simirlilik durumunun kontrol edilmesi son derece
kolaydir. o, (y;) nicelikleri i¢in, bu sorun daha karmagiktir. Yine de, eger bir sekilde
genelligi siurli tutup, ;(k)k® sayilarinin artmadigimi kabul edecek olursak, v, (y;)

ve g, (¥;) niceliklerinin sinirli oldugu asikar hale gelir.

Simdi de gémiilme teoremlerine gegelim ve p = s oldugu durumu inceleyelim.
6.1 Teorem: Eger ) € P ve p € (1, ) ise, L‘T’Lp <L, dir

Ispat: ( 1.4) esitliginden yola ¢ikildiginda, herhangi bir f € L‘7’Lp icin,

27



S[f] = Z A(fix) = “‘;ff e Z (W1 004(F: x) + .00 A (£, x)) =
k=0 k=1

a"z(f) + Z u(AL(f;x) + Z AU Ak (f¥;x) =
] k=1

200 4 MO (x) + FUFP ()
(6.3)

esitligini elde ederiz. Formiilde U esleniklik operatérii yani Up=¢ ve M ile

M agagidaki denklemlerle tanimlanan carpilanlardir:

uk) = Y, (k), ak) =, (k). (6.4)

P € Py kosulu ve Teorem 8’ i M ve M ¢arpilanlarinin My’ ye ait oldugunu ifade
etmektedir. Ayrica, f € L‘ZL,, kosulu f¥ e L, sonucunu vermektedir. Dolayisiyla,

Teorem 5.2° ye gore, UF¥ € Ly oldugu sonucuna variyoruz. Bu nedenle,

171 =12 M 1 o,
2

ao(f)
2

<l

o+ QM lly +10 57 111 U ll,) 1 £P 11,< €,
yani, f € L, dir.

Teorem 6.1° in p = 2 i¢in de dogru oldugu aciktir. Bu durumda, &nerme
Onerme 2.2 tarafindan kapsanir. Eger f € L, ve 1<s<p<o ise, Holder

esitsizligi ile

I Fls= ([ If @1°de) s < @m)®-9/vs | £, (6.5)
Dolayisiyla, Teorem 6.1 kullanilirsa:

6.1 Sonug: Eger P € Pyve 1 <s <p < oo ise, LPL, c L, dir.

Simdi, 1 < p < s < o0 durumunu inceleyelim.
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6.2 Teorem: Varsayalim 1 <p <s < o, a = p* — s ye Y €P,’ dir. Bu

durumda L‘T’Lp C Lg olur.

Ispat: u(k) ve fi(k), (6.4) bagintilarindaki gibi, k%u(k) ve k%ji(k) dizileri
tarafindan iiretilen garpanlar (MM~%) ve (MM~%) ile gosterilirse,

D 10aGT D =N keugotea (7 x))
k=1 k=1

D HIOAFx) = M) > ke (17, )
k=1 k=1

o ~ 17 _
D kAT = msE [ P+ D, 0a
k=1 -

(6.6)

elde edilir. Burada D, (t) Teorem 5.3’ deki gibidir. f Ve L, oldugundan, Teorem
5.3’ den hareketle

9 =2 [ fP(x + D, ()t (6.7)

evrigimi Ly’ ye aittir ve 9 € P, oldugundan, herhangi bir p € (1,00) igin

(MM~%) € M,, oldugunu Teorem 5.1 sayesinde biliyoruz. Dolayisiyla
I 2 u(R)A(F?; ) =1l MMC2)S[g] I,< C, ' dir. (6.8)
Formiilde C, ;, sadece p ve s’ye bagimli bir sabittir.

Benzer sekilde,

D, WA Tx) = (M) Y ked, (15, )
k=1 k=1

= (MM~%)s[§]’ dir.
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(MM~%) € M, oldugundan ve Teorem 5.2’ den § € L, oldugu bilindiginden,

Teorem 5.3’ e gore,

I Z5s AR A (f;x) ls< €, (6.9)

(6.3), (6.8) ve (6.9) bagintilarini birlestirdigimizde, Teorem 6.2° nin ispatini

tamamlamis oluruz.
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7. FOURIER TOPLAMLARIYLA LYL, KUMELERINDEN
FONKSIYONLARIN YAKLASIMLARI

1<p,s<o ve PEPR, a=p/st fe LJ’L,, fonksiyonu igin,
Il o (f; %) s ve En(f)s niceliklerini kargilagtiralim. 1lkin, asagidaki Onermeyi

kanitlayalim.

7.1 Onerme: 1 < p,s < o ve

_ 1_~1y (P —8" p<s
a=@?-s,=(} n (7.1)
olsun. Ayrica, M,(la) ve M,(la),
0 k<n
& — ;& — ’ ’
Un = Uy (k) = (kal,bl(k), k>n, (7.2)
ve
0 k>n
~a _ ~a — (Y = )
Un = .un(k) = (kall)z(k), k> n, (7'2)

dizileri ile belirlenen ve herhangi bir n € N i¢in M’ ye ait olan, diger bir ifadeyle
M,(t“) € M ve M,(la) € M; ifadelerini dogrulayan garpilan olsun. Eger f € L‘7’Lp ise,
herhangi bir n € N i¢in,

En(Fs <U pu(F3 ) Is< Ky 1 pu(F%:0) Ny CoREGEL (FP), (7.3)

olur. Burada

K39 < G (I M 1g +1 9 1,010 1), (7.4)

U conjugate operatorii, yani Uy = @ ve Gy ile C,; sirastyla yalmzca p’ ye ve p ve

s’ ye bagiml sabitlerdir.
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Ispat: (2.4) esitliginden faydalanarak

Ea(f)s S pn(Fi) Is=l ). Ae(F52) I
k=n

<1 ) WA 1+ Y, B0 I,
k=n k=n

(1.5)

bulunur. Burada u(k) ve fi(k) (6.4) bagintisinin tamimladigt dizilerdir. Ilk olarak
§ > p oldugunu varsayalim. Bu durumda, ( bagint: (6.8) )

A

pn(fq); x+ t)Da(t)dt]

. _ 1
D wOOA% ) = MM-)sT
k=n

olur. (MM~%) operatérii yerine, MZ ¢arpanini kullanabiliriz. Dolayisiyla, Teorem
5.3’ e dayanarak:

I Zin u(OAFY; 0 s <IME U2 (™ pa(F;x + Dy (B)dit Il

< s I M2 U U Nl pu(F¥32) 1,

(7.6)
Benzer sekilde, Teorem 5.2° ye dayanarak:
I Zn AROAFY320) s =1 ME U G [ pa(F % x + D)D4(E)dt I
< Cps 1T W U sl 9 (F%; %) -
(7.6"

(7.5) ve (7.6) bagintilarini birlestirerek, (7.3)’ teki ara esitsizlik ¢ikar. Dolayisiyla,
s > p i¢in Onerme 7.1 in ispatini tamamlamak igin (5.7)’ deki esitsizligi uygulamak

yeterli olacaktir.
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Eger p > s ise, 0 halde @ = 0 demektir ve k > n igin, puf(k) = pdk) =
u(k) esitligini elde ederiz. Bu nedenle,

I Z w4 (F; ) =1 MO p, (£ x) lly<
k=n

I M1(10) Il I pn(fijix) ll5 dir. (7.7)

Benzer gekilde, Teorem 5.2° den, sunu elde ederiz:

I 2kn BC) A (P 2) s FIE Gl U gl p(F¥;20) 1, i, (7.7)

(7.5), (7.7) ve (7.7') bagntilarin karsilastirdigimizda

En()s <N pn(f5 ) < (I M Mg +1 BB W51 U 1) 1 p (FP; ) 1.

Ote yandan, p = s igin, (7.3) esitligi dogrudan dogruya (5.7) esitsizligi uygulanarak
elde edilir. Aym zamanda, p > s igin 6ncelikle (6.5) esitsizligi kullanilmalidir.

Boylece Onerme 7.1 ispatlanmustr.

Herhangi bir a > 0 igin, P} terimini, herhangi bir n dogal sayis1 i¢in
asafidaki kosullar1 saglayan, P,’ ya ait ¢ = (¥1,¥2) lerin alt kiimesi olarak

tanimlayalim.

Va(Win) = S%pllﬁi,n(k)lk“ =< Gyvi(m)n”, (7.8)

0a(Wym) = sup Thoom Wik + Dk + D% = (k%] < Cy(mn®. (1.9

Burada,

0, k<n,
Yin = (¢i(k), k=n i=12 (7.10)

vi(n) = v(¥;;n) = supgen | (k)| , C; ve Gy, 0 ye gore diizgiin sinirhi sabitlerdir.

7.2 Onerme: Eger P € Pa(n) ise, bu durumda (7.2) ve (7.2") dizilerinden
olusan M,(la) ve M,(la)g'arpanlarz herhangi bir p € (1, ) degeri i¢in M,’ ye dahildir

ve ayrica,
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I M2 1y < Cp v I, 1l FD 1, < €, vy (). (7.11)
Cp,a sadece p ve @’ ya bagimli bir sabittir.

Ispat: Onermenin ispati Teorem 5.1’ den gelmektedir. Aslinda, (7.8) ve

(7.9) a gore, su iliskiler elimizde mevcuttur:

Vo(kn”) = suplu( (k)] = suplr ()IK® < Cvy(mn®,  (7.12)
=N

2m+1_1

) = sup D hynlk+ 1)k + 1) — (K]
k=2m
< Gy, (n)n®. (7.12)

Herhangi bir n € N igin,
vi(m)n® < sup|ihy (k) |k®
keEN
oldugundan, ¥ € P, kapsami nedeniyle v;(n)n® nicelikleri sinirlidir. Bu nedenle,
herhangi bir p € (1, ) icin M,(,a) € M, dir ve incelenen durumda 1 = /1(#,(1“)) <

Cvi(n)n® oldugundan, (7.11)° deki ilk esitsizlik (5.5)" teki degerlendirmenin

devamidir. Ayn1 mantik M,Sa) operatorii igin de gegerlidir.

Onerme 4.2 ve Onerme 5.1° i birlestirdigimizde, su teoreme ulasiriz:

7.1 Teorem: 1 <p,s <o, a = (p~t —s71), ve S Pa(n), fe L‘T’Lp ise, bu

durumda, herhangi bir n € N icin,

En(F)s <N pn(f; %) s CE2v(m)n® 1 po (7% 2) 1L,

< ¢vmnE, (£9), (7.13)
Burada,
V(1) = supianP(n), P(n) = Bi(n) + Pi(n))Y/?
ve ng, i=1,2, nve f’ ye gore diizgiin sinirh niceliklerdir.
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Aslinda, (7.4) i (7.3) igerisine yerlestirdigimizde, Teorem 5.2 ve (7.11)

degerlendirmesinden hareketle, sunu buluruz:

En(f)s S pn(f;2) Is< G i (m) + v2(m)n® Il po(F%; 1) I,
< G2 (v (0) + v ()nE, (FP),

ve, (7.13)’ i elde etmek igin, hern € N icin

2 (1(0) + (1) V() < vy () +v,(n) (7.14)
kullanmak yeterlidir. Teorem 7.1” in 6zel bir durumunu ele alalim. Eger

[i(k)|k?, i =1,2, @ > 0 sayilar artmuyorsa, P € P™ ve

Va(Yin) = 0:(M)In%, i =12, (7.15)

Ve

Ua(‘/)i,n) = lei(n)lna- (7-15')

Bu nedenle,

Vi) = ()], v2(n) = [P, ()| ve v(n) = P(n).
Dolayisiyla su teorem dogrudur:

7.2 Teorem: 1 <p,s <o, a=(pt—s71), ve |P;(k)|k% i=12 ke

N say1 dizisi artmayam olsun. Eger f € L‘T’Lp ise, herhangi bir n € N icin,
En(F)s SN o (f3 2) s CEIPmIn® 1l po (£ ) I,
< COGMNE,(F9), olur. (7.13"
= “ps n P , -
Burada C,S}S) ve nglzs) n ve [’ den bagimsiz sabitlerdir.
Eger f € Lg’ ise, bu durumda, tanim itibaryla, || f P 1< 1° dir ve dolayisiyla,

En(f¥)p <Il fP() = 0 I, <l fP(x) I,< 1 olur.
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Bu nedenle, Teorem 7.1 ve Teorem 7.2’ den:

7.3 Teorem: 1 <p,s <o, a=(pt—s,vep e Pa(n) ise, herhangi bir
n € N degeri icin,

En(LZ’)S < en(Lg’)s < Cpsv(m)n® olur. (7.16)

[i(k)Ik i=12, k€N,

En(Ly)s < en(Ly)s < Cpip(m)n® (7.16)
Burada, Cy, s yalmzca p ve s> ye bagimli bir sabittir.

a =0 igin (7.16) ve (7.16") degerlendirmelerinin herhangi bir @ > 0 i¢in,

|$; (k)| fonksiyonlari ¢ok hizli artmamak kaydiyla, dogru oldugunu gosterelim.

Oncelikle p = s ve dolayisiyla @ = 0 egitliklerini olustururuz. Buradan,

YE PO(") oldugu takdirde,

E (%), = C,v(n) (7.17)

oldugunu gosterelim. Bunun igin herhangi belirli bir Y(k) fonksiyonu ve n € N
sayist igin, (2.15) bagmtist dogrulayan bir k, sayisi oldugunu varsayalim. Su
fonksiyona bakalim:

fo(x) = a™t (P, (ky)cosknx + P, (k,)sink,x), a =]l cost [ (7.18)

x) fonksiyonu, a~*cosk,x fonksiyonunun ¥ integralidir ve dolayisiyla, ¥ e
n p ¥

aittir. Keza,
Il o (fr; %) lp=Il fr(x) lp= a_lllj(kn) Il cos(knx — Hkn) l,= EE(kn) =v(n).

Dolayisiyla, (2.15) bagmntis1 (7.17)’ yi vermektedir. Mantik ylrilitmeyi takip
ettifimizde, (7.17) esitsizliginin genel durumda gegerli oldugu sonucuna ulasiriz.

Jn, (x) fonksiyonunun roliinii bu durumda
fr (%) = a7t (1 (n;)cosn;x + 1, (n;)sinm;x) (7.19)
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oynar. (7.16) ve (7.16°) esitsizliklerinin s < p i¢in mertebe anlaminda

iyilestirilemedigini ispatlamak i¢in sunun gosterilmesi gereklidir:
Ea(LD)s > Cpv(n),  vip € P, (7.20)
fa() = b7 (1 (kn)cosknx + P, (ky)sink,x), b = (2m)EP/PS || cost I,
ve dolayisiyla,
foy(x) = b7 (1 () cosnyx + 1, (n;)sinn;x).
Bu sonuglar, su teoremde 6zetlenmistir:

7.4 Teorem: 1<s<p<o ve P € Po(n) ise, bu durumda, herhangi bir

n € N igin,
Crav(n) < En(L9) < e,(LD), < cPv(m) (7.21)
Ozellikle, eger Y(k) dizisi artmayan ise, bu durumda,
Cra¥(n) < En(L); < £,(L%), < c2(n) olur. (7.21)

Burada, C (1) ve C (2)

5 e p.s» sadece p ve s” ye bagimli olabilecek sabitlerdir.

Simdi herhangi bir @ > 0 degeri icin (7.16) ve (7.16") degerlendirmelerinin

isabetli oldugu bir ¢ ¢ift kiimesi secelim. Bu kiimeyi Py olarak tanimlayalim ve

_v(n) < = 0l
Jmax 0 = K VvneN, v(n) iligll)(k) (7.22)
sup X200n hy(k+1) = b (k)| <K, i =12, (7.23)
meN

olsun. Burada,

0, 0<k<n-1, k> 2n,
hy(k) = hy(k,n) = <_v<g>;f;§">, n>kz2n. R

Varsayalim 1) € Pa(n) N PE olsun. Bu durumda, Lg’ siiifinda agagidaki ifadeyi
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herhangi bir n € N i¢in gecerli kilan bir f7(:) fonksiyonu var oldugunu gésterelim.
En(f)s 2 Cpsv(mn®, a=pt-571 a>0. (7.25)

Bunu gergeklestirmek igin, asagidaki fonksiyonu sabit n € N degerleri icin

inceleyelim.

fo(0) = v()gn(t), gn(t) = X322, coskt (7.26)

ve 1 tiirevini bulalim. Elimizde su iliski mevcuttur:

P _ Y1 (k) Ya(k) .
L) =v(n)Xz2, ITjg—ac)coskt - @z(k) sinkt)

= HP = HP V) g, (1)
(7.27)

Burada H,Si), it = 1,2, (7.24) dizilerinin tirettigi carpanlar ve U yukarida oldugu gibi,

conjugate operatoriidiir. (7.22) ve (7.23) kogullari ile Teorem 5.1 ve Teorem 5.2° den

hareketle ulastigimiz sonug, herhangi bir p € (1, ) i¢in,
IEY - HPU I,< C, (7.28)

oldugudur. Burada Cp yalmzca p’ ye bagimli bir sabittir. Bu nedenle, (7.27) bagintisi

sunu ifade etmektedir:
LAY 1y< Cy 1l g I (7.29)
Su dnermeye ihtiyag duymaktayiz:
7.3 Onerme: n,q € N, q > n ve p € (1, ) olsun. Bu durumda
Cz%(q —n)@-D/e | Z,Ln coskt ll,< Crgz)(q —n)®@-D/p (7.30)
Formiilde Crgl) ve CISZ) sadece p’ ye bagimli pozitif sabitlerdir.

Ispat: Her zaman oldugu gibi, Dirichlet ¢ekirdegi Dy, (t) seklinde ifade
edilecek. Sunu elde ederiz:
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Zzzn coskE = Dy () — Dp_y (t) = sin((q—n+1)sti/nzt)/c205((Q+n)t/2) (7.31)

t € (0,m/2) degerleri i¢in sint > 2t /m bagintisindan yararlanabiliriz. Dolayistyla:

q T
—-n+1)t/2
I Z coskt I, < (Zf lsm((q Sint/z )t/2) Ipdt)l/P
k=n 0
p

@-n+)m/2 o
A i sint
< G @ - n+ )" | |——Paey/?
S C(g-n+ 1P/ < ngz) (q — n)®=/p
olur ve boylece (7.30)’ daki ikinci esitlik saglanir.

Simdi de alt siur1 bulalim. g > n oldugu icin, sint <t esitsizligi ve (7.31)

bagmtisindan yararlanarak, sunu buluruz:

—p r(@-n+1)m/2 | sint +
I Xier cOSkt I, = (4(q—n+ 1)1 ? [, I%lplcos%tﬁ’dt)l/p

- /2 g+n
2 Gp(q =m) PP (7 Jcos L tPa) VP

Bu dogrudan dogruya (7.30)’ daki ilk esitligi ifade etmektedir, ¢iink, herhangi bir

a > 1 igin,

/2 ar/2 /2
f |cosat|Pdt = a‘lf [cost|Pdt > a‘l[a]f cosPtdt > C,,
0 0 0

olur. Burada [a], a sayisinin integral kismu, Cp ise sadece p’ ye bagimli olan bir

sabittir. Onerme 7.3 kamtlanmus olur.

(7.30) esitsizliklerinde q = 2n koydugumuzda, (7.29)° dan hareketle, su

sonucu elde ederiz:

I £2 1< Cn@-1rp (7.32)

Bunun anlama,
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1) = f2 () = G lv(mn@-Prg, (1)
fonksiyonunun, Cp (7.32) ile aym olmak kaydiyla, P kiimesine ait oldugudur.

Incelenen durumda, Teorem 6.2° ye gore, elimizde Lg C L bulunmaktadir.

Dolayisiyla (5.7) ve (7.30) esitsizliklerinden yararlanarak sunu elde ederiz:

E.(fY)s 2 Cs Il pu(f*5 %) lls

Cs Won(f752) lls= CsCa v (mInC~P/P || g (x) 52 Cpsv(m)nPp ™=
Bu (7.25) esitsizligini ispatlar.
(7.16) ve (7.25) bagintilarini birlestirdigimizde, su teoreme ulasiriz:

7.5 Teorem: 1 <p<s<o, g = pt-stve e Pa(n) N Pg olsun. Bu

durumda, herhangi bir n € N igin,

ng,ls)v(n)n“ = En(Lg’)S < en(Lg)S < ngi)v(n)n“ (7.33)
olur. Ozellikle (k) k® artmayan ve 1 € Py ise,

CraP(mn? < E, (L2, < £,(1?), < COP(nyne. (7.33)

Burada nglls) ve CIS,ZS) p ve s’ ye bagiml pozitif sabitlerdir.

Daha &nce belirtildigi gibi [1;(k)|k®, i = 1,2, dizilerinin artmadig herhangi
bir Y = (¥, 9,) ¢ifti L™ e aittir. Aym zamanda, Y € Py kosulunun bu tiirden tiim
¢iftlerce karsilanmasina gerek yoktur. (7.22) esitsizliginin 6rnegin 1, (k) =, (k) =
exp(—k), k € N fonksiyonlar icin gegerli olmadigi kolayca goriilebilir. Eger
kendimizi digbiikey dizilerle sinirlarsak, bu durumda i € Py kapsaminin gegerliligini

garantileyen, ¥; (k) igin yeterli kosullar gosterebiliriz.

Varsayalim ki, 1;(k), v = k siirekli arglimaninin bazi y;(v) fonksiyonlarinin

degerleridir.
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7.4 Onerme: ) € M, ve A rastgele secilmis bir reel sayi olmak kaydiyla
Y, = Ay olsun. Bu durumda ¥ = (P4,y,) € Py olur.

Ispat: (7.22) ve (7.23) esitsizliklerinin nermenin belirttigi kosullar altinda
gecerliliklerini koruduklarini gostermek gereklidir. i, € M, oldugundan,

(k) = Wi(k) + 12 P2(k))Y? = ¢, (k)1 + 22

fonksiyonu konkavdir. Dolayisiyla, herhangi bir n € N igin,

vm) P
AT~ ()

olur.Yani, (7.22) esitsizligi gegerlidir. (7.23) bagintisinin ispat1 da oldukga kolaydir.

Zira

v(m) =P (MV1+ 22 ve Py(k) =yPi(k)(1+2%)

oldugundan elimizde

0, 0<k<n-1,k> 2n,
hk)=| ¥.(n) 1 o h £ D
Vit e (k) 7T
Ve
0, 0<k<n-1,k>2n,
hy(k) =| Ap1(n) 1 o o B
ViF 2Py (k) T T

bilgileri mevcuttur. Bundan dolay1, herhangi bir m € N igin, sunu elde ederiz:

om+1 2n
> I+ 1) = k()] S ) +hy@n)+ Y oGt 1) — hy ()
k=2m k=n
2n
_ () 11 2
"R (,Z ACEEV A LA
4P, (n)
=Pam ="
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Ay esitsizligin h, (k) igin de gegerli oldugu asikardir. Farz edelim,

¥1(t) = P(t)cosprm/2, P,(t) = P(t)sinpm/2

ve P € My olsun. Bu durumda, Onerme 7.1° den hareketle, P = (11,,) € Py olur.
Ayrica, eger Y(t) =t7", r > 0 ve, buna ek olarak, r > a > 0 ise, P € POE"), yani,

bu durumda, ¢ € Pa(n) N Pg olur. Dolayisiyla Teorem 7.4 ve Teorem 7.5’ ten su

sonug ¢ikarilir:
7.1Sonu¢: 1<p,s<oo, a=(pt—sV,ver > aise,
1) a- -
CEnT < Ey(Wip)s < en(W§,)s < CEnoT (7.34)

2)

olur. Formiilde ng,ls) ve ng,s

yalnizca p ve s degerlerine bagli pozitif sabitler,

Wy, ise:
Y1 (k) = kCNcospr/2 ve P,(k) = k" sinBm/2
i¢in Lg) siifidir.

Teorem 7.5 ve Onerme 7.4 1(v)’ nin M,’ dan rastgele bir fonksiyon oldugu

durumlarda da, ¢arpim ¥ (v)v® artmayan olmak kaydiyla, E, (le;’p) s hiceliklerinin

tam derecesini verir. Ancak, (k) ve ¥,(k) fonksiyonlar1 herhangi bir iistel

fonksiyondan daha hizli azalirsa, (7.33) esitsizlikleri olanaksiz olur
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tez toplam ilk giris b6liimii harig alti bsliimden olusmaktadir.

Ikinci bolim L, uzaymda genellestirilmis tiirev anlaminda tiirevlenebilir
fonksiyonlara trigonometrik polinomlarla yaklagim problemlerini iceren diiz ve ters
teoremler ve ispatlar1 aragtirnlir. Ugiincii bdliimde benzer problemlerin Tam
Ortonormal Sistemler durumuna genellemesinin varligr ile ilgili o6nermeler
incelenmistir. Dérdiincti bélimde L, uzayinda Jackson esitsizligindeki sabitin
lyilestirilemez oldugu aragtirilir. Besinci bélim Marcinkiewicz, Riesz ve Hardy-
Littlewood teoremleri hakkinda bilgi verilir. Altinc1 blim L’7’Lp fonksiyon

siniflarinin gémiilme 6zelliklerini igeren teoremler incelenir.

Yedinci boliimde L‘7’Lp sinifina ait fonksiyonlara trigonometrik polinomlarla

yaklagimin temel teoremleri arastirilir.
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