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Bes boliimden olusan bu tezde, metrik uzaylar {izerinde sabit k -elips ve sabit k -Cassini
ovali icin varlik ve teklik teoremleri verilmistir. Elde edilen teorik sonuclar, hem cesitli
ornekler hem de aktivasyon fonksiyonlarina verilen uygulamalar ile desteklenmistir.

Bu tezin ilk boliimii giris kismini olusturmaktadir.
Ikinci boliimde, tez boyunca kullanilan temel tanimlar ve cesitli 5rnekler sunulmustur.

Uclincti bolimde, metrik uzaylar Gzerinde k -elips kavrami geometrik ornekleri ile
tanitilip, sabit K -elips kavrami i¢in iki farkli yardimci fonksiyon ile ¢esitli varlik ve teklik
teoremleri elde edilmistir. Ayrica, elde edilen bu teoremlerden 6zdeslik doniistimiini
dislayan bir kosul verilmistir. Teorik sonuglar, S-Seklinde Dogrultulmus Lineer
Aktivasyon Unite (S-Shaped Rectified Linear Activation Unit) aktivasyon fonksiyonuna
verilen uygulama ile daha da kuvvetlendirilmistir.

Dordincu bolimde, metrik uzaylar Gizerinde k -Cassini ovali kavrami sekilsel 6rnekler ile
verilip, bu kavramin sabitligi i¢in ¢esitli varlik ve teklik teoremleri ifade ve ispat edilmistir.
Elde edilen teorik sonuglar 6rnekler ile desteklenip, bu sonuc¢lardan 6zdeslik doniisiimiinii
diglayan teoremler verilmistir. Son olarak da, Sizdirilmig rektifiye dogrusal tinite (Leakly
rectified linear unit) aktivasyon fonksiyonuna bir uygulama elde edilmistir.

Besinci boliim, sonug ve oneriler boliimii olup, bu boliimde tezin kisa bir 6zeti verilip, bazi
acik problemler onerilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Metrik uzay, k -elips, sabit k -elips, k -Cassini ovali, sabit k
-Cassini ovali.
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In this thesis, which consists of five chapters, existence and uniqueness theorems are
presented for fixed k -ellipse and fixed k-Cassini oval in metric spaces. The obtained
theoretical results are supported by various examples and applications to activation
functions.

The first chapter of this thesis constitutes the introduction section.

The second chapter includes the fundamental definitions and various illustrative examples
that support the thesis study.

In the third chapter, the concept of k -ellipse on metric spaces is introduced with geometric
examples, and various existence and uniqueness theorems for the fixed k -ellipse concept
are obtained using two different auxiliary functions. Additionally, a condition excluding
the identity transformation is provided from the derived theorems. The theoretical results
are further strengthened with an application to the S-Shaped Rectified Linear Activation
Unit activation function.

In the fourth chapter, the concept of k -Cassini oval is presented with geometric examples
on metric spaces, and various existence and uniqueness theorems for its fixed points are
stated and proven. The obtained theoretical results are supported with examples, and
theorems excluding the identity transformation are provided. Finally, an application to the
Leaky Rectified Linear Unit activation function is presented.

The fifth chapter is the conclusion and recommendations section, where a brief summary
of the thesis is provided, and some open problems are suggested.

KEYWORDS: Metric space, k -ellipse, fixed k -ellipse, k -Cassini oval, fixed k -Cassini
oval.
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi, 6zellikle analiz, topoloji ve geometri alanlarinda matematigin temel bir
konusudur. Temel fikir basittir: Bir T fonksiyonunun sabit noktasi, tanim kiimesinde,

Tx =X

olan x noktasidir.

Bu kavram, matematigin ¢esitli dallarinda ve ekonomi, bilgisayar bilimi ve miihendislik
gibi uygulamali alanlarda derinlemesine uygulamalara sahiptir. Sabit nokta teorisinde
birka¢ 6nemli teorem, belirli kosullar altinda sabit noktalarin varligin1 garanti eder. Bilinen
bazi teoremler:

e Banach sabit nokta teoremi [1],

e Brouwer sabit nokta teoremi [2],

e Schauder sabit nokta teoremi [3],

e Kakutani sabit nokta teoremi [4].

Teorik c¢alismalarin yani sira, sabit nokta teorisinin uygulama alanlar1 da Onemlidir.
Uygulama alanlaria bazi 6rnekler sunlardir:

e Matematiksel ekonomi,

o Numerik metotlar,

e Dinamik sistemler,

e Bilgisayar bilimi,

e Kontrol teori,

e Topoloji ve geometri,

e Optimizasyon.

Sabit nokta teorisi, hem teorik hem de uygulamali baglamlarda genis bir yelpazesi olan
genis ve gliclii bir matematiksel alandir. Diferansiyel denklemlerde ¢oziim varligini
kanitlamaktan, ekonomi, bilgisayar bilimi ve kontrol teorisi gibi alanlara kadar sabit nokta
sonuglari, birgok karmasik problemin ¢oziilmesinin temelini saglar. Banach sabit nokta
teoremi, Brouwer sabit nokta teoremi ve Kakutani sabit nokta teoremi gibi ana teoremler,

oyun teorisinden sayisal analize kadar bir¢ok alanda derin bir etki yaratmistir.



Bir T: X — X fonksiyonunun birden fazla sabit noktaya sahip oldugu durumlarda, sabit
noktalar kiimesinin geometrik bir yorumu {izerine yapilan ¢aligmalar, son donemlerde sabit
nokta teorisine geometrik bir perspektif kazandirmistir. Bu yaklasim, ilk olarak sabit
¢cember problemi altinda kesfedilmis [5] ve daha sonra sabit figur problemi cercevesinde

genisletilmistir ([6] ve ilgili kaynaklar).

Sabit figur problemi altinda farkli geometrik sekillerin invariyanthiginin incelenmesi, sabit
nokta teorisine geometri alaninda énemli bir boyut kazandirmistir. Incelenen her geometrik
figlr, yeni bir arastirma alania 151k tutmaktadir. Ornegin, sabit elipsler, sabit hiperboller,
sabit Cassini egrileri ve sabit Kk -elipsler gibi kavramlar arastirilmis ve bu kavramlarin
yardimiyla, sabit figlrlerle ilgili farkli bakis agilariyla yeni sonuglar literatiire katki

saglamistir [6, 7-9].

Bir k-elips, dizlemdeki, k odaklarina olan mesafelerinin toplami sabit bir d olan
noktalarin yer kiimesidir. 1-elips bir ¢emberi, 2-elips ise klasik elipsi temsil eder. k-
elipsler, elipslerin genellemesi olarak diistiniilebilir. Bu 6zel egriler, iki odaktan daha
fazlasinm1 miimkiin kilar [10]. k -elipsler, n-elips [11], ¢ok odakli elips [12], polielips [13]
ve egglipse [14] gibi bircok isimle anilmaktadir. Bu egrilerin ilk olarak 1846 yilinda Iskog
matematik¢i ve bilim insan1 James Clerk Maxwell tarafindan incelendigini belirtmek

onemlidir.

Bir Cassini ovali (veya Cassini egrisi), iki sabit noktaya (odaklar) olan mesafelere dayali
Ozel bir denkleme gore tanimlanan bir diizlem egrisidir. Kk -Cassini ovaller ailesi, bu
kavramin genellestirilmis bir versiyonudur ve egrinin seklini belirleyen k odak sayisina ve
odaklara olan uzakliklarin garpimi olan sabit bir r sayisina baghdir. Bir k -Cassini ovali,
standart Cassini ovalinin bir genellemesi olarak anlasilabilir. Ozellikle, k -Cassini ovali,
orijinal denklemin bir varyasyonu araciligiyla metrik uzaylara tasinarak tanimlanabilir ve
bu da k ve r degerlerine bagh olarak seklini siirekli olarak degistiren bir egriler ailesi

ortaya ¢ikarir [15-17].

Bu tezde, sabit figur problemi i1siginda 6ncelikle k -elips kavramu ile birlikte sabit k -elips
icin varlik ve teklik teoremleri Ornekleri ile birlikte verilmistir. Daha sonra benzer

yaklagimla, k -Cassini ovali kavrami yardimiyla sabit k -Cassini ovali i¢in varlik ve teklik



teoremleri ifade ve ispat edilmistir. Elde edilen sonuglar, ¢esitli 6rnekler ile desteklenip,
hem sabit k-elips teoremlerinde hem de sabit k-Cassini ovali teoremlerinde 6zdeslik
fonksiyonunu diglayan kosullar arastirilmistir. Ana teoremleri ve 6zdesligi dislayan
teoremin olusturulmasinda iki farkli yardimci fonksiyona ihtiya¢ duyulmustur. Son olarak,
elde edilen teorik sonuglarin uygulanabilirligini gostermek igin iki farkli aktivasyon

fonksiyonuna uygulama elde edilmistir.



2. ONBILGILER
Bu boéliimde, tez boyunca kullanilacak bazi temel kavram ve 6rneklere yer verilecektir.

Tammm 2.1. X bostan farkli bir kiime ve d: X x X —>[ ) bir fonksiyon olsun. Her

X,Y,Z € X igin asagidaki kosullar1 saglayan d fonksiyonuna bir metrik denir:

(d1) d(
(d2) d(x,y)=d(y,x) (simetri),
d(

(d3)

Ayrica, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir [18-19].

X,y)=0=x=y,

x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iiggen esitsizligi).

Literatiirde ¢ok sik kullanilan baz1 metrik uzay 6rnekleri ise asagidaki gibidir:

Ornek2.2. X =R ve d: Rx]R—)[ ) fonksiyonu her x,y € R igin

d(xy)=[x-y|

bi¢giminde tanimlansin. Boylece, d fonksiyonu R Uzerinde bir metrik olup, bu metrik

alisilmis metrik olarak adlandirilir. (R,d) ikilisine de alusilmis metrik uzay denir [18-20].

Ornek 2.3. X bostan farkl1 bir kiime ve d, : X x X —[0,00) fonksiyonu her x,y e X icin

1, x=y
dA(X’y):{O X=y

biciminde tanimlansin. Boylece, d, fonksiyonu X tzerinde bir metrik olup, bu metrik

ayrik metrik olarak adlandirilir. (X ,d A) ciftine ayrik metrik uzay adi verilir [18-20].

Tanim 2.4. X bos olmayan bir kiime ve T : X — X bir fonksiyon verilsin. Eger

X=X

denklemine uyan bir x noktasi varsa, bu nokta T fonksiyonunun sabit noktas: olarak
adlandirilir [19, 21]. Bir T fonksiyonunun tiim sabit noktalarinin kiimesi

Fix(T)={xe X :Tx=x]}

seklinde gosterilir.

Ornek 2.5. (]R, d) aligilmis metrik uzayini diigiinelim. T :R — R fonksiyonu
Tx=x+100

seklinde tanimli olsun. Bu durumda, T fonksiyonunun higbir sabit noktas1 yoktur, yani
Fix(T)=2

elde edilir.



Ornek 2.6. (]R, d) aligilmig metrik uzayin diigiinelim. T : R — R fonksiyonu

Tx=3x+90

seklinde tanimli olsun. Bu durumda, T fonksiyonunun bir tek sabit noktast vardir ve bu
sabit nokta x =—45 noktasidir, yani

Fix(T) = {45}

elde edilir.

Ornek 2.7. (R,d) alistlmis metrik uzay: verilsin. Bu uzayda bir T : R — R fonksiyonu

Tx=x*+3x-8
seklinde tanimli olsun. Bu durumda, T fonksiyonunun iki farkli sabit noktasi vardir ve bu

sabit noktalar x, =—4, x, =2 noktalaridir, yani

Fix(T)={-4.2}

elde edilir.

Ornek 2.8. (]R, d) alisilmis metrik uzay1 ve bu uzayda bir T : R > R,

X , x=4
Tx =
{O , X<4

fonksiyonu verilsin. Bu durumda, T fonksiyonunun sonsuz sayida sabit noktas1 vardir ve
bu sabit noktalarin kiimesi

Fix(T)={0}U[4,)

olarak elde edilir.

Uyan 2.9. Yukaridaki ornekler dikkate alindiginda, verilen bir fonksiyonun sabit nokta
sayisinin degiskenlik gosterebildigi goriilmektedir. Bu durumda, sabit noktanin varliginin
ve tekliginin arastirilmasinin yani sira sabit nokta sayisi birden fazla oldugu durumda
geometrisinin arastirilmast da 6nem kazanmistir. Bu amag icin, dncelikle agsagidaki sekilde
sabit cember kavrami tanitilip devaminda da sabit disk kavrami ve daha genel bir tanim
olarak sabit figiir kavrami verilmistir.

Tamm 2.10. (X,d) bir metrik uzay, T: X — X bir fonksiyon ve

C,.={xeX:d(x,x)=r|

X kumesi Uzerinde x, merkezli r yarigapli bir gember olsun. Eger her xe C, . igin
Tx=x

saglaniyorsa, C, ~ cemberine T fonksiyonunun bir sabit cemberi denir [5].



Ornek 2.11. (R,d) alisilmis metrik uzayi ve bu uzayda bir T :R — R fonksiyonu

1
Tx = ; , Xe{—l,l}

0o , XeR—{—l,l}
olacak sekilde verilsin. Bu fonksiyon C,, ={-121} birim ¢emberini sabit birakir. Ayrica,
dikkat edilirse T fonksiyonu birim ¢emberin merkezini de sabit birakir. O halde,
Cy, = {~11} < Fix(T)={-1,0,1}
elde edilir.

Ornek 2.12. (R,d) aligilmis metrik uzay1 ve bu uzayda bir T :R — R fonksiyonu

sz{x ., xe(0,0)

-1 Xe(—oo,O]
seklinde tanimli olsun. Bu durumda, T fonksiyonu C,, ={-11} birim gemberini sabit

birakir. Ayrica, dikkat edilirse T fonksiyonu birim ¢emberin merkezini sabit birakmaz ve
T fonksiyonunun sabit gemberi tek degildir. Ornegin, C;, ={2,4} cemberi de bu
fonksiyon altinda sabit kalir. O halde,

Coy ={-11} c Fix(T)={-1} U(0,)

ve

C;, ={2,4} c Fix(T)={-1}u(0,)

elde edilir. Sonug olarak, T fonksiyonunun sonsuz sayida sabit gemberi vardir.

Tamm 2.13. (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu uzayda, bir T : X — X fonksiyonu ve X
kumesi Gzerindeki x, merkezli r yarigapl disk olan

D, , ={xeX:d(x,x)<r}

kuimesi verilsin. Eger her x e D, i¢in

Tx =X

saglaniyorsa, D, . ¢emberine T fonksiyonunun bir sabit diski denir [22].

Ornek 2.14. (R,d) alisilmus metrik uzay: verilsin. T :IR — R fonksiyonu

x .,  xe[-22]
T =
12 xer-[2.2]
X



olacak sekilde tanimlansin. T fonksiyonu Doz = [—2,2] diskini sabit birakir. O halde,

D,, =[-2.2] c Fix(T)=[-2.2]

elde edilir. Ayrica, dikkat edilirse T fonksiyonu yarigapi ikiden kii¢iik esit olan her
cemberi sabit birakir ve dolayisiyla yarigcapin sifir oldugu durumda c¢ember sadece

merkezden olusan tek noktali kiime olacagi i¢in diskin (¢emberin) merkezini de sabit

birakir. Sonug olarak, T fonksiyonu sonsuz sayida sabit cembere ve diske sahiptir.

Tamm 2.15. (X,d) bir metrik uzay, T : X — X bir fonksiyon ve § bir geometrik figlr
(¢cember, disk, elips, Cassini egrisi, hiperbol, v.b.) olsun. Eger

§ < Fix(T)

ise bu durumda § geometrik figirine T fonksiyonunun bir sabit figlrd (sabit cember,
sabit disk, sabit Cassini egrisi, sabit hiperbol, v.b.) denir [6].

Uyan 2.16. Ornek 2.11, Ornek 2.12 ve Ornek 2.14 ayni zamanda sabit figiir icin de

orneklerdir.



3. SABIT k-ELIPS KAVRAMI VE TEOREMLERI

Bu boélumde, metrik uzaylarda Kk -elips kavrami oOrnekleri ile tanitilip, yeni sabit figiir
teoremleri verilecektir.

3.1 Sabit k -Elips Kavram

Tamm 3.1.1. (X, d) bir metrik uzay olsun. k -elips kavrami

E[Xl,---.inr]:{Xe X :iZkl:d(x,Xi): r}

seklinde tanimlidir [7].

Eger Tanim 3.1.1 de k =1 alinirsa bir metrik uzay tizerinde ¢gember kavrami, k =2
alinirsa bir metrik uzay iizerinde elips kavrami elde edilir [11].

Ornek 3.1.2. (Rz,d) uzayi her a=(x,y,), b=(%,,y,)eR? igin

d(ab) =[x =X, +[y,~ y,|
seklinde tamml1 d : R xR* — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

X, = (1, 0), X, = (0, O), Xy = (0,1) icin 3-elips asagidaki sekilde tanimlidir (Sekil 3.1):

B[] = {p O y) € RE:x =1+ |y|+ X+ [y X +[y -1 = r} 7]

Sekil 3.1. x, =(1,0), x, =(0,0), x, =(0,1) icin 3-elips.

Ornek 3.1.3. (Rz,d) uzayt her a=(x,y,), b=(x%,,y,)eR? igin

d(ab)=y(4 %) +(%-v.)

seklinde taniml1 d : R?xR? — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.



X, = (3, 0), X, = (0,0), Xy = (0, 4) icin 3-clips asagidaki sekilde tanimlidir (Sekil 3.2):

E[X, %, X5 7] = {p(x, y)eR? :1/(x—3)z+y2 +X+y? +1/x2+(y—4)2 = r} [7].

Sekil 3.2. x, =(3,0), x, =(0,0), x,=(0,4) icin 3-elips.
Ornek 3.1.4. (Rz,d) uzayt her a=(x,Y,), b=(x,,y,)eR? igin

d(a,b) = max{[x = x|,|y; - v}
seklinde taniml d : R*xR*> — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

x, =(1,0), x, =(0,0), x, =(0,1) icin 3-elips asagidaki sekilde tanimlidir (Sekil 3.3):

B[ % %] = { (%) € R? : max {|x =1 |y[} + max {[x],|y[} -+ max {[x]. |y =1} = r} [7].

Sekil 3.3. x, =(1,0), x, =(0,0), x, =(0,1) icin 3-elips.



Ornek 3.1.5. (R®,d) uzayi her a=(x,¥,,2), b=(x,,Y,.2,) € R’ icin

d (a,b):\/(xl—xz)2 +(y1—y2)2 +(zl—22)2
seklinde tamml1 d : R®*xR* — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

X1:(5,0,0), X, :(O, 2,0), X3=(0,0,1) icin 3-elips asagidaki sekilde tanimhidir (Sekil
3.4):

p(x,y,2) R \J(x=5) 4y +2° +x +(y-2) +7°

[7].
+\/x2 +y° +(z—1)2 =r

E[X, %, X5 7] =

Sekil 3.4. x, =(5,0,0), x, =(0,2,0), x,=(0,0,1) icin 3-elips.

Ornek 3.1.6. (R3,d) uzayt her a=(x,¥,,2,), b=(%,,,,2,) € R* icin

d(ab) =5 %) +(%- ) + (2~ 2.)
seklinde taniml1 d : R®*xR® — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

X1=(—1,0,0), X, =(1,0,0), X, =(0,1,0) icin 3-elips asagidaki sekilde tanimlidir (Sekil
3.5):

p(xy z)eR’® Z‘\‘/(X+1)4+y4+z4 +‘\'/(X—1)4+y4+z4

[7]1
+‘\‘/x4 +(y-1)'+2t =r

E[X. %, X;;r]=
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Sekil 3.5. x, =(-1,0,0), x, =(1,0,0), x, =(0,1,0) icin 3-elips.

Ornek 3.1.7. (Rz,d) uzay1 her a=(x,Y,), b=(%,,y,) e R* igin

d(@.0) =% %) + (- ¥.)
seklinde tanimh d : R*xR* — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

x =(2,0), x, =(0,0), x,=(0,3), x, =(-2,0) igin 4-clips asagidaki sekilde tanimlidir
(Sekil 3.6):

p(xy) e R (x=2) 4y i ry?

E[X, X, X3 X5 7] = [71.
+\/x2 +(y—3)2 +\/(x+2)2 +y =7

Sekil 3.6. x, =(2,0), x, =(0,0), x, =(0,3), x, =(-2,0) igin 4-elips.

3.2 Sabit k -Elips Varlik ve Teklik Teoremleri

Ana sonuglara baglamadan 6nce asagidaki onermeyi verelim:
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Onerme 3.2.1. (X,d) bir metrik uzay ve E[x,,...,X;r], E[X,... x;r'] iki k -elips olsun.
Bu durumda, E[Xl,...,xk;r] ve E[Xl',...,xl:;r’] k -elipslerini sabit birakacak sekilde
T:X — X fonksiyonu vardir [7].

Ispat. E[x,...,x;r] ve E[X,...x;r'], X Uzerinde herhangi iki k-elips olsun. Her
X e X i¢in « bir sabit olmak tzere, T : X — X fonksiyonu

> d(ax)=r

ve

Zdax

olacak sekilde

X Xxe EUE'
Tx = .
a , diger durumlar

tammli olsun. Her x e EUE' igin x e Fix(T) oldugundan T fonksiyonu E ve E', k-
elipslerini sabit birakir. O
Uyan 3.2.2. [7]

1) Onerme 3.2.1, [5] numarali kaynakta verilen Onerme 3.1 ve [9] numarali kaynakta
verilen Onerme 4 G geneller.

2) Onerme 3.2.1 asagidaki sekilde daha genel bir hale getirilebilir:
“(X,d) bir metrik uzay ve E[x,...%;r]...., E[x{‘,...,xf;r“] herhangi k -elipsler olsun.
Bu durumda, E[Xl,...,xk;r],..., E[X1 ,...,X;;r"} k -elipslerini sabit birakacak sekilde en

az bir T : X > X fonksiyonu vardir”.

Onerme 3.2.1 ve Uyar1 3.2.2 dikkate alindiginda sabit Kk -elips igin varlik ve teklik
teoremlerinin arastirilmasi 6nem kazanmaktadir.

Teorem 3.2.3. (X,d) metrik uzay: ve lizerinde herhangi bir E[x,,..,x;r]| k-elipsi

verilsin. Her x e X igin &: X —[0,) fonksiyonu

x):zk:d(x X

i=1

seklinde tanimlansin. Eger
(E 1) Her xe E[x,,..., X r] icin d(x,Tx)<&(x)—&(Tx) dir,

(E 2) Her X e E[X,....%;r] icin Z d(Tx,x)=r dir,
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(E3) Her xeE[x,..Xx;r], yeX—-E[X,..X;r] ve baz he(o,%j icin
d (T, Ty)<h[d(Tx,x)+d(Ty,y)] dir,

kosullarin1 saglayacak sekilde bir T:X — X fonksiyonu var ise, bu durumda
E [Xl,..., X r] k -elipsi disinda T fonksiyonunun bagka bir sabit k -elipsi yoktur [7].

Ispat. 1k olarak, T fonksiyonunun bir sabit k-elipsinin varligmi gosterelim.
xeE[X,...%;r] olsun. (E.1), (E,2) kosullari ve £:X —[0,00) fonksiyonunun tanimi

kullanilarak

0 (x.TX) < E(x)~£(Tx)= Y (%)~ 2d (Tx.x,)

yani x € Fix(T) elde edilir. Béylece, E[x,,...,X;r] k-elipsi T fonksiyonunun bir sabit k
-elipsidir.

Simdi, E[Xl,...,xk;r] k -elipsinin tekligini ispatlayalim. Aksine, E[Xi',...,xé;r’] k -
elipsinin T fonksiyonu altinda bir diger sabit K -elips oldugunu varsayalim. X =y olacak
sekilde x € E[X,...,%;r] ve y e E[X,... x;;r'] olsun. (E,3) kosulu kullanilarak

d(Tx,Ty)=d(x,y)<h[d(Tx,x)+d(Ty,y)|=h[d(x,x)+d(y,y)]=0

elde edilir, bu ise bir geliskidir. O halde X =Yy olmalidir. Sonug olarak, E [Xl,..., X, : r] k -
elipsi T fonksiyonunun bir tek sabit k -elipsidir. o

Uyan 3.2.4. [7]

1) Eger k =1 ise bu durumda E[x;r]=C, , elde edilir ve boylece [5] numarali kaynakta
verilen Teorem 2.1 den E[xl;r], T nin bir sabit 1-elipsidir ya da C T nin bir sabit

X, T

cemberidir.

2) Eger k=2 ise bu durumda E[x,X,;r]=E, (x,X,) elde edilir ve boylece [9] numaral
kaynakta verilen Teorem 1 den E[x,,X,;r], T nin bir sabit 2-elipsidir ya daE, (x,x,), T
nin bir sabit elipsidir.

3) (E,3) kosulu he(0,1) olmak uizere
d(Tx,Ty)<hd(x,y)

olacak sekilde uygun bir daralma kosulu ile degistirilebilir. Bu daralma kosulu Banach
tipinde bir daralma kosulu olarak diistiniilebilir [1].
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4) (Ekl) kosulu Caristi tipinde bir daralma kosulu [23] ve (Ek3) kosulu Kannan tipinde
bir daralma kosulu [24] olarak diisiiniilebilir.

5) (E(l) kosulu her xeE[x,..,X;r] icin Tx noktasmn E[X,...X;r] k-elipsinin
disinda olmadigim ve (E,2) kosulu da her XxeE[X,..,X;r] igin Tx noktasinn
E [Xl, e X r] k -elipsinin i¢ginde olmadigini garantiler. O halde,

T (E[xl,...,xk;r])c E[X, . X ]

oldugu elde edilir.

Ornek 3.2.5. (X,d) bir metrik uzay, E = E[X,,...,X; ]| herhangi bir k -elips ve z noktas
her xe E ve ye X —E i¢in

2d (x,z)<d(y,z)

esitsizligini saglayan bir sabit olsun. Her x e X igin T : X — X fonksiyonu

X XxekE
TX = .
{Z , diger durumlar

seklinde tanimlansin. T fonksiyonunun (Ekl), (Ek2) kosullarini sagladigi agiktir ve
boylece E=E[X,...X;r], T fonksiyonunun bir sabit k-elipsidir. Simdi, T

fonksiyonunun (Ek3) kosulunu sagladigimi  gosterelim. XeE[Xl,...,Xk;r] ve

ye X —E[X,....,%;r] olsun. h e[o,%j olmak tzere

d(Tx,Ty)=d(x,z)<h[d(Tx,x)+d (Ty,y)|=h[d(x,x)+d(z,y)]|=hd(zy)

elde edilir. Sonug olarak, E[xl,...,xk; r] k -elipsi T fonksiyonunun bir tek sabit k -elipsidir
[7].

Ornek 3.2.6. (X,d) bir metrik uzay, E, =E[x,...X;r], E, =E[X,...,x;r'] herhangi iki
k -elips ve z noktasi

iZ:d(z,xi);tr

ve

k
dd(z,x)=r
i=1

olacak sekilde bir sabit olsun. Her x e X igin T : X — X fonksiyonu
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Tx— X , XeEUE,
|z , diger durumlar

seklinde tammlansin. T fonksiyonunun x e E, ve xeE, i¢in (E1), (E,2) kosullarim
sagladigr aciktir ve boylece T fonksiyonu E, ve E, yi sabit birakir. Fakat, T fonksiyonu
(E,3) kosulunu saglamaz. Gergekten, x =y olmak iizere x € E, ve y € E, igin

d(Tx,Ty)=d(x,y)<h[d(Tx,x)+d(Ty,y)]=0

elde edilir, bu ise bir ¢eligkidir. Sonug olarak, T fonksiyonunun sabit k -elipsi tek degildir
[7].

Ornek 3.2.7. X =R alisilmis metrik uzay olsun.

E[-1,0,1;9] = {xeR:d(x,~1)+d(x,0)+d(x,1) =9}, 3-clipsini ele alahm ve her xR
icin T:R — R fonksiyonu

TX:{O . xe{-33}

-3, xeR-{-33

seklinde tanimlansm. Bu durumda, T fonksiyonu (E,1) kosulunu saglar fakat (E,2)

kosulunu saglamaz. Boylece, E[-1,0,1;9] 3-elipsi T fonksiyonunun bir sabit 3-elipsi
degildir.

Diger taraftan, her x e R igin S:R — R fonksiyonu

SX:{S . xe{-33]

0 , XeR—{—3,3}

seklinde tanimlansin. Bu durumda, S fonksiyonu (Ek2) kosulunu saglar fakat (Ekl)

kosulunu saglamaz. Béylece, E[-1,0,1;9] 3-elipsi S fonksiyonunun bir sabit 3-elipsi
degildir [7].

Teorem 3.2.8. (X,d) bir metrik uzay ve E[x,,...,x;r], X Uzerinde herhangi bir k -elips

olsun. Her xe X i¢gin £: X — [0,oo) fonksiyonu Teorem 3.2.3 deki gibi tanimlansin. Eger
(Exl) Her xe E[X,,..., X r] igin d(x,Tx) < &(x)+&(Tx)—2r dir,
(Ec2) Her xe E[X,,.... X ;] igin Z d(Tx,x ) <r dir,

(E;3) Her xeE[X,..x%;r], yeX—-E[X,..x;r] ve baz he{o,%j icin

d(Tx,Ty)<h[d(Tx,y)+d(Ty,x)] dir,
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kosullarin1 saglayacak sekilde bir T:X — X fonksiyonu var ise, bu durumda
E[X,...%;r] k-elipsi T fonksiyonunun bir tek sabit k -elipsidir [7].

Ispat. 1k olarak, T fonksiyonunun bir sabit k-elipsinin varligmi gosterelim.
x € E[X,...x;r] olsun. (E;1), (E;2) kosullari ve &:X —[0,0) fonksiyonunun tanimi

kullanilarak

Kk k
d (X, TX)<E(X)+E(Tx)=2r =D d (%, %)+ D d(Tx,X)
i=1 i=1
k Kk
=r+>d(Txx)-2r=>d(Txx)-r<r-r=0
i=1 i=1
yani x € Fix(T) elde edilir. Boylece, E[x,,...,X;r]| k-elipsi T fonksiyonunun bir sabit k
-elipsidir.
Simdi, E[x,..,%;r] k-elipsinin T fonksiyonunun bir tek sabit k-elipsi oldugunu
gosterelim. Bunun igin, tersine, E[x/,...,;r'] k-elipsi T fonksiyonunun bir diger sabit k
-elipsi olsun. x =y olacak sekilde x e E[X,....X;r] ve yeE[x,...x;r'] olsun. (E;3)
kosulu kullanilarak

d(Tx,Ty)=d(x,y)<h[d(Tx,y)+d(Ty,x)|=h[d(xy)+d(y,x)]=2hd (x,y)

elde edilir, bu ise bir geliskidir. O halde X =Yy olmalidir. Sonug olarak, E[Xl,..., Xk;r] k -
elipsi T fonksiyonunun bir tek sabit k -elipsidir. o

Uyan 3.2.9. [7]

1) Eger k =1 ise bu durumda E[x;r]=C, , elde edilir ve béylece [5] numarali kaynakta

T nin bir sabit

X1

verilen Teorem 2.2 den E[x;r], T nin bir sabit 1-elipsidir ya da C
cemberidir.

2) Eger k =2 ise bu durumda Teorem 3.2.8 bir sabit elips teoremi olarak ele alinabilir.

3) (Eé 3) kosulunun tanimlanis1 tek tiirlii degildir.
4) (EIQ 3) kosulu Chatterjea tipinde bir daralma kosulu [25] olarak diistiniilebilir.

5) (E1) kosulu her x € E[X,..., X;r] i¢in Tx noktasmm E[x,..., X ;r] k-elipsinin i¢inde
olmadigini ve (E;2) kosulu da her x € E[x,,...,%;r] icin Tx noktasin E[X,....X;r] k-

elipsinin disinda olmadigini garantiler. O halde,

T(E[Xr XiT]) S E[Xpyemns X, 7]

oldugu elde edilir.
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Ornek 3.2.10. X ={—4,—1,0,1,2,18} alisilmis metrik uzay olsun. E[—1,0,1,2;18] 4-
elipsini

E[-1,0,1,2;18] = {x e X :|x+1|+|X|+|x 1 +|x - 2| =18} = {-4]

olacak sekilde ele alalim. Her x € X i¢in T : X — X fonksiyonu

W:{A . xeX-{-1}
0o , x=-1

seklinde tanimlansin. T fonksiyonunun (E,:l), (EQZ) kosullarin1 sagladigi agiktir ve
boylece E[—1,0,1,2;18], T fonksiyonunun bir sabit 4-elipsidir. Ayrica, T fonksiyonu

h :g ile (E;3) kosulunu saglar. Sonug olarak, E[-1,0,1,2;18], T fonksiyonunun bir tek
sabit 4-elipsidir [7].
Teorem 3.2.11. (X,d) metrik uzay1 ve iizerinde herhangi bir E[Xl,...,xk;r] k -elipsi

verilsin. Her xe X igin &: X —>[0,oo) fonksiyonu Teorem 3.2.3 deki gibi tanimlansin.
Eger (E1), (E3) ve

(Ex2) Her xe E[X,...,%;r] vebazi ue[0,1) igin pd(x,Tx)+ Z d(Tx,x)>r dir,

kosullarin1 saglayacak sekilde bir T:X — X fonksiyonu var ise, bu durumda
E[X,... X r] k-elipsi T fonksiyonunun bir tek sabit k -elipsidir [7].

ispat. Teorem 3.2.3 iin ispatinda verilen yaklagimlar kullanilarak, E[Xl,...,xk;r] k -
elipsinin T fonksiyonunun bir tek sabit k -elipsi oldugu kolayca goriiliir. O

Uyan 3.2.12. [7]

1) Eger k =1 ise bu durumda E[x;r]=C, , elde edilir ve béylece [5] numarali kaynakta
T nin bir sabit

X,r !

verilen Teorem 2.3 den E[xl;r], T nin bir sabit 1-elipsidir ya da C
cemberidir.

2) Eger k=2 ise bu durumda E[x,X,;r]=E, (X,X,) elde edilir ve boylece [9] numarali
kaynakta verilen Teorem 2 den E[x,,X,;r], T nin bir sabit 2-elipsidir ya daE, (x,x,), T

nin bir sabit elipsidir.

3) (EIQ'Z) kosulu Tx noktasinin E[Xl,..., X r] k -elipsinin ya tizerinde ya disinda ya da

icinde oldugunu gosterir.

Uyari 3.2.13. Eger Ornek 3.2.6 ele almirsa, bu durumda T fonksiyonunun (E;1)ve (E;2)
kosullarim sagladig, fakat (E;3) kosulunu saglamadigi agiktir. Ayrica, Ornek 3.2.7
diisiiniildiigiinde, T fonksiyonunun (E;2) kosulunu sagladigi, fakat (E;1) kosulunu
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saglamadig1 goriiliir. Benzer yaklasimla, ayni 6rnek altinda, her xeR igin H:R—> R
fonksiyonu

i ={10 ,  xe{-33}

0 , xeR-{-33

seklinde tamimlansin. Bu durumda, H fonksiyonu (E;1) kosulunu saglar, fakat (E;2)

kosulunu saglamaz [7].

Asagidaki teoremde, elde edilen sabit k-elips teoremlerinde kullanilan yardimei
fonksiyonun se¢iminin tek tiirlii olmadig1 goriiliir.

Teorem 3.2.14. (X,d) bir metrik uzay ve E[x,...X;r], X tzerinde herhangi bir k-
elips olsun. Her x e R* {0} i¢in y : R U{0} > R fonksiyonunu

v (x)=

X—r , x>0
0 , x=0

seklinde tanimlayalim. Eger

(Ef1) Her x e E[X,,...,%;r] icin z d(Tx, %) =r dir,
(Ef2) x=#y olmak tizere her x,y € E[X,,..., X;r] i¢in d (Tx,Ty)>r dir,

(Ey3) Her X,y € E[X,,.... X r] igin d (Tx, Ty)<d(x,y)-w(d (x,Tx)) dir,

(Ef4)  Her xeE[X,..X;r], yeX—-E[X,..%:;r] ve baz he(0,1) igin
d(Tx,Ty) <hmax{d(x,Tx),d (y,Ty).d (x,Ty),d (y,Tx),d (x,y)} dir,

kosullarin1 saglayacak sekilde bir T:X — X fonksiyonu var ise, bu durumda
E[X..... X r] k-elipsi T fonksiyonunun sabit k -elipsi olarak tektir [7].

Ispat. T fonksiyonunun bir sabit k -elipsinin varligini géstermek igin, X € E[X,,...,X,;r]
herhangi bir nokta olsun. (E/1) kosulundan xeE[X,...,X;r] icin Txe E[X,...,Xr]
oldugu soylenebilir. Simdi X € FiX(T) oldugunu ispatlayalim. Tersine, X ¢ Fix(T), yani
x #Tx olsun. (E{2) kosulundan

d (Tx,sz) >r
elde edilir ve (E;"3) kosulundan
d (Tx,sz) <d(x,TX)=y (d(x,Tx))=d (x,TX)=d (X, TX)+r =T

olur, bu ise bir celiskidir. Boylece, xe Fix(T) dir ve E[Xl,...,xk;r] k-elipsi T
fonksiyonunun bir sabit k -elipsidir.
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Son olarak, T fonksiyonunun sabit Kk -elipsinin tekligini gosterelim. Tersine,
E[X,...x;;r'] k-elipsi T fonksiyonunun bir diger sabit k -elipsi olsun. x=y olacak

sekilde x e E[Xl,...,xk;r] Ve ye E[X{’---’Xé;r'] alalim. (Eé"4) kosulundan

d(Tx,Ty)=d(x,y) <hmax{d (x,Tx).d (y,Ty),d(x,Ty),d (y,Tx),d (x,y)}
=hmax{0,0,d(x,y),d(y,x),d(x,y)} =hd(xy)

celigkisine ulagilir. O halde, x=y olmalidir. Dolayisiyla, E [Xl,..., X; r] k-elipsi T
fonksiyonunun bir tek sabit k -elipsidir. O

Uyan 3.2.15. [7]

1) Eger k =1 ise bu durumda E[x;r]=C, , elde edilir ve boylece [26] numarali kaynakta
verilen Teorem 3 den E[xl;r], T nin bir sabit 1-elipsidir ya da C T nin bir sabit

X,r !

cemberidir.

2) Eger k =2 ise Teorem 3.2.14 yeni bir sabit elips sonucu olarak ele alinabilir.

3) (E;”4) kosulu Ciric tipinde daralma kosulu [27] olarak diisiiniilebilir ve bu se¢im tek
tiirlii degildir.

4) Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.8 ve Teorem 3.2.11 in tersi de dogrudur, fakat Teorem 3.2.14
icin aynist sOylenemez.

Ornek 3.2.16. X = {—1, 0,1, 4,12} alisilmis metrik uzay olsun.
E[-1,0,1;12] ={x e X :|x+1|+|x|+|x -1 =12} = {4}
3-elipsi dikkate alinsin. Her x e X i¢cin T : X — X fonksiyonu

Tx=4

seklinde tanimlansin. Bu durumda, T fonksiyonu Teorem 3.2.14 {in kosullarin1 saglar ve
sonu¢ olarak E[—1,0,1;12] 3-elipsi T fonksiyonunun bir tek sabit 3-elipsidir [7].

Ornek 3.2.17. X ={-2,-1} U[0,0) aligilmis metrik uzay olsun.
E[-2,0,2;21] = {x & X :|x+2|+|X|+|x-2| = 21} = {7}
3-elipsi dikkate alinsin. T : X — X fonksiyonu

X , xe[0,:)
sz{o  xe{-2-1)
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olacak sekilde tanimlansmn. Bu durumda, T fonksiyonu (E,:’fl.), (E,;”Z) ve (Elz”S)
kosullarii saglar. Boylece, E[-2,0,2;21] 3-elipsi T fonksiyonunun bir sabit 3-elipsidir.
Fakat, T fonksiyonu x €[0,00)—{7} icin (E;"4) kosulunu saglamaz. Gergekten,

d(7,x)<hmax{0,0,d(7,x),d(x,7),d(x,7)} = hd (7,x)

elde edilir ve bu bir ¢eligkidir. Sonu¢ olarak, E[—2,0,2;21] 3-elipsi T fonksiyonunun bir
tek sabit 3-elipsi degildir. Ornegin, E [—1, 0,1; 21] 3-elipsi T fonksiyonunun bir diger sabit
3-elipsidir [7].

Ornek 3.2.18. X =R alisilmis metrik uzay olsun.

E[-2,0,2;27] = {x e R:|x+2+|x|+|x—2| = 27} = {-9,9}

3-elipsi dikkate alinsin. Her x e R i¢in T : R — R fonksiyonu

x ,  xe{-99
Tx=49 1

—_ XGR—{—9,9}

X+1

seklinde tamimlansin. Bu durumda, T fonksiyonu E[—2,0,2;27] 3-elipsini sabit birakir,
fakat (E;2) kosulunu saglamaz [7].

Asagidaki teorem, her x € X igin
L (X)=x

seklinde tanimli 1, : X — X 0zdeslik fonksiyonunu Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.8, Teorem
3.2.11 ve Teorem 3.2.14 den diglayan daralma kosulunu verir.

Teorem 3.2.19. (X,d) metrik uzay1 ve ilizerinde herhangi bir E[Xl,...,xk;r] k -elipsi

verilsin. Her x e X igin &: X —>[0,oo) fonksiyonu Teorem 3.2.3 deki gibi tanimlansin.

[E09=¢(™)

(1) d(xTx) 1

olmak tizere T fonksiyonunun her xe X icin (1,) esitsizligini saglamasi i¢in gerek ve
yeter sart T nin 6zdeslik dontistimii olmasidir [7].

Ispat. T fonksiyonunun her xe X icin (I,) kosulunu sagladigini kabul edelim ve

X ¢ Fix(T) olsun. Bu durumda, asagidaki durumlar ele alinabilir:

Durum 1: &(x)>&(Tx) ise
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elde edilir ve bu bir ¢eligkidir.
Durum 2: &(x)<&(Tx) ise

4 (xTx)< |cf<x)k—+¢‘1<Tx)| - E9-4(

elde edilir ve bu bir geliskidir. O halde her x e X i¢in TX=x olmalidir ve T =1, olur.

Tersi de, kolayca goriiliir. O

Uyan 3.2.20. Eger T : X —» X fonksiyonu Teorem 3.2.3 (sirastyla, Teorem 3.2.8, Teorem
3.2.11 ve Teorem 3.2.14) kosullarim saghiyor fakat (I,) kosulunu saglamiyorsa T

fonksiyonu 6zdeslik doniisiimii olamaz [7].

3.3 Aktivasyon Fonksiyonlarina Bir Uygulama

Bu bdélimde, [7] numarali kaynakta verilen, sabit K -elips kavrami kullanilarak aktivasyon
fonksiyonlarma verilen bir uygulamay1 arastirtyoruz. Neden bir aktivasyon fonksiyonu
seciyoruz? Aktivasyon fonksiyonlari, bir ndronun aktive edilip edilmeyecegine karar
verdikleri i¢in sinir aglarinda yaygin olarak kullanilir ve 6nemli bir rol oynar. Literaturde
aktivasyon fonksiyonlarina iliskin pek ¢ok 6rnek bulunmaktadir. Ornegin, bu aktivasyon
fonksiyonlarindan biri t,, @, t,, a, parametreler olmak uzere

t+a(x-t) , x<t
SReLU (x) = X , t<x<t
t+a (x-t) , x>t

seklinde taniml1 S-Seklinde Dogrultulmus Lineer Aktivasyon Unitesi (SReLU ) aktivasyon
fonksiyonudur [28].
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X=R, t=-6, t, =6, a =2 ve a =3 alalim. Bu durumda, her xeR i¢in SRelLU
fonksiyonu

2X+6 X<-6
SReLU (x)= X ., —6<Xx<6
3x-12 X>6

seklinde tanimlidir (Sekil 3.7).

' — 2x+6

SRelLU

Sekil 3.7. SReLU aktivasyon fonksiyonu.
Bu SReLU aktivasyon fonksiyonu R de en az bir k -elips sabit birakir.

E[-1,0,1;15] = {x e R:|x+1|+|x|+|x 1 =15} = {-5,5} ,
E[-2,0,2;6] = {x e Rz|x+2|+|x|+|x—2| = 6} ={-2,2}

ve

E[-a,0,a;9] = {xeR:|x+a|+|X+|x—a|=9,a e R} = {-3,3}

3-elipslerini dikkate alalim. Bu 3-elipsler SReLU aktivasyon fonksiyonunun sabit 3-
elipsleridir. Ayrica, SReLU aktivasyon fonksiyonu (E,1) ve (E,2) (sirasiyla, (E;1) ve
(Ev2), (E{2)) kosullarin saglar. Boylece, SReLU aktivasyon fonksiyonunun en az bir
sabit k -elipsi vardir. Fakat, SReLU aktivasyon fonksiyonu (E,3) ve (E;3) kosullarmi

saglamaz. O halde, SReLU aktivasyon fonksiyonunun sabit k -elips sayis1 tek degildir,
yani bu fonksiyonunun sonsuz sayida sabit Kk -elipsi vardir. Bu durum, sabit nokta
sayisindaki artistan dolayi sinir aglarinda 6nemli bir noktaya sahiptir.
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4. SABIT k-CASSINI OVALI KAVRAMI VE TEOREMLERI

Bu boélimde, metrik uzaylarda k -Cassini ovali kavrami ornekleri ile tanitilip, yeni sabit
figlr teoremleri verilecektir.

4.1 Sabit k -Cassini Ovali Kavrami

Tamm 4.1.1. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, k -Cassini ovali kavrami

C[xl,..-,Xk?f]:{XEX ;ljd(x,xi)ﬂ}

seklinde tanimlidir [29].

Eger Tanim 4.1.1 de k =1 alinirsa bir metrik uzay tizerinde ¢gember kavrami, k =2
alinirsa bir metrik uzay iizerinde Cassini ovali kavrami elde edilir.

Ornek 4.1.2. (Rz,d) uzayi her a=(x,y,), b=(%,,y,)eR? igin

d(ab) =[x =X, +[y,~ y,|

seklinde tamml1 d : R xR* — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

X, = (—%,Oj, X, =(0,0), X, =(0,1) i¢in 3-Cassini ovali asagidaki sekilde tanimlidir (Sekil
4.1):

CuDaxxir]={p(xy) € R 1/ 2 [y ) (X + [y]) (v =1)) = r}.

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2

Sekil 4.1. C, 3-Cassini ovali.

X, = (—1, 0), X, = (0, O), X; = (0,1) icin 3-Cassini ovali agsagidaki sekilde tanimhidir (Sekil
4.2):

Co [ xsir] = {p (% y) € R (e g [y ) ([ +[y ) (X +]y ~1) = r} 1291
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-1.2 -10 -08 -06 -04 -02 0.0 0z

Sekil 4.2. C, 3-Cassini ovali.

Ornek 4.1.3. (Rz,d) uzayi her a=(x,Y,), b=(%,,Yy,)eR? igin

d(a,b) =\/(x1—x2)2 (V- Y, )
seklinde taniml1 d : R?xR* — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

X, =(3,0), X, =(0,0), X, =(O,4) icin 3-Cassini ovali asagidaki sekilde tanimlidir (Sekil
4.3):

C X X1 X3 1] ={p(x, y)eR? :,/(x—?»)2 +y2.«/x2+y2.1/x2+(y—4)2 = r} [29].

Sekil 4.3. x, =(3,0), x, =(0,0), x, =(0,4) icin 3-Cassini ovali.
Ornek 4.1.4. (R?,d) uzayi her a=(x,y,), b=(x,,y,) e R icin
d(a,b)=max{x =%, |y - v}

seklinde taniml1 d : R?xR? — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

X, =(1,0), X, =(0,0), Xs =(O,1) icin 3-Cassini ovali asagidaki sekilde tanimlidir (Sekil
4.4):
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C[ X0\ Xy X5 1] :{p(x, y) e R? :max {|x—1],|y|}.max{|x|,|y|}.max{|x|,|y -1} = r} [29].

-0.2 0.0 0.2 0.4 06 08 1

Sekil 4.4. x, =(1,0), x, =(0,0), x, =(0,1) icin 3-Cassini ovali.
Ornek 4.15. (R®,d) uzayiher a=(x,¥,,2), b=(x,,Y,.2,) € R’ icin
d(a,b) =% —X,|+|y, = Y,| +|z, - 2,
seklinde tamml1 d : R®*xR* — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.
X1:(1,0,0), X, :(0,1,0), Xs :(0,0,1) icin 3-Cassini ovali asagidaki sekilde tanimlidir
(Sekil 4.5):

C %X xir]={p(x y.2) € R (k= |y|+[2]). (| +]y 1+ 2]) (x| +]y| +]z -1) = r}
[29].

Sekil 4.5. x, =(1,0,0), x, =(0,1,0), x,=(0,0,1) i¢in 3-Cassini ovali.

Ornek 4.1.6. (R3,d) uzay1 her a=(x,Y,,2), b=(X,,¥,,2,) e R* igin

d(ab)=y(x—%) +(vi-v.) +(z.—2,)
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seklinde taniml1 d : R®*xR® — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

X, =(5,0,0), X, =(O,2,0), X, =(0,0,1) icin 3-Cassini ovali asagidaki sekilde tanimlidir
(Sekil 4.6):

C[X1,X2,X3;I’]: p(x’y’z)eRa:\/(X—5)2+y2+22.\/xz+(y_2)2+22 -

.\/x2+y2+(z—1)2 =r

Sekil 4.6. x, =(5,0,0), x, =(0,2,0), x,=(0,0,1) icin 3-Cassini ovali.

Ornek 4.1.7. (R3,d) uzay1 her a=(x,Y,,2), b=(X,,¥,,2,) e R® igin

d (a,b):‘\‘/(xl—xz)4 +(vi-v,) +(z-2,)
seklinde tamml1 d : R*xR* — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

X, =(-1,0,0), x, =(1,0,0), x, =(0,1,0) icin 3-Cassini ovali asagidaki sekilde tanimlidir
(Sekil 4.7):

p(X1 y)EHR3 y (X+1)4 =+ y4 +Z4.4 (X_l)4 + y4+Z4
C[Xl’XZ’Xs;r]: \/ [29]

‘\‘/x“+(y—1)4+z4 =r
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Sekil 4.7. x, =(-1,0,0), x, =(1,0,0), x, =(0,1,0) i¢in 3-Cassini ovali.

Ornek 4.1.8. (Rz,d) uzay1 her a=(x,Y,), b=(X,,y,) e R* igin

d(ab)=y(%-%) +(%-v.)
seklinde tanimh d : R*xR?* — R fonksiyonu ile bir metrik uzay olsun.

x, =(1,0), x, =(0,0), x,=(0,2), x,=(-3,1) igin 4-Cassini ovali asagidaki sekilde

tanimlidir (Sekil 4.8):
p(xy)eR?:/(x- 1 ) +y Xt

C [ X0 Xy Xg0 X4 ] [29].

\/x + \/x+3) (y—l) =

Sekil 4.8. x, =(1,0), x, =(0,0), x, =(0,2), x, =(-3,1) icin 4-Cassini ovali.

Ornek 4.1.9. (R?,d,) ve (R?,d, ) uzaylari her a=(x,,y,), b=(x,,y,) e R* icin

d, (ab) = (% =% ) + (Y= V,)

ve
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d, (a,b) =[x =%, +[y, = ¥,
seklinde taniml1 d,,d, : R xR* — R fonksiyonlari ile birer metrik uzay olsun.

d, metrigine gore X =(11), x, =(-11), X, =(-1,-1), x, =(1,-1) icin 4-Cassini ovali
asagidaki sekilde tanimhidir (Sekil 4.9):

p(x,y) e R? 1 yf(x=1) +(y—1) of(x+1) +(y-1)°

Cy [ % % Xg, X5 7] = [29].

NOHL +(y+1) (x=1) +(y+1) =71

Sekil 4.9. d, metrigine gore X, = (1,1), X, = (—1,1), Xy = (—1, —1), X, = (1, —1) icin 4-
Cassini ovali.
d, metrigine gore x, =(11), x, =(-11), X, =(-1-1), X, =(1,-1) icin 4-Cassini ovali
asagidaki sekilde tanimhidir (Sekil 4.10):

P(%y) <R (x=1 o]y 1) (jx+1+]y-1)
.(|X+JJ+|y+]4),(|x_]4+|y+1|):r } [29].

Cz[xi,xz,x3,x4;r]_{

Sekil 4.10. d, metrigine gore X, = (1,1), X, = (—1,1), X; = (—1, —1), X, = (1, —1) icin 4-
Cassini ovali.
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4.2 Sabit k -Cassini Ovali Varlik ve Teklik Teoremleri

Ana sonuglara baglamadan 6nce asagidaki 6nermeyi verelim:

Onerme 4.2.1. (X,d) bir metrik uzay ve C[x,...%;r], C[X,...x;r'] iki k-Cassini
ovali olsun. Bu durumda, C =C[x,,...,%;r] ve C'=C[x,... %;r'] k-Cassini ovallerinin

her ikisini de sabit birakan T : X — X fonksiyonu her zaman bulunabilir [29].

Ispat. C[x,...x;r] ve C[x,...x;r'], X Uzerinde herhangi iki k-Cassini ovali olsun.
Her x e X i¢in « bir sabit olmak tzere, T : X — X fonksiyonu

H:(:ld(a,xi);t r

ve

H:(:ld (X)) =1’

olacak sekilde
X xeCuCl’
Tx = )
a , diger durumlar
tammlansin. Her xe CUC’ igin x e Fix(T) oldugundan T fonksiyonu C ve C’, k-
Cassini ovallerini sabit birakir. o
Onerme 4.2.1 asagidaki sekilde daha genel bir hale getirilebilir:
Onerme 4.2.2. (X,d) bir metrik uzay ve C[x,... X;r],..., C[xf,...,xk”;r”] herhangi k -

Cassini ovalleri olsun. Bu durumda, C[X,...%;r]...., C[xf,...,xg;r“} k -Cassini

ovallerini sabit birakacak sekilde en az bir T : X — X fonksiyonu vardir [29].
Ispat. Onerme 4.2.1 in ispatina benzer sekilde elde edilir. o

Onerme 4.2.1 ve Onerme 4.2.2 dikkate alindiginda sabit k -Cassini ovali i¢in varlik ve
teklik teoremlerinin arastirilmasi nem kazanmaktadir.

Teorem 4.2.3. (X,d) metrik uzaymda C[x,,..,X;r] bir k-Cassini ovali olsun. Her

xe X igin u: X —>[0,oo) fonksiyonunu

seklinde tanimlayalim. Eger

(C 1) Her xeC[x,,... X r] icin d(x,Tx)< u(x)—u(Tx) dir,

(C2) Her xeC[x,...,X;r] igin Hik:ld(Tx, X )=r dir,
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(Ci3) Her xeC[X,..%;r], yeX—-C[X,..%;r] ve bazi he(01) icin
d(Tx,Ty)<hd(x,y) dir,

kosullarmi saglayacak sekilde bir T:X — X fonksiyonu var ise, bu durumda
C[xl,...,xk;r] k -Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir [29].

Ispat. Ilk olarak, T fonksiyonunun bir sabit k-Cassini ovalinin varligin1 gosterelim.
xe€C[X,... X;r] olsun. (C,1), (C,2) kosullart ve z:X —[0,o0) fonksiyonunun tanimi

kullanilarak

i=1 i=1
k

=r—[Jd(T™xx)<r-r

i=1

0

yani x e Fix(T) elde edilir. Boylece, C[x,,...,X,;r] k-Cassini ovali T fonksiyonunun bir
sabit k -Cassini ovalidir.

Simdi, C[Xl,..., Xk;r] k -Cassini ovalinin tekligini ispatlayalim. Aksine, C[Xl’,..., Xe s r’] K -
Cassini ovali T fonksiyonunun bir diger sabit k -Cassini ovali olsun. x # y olacak sekilde
XeC[X,..x;r] ve yeC[x,...X;r'] olsun. (C,3) kosulu kullanilarak

d(Tx,Ty)=d(x,y)<hd(x,y)

elde edilir, bu ise bir geliskidir. O halde X =Yy olmalidir. Sonug olarak, C[Xl,..., Xk;r] k -
Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir. o

Uyari 4.2.4. [29]

1) Theorem 4.2.3, [5] numarali kaynakta verilen sabit ¢ember teoremini ve [8] numarali
kaynakta verilen sabit Cassini egrisi sonucunu geneller.

2) (C,1) kosulu her xeC=C[x,...%;r] igin Tx noktasmn C k-Cassini ovalinin
disinda olmadigint ve (Ck2) kosulu da her xeC igin Tx noktasinin C Kk -Cassini

ovalinin i¢inde olmadigini garantiler. O halde,
T (C) cC
oldugu elde edilir.

3) (C,3) kosulu Banach tipinde daralma kosulu [1] olarak diisiiniilebilir.

Ornek 4.2.5. (X,d) bir metrik uzay, C, =C[x,... X;r], C, =C[X,...,;r'] herhangi iki
k -Cassini ovali ve z noktasi
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ozelliklerini saglayan belli bir nokta olsun. Her x e X igin T : X — X fonksiyonu

Tx— x , xeCuC,
1z , diger durumlar

seklinde tanimlansin. T fonksiyonu (C,1), (C,2) kosullarim saglar, fakat (C,3)

kosulunu saglamaz. Sonug olarak, T fonksiyonu C,, C, k-Cassini ovallerini sabit birakir,
yani, sabit k -Cassini ovali tek degildir [29].

Ornek 4.2.6. (X,d) bir metrik uzay, C =C[X,,...,;r] herhangi bir k -Cassini ovali ve
Z noktasi her xeC ve ye X —C igin

3d(x,z)<d(y,z)

esitsizligini saglayan bir sabit olsun. Her x e X i¢in T : X — X fonksiyonu

X xeC
Tx = _
z , diger durumlar

seklinde tanimlansm. T fonksiyonu (C,1), (C,2) ve (C,3) kosullarim saglar. Boylece,
C k-Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir [29].

Teorem 4.2.7. (X,d) metrik uzay: ve tizerinde bir C[x,..., X ;r] k -Cassini ovali verilsin.

Her xe X igin p: X - [O,oo) fonksiyonunu Teorem 4.2.3 deki gibi tanimlansin. Eger
(Cil) Her x e C[x,,.... X r] igin d (X, Tx) < u(x)+ u(Tx)—2r dir,
(Ci2) Her xeC[X,... X ;] igin H d(Tx,x ) <r dir,

(Ci3) Her xeC[X,..%;r], yeX—-C[X,..%;r] ve bazi he[01) igin
d(Tx,Ty) <hmax{d(x,y),d(Tx,x),d (Ty,y)} dir,

kosullarin1 saglayacak sekilde bir T:X — X fonksiyonu var ise, bu durumda
C[X,.... X ;T] k-Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir [29].
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Ispat. ilk olarak, T fonksiyonunun bir sabit k-Cassini ovalinin varhgimi gosterelim.
XeC[Xl,...,Xk;r] olsun. (C,;l), (CQZ) kosullar1 ve g: X —)[O,oo) fonksiyonunun tanimi

kullanilarak
k k
d (X, Tx)< (x)+u(Tx)—2r = [ Jd (x, %)+ ] Jd (Tx, %) - 2r
i=1 i=1
k k
=r+]Jd(Txx)-2r =] Jd(Tx,x)-r<r-r=0,
i=1 i=1

yani X e Fix(T) elde edilir. Boylece, C[xl,...,xk;r] k -Cassini ovali T fonksiyonunun bir
sabit k -Cassini ovalidir.

Simdi, C[Xl,..., Xe; r] k -Cassini ovali igin teklik ispat1 yapalim. Aksine, C[Xl',..., Xe s r’] k -
Cassini ovali T fonksiyonunun bir diger sabit k -Cassini ovali olsun. x # y olacak sekilde
XeC[X, .. x;r] ve yeC[X,... X;r'] olsun. (C;3) kosulu kullanilarak

d(Tx,Ty)=d(x,y)<h max{d (%,y),d(Tx,x),d(Ty, y)} =hd(x,Y)

elde edilir, bu ise bir ¢eligkidir. O halde x=Yy olmalidir. Sonug olarak, C [Xl,..., X r] k -
Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir. o
Uyar 4.2.8. [29]

1) Theorem 4.2.7, [5] numarali kaynakta verilen sabit ¢cember teoremini ve [8] numarali
kaynakta verilen sabit Cassini egrisi sonucunu geneller.

2) (Cy1) kosulu her xeC =C[X,,...,%,;r] i¢in Tx noktasmmn C k -Cassini ovalinin icinde
olmadigii ve (C;2) kosulu da her xeC igin Tx noktasinin C k-Cassini ovalinin
disinda olmadigin1 garantiler. O halde,

T (C) cC
oldugu elde edilir.

Ornek 4.2.9. (X,d) bir metrik uzay, C=C[x,,...X;r], X tzerinde herhangi bir k-
Cassini oval ve o sayisiher xeC ve ye X —C igin

d(y,a)<d(xy)

2d(x,)<d(x,y)

esitsizliklerini saglayan bir sabit olsun. Her x € X i¢in T : X — X fonksiyonunu

X xeC
Tx = )
{a , diger durumlar

32



seklinde tanimlansin. Bu durumda T fonksiyonu Teorem 4.2.7 nin kosullarini saglar ve
sonug olarak C, T fonksiyonunun bir tek k -Cassini ovalidir [29].

Teorem 4.2.10. (X,d) metrik uzay: ve Uzerinde bir C[x,,..,%;r] k-Cassini ovali
verilsin. Her xe X igin x: X —)[0,00) fonksiyonunu Teorem 4.2.3 deki gibi tanimlansin.
Eger (C1), (C,3) ve

(Ce2) Her xeC[x,...,%;r] ve baz1 B €[0,1) igin ﬂd(x,Tx)+Hik:ld(Tx,xi)2r dir,

kosullarin1 saglayacak sekilde bir T:X — X fonksiyonu var ise, bu durumda
C[xl,...,xk;r] k -Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir [29].

Ispat. ilk olarak, T fonksiyonunun bir sabit k-Cassini ovalinin varligin1 gosterelim.
X € C[X,,..., X ;r] olsun. Hipotez kullanilarak,

d (%,Tx) < z(x) Hd(x )—ﬁd(Tx,x,)
= r—ﬁd(Tx, X)<r—r+pd(x,Tx)= Bd(xTx)

elde edilir ve pe [O 1) oldugundan Tx =X olmalidir. Boylece, C[X1 ,r] k -Cassini
ovali T fonksiyonunun bir sabit k -Cassini ovalidir.

Teorem 4.2.3 de kullamlan benzer yaklagimlar ile C[X,..,X;r] k-Cassini ovali T
fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovali oldugu kolayca goriiliir. o

Uyari 4.2.11. [29]

1) Theorem 4.2.7, [5] numarali kaynakta verilen sabit ¢cember teoremini ve [8] numarali
kaynakta verilen sabit Cassini egrisi sonucunu geneller.

2) (C{Z) kosulu Tx noktasinin C [Xi,..., X r] k -Cassini ovalinin ya iizerinde ya diginda
ya da i¢inde oldugunu gosterir.

3) Eger Ornek 4.2.6 y1 ele alirsak, Teorem 4.2.10 un kosullarmin saglandig: goriiliir.

Teorem 4.2.12. (X,d) metrik uzay1 ve iizerinde bir C[Xl,...,xk;r] k -Cassini ovali

verilsin. Her x e R U{0} icin ¢:R" U {0} >R fonksiyonu

X—r , x>0
0 , x=0

seklinde tanimlansin. Eger
(Ci1) Her xeC[x,,.... X;r] igin Hik=1d (Tx, %) =r dir,

(Cy2) x=y olmak Uzere her X,y € C[x,..., X r] i¢in d(Tx,Ty)>r dir,
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(Ci3) Her X,y eC[x,,....x;r] igin d(Tx,Ty)<d(x,y)-g¢(d(x,Tx)) dir,
(Cy4) Her xeC[X,,....X:r] ve ye X =C[X..., X r] icin

d (T, Ty) <max{d (x,Tx),d (y,Ty),d (x,Ty),d (y,Tx),d (x, y)}
dir,

kosullarin1 saglayacak sekilde bir T:X — X fonksiyonu var ise, bu durumda
C X, X ;T] k-Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir [29].

Ispat. T fonksiyonunun bir sabit k-Cassini ovalinin varhgimi gostermek igin,
xe€C[X,...%;r] herhangi bir nokta olsun. (C/1) kosulundan XeC[X,...,X:r] icin

TxeC[X,...%;r] olur. Simdi xeFix(T) oldugunu ispatlayalim. Tersine, X ¢ Fix(T),
yani x =Tx olsun. (C;"2) kosulundan

d(Tx,T?x)>r

elde edilir ve (C;'3) kosulundan

d (Tx,sz) <d(x,Tx)—¢(d (x,Tx))=d (%, TX)—d (X, TX)+r =7

celiskisine ulasilir. O halde, xeFix(T) dir ve C[Xl,...,xk;r] k-Cassini ovali T
fonksiyonunun bir sabit k -Cassini ovalidir.

Son olarak, T fonksiyonunun sabit k-Cassini ovalinin tekligini gosterelim. Tersine,
C[Xl’,...,xli;r’] k -Cassini ovali T fonksiyonunun bir diger sabit k -Cassini ovali olsun.

x # Y olacak sekilde X € C[X,,..., X ;r] ve yeC[X,...,X;r'] alalim. (C;4) kosulundan

d(Tx,Ty)=d(x,y) < max{d (x,Tx),d (y,Ty),d(x,Ty),d (y,Tx),d (x, y)}
=max{0,0,d(x,y),d(y,x),d(xy)}=d(xy)

elde edilir, bu ise bir geliskidir. X =y olmaldir. Sonug olarak, C[X,..., X ;r] k-Cassini
ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir. o

Uyar1 4.2.13. [29]

1) Teorem 4.2.12, [26] numarali kaynakta verilen sabit gember teoremini geneller.

2) (Cy4) kosulu Rhoades tipinde daralma kosulu [30] olarak diisiiniilebilir.
Ornek 4.2.14. X = {—1, 0,1, 5,120,150} alisilmig metrik uzay olsun.
C[-1,0,1;120] = {x e X :|x+1].|x|.[x~1| =120} = {5}

3-Cassini ovali dikkate alinsin. Her xe X igin T : X — X fonksiyonu
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Tx=5

seklinde tanimlansin. Bu durumda, T fonksiyonu Teorem 4.2.12 nin kosullarin1 saglar ve
sonu¢ olarak C[—1,0,1;120] 3-Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit 3-Cassini

ovalidir.

Asagidaki teorem, her X € X igin

L (X)=x
seklinde tanimli | : X — X 0zdeslik fonksiyonunu Teorem 4.2.3, Teorem 4.2.7, Teorem
4.2.10 ve Teorem 4.2.12 den dislayan bir daralma kosulunu verir [29].

Teorem 4.2.15. (X,d) metrik uzay: ve Uzerinde bir C[x,,..,%;r] k-Cassini ovali

verilsin. Her xe X igin u: X —> [O,oo) fonksiyonunu Teorem 4.2.3 deki gibi tanimlansin.
Her xe X icin T fonksiyonunun

k |u(x)=p(Tx)
k+1 max{D,,D,}

(1) d(x,Tx)<

esitsizligini saglamasi igin gerek ve yeter sart T = |, olmasidir. Burada

dir [29].

Ispat. T fonksiyonu (I,,) kosulunu saglasin ve bazi x e X igin x#Tx olsun. Ilk olarak,
X, X,,..., %, farklt noktalar ve m=k-1 i¢in D, ve D, nin son kisimlarinmn en az bir
pozitif terime sahip oldugunu ele alarak D, >0 ve D, >0 olduguna dikkat edelim. Bu

durumda, sifira bélme hatasina yol agmayan maX{Dl, Dz} >0 degerine ulasilir. a>0,

b.>0,ie {1, 2,..., k} icin, asagidaki terimler dogrudan sol tarafa su sekilde dagitilabilir:

ﬁ(a+bi): am > bbb+ b (4.1)
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Burada, b, lerin en fazla bir tanesi 0 ve digerleri b >0 olsun. Asagidaki iki durumu
inceledigimizde say1 se¢imlerimiz netlesecektir:

(i) Eger p(x)>u(Tx) ise bu durumda (I,) kosulu kullamlarak, (4.1) esitliginde
a=d (X,TX) , b =d (TX, Xi) yazilirsa

(k+1)d (x,Tx) <k Ar;(a);){_Di(;:(}) <k Dli:l

ﬁ[d (X, Tx)+d (Tx, %) ] —ljd (Tx, %)

< k i=1
Dl

d(x,Tx).D

=k ==kd(x,T
S =kd (0T

celiskisine ulasilir. D, ve D, ifadelerinde [00] belirsiz formdan kaginmak i¢in son terim,
toplamda ayr1 bir terim olarak ifade edilmistir.

(i) Eger u(x)<u(Tx) ise bu durumda (I,) kosulu kullanilarak, (4.1) esitliginde
a=d(Txx), b =d(x,x) yazilirsa

(ks sk o e skt

elde edilir, bu ise bir celiskidir. O halde her xe X i¢in Xx=Tx, yani T =1, olmalidir.

Ispatin diger yonii agiktir. O

Uyanr 4.2.16. Eger T : X — X fonksiyonu Teorem 4.2.3 (sirastyla, Teorem 4.2.7, Teorem
4.2.10 ve Teorem 4.2.12) kosullarim1 saghyor fakat (Iex) kosulunu saglamiyorsa T

fonksiyonu 6zdeslik doniisiimii olamaz [29].
Sonug olarak asagidaki son teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.2.17. (X,d) metrik uzay: ve Uzerinde bir C[x,,..,%;r] k-Cassini ovali

verilsin. Her xe X igin z: X —[0,%) fonksiyonunu Teorem 4.2.3 deki gibi tanimlansin.

Eger T fonksiyonu Teorem 4.2.3 (sirasiyla, Teorem 4.2.7, Teorem 4.2.10 ve Teorem
4.2.12) kosullarini ve ek olarak en az bir x € X igin
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k |u(x)=p(Tx)|
k+1 max{D,,D,}

d(x,Tx)>

esitsizligini sagliyorsa bu durumda T bir 6zdeslik doniisiimii olamaz ve C [Xl, e X r] k -

Cassini ovali T fonksiyonunun bir tek sabit k -Cassini ovalidir [29].

k =2 icin k-Cassini ovali klasik Cassini egrisine doniisiir ve sonuglarimiz Cassini egrisi
icin de gecerli olur. k =2 i¢in asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.2.18. (X,d) bir metrik uzay ve C[x,,x,;r], X Uzerinde herhangi bir Cassini

egrisi olsun. Her x e X igin x: X —[0,) fonksiyonu

u(x) =0 (x%)d (x,%,)

seklinde tanimlansin. Eger T fonksiyonu Teorem 4.2.3 (sirasiyla, Teorem 4.2.7, Teorem
4.2.10 ve Teorem 4.2.12) kosullarini ve ek olarak en az bir x € X igin

2|1 (x) = pu(Tx)|

d(x,T
(0> 3 ax (D, 0]

esitsizligini sagliyorsa bu durumda T bir 6zdeslik doniisiimii olamaz ve C[X,X,;r]

Cassini egrisi T fonksiyonunun bir tek sabit Cassini egrisidir. Burada
D, =d (x,Tx)+[d(Tx, % )+d (Tx,X,)]

ve

D, =d (xTx)+[d (%% )+d(xX,)]

dir.

Eger 3-Cassini ovali ele alinirsa,

D, =d (x,Tx)" +d (%, TX).[d (Tx,% ) +d (TX,X,)+d (Tx, )]

+[d (Tx,%).d (T, %, ) +d (TX, %, ).d (TX, X ) +d (TX, X, ).d (TX, X, )]
ve

D, =d (x,Tx)" +d (%, Tx).[d (x,%)+d (X, %) +d (X, X)]

+1d (%, %).d (%,%,)+d (%,%).d (X% )+d (X, %, ).d(X,%)]

elde edilir [29].

Gerisi Teorem 4.2.15 teki genel formdllerden dretilir. Agikliga kavusturmak i¢in, m=0
i¢in, ¢carpimsal birim 1 oldugundan, teoremlerimizde

b b ..b
Jgil<i2<...<imsk Lo m
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ifadesi 1 e esit olacak sekilde yorumlanabilir. k=1 i¢in geriye dogru yinelenirse ve
D, =D, =1 alimrsa, sonuclarin sabit ¢ember o6zdeslik dislama teoremini de igerdigi

goruldr.

4.3 Aktivasyon Fonksiyonlarina Bir Uygulama

Bu boliimde, elde edilen sonuglarin énemini géstermek igin Sizdirilmis rektifiye dogrusal
unite aktivasyon fonksiyonuna bir uygulamas: verilecektir. Sizdirilmis rektifiye dogrusal
Unite aktivasyon fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlidir (Sekil 4.11) [31]:

0,01x , x<0
LReLU (x) = .0
X , X

LReLU(x)

1.0.
0.5.
0.6
0.4

0.2

Sekil 4.11. LReLU fonksiyonu.
X =R aligilmis metrik uzayimni alalim. Bu durumda
C[1,3,5;15] = {x e X :|x—1|.|x~3|.[x-5| =15} = {0, 6}
3-Cassini ovali elde edilir.
LReLU fonksiyonu k=3, x, =1, x,=3, x,=5, r=15 ve u(x)=|x-1][x-3.|x-5|
icin Teorem 4.2.3 Un (C,1) ve (C,2) kosullarimi saglar. Boylece, C[1,3,5;15] 3-Cassini

ovali T =LReLU fonksiyonunun bir sabit 3-Cassini ovalidir. Fakat, T =LRelLU
fonksiyonu (C,3) kosulunu saglamaz, bu durumda C[1,3,5;15] 3-Cassini ovali tek

degildir.

LReLU # I, oldugu agiktir. Gergekten, x=—1e X =R icin, (I,,) kosulu gegersizdir.

T (-1) =-0,01 oldugundan

d(-1,T(-1))=|-1-(-0.01)|=0,99,

p(x)= p(-1)=|-1-1.]-1-3|.]-1-5/= 48,
(

#(Tx) = u(-0,01) =|-0,01-1/.|-0,01-3.|-0,01-5| = 15,185501,

38



D, =d (x,Tx)" +d (%, TX).[d (Tx, % ) +d (TX,X,)+d (Tx, )]

+[d (T, %, ).d (Tx, %, ) +d (T, % ).d (T%, %, ) +d (T, X, ).d (TX, %) |
=(0,99)" +(0,99).[(1,01)+(3,01)+(5,01) |
+[(1,01).(3,01)+(1,01).(5,01)+(3,01).(5,01) ]

= 33,1001,

D, =d (x,Tx)" +d (%, Tx).[d (x,%)+d (X, %) +d (X, %)]

+[d (%,%).d (X %,)+d (%,%).d (X%)+d (X,%,).d (X, X) ]
=(0,99)" +(0,99).[2+4+6] +[2.4+2.6+4.6]

= 56,8601

K |a(x)—u(Tx)| _ 3|48-15,185501]

= ~0,432832
k+1 max{D,,D,} 4 56,8601

elde edilir. Sonug olarak, x = -1 i¢in

k_Ju()=n(T)

d(x,Tx)=0,99>0,432832 ~
k+1 max{D,,D,}

elde edilir. O halde, LReLU = 1, olur [29].
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5. SONUC VE ONERILER

Sabit nokta teorisi, son zamanlarin en yaygin ¢alisilan arastirma konularindan biridir. Sabit
nokta sayisinin bir veya birden fazla olma durumu da sabit nokta teorisini farkli alanlara da
yonlendirmektedir. Bu tez ¢calismasinda, sabit nokta sayisinin birden fazla oldugu durumlar
icin calisilan egrilerin sabit kalmasi geometrik bir yaklagim olarak calisilmigtir. Bunun
icin, ilk olarak sabit Kk -clips kavrami ve sabit K -elips i¢in varlik ve teklik teoremleri
verilmistir. Daha sonra, tez kapsaminda elde edilmis olan Kk -Cassini ovali kavrami ile
birlikte sabit k -Cassini ovali igin ¢esitli varlik ve teklik teoremleri gerekli 6rnekler ile
ifade ve ispat edilmistir. Yapilan teorilerin 6nemini vurgulayan 6zdeslik doniisiimiinii
dislama teoremi de tez kapsaminda elde edilmistir. Aktivasyon fonksiyonlarina verilen
uygulamalar ile de yapilan teorik c¢alismalarin uygulanabilirligi goériilmiistiir. Bu tez
calismasinda verilen sonuglarin, farkli yaklasimlar ile genellestirilmesi ve benzer
yaklagimla ¢esitli genellestirilmis metrik uzaylar tizerine uygulanmasi daha sonraki
caligsmalar i¢in acik problem olarak yer almaktadir. Sonug olarak, bu tez ¢calismasinin yeni

calismalara da 1s1k tutmasi beklenmektedir.
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