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Bu tez c¢alismasinda, Fadhil Abbas’in ortaya koydugu h-acik kiime tanimindan
yararlanilarak hf-lokal fonksiyon kavrami olusturulmus ve kapsamli bir sekilde ele
alinmistir.

Aragtirma toplamda bes boliimden olusmaktadir.

[k boliimde, tezin giris kismia yer verilmis ve calismanin temelini olusturan kavramlara
kisaca deginilmistir.

Ikinci béliimde, arastirma siiresince kullanlacak olan ideal topolojik uzaylara iliskin temel
bilgiler sunulmustur.

Ucgiincii boliimde ise, tarafimizdan tanimlanan hp-agik kiime kavrami ortaya konmus; bu
kavramin h-agik ve yar1 h-agik kiimelerle karsilastirilmast yapilmis ve konu orneklerle
desteklenmistir.

Dordiincii boliimde, hB-komsuluk ve hp-acik komsuluk kavramlari agiklanmis; ayrica hf-
lokal fonksiyon kavrami ayrintili bigimde incelenmis ve Ornek uygulamalarla
somutlastirilmistir. Bunun yani sira, C1*hf operatorii tanitilarak, ilgili teoremler 6rneklerle
birlikte sunulmustur.

Besinci boliimde ise, {g -hp-kapali kiime ile zs*g-hB-kapali kiime kavramlar1 tanimlanmas;
ayrica zs*g-kapali kiimelerle karsilagtirilmasi gereken ters oOrnekler aracilifiyla bu
kavramlarin farklar1 ve 6zellikleri agikliga kavusturulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: yerel fonksiyon, ideal tabanli topolojik modeller, hp-
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ABSTRACT
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This thesis introduces and systematically investigates the concept of the hp3-local function,
drawing upon the definition of h-open sets proposed by Fadhil Abbas.

The thesis is divided into five chapters.

Chapter One provides an introduction to the study, outlining key concepts that serve as the
theoretical foundation for the research.

Chapter Two presents the core notions of ideal topological spaces, which are utilized
throughout the thesis.

In Chapter Three, the author defines h3-open sets and offers a comparative discussion with
h-open and semi h-open sets, illustrated by pertinent examples.

Chapter Four explores hp-neighborhoods and hB-open neighborhoods, offering an in-depth
analysis of hB-local functions with practical illustrations. The chapter also introduces the
Cl"wp operator®, supported by related theorems and examples.

Finally, Chapter Five introduces (g -hp-closed sets and Cs*g-hPB-closed sets*, and clarifies
their differences from Cs+g-closed sets* through the use of counter-examples.

KEYWORDS: Locally defined function, ideal-based topological models, hp-
approximated function, h-type semi-open set, Cl-star-hf} function, hB-closed set with
respect to Cg , hB-type closed set based on Cs+g
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SEMBOL LIiSTESI

NS gl e Mt U@

P(Z)

T

TF
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(Zy7)
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GC
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Int(G)

: Her

: Vardir

: Oyle ki

: Esit degil

: Elemanidir

: Elemani degildir

: Gerek kosul

: Yeter kosul

: Gerek ve yeter kosul

: Bos kiime

: Evrensel kiime

: S bilesim G

: S kesisim G

: S kiimesi G kiimesinin alt kiimesidir
: Z fark G

: Pozitif tam sayilar kiimesi(sifir dahil)
: Kuvvet kiime

: Topoloji sistemi

: Kapalilar ailesi

: Z kiimesinde gelisigiizel alinan ideal
: Bir topoloji altinda tanimli uzay

: Ideallerle taniml1 topoloji sistemi

: G tiimleyeni

: G’nin kapanis1

: G’nin i¢i
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1. GIRIS

Topolojik uzaylarda lokal fonksiyonlarin idealler yardimiyla tanimlanmasi ilk kez 1933
yilinda Kuratowski tarafindan gerceklestirilmis ve bu kavrama iliskin temel ozellikler
detayli bi¢cimde incelenmistir. 1960 yilina gelindiginde ise Vaidyanathaswamy, ideal
topolojik uzay kavramimi ortaya atmig ve bunu lokal fonksiyonlar temelinde

sekillendirmistir.

1990 yilinda Jankovic ve Hamlett, lokal fonksiyon kavramini kullanarak yeni bir kapanis
operatorii gelistirmistir. Bu operator sayesinde tanimlanan kapali kiimelerden 6zgiin bir
topoloji olusturulabilecegi ortaya konmustur. Ayrica ideal topolojik uzaylarin ¢esitli
karakteristikleri incelenmis ve C-a¢ik kiimeler konsepti gelistirilerek, ideallere dayali yeni

topolojik yapilar aragtirilmistir.

1999 yilinda Dontchev ve calisma arkadaslari, ; kapali kiimeleri literatiire kazandirmis;
daha sonra Khan ile Hamza, (o-kapali kiimeler kavramimi tanimlamislardir. Boylelikle
ideal topolojik uzaylar, topolojinin pek ¢ok yapisal unsurunun yeniden yorumlandig kritik

bir aragtirma alan1 haline gelmistir.

Bu calismada, oncelikle hp-komsuluk ve hp-a¢ik komsuluk kavramlar1 tanimlanip,
aralarindaki iliskiler 6rnekler yoluyla agiklanmistir. Sonrasinda hp-agik kiimeler tanitilmig
ve ¢esitli Orneklerle desteklenmistir. Bu kavramlar h-agik ve yar1 h-agik kiimelerle
karsilastirilmistir. Elde edilen yapilar 1s1ginda hf-agik kiimelerle baglantili hp-lokal
fonksiyon kavrami ortaya konmus ve detayli bi¢imde incelenmistir. Bu fonksiyonun
getirdigi ozellikler orneklerle somutlagtirilmistir. Ayrica, hB-lokal fonksiyonun 6zellikleri
teoremler bigiminde sunulmus ve ispatlar1 verilmistir. Calisma kapsamimda Cl™np islemi
tanimlanmis ve bu islemin farkli 6zellikleri 6rneklerle tartisilmistir. hp-lokal fonksiyon ile
idealler arasindaki iligkiler degerlendirilmis, " kavrami tamimlanarak yapisal 6zellikleri
analiz edilmistir. Ayrica Cg-hp-kapali ve (g -hp-kapali kiimeler tanimlanmis, G kapali

kiimelerle karsilastirmalar yapilarak ters 6rneklerle aciklamalar getirilmistir.



2. TOPOLOJI ALANINDA iDEAL YAKLASIMLARIN ROLU

2.1 Bazi Yapilar Uzerinden Olusturulan Topolojik Uzaylar

Kuratowski, 1933 yilinda kiime lokal fonksiyonunu tanimlamis ve bu fonksiyonun temel
Ozelliklerini ortaya koymustur. Bu yaklasim, zaman icinde arastirmacilar tarafindan daha

da gelistirilmis ve topoloji alaninda énemli bir ilerleme saglamistir.[6]

2.1.1 Tamim
Bostan farkl Z kiimesini ele alindigimizda, bu kiimenin tiim alt kiimelerinden olusan gig
kiimesi P(Z) ile gosterilsin. € ailesi, P(Z) igerisinde yer alan ve bos olmayan bir alt aile

olarak tanimlansin.

1) Her S, G € € kiimeleri i¢cin SUGE ( (Sonlu toplama kosulu)

2) Her S €  kiimesi ve GCS alt kiimesinden G € { (Kalitimsallik) niteliklerini
gerceklestirsin. Boylece ( ailesine, Z kiimesinde bir ideal denir. (X,z, §)

ticliisii ideal topolojik uzay olarak adlandirilir".[5]

2.2. Lokal Fonksiyonlarin Kiimesel Temeli
2.2.1 Tamim
SCZ igin (Z, T) topolojik bir uzay olsun. £ ailesi Z tzerinde tanimli bir ideal kabul edilsin.

S*(E,0)={y€ Z: V BE O, (BNS) & (}

kiimesi, S kiimesinin { idealine gore lokal fonksiyonu denir. Bunun yaninda S*( C, 7)

semboliindense S* seklinde ifade edilecek".[4], [11]

2.2.2 Teorem

[5] Z kiimesinde Si1, Sz idealleriyle sunulan (Z, 7) topolojik uzay1 ve S, GCZ alt kiimeleri
verilsin. Boylelikle;

1.ScG = S* c G*

2. SicS: =B*(S2) € S*¥(S)

3. S*c CI(S*) c CI(S) , (S* kiimesi kapalidir)

4, (S*)* c S*

5. (SUG)* = S*UG*



6. S*- G*= (S-G)* - G € (S- G)*
7.U € ¢ = UNS*= UN(UNS)* S (UNS)*
8. FES = (S U F)* = S*= (S-F)*

2.2.3 Tanim
(Z, T, ¢) ideal topolojik bir uzay olarak kabul edilsin ve S, Z kiimesinin bir alt kimesi olarak

tanimlansin. Bunun yani sira,  ailesi Z Gizerinde ideal yapisina sahip olsun.

S ,1)={x€ Z: ¥ V € SO(Z,x), (VNT) & ¢}
kiimesi, S kiimesinin ¢ ideali semi lokal fonksiyon denir , bunun yaninda S™5(¢, 1)

semboliindense kisaca S*S seklinde ifade edilecek. [4], [8]

2.3 Kuratowski Kapamsi Uzerine incelemeler

2.3.1 Tanim

Z kiimesinin tiim alt kiimelerinden olusan gli¢ kiimesi P(Z) verilsin. Bu kiimeden yine P(Z)
kiimesine tanimli olan d dénusimu asagidaki sekilde ifade edilir: d:P(Z)->P(Z).1. d(©@) =0
2.SEP(Z) = Sc d(S)

3.dSU G)=d(S) U d(G)

4.d(d(S)) € d(S)

Bu kosullar saglandiginda, (S)° = S U d(S) formunda tanimlanan ve ( )* = P(Z) — P(Z)

doniisiim, P(Z) Kuratowski kapanis operatorii olarak kabul edilir. [6]

2.3.2 Tanim

(Z,7) topolojik uzay ve Z kiime iistiinde { ideal verilsin. Gelisigiizel Mc Z alt kiimesine,
CI*(M) = MUM seklinde sunulan CI*= P(Z) —P(Z) doniisiimii 2.3.1 Tanimdaki kosullari
teyit ediyorsa bu fonksiyona Kuratowski Kapanist denir. [5] Bu sebeple,

1. CI*(@ )= 0 U @* = @ olur.
2. CI*(M) = M U M* oldugu bilindiginden, M c CI*(M) elde edilir.
3. CI*(MUH)= (MUH) U (MUH)*



=(MUH)u M* U H*)

=M UM*)U (HUH?*)

=CI*(M) U CI*(H)

ortaya cikar.

4. CI*(CI*(M)) =CI* (M U M*)

=M UM*)uU (M U M*)*

=M U M*)u (M* U (M*)*)

C (MU M*)uU (M* UM*)

C (MUM*)U (M*) € (M UM*) c CI*(M) (1)
olur. Diger yandan, CI*(M) =M U M* oldugundan;

CI*(CI*(M)) =CI*(M) U (CI*(M)*) olur ve bdylelikle birlesim islemi geregi

CI*(M) € CI*(CI*(M)) (2)
elde edilir. (1) ve (2) den CI*(CI*(M)) = CI*(M) kanisinda bulunulur.

2.4 Ideal Topolojik Uzaylar Kapsaminda t* Topolojisi
2.4.1 Tanim

Bir topolojik uzay olan (Z, t) ve Z kiimesi lzerinde tanimh Cideali verilsin.

t*(€)={Lc Z : CI*=(Z-L)=( Z-L)}

elde edilen *({) ailesi, Z kiimesinde bir topolojidir. Bunun yaninda 7 topolojisinden de

daha geneldir.[5]

2.4.2 Ornek

N dogal sayilar kiime olmasiyla beraber; N kiimesinde B={{2n-1,2n},n€EN} tabani
tarafinca ortaya ¢ikarilan sonlu 7 topolojisini olusturup Cr ideali ele alindiginda N*(&r )= O
elde edilir. Bundan dolayr CI*(N)=N elde edilir. Bu ¢ikt1 7*({) de yerine yazildiginda
*(€)=P(N) neticesine varilir.[5]

2.5 Bazi Agik Kiimelerin incelenmesi

Topoloji alaninda agik kiimelerin tanimi kritik bir yer tutar. Simdiye kadar cesitli agik
kiimeler tanimlanmistir; bu boliimde ise 6zellikle gereksinim duydugumuz acik kiimeleri

inceleyecegiz.



2.5.1 Tanim
(X, 7) olarak verilen topolojik uzayda, Z kiimesinin bir alt kiimesi olan S i¢in, eger S,
kapaniginin i¢ kiimesiyle (Int(cl(S))) esit oluyorsa, bu S kiimesine regiiler acik kiime adi

verilir. Regiiler acik kiimelerden olusan tiim aile RO(Z) semboliiyle ifade edilir. [10]

2.5.2 Tanim
(Z, T) bir topolojik uzay ve SESZ bir alt kime olmak lzere, eger SCcl(Int(S)) kosulu
saglaniyorsa, S kiimesi yari acik kiime olarak adlandirilir. Bu tiir kiimelerin olusturdugu

tiim koleksiyon SO(Z) biciminde gosterilmektedir [9].

2.5.3 Tanim
(Z, 7) topolojik uzay1 altinda, SC Z olacak sekilde bir kiime ele alinsin. S kiimesinin
icerdigi tamamen semi agik kiimeler bilesimine, S kiimesine ait semi i¢i ve slnt(S) ilede

ifade edilir.[9] t"

2.5.4 Tanim

(Z, ) bir topolojik uzay ve SCZ bir alt kiime olmak {izere, bos kiime ile Z'den farkli bir
acik kiime L i¢in eger SSInt(SUL) sart1 saglaniyorsa, S kiimesine h-acik kiime denir. Bu
kiimelerin tiimleyenleri ise h-kapali kiimeler olarak adlandirilir. (Z, 1) uzayindaki tiim h-
acik kiimelerin olusturdugu kiime ailesi t" ile gosterilir ve bu aile aym1 zamanda hO(Z)
bi¢iminde de ifade edilmektedir [1]. Bu tiir kiimeler, klasik agik kiimelerden farkli olarak
daha zayif kosullar1 saglamakla birlikte, ¢esitli topolojik Ozelliklerin genellenmesinde

onemli bir rol oynar.[1]

2.5.5 Tamim
(Z,7) topolojik uzayi ve ScZ alt kiime verilsin. Z kiimesi tizerinde S kiimesini igeren tim
h-kapali kiimelerin kesisimine S kiimesine ait h-kapanisi denir ve Clh(S) seklinde

gosterilir.



3. hp -ACIK KUMELER

3.1 Tanim

(Z, 7) topolojik uzayinda Sc Z verilsin. Bos kiime ve evrensel kiimeden farkli bir L acik
kiimesi i¢in S € BInt(SUL) sagliyorsa S kiimesine hfp-ag¢ik kiime denir. hp-ag¢ik kiimenin
tiimleyeni hp-kapali kiimedir . (Z, 7) topolojik uzayinda tiim hp -acik kiimeler ailesi 7P
seklinde ifade edilir. Bunun yaninda 7" = hO(Z) seklinde de ifade edilir.

3.2 Tamm

(Z,7) bir topolojik uzay ve SEZ bir alt kiime olmak tizere, L kiimesi evrensel kiime Z ve
bos kiime disinda bir agik kiime olmak kaydiyla, SCsInt(SUL) sart1 saglaniyorsa, S
kiimesine yar1 h-a¢ik kiime (semi h-open set) denir. Bu tiir kiimelerin tiimleyeni ise yar1 h-
kapal1 kiime (semi h-closed set) olarak adlandirilir.[2]. Bu kiimeler, klasik acik kiimelerin
bir genellemesi niteligindedir ve topolojik yapilar lizerinde daha esnek analizlere olanak
tanir. Ozellikle ideal-topoloji baglaminda, bu tiir kiimeler yardimiyla yeni topolojik

kavramlarin gelistirilmesi miimkiin héle gelmistir.

3.3 Uyan
Her h-agik kiimenin ayn1 zamanda bir hp-ag¢ik kiime oldugu bilinmektedir. Ancak, bunun

tersi genellikle gecerli degildir.

3.4 Ornek

Z={y,v,r.k} evrensel kiimesine ve 7 ={Q , Z,{t},{y,r},{y,r.k}} topolojisi alinsin. 2.5.4
Tanim geregi ©'={@,X,{t},{y,r}, {y,r,k}} bulunur. 3.1.1 Tanim geregi = = { @, Z, {y},
{ry, {ki, {y.vi, Ay, yky, {virg, {vkj, {rkj, {yvry, {yrky, {y.vty, {vreki)
oldugunu kolaylikla bulabiliriz. Buradan {y},{v.k},{y,v,r} kiimeleri hp-a¢ik kiimeler
ancak h-acik degiller.

3.5 Uyan
Bir hpB-agik kiime, yar1 h-acik kiime olma kosulunu dogal olarak saglar; ancak yar1 h-agik

kiimeleri i¢in ayni durum s6z konusu degildir.



3.6 Ornek

Z={y,v,r,k} evrensel kiimesi ve t ={0 , Z,{k},{y,r},{y,r,k}} topolojisi verilsin. Tanim
3.1.1°den ThB:{ Qa Z, {y}a {r}a {k}’ {Y7V}> {Y9r}9 {Y9k}a {Var}a {Vat}’ {rat}a {yavar}a
{y.,r.k}, {y,v.k},{v,r,k}} bulunur. Tanim 3.1.2°den SwO={0, Z,{v},{k}, {y.,r}, {v.k},
{y,v,r}, {y,r.k}} oldugu kolaylikla elde edilir. Bununla birlikte {y}, {r}, {y.k}, {y,v.k}

kiimeleri hB-a¢ik kiimelerdir ama semi h-acik kiime degillerdir.



4. Lokal Fonksiyonlarin h Tiiru
4.1 hp Tiriiniin Lokalite Yapisi

4.1.1 Tanim

Bir (Z,t"") topolojik uzay1 ele alindiginda, y € Z olmak iizere bir nokta segilsin. Bu
baglamda, y noktasin1 kapsayan her hp-agik kiime, z noktasimin hf tiiriinde bir agik
komsulugu olarak adlandirilir. Buna gore, bir M kiimesi, y noktasinin hp-agik bir

komsulugu olur ancak ve ancak y € Z ve M € 1" olmakla birlikte y € M olmasidir.

4.1.2 Tanim
Bir (Z,7") topolojik uzay1 ele alindiginda, y € Z olmak iizere bir nokta secilsin. Sayet LcZ
hB-acik alt kiimesini icerenVcZ alt kiime varsa, V alt kiimesine y noktasinin hp-

komsulugu denir.

Kisacasi, V kiimesi y noktasinin hp-komsulugudur & 9 Let™ 3 yeLc V

4.1.3 Uyan
Her hp-agik kiime, yar1 h-agiklik 6zelligini kendiliginden tasir; ancak tiim yar1 h-agik

kiimeler i¢in ayn1 durum gecerli degildir

4.1.4 Uyan

4.1.3. Uyarinin aksi, genel kosullar altinda her zaman saglanmayabilir.

4.1.5 Ornek
Z={y,v,r} tlzerinde , Tt ={ O, Z,{y},{y,v}} topolojisiyle (Z, 1) topolojik uzay1 gbz oniine

alinsin 3.1.1 tanimdan dolay1

P={ @, Z,{y} i}, (kL yv Ay vk v vk ks {yavir, fyaek dyavkd fveek

olarak elde edilir.

Z evrensel kiimesinde bulunan z noktasinin hp-acik komsuluklari: Z, {y} , {y,v} dir.

Z evrensel kiimesinde bulunan z noktasinin hf-komsuluklart: Z, {y} , {y,v} , {y.r} ,

{y,v,r} bulunur.



4.2 Kiimeye iliskin hf-Lokal Fonksiyonel Yapilar
4.2.1 Tanim
(Z, t, £) uzay1 ve ScZ alinsin. { ideali ve t topolojisiyle beraber

S*u(C, 1) ={ x€Z: (SNL) & £, her L€ hPO(Z,x) igin}

bu sekilde tanimini verdigimiz S*3(E, 1) kiimesine S kiimesinin hfB-lokal fonksiyonu denir

ve S*ws(E, 1) simgesindense S*yp ile ifade edilir.

4.2.2 Ornek

Z={z,v,r} evrensel kiimesi ve t = { O, Z,{z},{z,v}} topolojisi ile (Z, 1) topolojik uzay1
alinsin.

(={0Q,{r}} idealini ve T={z,v} alt kiimesi ele alinsin. Boylece

™ =(0, Z,4z},{z,v},{v},{v,r}} olarak bulunur ve t={ @, Z, {v,r},{r}} dir. 42.1
Tanimdan

T*p={z,v,r}=2 elde edilir.

4.2.3 Tamim

(Z,t,0) uzay1 ve SCZ alt kiimesi verilsin. { idealine ve 1 topolojisine bagl olarak,

S™w( &, T) ={xEZ: (SNL) & £ , her L€ Sy0(Z,x) igin}

seklinde tanimlanan kiime, S kiimesinin semi hp-lokal fonksiyonu olarak isimlendirilir. Bu
yap1, Sxshp((,t) semboliiyle gosterilmekle beraber, daha pratik bir kullanim i¢in kisaca
S*shf olarak ifade edilir.

Bu tanim, ideal topolojik uzaylarda lokal fonksiyonlarin yar1 hp-topolojik 6zellikler tasiyan
ozel bir smifim belirtir. Ozellikle, her x€S*np icin, X’in etrafindaki tiim hp-acik
komsuluklarda S ile kesisen kiimelerin ideal {’ye ait olmamasi kosulu saglanmaktadir. Bu
durum, s6z konusu fonksiyonun yerel davranisini ideal yapilar baglaminda kontrol etmeyi

mimkin kilar.

Bu kavram, ideal topolojik uzaylarda fonksiyonlarin ve kiimelerin lokal 6zelliklerini

incelemek i¢in 6nemli bir aragtir ve topolojik analizlerde genis uygulama alani bulur.



4.3 hp-Yerel Fonksiyonlarin Teorik Sonuclar:

4.3.1 Teorem

(Z, 7, €) bir ideal topolojik uzay ve S, G € Z kiimeleri verilsin.
1-)S € G = S*p c G¥y,

2-) (S U G)*ip=S%mp U G¥ip,

3-) (SN G)*pp < S*pp N Gy,

4-) (S*mp)*mp © S*ip

5-) S*y = hPcl(S*wp) < hPcl(S) ve S*yp hP-kapalidir.

Ispat:

1) Varsayalm ki x¢& G*, verilsin. Boylece, en az bir tane LEhO(Z,y) oldugu goriiliir ve
buradan (LNG)EL sonucuna varilir. SCG oldugundan, (LNS)EL oldugunu buluruz.
Buradan y&S*;; elde edilir. Boylelikle S*isc G*15 oldugu goriiliir.

2) 4.2.1 Tanimdan;

S*u(S,1)= {y€Z: (SNH)&S , her HEhO(Z,x) i¢in}
G*1p(S,1) = {y€Z: (GNH) €S, her HEhO(Z,x) i¢in}
olur birlesim isleminden faydalanilarak,

(S U G)*p = S*1g U P*pp.

3) (SNG)cS oldugundan, 1)’den dolayr (SNG)*y < S* elde edilir. Bunun yaninda
(SNG)cG oldugundan (SNG)*y © G*4 elde ederiz. Kesisim islemi sayesinde, (SNG)*4g

C S*hﬁ N G*hg olur.

4.3.2 Ornek

Z={y,v,r.k} ve 1 = { O,X,{y},{y,v}} ile (Z, 1) topolojik uzay: alinsin. { ={@,{r}} ideali
ortaya koyuldugunda 2.5.4 Tanim’dan hp-acik  kiimeler ailesi ™ ={0,
Z,{y},{y,v},{v},{v,r}} bulunur. S={y,v}cZ ve G={r} c X alt kiimelerine istinaden 4.2.1
Tanim’dan ;

(SNG)= O ve (SNG)*p = O*1p = O bulunur.

S*w= {z,v,r} ve E*,g={r} verildiginden S*;3 N G*p3 ={r} elde edilir. Netice olarak

(SNG)*p= O < S*p N G*p = {r} sonucuna varilir.
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4) (S*up) *np ={ xEX : (S*ss N L) &L , her LE hBO(Z,x) igin}
(S*np) *np ={ x€X : S*1p& € ve LEC , her L€ hpO(Z,x) i¢in}

C { x€Z: L&C , her L€ hBO(Z,x) i¢in}
(S*mp) *mp = -
S\ C {XEZ: S*y&C , her LE hPO(Z,x) icin!
C { x€Z: (SNL) €L, her hBO(Z,x) igin} = S*uy

=(S*1p) *1p © S*pp elde edilir.

4.3.3 Ornek

Z={z,vrt} ve 1 = { O,X,{y},{y,v}} ile (Z, 1) topolojik uzay alinsin. {={@,{r}} ideal
verildiginde 2.5.4 Tanim’dan hB-kiimeler ailesi % ={@, Z,{y},{y,v},{v},{v,r}} bulunur.
T={z,v} c Z olarak secildiginde; 4.2.1 Tanim’dan , T*,; = Z evrensel kiimesi olarak
bulunur. Boylece (T*up)*ip={v,r.k} ve boylece (T*p)*y < T*y elde edilir. Ama

ornegimizden de buldugumuz ifadeyle de T*yg & (T*1p)*s 0lmadigr goriiliir.

5) 2.5.5 Tanim geregi S*,yc CIhB(S*4p) olur. Bir X€ CIhB(S*4s) noktas1 alinsin. Buradan,
her LEhBO(Z,x) icin (S*yp N L) # @ elde edilir. yE(S*p N L) alinsin. Boylelikle her
LehBO(Z,x)icin yES*13 ve yEL bulunur. (S N L) & £ ve boylelikle xES*,3 oldugu goriiliir.

Buradan CIhB(S*ip) € S*ys oldugundan CIhB(S*is)= S*s elde edilir ki S*ig hp-kapalilig
agiktir.

Varsayalimki x¢ CIhB(S) verilsin.Boylelikle , LNS=@€ £ oldugundan x& S*; sonucuna

varilir. Boylelikle S*,3c CIhB(S) sonucuna varilir.

4.3.4 Uyan

(Z, 7, ) uzay1 ve SCZ alinsin.

1) {={@} oldugunda, S*z= clhB(S) olur.

2) Sayet SEC oldugunda S*y=0 ve @*1s=0 elde edilir.

3) Sc S*i veya S*p C S sart degil.

4) Sayet SO(Z)=hBO(Z) ise S*(E, hBO(Z)) = S*(C, 1) elde edilir.

11



5) Sayet hBO(Z)=1(Z) ise S*1p(E, hBO(Z)) = S*(C, 1) elde edilir.

4.3.5 Ornek
(Z, t) uzayda Z={y,v,r,k} evrensel kiimesi olmak lizere 1= { O, Z,{y},{y,v}} topolojisi ve
¢=1{@,{r},{y,r}} almsmn. Ayrica 2.5.4 Tanimdan, I"={@, Z,{t},{y.r}, {y,r.k}} elde edilir.

T={z,v} ve P={z,r} iken 4.2.1 Tanim’dan T*y=Z, P*,;=@ sonucuna ulasilir.

4.3.6 Lemma
(Z, 7, €) ideal topolojik uzay verilsin. Boylelikle alttaki nitelikler saglanir.
1) RO(Z) c 1 € SipO(Z) < hBO(Z)= "

2) S*%g C S*p C S*

ispat:

1) Tiim diizenli acik kiimeler acik kiime olarak degerlendirilir ve her agik kiimenin h-agik
kiime 6zelligi tasidig1 bilinmektedir oldugundan

2) yeS*%s noktast verilsin. Boylece 4.2.3 Tanimdan dolay1 her L€ SipO(Z) i¢in (SUL)& ¢
olur. Bundan dolayr her LEhBO(Z) kiimesi i¢in (SUU)& £ bulunur. Boylelikle XES*yg ,
S*SpC S*g dir. yES*,g nokta verildiginde her L h-acik kiimesi i¢in (SNL)€& ¢ elde edilir.
Aciklik niteligine sahip her kiime h-agik kabul edildiginden, herhangi bir L a¢ik kiimesi
icin (S N L) & ¢ oldugu goriiliir (2.2.1 Tanim). Boylelikle y € S* sonucuna ulasilir ve S*,5

kiimesinin S* kiimesinin bir alt kiimesi oldugu ifade edilir.

4.4 CI*ps Isleminin Tanim ve Ozellikleri

4.4.1 Tamim

(Z, 7, €) bir ideal topolojik uzay olsun. cl*i(S)’y1 su sekilde tanimladik: her SCZ igin
cl*wg(S) = SUS*yp dir.

4.4.2 Teorem

(Z, 1, ) topolojik uzay verilsin. X’in herhangi bir T,S alt kiimeleri i¢in asagidaki ifadeler
gegcerlidir:

1-)) T ccl*gp(S),
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2-) cl*ip(@) = @ ve cl*1p(Z) = Z,

3-) Eger S c G ise cl*ip(S) C cl*y(G) ,

4-) cl*,5(S) U cl*(G) = cl*(S U G)

5-) (cl*m(S))*np © cl*1p(S) = cl*np(cl*ug(S)).

ispat:

1) Buifade 4.4.1 Tanim1 geregi cl*yp(S)= SUS*,p acikca bulunur.

2) cl*p(@) =0 U {@}*1=0 ve cl*(Z) =ZU Z* = Z elde edilir.

3) ScG verilsin. Her ScZ alt kiimesi i¢in cl*13(S) = SUS*;s ve tiim GCZ alt kiimesi i¢in
cl*p(G) = GUG*p olup 4.3.1. Teoremden SCG iken S*i3 € G*1g sonucuna varilir. Bundan
dolay1 cl*pp(S) = SUS*i C cl*1p(G) = GUG* 1 oldugu goriliir.

4) 4.4.1 Tanimdan cl*;(SUG) = (SUG) U (SUG)*=(SUG) U S*,UG*p = (SUS*)
U(GUG*p)= cl*1p(B) U cl*1(G) bulunur.

5) 4.3.1 Teorem geregi (cl*up(S))*ng= cl*ng(S) U (cl*1(S))* ng= cl*ip(S).

4.4.3 Ornek

4.3.5 Ornegindeki S kiimesi ele alinsin. P*,;= @ elde edilmisti boylelikle,

(cl*p(P))* s = (PUP*1p)) *1p = @ ve cl*np(P)= P bulunur.

Ayrica cl*yg(cl*p(P)) = cl*p(P) = S oldugundan (cl*us(P))*ss < cl*ip(P) = cl*up(cl*np(P))
dir.

4.4.4 Teorem

(Z, t, €) ideal topolojik uzayin S, GCZ alt kiimeler verilsin. hp-lokal fonksiyon asagidaki
ozellikleri saglar.

1) Z evrensl kiimesinde bir bagka J o € ideali igin, S*1p(J) € S*p(E) dir.

2) S*pg - G*p=(S-G)*p - G*1p C (S-G)*pg dur.

3) Ler" iken LNS*ys =L N (LN S)*3 © (LN S)*yp dir.

4) LeC ise (S-L)*up € S*pp = (S U L)*y dur.

Ispat:
1) x€ S*(J) elemant verilsin.Boylece 4.2.1. Tanim geregi her hfO(X) i¢cin LNS & J elde
edilir. Boylece LNS& £ bulundugundan x€ S*g(I) bulunur. Buradan S*ys(J) © S*(E)

sonucuna varilir.
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2) S-GcS verildiginden, 4.3.1 Teoremden (S-G)*y,C S*is bulunur ve (S-G)*pp- G*ppC
S*i- G*5 elde edilir. Obiir yandan Sc(S-G)UG oldugu icin, 4.3.1.Teorem geregi
S*C((S-G)*1gU G*p dir. Buradan S*yp - G*pC((S- G)* iU G*1) - G*p elde edilir. Bu
nedenle S*p -  E*pc(S-G)*p-( S*pU  G*yp)  oldugu gorilir ve boylece
S*ip - G*rp(S-G)*np - G™ip

3) LEhWBO(Z) ve xE LNS*; verilsin. Boylece yEL ve Xx€ S*i3 elde edilir. Her VEhBO(Z)
icin  LNVEhPO(Z) olur. Buradan VN (LNS)= (LNV)NSE&L olup x€(LN S)*ig bulunur.
Boylece LNS*gc(LN S)*p ve LNScS olup, LNS*gc LN (LNS)*y dir. 4.3.1.
Teoremden dolay1r (LNS)*y,c S*i ve LN (LNS)*p € (LNS)* s neticesine varilir.

4) 4.3.1 Teorem geregi ve 4.3.4 Uyaridan (LNS)*ys = L*1g N S*pp = @QUS*s= S*p olur, S-

LcS verildiginden, (S-L)*pc S*is sonucuna varilir.

4.4.5 Teorem

(Z, 7, 1) ideal topolojik uzay1, Z kiimesindeki idealler C; ve ; olsun SCZ alt kiimesi alinsin.
Asagidaki sartlar saglanir:

1) i€ G iken, S*p(G2) © S*(Cr)

2) S*mp(CiN G2)= S*1p(Cr) U S*ip(C2)

Ispat:

1) xeS*1p(£2) noktast verilsin 4.2.1 Tanimdan her LEhBO(Z,x) icin LNS& &, dir. & € &
verildiginden LNS& ; elde edilir ve buradan x€ S*y3(E1) oldugu gortiliir.

2) (&N &2) < Cive (CiN &) < & oldugundan 4.4.4 Teorem 1) geregi S*np(C1) € S*ug(E1N &2)
ve S*u(C2) © S*1p(CiN &2) bulunur. Birlesim isleminden S*p(&1)
U S*1p(&2) © S*p(CiNE2). xE S*ip(8iN &2) noktasini alalim. Buradan her LEWPO(X) igin,
LNS&iN &) vardir. Yani LNS&(L1) veya LNS&(L2) olmalidir. Boylece xES*1g(C1) veya
XES*p(£2) olur. Bu ise S*(8iN &) © S*ip(&1) U S*ip(82) oldugu goriiliir. Neticesinde
S*p(E1N C2)= S*up(C1) U S*ip(E2) elde edilir.

4.4.6 Teorem
(Z, 7, €) uzayn alalim
t*g ={ LCZ 3 cl*p(Z-L)=( Z-L)}

olarak verilen t* ailesi, Z i¢in topolojidir hatta ™ c t*,5 ve hBO(Z) C t* dur.
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Ispat:
4.4.1. Tamimdan Cl*,5(S)=SUS*.s , t*4g ailesi Z kiimesi i¢in Cl*,3(S) tarafinca elde edilmis

bir topolojidir.t* c 1%, ifadesini bulmaliy1z. 4.3.6 Lemma’dan;

Cl*15(S)= SUS*pc SUS*= CI1*(S) dir. A kiimesi 1* kapali kiime olarak verilsin. Boylece
CI1*(S)=S ve CI*ipCS elde edilir. Bu ylizden Cl*,3(S)=S ve S kiimesi t*4g - kapalidir.Simdi
hBO(X) c t*,s oldugunu gosterelim. Varsayalim ki S kiimesi hfB-kapali bir kiime olarak

verilsin.

Sayet x¢&S ise 4.2.1 Tanimdan her xEGE™ seklinde SNG=@ € £ bulunur. Buradan x& S*yp
ve S*pc S olur. CI*up(S)= SUS*,=S ve CI*(S)=S oldugundan S kiimesi t*y3-kapali

kiimedir. Bu nedenle hBO(Z) € t*, bulunur.

4.4.7 Teorem
Verilen ideal topolojik uzay (Z, 1, {) igin,
B*( 7, £)={L-J 3 Ue "% Je £} ailesi taban gorevi goriir.

Dolayisiyla, bu aile T, topolojisi agisindan bir baz teskil eder.

Ispat:

@€ 1 her zaman saglandigindan, L-@= " ve "*c B* olup Z= UB * varilir. Bunun yaninda
B*1, B*2 € B* ve J1,J2€1 ele alindiginda Li,L2€ 7" igin B*1= Li- J1 ve p*>= L2 - J2 yazabiliriz.
Kesisimden (LiN L) € ™ iken B*1N B*2=( Li- J1)N( La- J2)=( LiN(Z- T1)) N (L2N( Z-
I2))= (LiN L2)-(J1U J2) € B* olur ve boylece (J1U J2) € € elde edilir.
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5. {s» s hp-Kapah Kiimelerin Temel Karakteristikleri

5.1 {;— hp Tipi Kapah Kiimeler

5.1.1 Tanim

(Z, t, I) uzay1 verilsin ve S c Z kiimesi i¢cin LEhBO(Z) olmak {lizere, S*y3 € Z ise S

kiimesi Cg-hp-kapali kiime olarak isimlendirilir.

5.1.2 Teorem

(Z, t, €) ideal bir topolojik uzay verilsin. Z'nin bir S alt kiimesi i¢in asagidaki ifadeler
esdegerdir.

1-) S kiimesi Cg-hp-kapali,

2-) S c L ve L€hp-acik oldugunda Cl*14(S) c L,

3-) Her x € cl*1p(S) icin, hBcl({x})NS # 9,

4-) cl*1p(S) — S bos kiimeden farkli hp-kapali kiime bulundurmaz,

5-) S*y— S bostan farkli hi¢gbir hp-kapali kiime bulundurmaz.

ispat:

1) =2) Varsayimdan, S kiimesi Cg-hf-kapali kiimedir. 5.1.1 Tanim geregi LEhBO(Z)
olmasiyla beraber, ScL iken S*CL olur. Buradan S*gUSCL elde edilir ve bdylece
ScL ve LEhPO(X) iken Cl*13(S)cL dir.

2) =3) y € cl*y noktasi verilsin. Sayet ClhB({x})NB # @ ise Sc(Z- Clhp({x})) bulunur ve
Sc(Z- CIhB({x})) kiimesi hP-aciktir. Varsayimdan cl*y(S) < ClhB({x}) olur. Bundan
dolay1 CI*pp(S)N ClhB({y})=9 elde edilir. xEcl*1(S) verildiginden bu bir ¢eligkidir. Her
x € cl*y(S) i¢in ClhB({y})NS# @ elde edilir.

3) =4) K bos kiimeden farkli hf-kapali bir kiime ve x€K iken K < cl*y3(S)-S olsun.
Boylelikle KcZ-S ve KNS=@ dir. Bundan dolayr Clhp({x})NS=@ elde edilir. Bu ise
ClhB({x})NS# @ hipoteziyle celisir. cl*p(S)-S kiimesi bos kiimeden farkli hf-kapali
barindirmaz.

4) =5) Bu kisim S*pc Cl*,4(S) ifadesinden anlasilir.

5) =1) L kiimesi, Z kiimesinin rastgele bir hf-a¢ik kiimesi olsun ve SCL verilsin. 4.3.1
Teorem geregi S*ipN(Z-L) kiimesi hp-kapali iken S*;g kiimesi hp-kapalidir ve S*;,3N(Z-L)
C S*-S bulunur. 5) ifadesinden S*,3N(Z-L) =@ elde edilir. Bundan dolay1 S*,cL ve

buradan S kiimesi Cg-hp-kapali kiimedir.
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5.2 {s*g hp-Kapah Kiimeler

5.2.1 Tanim

(Z, 1, €) uzayi verilsin ve S  Z alt kiimesini alalim.

LeSO(Z) ve S c L oldugunda S*3 c L

oluyorsa, S kiimesine Cs*g hf3 — kapali kiime (ardisik olarak Cs+ kapali kiime, LESO(Z) ve S
c L iken S*c L [7] ) denir. {s+¢ hp — kapali kiimenin tiimleyenine Cs*g hp — agik kiime
denir. Cs*¢ hP — kapal1 kiimelerin ailesi (sirayla Cg+g kapali kiimeler) g+ hBC(Z)( Cs*e
C(2)) ile ifade edilir.

5.2.2 Teorem
(Z, 7, €) ideal topolojik uzayindaki S € Z kiimesi verilsin. S kiimesi Cs+g kapali kiime olma

sartin1 sagliyorsa S kiimesi g+ hf3 — kapali kiimedir.

ispat:
S kiimesi Cg+¢ kapali kiime olarak verilsin. S kiimesini kapsayan her LESO(Z) i¢in S*cL
elde edilir ve 4.3.6 Lemma 2) geregi S*,3C S*CL olma sart1 vardir. Buradan S kiimesi Cg#g

kapal1 bir kiime olarak bulunur.

5.2.3 Uyan

5.2.2. Teoremin tersi her zaman saglanmayabilir.

5.2.4 Ornek

Z={y,v,r,k} evrensel kiimesi ve 1={0, Z{r},{y,v,r}} topolojisi verilsin. Buradan
w={0, Z,{k}, {y,v.k}} ve 2.5.4 Tanim geregi 1" ={@, Z {r},{z,v},{y,v.k},{y,v.,r}} olur.
={9,{k}} 1idealini alalim ; 5.2.1. Tamm gere8i, (s hBC(Z) = { 0O,
Z,{r}, {k}, {rtk}, {y,v.k}} ve C+C(2)={9, Z,{k},{y,v,k}} bulunur. Buradan dikkat edilirse
{r},{r.k} kiimeleri Z evrensel kiimesinde Cs*chPC(Z) kiimelerdir fakat Cs+C(Z) ailesine ait

kiime degillerdir.

5.2.5 Ornek
5.2.4 Ornekte gosterilen @,Z, {t},{z,v,t} kiimeleri kapali kiimeler ve {s¢ hB-kapali kiime
olurlar. Fakat {r},{r,t} kiimeleri Cs+ghp-kapal1 kiimeyse kapali kiime degillerdir.
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5.2.6 Teorem

(Z, 7, €) ideal bir topolojik uzay ve S, G Z'nin alt kiimeleri olsun.

1- Eger S ve G kiimeleri Cs+¢ hB-kapali kiime oluyorsa, (S U G) kiimesi Cs«g h3-kapalidir.
2- Eger ScZ kapal1 kiime oluyorsa, S kiimesi Cs«g hp-kapalidir.

3- Eger LcZ acik kiime ve S kiimesi Cs«g hp-agik oluyorsa, o zaman (L N S) kiimesi Cs«g
hp-aciktir.

Ispat:

1) LESO(Z) ve (S U G) c L verilsin. Iddiamizdan ScL ve GcL olur. S ve G kiimeleri
Cs+g hP-kapal1 kiimeler olarak verildiginden S*,3CL ve G*3CL elde edilir.

S*,UG*p € L bulunur. Boylece (S U G) Cs«g hp-kapalidir kiimedir.

2) LeSO(Z) ve B c L wverilsin. 4.3.6 Lemma geregi, S*y3c S*cCI(S)= ScL olur.
Boylelikle S Cs+g hB-kapali kiimedir.

3) 1) ve 2) ozelliklerinin tiimleyeninden rahatlikla goriiliir.
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