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OZET

IKi KOMPLEKSLER ARASINDAKI DONUSUMLER
YUKSEK LIiSANS TEZi
HUSEYIN BALCI
BALIKESIR UNIVERSITESI, FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC.DR. FIRAT ATES)

BALIKESIR, ARALIK - 2015

Bu tezde serbest gruplar, grup sunuslari, graf teorisi, agaglar ve iKi
kompleks konulari ile ilgi temel tanim ve teoremler verilerek bazi uygulamalar
yapilmistir. Tez bes boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde sonraki bdliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve
teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde grup sunuslar ile ilgili bazi1 temel tanim ve teoremlere yer
verilmigtir.

Ugiincii boliimde graf teorisi ile ilgili graflarin déniisiimleri, bir kdsenin
yildizi, yollarin taginmasi, alt graflar, temel gruplar, indirgenmis homomorfizma
ve graflarin gruplar tarafindan etiketlenmesi konularina deginilerek bazi tanim ve
teoremler incelenmistir.

Dordiincii boliimde graf teorisinin 6nemli bir boliimii olan agaglar konusu
ile ilgili tanim ve teoremler verilerek temel gruplarin yapisina deginilmistir.

Tezin son bolimiinde ise iki kompleks konusu ile ilgili teoremler

verilerek, uygulamalar yapilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Serbest grup, Grup sunusu, Graf teori,

Yollarin taginmasi, Graflarin doniisiimii.



ABSTRACT

MAPPINGS BETWEEN TWO COMPLEXES
MASTER SCIENCE THESIS
HUSEYIN BALCI
BALIKESIR UNIVERSITY, INSTITUTE OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF.DR. FIRAT ATES)

BALIKESIR, DECEMBER - 2015

In this thesis, free groups, group presentations, graph theory, trees and
two complex have been performed giving basic definitions and theorems. The thesis
consists of five chapters.

Basic definitions and theorems will be used in subsequent chapters have been
given in the first chapter.

Some basic definitions and theorems about the group presentations have been
given in the second section.

Mapping of graphs related to graph theory, the star of a corner, lifting of
paths, sub-graphs, fundemantal groups, reduced homeomorphism and some
definitions and theorems have been investigated via discussing the issues of graphs
labelling by groups.

Definitions and theorems related to the subject of trees that are an important
part of graph theory have been given and some applications have been implemented
in the fourth section.

In the last section of the thesis, giving the theorems related to the topic of two

complex, some applications have been done.

KEY WORDS: Free group, Group presentation, Graph theory, Lifting of
paths, Map of graphs.
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SEMBOL LISTESI

w Kelime

w w kelimesinin tersi
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[w], w w kelimesinin denklik sinifi

i(w) w kelimesinin baslangi¢ harfi
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[G:H] G ile H gruplarinin indeksi
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Z(G) G grubunun merkezi

H=G H grubu G grubuna izomorftur

H<G H, G grubunun alt grubudur
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ceko @ donligiimiiniin ¢ekirdegi
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~ o ¢ sunusuna bagli denklik bagintist

[, ¢ sunusuna bagli grubun birimi

G(p) g sunusunun temsil ettigi grup

P=<X;R> G grubunun sunusu X lireteg, R bagint1 kiimesi
[L(T,v) I" nin v deki temel grubu
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1. BOLUM

1.1 Giris

Bu boéliimde tezin diger boliimlerinde genel olarak kullanilacak bazi temel
tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bunu yaparken kelime yapisina ve kelimeler
arasindaki islemlere deginilmis daha sonra da serbest gruplara ait temel tanim ve
teoremlere deginilmistir. Bu boéliimle ilgili detayli bilgilere [1-7, 11, 12, 14, 17, 23,
24, 26, 27] gibi kaynaklardan ulasilabilirdir.

1.2 Kelimeler

X bostan farkli bir kiime olsun. X kiimesinin elemanlarini kullanarak bu
kiimeye bire-bir karsilik gelen ve bu X kiimesinin elemanlarinin terslerini temsil eden
X~1 kiimesini tamimlayalim. Ayrica X* = X u X~ olsun. Burada ki X* kiimesinin

her bir elemanina harf denir. Harflerden olusan
X w2 x (g €EX, g =21,1<i<nneEN)

ifadesine X kiimesi tizerinde bir kelime denir. Bu kelimeyi w ile gosterirsek, w
kelimesinin baslangig harfi i(w) = x;* ve bitis harfi de T(w) = x;" olur. Egern = 0
ise bos kelime elde edilir ve 1, ile gosterilir. Bos olmayan bir kelime i¢in, € = +1
oluyorsa, w kelimesine pozitif kelime denir.
Birw = x;'x;% ...x" kelimesinin tersi,
—&n —& .. —&1

Xp "Xy Xg

kelimesi olarak tanimlanir ve w1 ile gosterilir.



X kiimesi tizerinde iki kelime w ve v olmak iizere w ve v kelimelerinin
carpimi, w kelimesinin devami olarak wv seklinde gosterilir. Verilen bu ¢arpim

altinda kelimeler lizerinde asagidaki sekilde islemler tanimlanabilir.

Bir w kelimesi i¢inde, x*x™¢ (x € X, e = 1) seklinde ters harf ¢iftleri varsa
bu c¢iftler kelimeden silinir. Yapilan bu isleme kelime tizerindeki indirgeme

(sadelestirme) islemi denir.

Benzer sekilde bir w kelimesi igine, xx~¢ (x € X, e = 1) seklinde ters harf
ciftleri eklenebilir. Yapilan bu isleme de kelime tizerinde ekleme islemi denir.

X kiimesi iizerinde herhangi bir kelime, x*x~¢ (x € X, e = +1) gibi ters harf
cifti icermiyorsa bu kelimeye indirgenmis kelime denir.

Ayrica, x;'x5% ...x;" seklinde verilen bir kelime igin  x;* # x,“" ise bu
kelimeye devirsel indirgenmis kelime denir.n,m € N, x;, VieX, &6; = %1,
1<i<nvel<j<m olmak i = xf1xf2 | xin = yl1yd2  y0m gipj

<i< <j <m olmak iizere, u = x;'x,% .. x,"* ve w =y, 'y, % ...y, gibi

iki kelime alalim. Bu durumda u ile w arasindaki ¢arpma islemi;

_ &1..&E2 & 81 52 S _ €182 & 61 52 o)
uw =(x;" %% X)) Yy D e Ym) = XX XY Y e Y

seklinde tanimlanir. Tanimlanan bu islem birlesme 6zelligine sahiptir.

X kiimesi tizerindeki iki kelime w ve w' olsun. Eger bu kelimelerden biri
digerinden sadelestirme veya ekleme islemlerinin sonlu sayida uygulanmasiyla elde
ediliyorsa, bu iki kelimeye serbest olarak denk kelimeler denir ve w~w' ile
gosterilir. Bu durumun gosterimi

W= Wy, Wy, Wy, oo, Wy, = W

seklindedir.

1.2.1 Ornek: w =abb *a? , w' =a®b 'a lab kelimelerinin birbirine

serbest olarak denk oldugunu gosterelim.
w =w, = abb la?
~w; =a® (sadelestirme)

~w, =a3b~1h (ekleme)

2



~w' =ws; =a3b ta lab (ekleme). o

Yukaridaki "~" bagntis1 bir denklik bagintisidir. Herhangi bir w kelimesini
iceren serbest denklik sinifi [w] veya w ile gosterilir. Eger X kiimesi lizerindeki tiim
kelimelerin serbest denklik smiflarinin kiimesini F(X) ile gosterirsek, F(X)

tizerindeki carpma islemi,
[wllu] = [wu] (1.1)

olarak tanimlanir.

1.2.2 Teorem [7] : X kiimesi iizerinde u,u’,w,w' kelimelerini alalim. Bu

durumda
u~u' ve w~w' ise uw~u'w’

dir.

Ispat : Eger u~u' ise u=1uyUy,Uy, ..Uy =u Ve w~w ise
W = W, Wy, Wy, ..., W, = W olur. Boylece uw = uyw, uyw, uow, ..., u,w = u'w ve
uw~u'w olur. Ayrica u'w = u'wy, u'wy, u'wy, ..., u'w,, = u'w’ den v'w~u'w’ dir.
Boylece uw~u'w, u'w~u'w’ ve "~" bagintisi denklik bagmtisi oldugundan

uw~u'w’ elde edilir. o

1.2.3 Teorem [7] : F(X) kiimesi (1.1) de tanimlanan ¢arpma islemine gore bir

grup olusturur.

Ispat: ilk 6nce birlesme 6zelliginin saglandiginm gosterelim. Burada [u], [v],

[w] € F(X) olmak tizere,
([ullvDIw] = [uv][w]
= [wr)w] = [u(vw)]



seklindedir.
Ayrica, [w] € F(X) igin,
[1,]w] = [1,w] = [w] ve [w][1,] = [wl,]=[w]
olacak sekilde [1,,] € F(X) birim elemam vardir.
Son olarak, her [w] € F(X) igin,
[w™i.w] = [w™iw] = [1,] = [ww™!] = [w]. [w™]

olacak sekilde [w™1] € F(X) ters elemam vardir. 0

1.2.4 Tamim: Yukaridaki teoremde verilen gruba X tizerindeki serbest

grup denir.

1.3 Evrensel Doniisiim Ozelligi

Asagida verilen teoremler serbest grup teoride ¢ok 6nemli bir yere sahip

olup, 6zelliklede grup sunuslarini olusturmada kullanilan teoremlerdir.

1.3.1 Teorem (Evrensel Déniisiim Ozelligi) [7, 14]: G bir grup, X, bir F(X)
serbest grubunun iirete¢ kiimesi olmak {izere herhangi bir ¢q: Xy = G doniisimi

icin ¢ : F(X) = G olacak sekilde tek bir grup homomorfizmasi vardir.

Ispat: Varsaymimiz geregi F(X) bir serbest grup oldugundan

Xo = {[x] : x € X} kiimesi tarafindan tiretilir. ¢, : X, = G doniisimii her x € X igin

®o ([x]) = gx (9x € G)

olacak sekilde tanimlayalim. Simdi w = xflxgz ...x,i" (xi€X,e=11,1<i<n)

seklinde tirete¢ kiimesinden bir kelime olsun. F(X) serbest grubunun w kelimesine



serbest olarak denk olan elemanlarin kiimesi [w] denklik smifi olarak goésterelim.

Varsayimimiz geregi [w] denklik sinifinin ¢ altindaki gérintiist,

o(Iw]) = 92,51 9%, - g2,

seklinde tanimlanir. Burada ¢ : F(X) - G dontsiminin iyi tanimli,

homomorfizma ve tek olarak belirli oldugunu gosterirsek ispati tamamlamis oluruz.

Simdi ¢ nin iyi tanimli oldugunu gosterelim. Yani [u],[v] € F(X) igin

[u]~[v] ise @([u]) = @([v]) oldugunu gosterelim.

Ozel durum, varsayalim ki v kelimesi u kelimesinden indirgeme islemi ile

elde edilmis olsun. Bu durumda

& & & - & & &€ & &
U= XK, e X XEX T8 X T L0 = X TG X Ky T X = v

u kelimesinin ¢ doniisimii altindaki goriintiisi,
O([uD) = Gx, 92, -+ G, ™Gx" G5 Gty ™ o G "
~Gx, G, o Gty " Gty ™ G, = (V]
seklindedir.

Genel durum, eger u ve v serbest olarak denk kelimeler ise bu durumda u
kelimesini v kelimesine baglayan, u = ugy, U4, ..., u, = v seklinde u;,.4, u;’den
(i =0,1,...,r — 1) sadelestirme islemi ile elde edilen sonlu bir zincir vardir. Ozel
Durum’dan dolay1r bu kelimelerin ¢ donlisimii altindaki goriintiileri esit olmak
zorundadir. Yani ¢ ([u;]) = @([u;+1]) dir. Boylece

e([ul) = e([uoD) = () = -+ = @([u,]) = (v
olur.

Simdi ¢ nin homomorfizma oldugunu gosterelim. Bunun igin [w],[v] €
F(X) olmak tzere, ¢@([w][v]) =@(wDe([v]) oldugunu goéstermemiz
gerekmektedir.

Ureteg kiimesinden herhangi iki kelime,

W= X152 Xt Ve v = yflyfz ...y,‘flm Oyle ki (x; €X, e ==1,i=

1,2,..,n)ve(y; €X,6; = +1,i = 1,2, ..., m) seklinde olsunlar.



Bu kelimelere denk olan kelimelerin denklik siniflar1 [w] ve [v] olmak lizere,
bu denklik smiflarmmin (1.1) de tamimlanan c¢arpimin ¢ donisimii altindaki
goruntiisu,

o(w]lv]) = o([wv])
= 92,519, o Gy " Gy, 1 Gy, O e Gy

= ¢[wle[v]
olur. Boylece ¢ doniisimiiniin ¢, donisiminin genislemesi olan bir

homomorfizma oldugu gosterilmis olur. o

Asagida verilen onerme yardimiyla ¢ fonksiyonun tek oldugu kolaylikla

gosterilir.

1.3.2 Onerme [7]: H, A kiimesi tarafindan iiretilen bir grup ve K ise

herhangi bir grup olmak tizere a,f:H — K scklinde bir homomorfizmasi igin,

a|A=ﬁ|Aquyorisea= B dir.

1.3.3 Teorem [14]: Her grup bir serbest grubun homomorfik goriintiistidiir.

Ispat: G bir grup, A ise bu grubun iirete¢ kiimesi olmak iizere
Xo = {[x4]: a € A} kiimesini belirleyelim. Bu kiimenin elemanlar1 A kiimesinin
elemanlariyla ve ayn1 zamanda X, kiimesinin liretecegi serbest grubun elemanlariyla

1-1 eslenir.
@, Xo—> G
[xa]>a

doniistimii icin Teorem 1.3.1 geregi genislemesi olan bir tek homomorfizma vardir.

Bu homomorfizmay1

é F(X)>G



olarak gosterelim. Burada A < Gor¢ ve Gor ¢, G grubunun bir alt grubudur. Aym
zamanda Gor ¢, A kiimesini igeren en kiigiik alt gruptur. Bununla birlikte A kiimesi
G grubunun treteci oldugundan G grubu da A kiimesini igeren en kiigiik alt gruptur.

Dolayisiyla Gor¢ = G olur. Yani ¢ homomorfizmasi ortendir. Birinci izomorfizma

i ~ F(X)
teoreminden G = 4ek¢ bulunur. o

1.3.4 Teorem ( Normal Form Teoremi ) [6] : Her bir serbest denklik sinifi

tek bir indirgenmis kelime igerir.

1.3.5 Teorem [6]: G bir grup olmak iizere Z(G), G grubunun merkezi olsun.

1X| > 1ise Z(F(X)) = 1 dir.

1.3.6 Teorem [6]: |X| = 1 ise F(X) serbest grubu sonsuz devirli, degismeli
ve Z(F(X)) = F(X) dir.

Ispat: X = {x} elemanin igeren tek elemanli bir kiime ve C, t tarafindan

tiretilen sonsuz devirli bir grup olsun. Burada
Po:X = C, @o(x) =t
doniistimiinii géz Oniine alalim. Bu durumda
¢ :F(X)->C
p([xD = @o(x) =t
olacak bi¢imde tek bir ¢ genislemesi vardir.

F(X) serbest grubunun sonsuz devirli oldugunu gostermek igin ¢
homomorfizmasimnin birebir ve Orten yani izomorfizma oldugunu gostermek

gereklidir.



[lk olarak ¢ homomorfizmasmin birebirligini inceleyelim. Burada
[wi], [w,] € F(X) olmak iizere, ¢@[w;] = ¢[w,] ise [w;] = [w,] kosulunu
aragtiralim. Bunun icin @[w;] = @[w,] olsun. Eger w; = x”* ve w, = xP2 olarak
secilirse tPr = tP2 olur. Buradan da t?17?2 =1 den ve <t > sonsuz devirli
oldugundan, b; — b, = 0 dir. Dolayisiyla b; = b, olup xP1 = xP2 dir. Boylece

[w;] = [w,] sonucuna ulasilir. Buda bize ¢ nin bire birligini verir.

Herhangi bir [x] € F(X) i¢in ¢y(x) = t olacak sekilde en az bir x € X var

oldugundan, ¢ Ortendir.

Tiim bu sonuglar dogrultusunda ¢ homomorfizmasi bir izomorfizmadir. Buna

bagl olarak F(X) serbest grubu C devirli grubuna izomorftur. Ayni zamanda

degismelidir. Dolayisiyla Z (F 0.4 )) = F(X)olur. o

1.3.7 Teorem [7]: X ve Y kiimeleri {izerinde tanimlanan serbest gruplar

F(X) ve F(Y) olmak iizere,
IX| =1Y|< F(X) = F(Y)

dir.

Ispat: Ilk olarak |X| = |Y| =niken F(X) = F(Y) oldugunu gosterelim.
Xo={[x]: x € X}veY, ={[y]: y € Y} olmak lizere,
¢0: Xo = F(Y)
xiblyi]l (eX y,eY, i=1,..,n)

doniisiimii i¢in Teorem 1.3.1 den,
¢ :F(X) = F(Y)
¢ (D)= ¢ () [yl
seklinde ¢ . doniigiimiiniin genislemesi olan bir tek grup homomorfizmasi vardir.
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Benzer sekilde,
Po: Yo = F(X)
yi[x] (€Y, x;€X,i=1,..,n)
doniisiimii i¢in Teorem 1.3.1 den,
¢ : F(Y) - F(X)

o(lyiD) = vo ) = [x]

seklinde ¢, doniisiimiiniin genislemesi olan bir tek grup homomorfizmas1 vardir.

Burada

pog:F(X) - F(X) ile go@:F(Y) - F(Y)

fonksiyonlarinin birim déniisiimler oldugu gésterilirse, ¢=¢@~ ! ve @ = ¢ -
sonucuna ulasiriz. Boylece ¢ ve ¢ birebir ve 6rten homomorfizma olur, dolayisiyla

izomorfizma olurlar. Buda bize F(X) = F(Y) sonucunu Verir.
Ayrica [x;] € F(X) olmak iizere,
o (Pl = o[¢, )| = oD = 0o ) = [x] € F(X)
olur. Genel olarak [x] € F(X) igin w = x;'x5? ... x" olmak iizere,
¢ (4 IwD = o (4 ([x7][x3*] - [x2" )
= ¢ (¢ ([x1]1[x2]% . [xa]"7))
= ¢ (¢ ([x:])* ¢ (2D . 6 ([xa])")

=@ (]2 217 ... [yn]™)

oldugundan ve benzer sekilde [w] € F(Y) igin ¢ (¢ [w]) = [w] esitligi de kolayca

gosterilebilir.



Ispatin diger tarafi igin varsayalim ki F(X) = F(Y) olsun. Burada C = (t)

olmak {izere mertebesi 2 olan C devirli grubunu alalim. Burada
@o:X > C=1{1,t}
icin x; » 1 veya x; — t olacak bicimde 2! tane déniisiim olup Teorem 1.3.1 den,
@ :FX)-=C

icin @ ([x;]) = @ (x) = 1veya o ([x;]) = @, (x;) =t olacak bicimde 21X tane

homomorfizma vardir.
Benzer sekilde,
% Y->C
icin y; —» 1 veya y; — t olacak bigimde 2" tane déniisiim olup Teorem 1.3.1 den,
w:F({Y)->C

igin w ([y:]) = 0o (1) = 1 veya w ([y:]) = o () = t olacak bigimde 2! tane

homomorfizma bulunur.

Varsaymimiz geregi F(X) = F(Y) oldugundan 2! = 2I¥l olur. Dolayisiyla
|X| = |Y| bulunur. o
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2. GRUP SUNUSLARI

2.1 Giris

Grup sunuslari, gruplar ile ilgili birgok Onemli problemlerin ¢dziimiinde
kolaylik sagladigindan, bu boliimde grup sunuslar1 detayli olarak incelenip gerekli
temel kavramlar verilerek bazi 6rnekler ¢oziilecektir. Grup sunuslar ile ilgili daha
detayli bilgilere [1, 2, 6, 10, 12, 14, 16, 19, 20, 21, 22, 28, 29] gibi kaynaklardan

ulasilabilirdir.

2.2 Grup Sunuslar:

2.2.1 Tammm: X bir kiime ve R ise X kiimesi ilizerinde devirsel indirgenmis

kelimelerin bir kiimesi olmak tizere, herhangi bir G grubunun sunusu,
© =(X,R)

bi¢giminde tanimlanir. Burada X kiimesine iirete¢ kiimesi, R kiimesine ise baginti

kiimesi denir. Eger X ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise bu durumda ¢ sunusu

sonludur denir.

2.2.2 Tamm: X kiimesi iizerinde aldigimiz iki kelime w; ve w, olmak iizere
w; kelimesinden w, kelimesine ekleme ve indirgeme islemlerinin sonlu sayida

uygulanmasiyla ulagsilabiliyorsa w; ve w, kelimelerine g sunusuna goére denk

kelimeler denir.
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Bu denklik,
Wi~ o, W2
ile gosterilir. Buradaki ~ ,bagmtis1 X kiimesi {izerindeki biitiin kelimelerin kiimesi

lizerinde bir denklik bagntisidir. w kelimesini igeren denklik smfi [w], ile

gosterilir. Bazi durumlarda w ile de gosterilir. Bu denklik sinifi {izerinde garpma

islemi,
[Wl]p [WZ]go = [Wl WZ]@

seklinde tanimlanir. Bu ¢arpma islemi altinda tiim denklik siniflarinin kiimesi bir

grup olusturur. Bu grup G () ile gosterilir ve birimi [1] , dir.

Eger G = G(g) ise G grubu g ile sunuluyor ya da tanimlaniyor denir. Aslinda @
sunusu ile tanimlanan G(g) grubunun elemanlari denklik siniflart olup her r € R
icin, [r] € F(X) bigimindedir. N = {[r]:r € R} kiimesi [r] denklik sinifin1 i¢eren en

kiigiik normal alt grup olan normal kapanis kiimesidir.

2.2.3 Teorem [14]: N kiimesi, F(X) grubunun elemanlarini igeren en kiigiik

normal alt grup olmak iizere,
G(p)=FX)/N

dir.

Ispat:  sunusu ile tanimlanan G () grubu ve X kiimesi igin,

Yo X > G(p)
X [x]

15

dontigiimiinii tanimlayalim. Teorem 1.3.1 den bu déniisiimiin geniglemesi,
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@ F(X)— G(p)

Wl [w],

olacak sekilde tek bir homomorfizma vardir ve ¢@|X = ¢, dir. Buradaki ¢
homomorfizmas1 6rten olup ¢eke =N dir. Dolayisiyla Birinci Izomorfizma

Teoremi’ne gore,
G(p)=F(X)/N

olur. o

2.2.4 Ornek: o = (x;x") ise G() nin n mertebeli, sonlu sunuslu devirli

bir grup oldugunu gosterelim.

Burada C = (c) , n mertebeli devirli bir grup ve F, {x} ile tretilen serbest

grup olsun. Bu durumda
[x]— C
dontisiimii i¢in Teorem 1.3.1 de tanimlanan Evrensel Doniisiim 6zelliginden
o F(X)-> C

seklinde tek bir grup homomorfizmasi vardir. Normal kapanis kiimesi olan N, [x"]

seklinde denklik smiflarini igersin. Dolayisiyla Teorem 2.2.3 den,
G(p)=FX)/N
dir. Ispatin tamamlanmasi igin N = ¢ek ¢ oldugunu gdstermeliyiz. Burada

o ([x™]) = ¢ ([x])™ = c¢™ =1 oldugundan [x"] € ¢ek ¢ dir. Dolayisiyla cek @,
[x™] denklik smifini igeren bir normal alt gruptur ve N grubunun tanim geregi
Nc ceke dir. Simdi [x*] € cek olsun. Bu durumda, ¢ ([x*]) = @ ([xD* =

c* =1 oldugundan n|k= k = n.m (m € Z*) dir.

Buradan da [x*] = [x"™] = [x™]™ € N elde edilir. Bu ise bize cek ¢ = N oldugunu
verir. Boylece
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G(p)=F(X)/N =F(X)/cek p= Gor¢p = C

Diger bir degisle G( ), istendigi gibi n mertebeli devirli bir gruptur. Ayrica G(g)

sonlu sunusludur. 0o

2.2.5 Teorem [16]: X direteglerin kiimesi, A ise herhangi bir grup olmak

lizere,
0:X—-A
X ay
doniistimii i¢in,
p:G(p)— A
[x], - ax

seklinde bir homomorfizmanin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herr € R igin

6(r) = 1, olmasidur.

Ispat: Varsayalim ki her r € R i¢in 8(r) = 1, olsun. Evrensel Déniisiim

Ozelligi’nden,
o FX)—- A
Wl ay

olacak bigimde bir tek grup homomorfizmasi vardir. Burada, w = x;%1x,%2 ... x,,*n
olmak iizere ¢ ([w]) =0(Ww) = a,, *a,,® ...ay, * dir. N={[r]:r € R}ccekp
olarak bulunur. Ciinkii ¢ ([r]) = 6(r) = 14 dir. Ayrica {[r]:r € R} kiimesini igeren

en kiiciik normal alt grup N oldugundan, N ¢ ¢ek ¢ yazabiliriz. Simdi,

y :F(x)/N = A dyleki y ([wIN) = o ([w])
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olarak tamimlayalim. Ayrica [w;]N = [w,]N igin [wy] 1[w,] € Nceeko
oldugundan, ¢ ([w;]7}[w,]) =1, bulunur. Dolayisiyla ¢ ([wq]) = @ ([w;])
esitliginden de y ([w1]N) = yw ([w,]N) bulunur. Bu ise bize w doniisiimiinin iyi
taniml1 oldugunu verir. Ayrica y doniislimiiniin bir grup homomorfizmas: oldugu

kolayca gosterilebilir. Boylece,

v ([x1,) =y (xIN) = (XD = () =

esitligide saglanmis olur.

Simdi de ispatin diger tarafi i¢in, bdyle bir ¢ homomorfizmasinin oldugunu

kabul edelim. Her r €R i¢in [r]N =1; oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

r = x,%1x,%2 ... x, ®n olmak lizere,

[7IN = [x;1] N [x2]%2N ... [x "N = [x151] , [x2%2] , . [0,

oldugunda gp([xlgl]fa [x2%2], ... [xngn]p) = Ay, *1ay,®? ... a, T = 0(r) elde edilir.

Buda bize her r € R igin 6(r) = 1, oldugunu verir. O

2.3 Grup Sunuslar ile ilgili Baz1 Uygulamalar

Bu kisimda bir onceki boliimde verdigimiz teorem ve sonuclarin bazi

orneklemelerini yapacagiz.

2.3.1 Ornek: o =<x,y; x%, y3 xyx~'y~' > sunusunun temsil ettigi
G(g) grubunun 6 mertebeli C =< c¢ > devirli grubuna izomorf oldugunu

gosterelim.

O(x) = cP, 6(y) = c? olacak bi¢imde bir homomorfizma tanimlayalim. 6
bir grup homomorfizmasi oldugundan 8(x?) =1, 8(y®) =1 ve O(xyx~1y 1) =1
dir.
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Burada ¢?? =1, ¢39 =1 ve c¢? ¢9¢"Pc™9 = 1 oldugundan p = 3 ve g = 2 olarak

bulunur. Evrensel Déniisiim Ozelliginden,

p:G(p)—-> C

olacak big¢imde bir tek grup homomorfizmasi vardir. Burada her r € R igin

O(r) =1 oldugundan Gore, C nin alt grubu ve c3c 2 =c € Gorg, c ireteg

oldugundan c, c?, ¢3, c*, % 1 € Gore= C dir. o

2.3.2 Ornek: o =<x,y; x?, ¥3, (xy)? > sunusunun temsil ettigi G ()

grubunun S5 grubuna 6rten bir homomorfizma oldugu gosterelim.

X = {x,y} ile iretilen F(X) serbest grubunu g6z Oniine alalim. Ayrica

doniistimi
0:X—- S3
0(x)=0 ve 8(y) =t

=1, (o1)?=1 esitligini

olacak bicimde tammlayalim. Burada o2 =1,
saglayacak o = (12), 7 = (123) permiitasyonlarini alalm. Bdylece (07)? igin

ot = (12)(123) = (23) ise (o1)? =1 dir. Evrensel Doniisiim Ozelliginden
homomorfizmasina genisletebiliriz. Burada
y:G(p)—> S
x> (12)

¥ (123)

homomorfizmasi ortendir. Ciinkii her ¢ € S5 igin en az bir [z] € G(gp) vardur.

Oyleki v ([z]) = g olur. o
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3. GRAF TEORISIi

3.1 Giris

Graf teorisi 1736 yilinda Leonhard Euler tarafindan ilk defa kullanilmis bir
kavramdir. Ayrica Euler kendisinin yazdigi konisgberg kopriileri sorusunu graflar

yardimiyla ¢ozerek yeni bir matematik dali ortaya ¢ikarmistir.

Bu boliimde graflar ile ilgili gerekli temel kavramlar, graflarin 6zellikleri ve
bazi teorem ve ispatlara yer verilecektir. Bu boliimdeki bilgilere [6, 7, 8, 9, 11, 13,
18, 19, 23, 24, 30] gibi kaynaklardan ulasilabilirdir.

3.2 Graf Teorisi

V ve E bostan farkli kiimeler olmak iizere ve i,7, * fonksiyonlari, her e € E

igin,
itE->V
T:E->V
THE-SV
e =1(e) (e =i(e)), (e7H'=e

seklinde tanimlansin. Buna gére I' = (V,E,i,t, ") ye bir graf denir. Burada V
kiimesi koselerin kiimesi, E kiimesi kenarlarin kiimesidir. Graflar koselerin ug

noktalar1 gosterilerek ¢izilir. e bir kenar olmak tizere, i(e) =u, t(e) =v igin e
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kenar1 u dan baslayip v de biten dogrudan bir ¢izgi ile izilir. Ayrica e, v den

baslar ve u da biter.

Sekil 3.1: Basit bir graf ¢izimi

Graflar gizilirken genellikle e veya e~ den biri kullanilir.

3.2.1 Ornek:

Sekil 3.2: Graf 6rnegi

V={123}LE={aatbbtcctdd?'ee '} kimeleri veriliyor. Sekil 3.2

de ¢izilmis olan graf 6rnegine gore bazi kenarlarin i ve T fonksiyonlari,
i(d)=3, 1(d) =2
i(a) =1(a) =1
i(cH=3 1(cH=1

seklindedir.

a birbirini takip eden e, e,, ..., e, kenarlarindan olusan bir yol ise
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(e;) =i(ej4q) (1=12,...,n—1)

dir.

Sekil 3.3: Birbirini takip eden ey, e,, ..., e, kenarlarindan
olusan bir yol 6rnegi

Burada Sekil 3.3 deki a yolu i(a) = i(e;), t(a) = 1(e,) olarak ifade edilir.

3.2.2 Tamim: Graf iizerinde alinan herhangi bir a yolu i¢in i(a) = t(a) ise

a ya kapalr bir yol denir.

3.2.3 Ornek: Sekil 3.2 deki graf iizerinde alinan @ = a~*hd~'c~ac yolu
icin  i(a) =1, t(a) =3 tir. Bu durumda a kapali bir yol degildir. Ayrica,

a l=cta lcdb ta dir.

3.2.4 Tanm: «a bir yol olmak iizere, t(a™!) = i(a) , i(a™!) = 17(a) ise a
bos yoldur denir. v herhangi bir kdse olarak alinirsa bos yolu 1, olarak gosteririz.

Bos yolun hi¢ kenar1 yoktur. Ayrica, i(1,) = t(1,) =v ve 1,7' =1, dir.

3.3 Graflarin Doniisiimleri

3.3.1Tanm: I' = (V,E,i,rt, ’l) vel' = (VLEY Qi T, ’1) graflar1 verilsin.
Buna gore;

w:T — I koseyi koseye, kenar1 kenara génderen ve her e € E igin,
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w (i(e) = i(y (&)
w (z(e)) = t(y (e))

ye™)=y(E)!

ozelliklerini saglayan doniisiimiine graf donilisiimii ad1 verilir.

r r'
e
v 4 s YV (V)
_— >
v (u)
Sekil 3.4: Graf doniisimi
3.3.2 Ornek:
7%
d r _—> r'
| | ®
b c
1 y z

Sekil 3.5: Graf doniisiimii 6rnegi
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Sekil 3.5 de verilen T ve r' graflarti¢in . T — r' fonksiyonu,

1 4 cCr 2zt

23— 5 Tl @EHYtl=2
a— x di—>s

atlsx?t et !

by dl> st

bl syt e list

olarak tanimlanabilir. Bu bir graf doniisiimiidiir.

Eger a =eje,..e, I' de bir yol ise v (e1) w(ey)... w(en) T’ de bir

yoldur. Bunu kolayca soyle gosterebiliriz;

T (‘//(ei)) =y (1(e)) = v (ileir) = i(w (eix1)) (i =1.2,...n-1) ve

w(a™1) = w () dir. Ayrica bos yol igin w (1,) =1 v ) olarak tanimlanir.

3.3.3 Not:  Eger a kapali ise y () kapalidir. Fakat tersi dogru degildir.
Ornegin, Sekil 3.5 den aldigmiz a =ede yolu kapali degildir. Ancak
v (a) = t~1st~1 yolu kapalidir.

3.4 Bir Kosenin Yildizi (Star)
I =(V,E,i,t, ") grafi verilsin. Buna gore

star (v) ={e:e €E,i(e) =v}

kiimesine v kosesinin yildiz1 (star1) denir.
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3.4.1 Ornek: Sekil 3.5 deki I' grafinin kdselerinin starlari,
star (1) = {b, c,a,a™ 1}
star (2) = {d™%,e,b™1}
star (3) = {d,e %, ¢~}
star (4) = {y,z" 1, x,x 1}
star 5) = {y 1,25 s Lt ¢t}

dir.

3.4.2 Tammm: star (v) deki kenarlarin sayisina v nin derecesi denir. d(v)

olarak gosterilir.

3.4.3 Onerme [8]: T've I'' graflar verilsin. w:T — T bir graf doniisiimii

olmak tizere I" nin herhangi bir v kosesi igin,

y (star(v)) < star (y(v))

dir.

Ispat: v ve v sirasiyla ' ve I de iki kose e, I'de bir kenar olmak iizere,
w (v) = v' ve eestar(v) olsun. Buna gore i(w(e)) =w(i(e)) =y (v) =v' ve boylece

v (e) € star(v") dir. o

3.4.4 Ornek: Sekil 3.5 deki I' grafini inceledigimizde,
y (star(1)) =y {b,c,a,a™'} = {y,z71, x,x~1} = star(4) = star(y (1))

w (star(2)) =y {d 1, e,b '} = {s71,t 71y} < star(5) = star(y (2))
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v (star(3)) =w{d,e 1, ¢ 1} = {z,s,t} < star(5) = star(y (3))

elde edilir.

3.45 Tanm: y: I > r' bir graf doniisimi olsun. T nin herhangi bir v

kosesi icin, v € V

(i)

(i)

(iii)

eger i doniigiimi, her bir kdsenin yildiz1 iizerinde birebir ise y yerel birebir
dir denir. Yani, her v € V igin

1//| : star(v) - star(y (v))

star(v)

birebir ise v de yerel birebir dir.

eger y doniisiimii, her bir kosenin yildiz1 iizerinde orten ise v yerel ortendir
denir. Yani, her v € V igin

v | : star(v) — star(y (v))

star(v)
orten ise y yerel ortendir.

eger y dontsiimii, her bir kosenin yildizi lizerinde birebir ve orten ise w
yerel birebir ve 6rtendir denir. Yani, her v € V igin

| : star(v) — star(y (v))

star(v)

birebir ve orten ise y yerel birebir ve ortendir.

3.4.6 Ornek: Sekil 3.5 e gore y:T' — r' i¢in,
v {b,c,a,a™1} - {y,z71, x, x~1} doniisiimii birebir ve 6rtendir.
v {dte,b7 1} > {y 1,255,571, t,t1} doniisiimii birebir dir.

1

v {d,e7t,c7 1} - {y71 25,571, t,t 1} doniisiimii birebir dir.

Boylece N R dontisimlerine gore 1 yerel birebir dir fakat yerel orten

degildir.

23



3.4.7 Ornek:

d y
l// 1
1 3 r > r
123> 0
a b
a, b x
) d,CHy X

Sekil 3.6: Graf dontisiimii 6rnegi

Yukarida verilen w:I'—>T 1 icin 1 ve O koselerinin starlari,
star (1) = {d,c,a™'} , star (0) = {x,x71,y,y '} bicimindedir. Bdylece,
% {d,c,a '} - {x,x71,y,y71} birebir ve 6rten degildir. Bundan dolay1 v yerel

birebir veya yerel 6rten degildir.

3.4.8 Ornek:
1
r
a_, a_q Ao aq a, as Ay a;
2 b, 1 ba o b ¢ b 2 by 3 b3 4 bi-1 i b;
b a
j X i
r

Sekil 3.7: Graf doniistimii 6rnegi
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! ¢

I —» T

01,-1,... > X
a; — a
bi (d b

olarak verilsin.

. T'> ', Tve ' graflar1 igin ¢ fonksiyonunun birebir ve ortenligini

inceledigimizde, I de herhangi bir kose ve T" 'de x kosesinin start igin,

star (i) = {a;, a; "%, by, bi_, '}, star (x) ={a,a™%, b, b~} seklindedir. Burada ¢ yerel

birebir ve ortendir.

3.5 Yollarin Tasinmasi

Fvel graflari i¢in, ¢ : [>T graf doniistimii verilsin. Eger T nin bir o
kosesi, I'nin bir v kdsesine gidiyor ise yani ¢ (7) = v ise ¥, v ye tasinyor denir.
Ayrica a, I' da bir yol ve i(a) = v olsun. Varsayalim ki ¥, v ye tasinmis olsun.

Eger ¢ (@) =aise [ dea yoluna @& nin taginmasi denir.

=
€N

Sekil 3.8: Graf doniisiimiinde yollarin taginmasi
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3.5.1 Ornek:

d
2 - 3 r 154
b 2,355
P a—>X
’ by
c—o>z?
y

a
I d—s
5 X
oW e
t z
Sekil 3.9: Graf dontisiimii 6rnegi
o : [>T grafinda ¢ fonksiyonunu inceledigimizde yerel birebir oldugunu

kolayca buluruz.

Burada, Sekil 3.9 da verilen T da aldigimiz @ = acde yolu, I' de
a = xz~'st~! yoluna tasmmustir. Yalniz B = xz~'st yolu f = acd oldugundan

B yolunun tasinmasi yoktur.

3.5.2 Teorem (Tasinmalarin essizligi) [30]:

o : [>T yerel 1-1 ise I'de « yolu en fazla bir tek & tasinmasina sahiptir.

3.5.3 Teorem (Tasinmalarin varhgr) [30]:

¢ : [>T yerel orten ise I" de a yolu en az bir tane & tasinmasina sahiptir.
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3.5.4 Ornek:

0—>2

1

1-3

c,d 1>z

Sekil 3.10: Graf doniisiimii 6rnegi

Yukaridaki ¢ : [>T grafinda ¢ fonksiyonunu inceledigimizde yerel orten

oldugunu gorebiliriz.

Ayrica T de aldigimiz a = xzy ™1, yolu i¢in i(a) = 2 dir. [ de kosesi O
olanlar kosesi 2 olanlara taginirlar. Boylece @, = ach™ , a, = ad'b~! yollan

kosesi 2 olan a yoluna tasinirlar.

Teorem 3.5.3’¢ gbére « nmn en az bir tasinmasi vardir. ¢ Yyerel Orten

oldugundan «a nin 2 tane taginmasinin oldugu sonucuna ulasabiliriz.

3.6 Alt Graflar

I', V koselerin kiimesi, E kenarlarin kiimesi olan bir graf olsun. V', V nin alt

kiimesi E!, E nin alt kiimesi olmak Uzere,

() e €E icin (e"), i(e") € V!
(i) e'€E"igin (e')'€E!

kosullar1 saglayan graflara I' nin alt graflari denir.
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3.6.1 Ornek:

2 d

Sekil 3.11: Graf 6rnegi

Yukaridaki sekilde verilen grafin alt grafini ¢izelim.

Burada V' = {1,3}, E' = {a,a™ 1, c,c™1} koselerin ve kenarlarin kiimesi

olarak alinirsa alt graf kosullarini saglar ve asagidaki sekilde ¢izilebilir.

a

Sekil 3.12: Alt graf 6rnegi

Eger V" ={1,3}, E" ={e,e”!,b,b™1} kiimeleri alinirsa alt graf olmaz. Ciinkii
i(e) =2¢ V" dir.

Eger V™ = {1,3}, E™ = {a, ¢, ¢~} kiimeleri alinirsa alt graf olmaz. Ciinkii a € E™

icin a~1¢ EM dir.

3.7 Temel Gruplar ve Yollarin Esitligi

Simdi serbest gruplarla ilgili baz1 dnemli hatirlatmalar1 yapalim.

- Xiizerindeki kelime grafta bir yoldur.

- Bir yoldaki temel indirgeme x®x~¢ ¢iftinin elenmesidir.
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- Eger a=ayay,..,a, =a' ise a;.q, a; den temel indirgenme veya
eklemeyle elde ediliyorsa «a, a' yollar1 denktir. @« nin denklik siniflari
[a] olarak tanimlanir.

- Normal form teoremi, her yolun denk tek bir indirgenmis yolu vardir.

- Yollarin ¢arpimi (af) ; a~a've B~B'ise af~a'B' olur. [a][B] = [aB]
denklik siniflariin ¢arpimi iyi tanimlidir.

- {[a]: a bir yol} yukaridaki ¢arpma islemiyle birlikte bir gruptur.

- Temel indirgenmis bir yolda, ee™? ¢ifti varsa bu ciftleri silebiliriz.

3.7.1 Ornek:

2 d 3

Sekil 3.13: Graf 6rnegi

Yuaridaki  grafta alman deaa ¢ 'b™'b  yolunun indirgenmis  yolu,

deaa " c b 'b~dec 'b b~dec '~dee lec™1 dir.

Daha oOnceki bolimlerde Normal Form Teoremi’ni kelimeler tizerinde

gormistiik. Simdi ise ayni teoremi yollar {izerinde verebiliriz.

3.7.2 Teorem (Normal Form Teoremi) [6]: Her denklik sinifi tek bir

indirgenmis yol icerir.

Ornegin, yukaridaki Ornek 3.7.1 deki graftan aldigimiz [dea tac™1b~1b]

denklik smifinin dec™! olan tek bir indirgenmis yolu vardir.
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3.8 Yollarin Carpimi

Graf {izerinde aldigimiz a, 8 yollart i¢cin t(a) = i(B) oluyorsa bu yollarin
carpimi af} olarak tanimlanir. Bu durumda af, a nin kenarlarinin f nin kenarlari

tarafindan takip edilmesiyle meydana gelir.

i(B) = ()

Sekil 3.14: Birbirini takip eden yollar

3.8.1 Not: Asagidaki sekilde ¢izilen graftaki gibi B deki biitiin yollar tek bir

koseyle baglar ve biter ise ¢arpim her zaman tanimlidir.

Sekil 3.15: Tek bir kdseye sahip graf

Eger a~a', B~f' ise af~a'B"' dir. Bunu kolayca gorebiliriz. Eger a~a'
ise T(a) = t(a") ve i(a) =i(a') dir. Ayrica i(B) =i(B") ve t(B) = (L") dir.
Boylece aff tanimhi ve 7(a') = 7(a) = i(B) = i(B") oldugundan a'B' tanimlidir.

Denklik smiflarinin kismi ¢arpimi;

[a][B] = [aB]

7(a) = i(B) bigiminde tanimlanir. Bu ¢arpim iyi tanimlidir.
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3.8.2 Tammm: Burada {[a]:i(a) = 7(a) = v} kiimeSi carpma islemiyle
birlikte bir grup olusturur. Bu grubun birim eleman1 [1,] dir ve [a] nin tersi [a™?]

dir. Bu gruba v deki T nin temel grubu denir ve [] ,(I', v) olarak tammlanr.

3.8.3 Ornek:

Sekil 3.16: Graf 6rnegi

Sekildeki ' grafinin koselerine ait temel gruplart [] (1), I1 (I, 2), I1 L(I,3)

seklinde gosterebiliriz.

3.8.4 Teorem [19]: T' grafinin u ve v gibi iki kdsesi eger bir yol ile

baglanmis ise
Hl(F,u) = Hl(F,v)

dir.

Ispat: u dan v ye bir yol y olsun. Eger @, u da kapali bir yol ise y~tay
yolunda v de kapali bir yoldur.

)4
a v
u

Sekil 3.17: u dan v ye bir yol

Ayrica a~a'ise y~lay~y~la'y dir. Burada
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¢ 11 (I'w) - II (T, v)
lal [y ay ]
olarak taninlanan ¢ nin bir homomorfizma oldugunu gosterelim;
¢ ([allBD) = ¢ ([aBD) = [y *aBy ]

d([aDe(BD =y tay lly *By 1 =y tayy™'By ]

olur. Burada y layy l'By~y~laBy olup yy ! silebiliriz. Boylece ¢

homomorfizmdir. ¢ nin izomorfizm oldugunu tersini bularak gosterelim. Varsayalim

1

ki a', v de kapal1 bir yol ve ya'y™" u da kapali bir yol olsun.

Yukaridaki gibi benzer sekilde  homomorfizmasi alalim.
v I1,(0,v) ~ T1,(T,w)
[a'] = [ya'y™']

Burada WO¢:1H1(F,u)’ ¢OW:1H1(F,U) oldugundan w, ¢ nin

tersidir. Bunu ilk esitlikten gosterebiliriz.
Béylece wo¢ [a] = w [y tay ] = [y(y "ay )y '] oldugundan
yo¢la] = [a]

dir. Boylece ¢ homomorfizm, birebir ve orten ise ¢ izomorfizmdir ve

Hl(r,u) = Hl(F,v) dir. o
3.8.5 Teorem [19]: Baglantili I grafinda uq, uy, ..., u,, koseleri i¢in

Hl(l“,ul) = Hl(F,uz) = .= Hl(F,un)

dir.
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3.8.6 Tammm: Herhangi iki kdsesi bir yol tarafindan birlesen graflara
baglantilidir denir. Boylece Teorem 3.8.5 den baglantili graflarda temel gruplar

izomorfdur.

3.9 indirgenmis Homomorfizma

¢ : T - ' graf doniisiimii olsun. T nin herhangi bir v kosesi icin

indirgenmis homomorfizmasi,
¢ 11, (T,v) > T, (T, 4 ()
[a]l[¢ (0]

¢ (la)=[¢ @] [alell (T,v)

dir.
¢ @
a 1
r: O — T
v
¢ v)
Sekil 3.18: Indirgenmis graf doniisiimii
Simdi ¢  fonksiyonu iyi tanimli oldugunu asagidaki Onerme ile
gosterebiliriz.
3.9.1 Onerme [7]: T grafinda f8 bir yol olsun. Eger f~f'ise T 'de
¢ (B)~9 (B
dir.
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Ispat: Ozel durum, varsayalim ki f', B tarafindan temel indirgemeyle elde

edilmis olsun.

Budurumda g = Bree™' B, = B'=p15; olup
¢(B)=¢ B¢ ()d ()¢ ()
¢ (B = ¢ (B¢ (B2)
dir. Bdylece ¢ (8"), ¢ (B) tarafindan temel indirgeme ile elde edilir.

Genel durumu distintirsek; 8 = Bo, B1, -, Bn = B* dir. Burada pB;,q, f; den

temel indirgeme veya ekleme ile elde edilir.

Ozel durumdan B; ve f1,
¢ (.Bl)~¢ (ﬁi+1) (l =01,..,n— 1)

dir. Gegisme Ozelliginden ¢ (By)~ ¢ (B1)~ ¢ (B2)~ ...~ @ (By) olur. Bu 6nerme ile

¢ nin iyi taniml oldugu gosterilir. Simdi ¢ nin bir homomorfizma oldugunu

gosterelim;

¢ ((allB]) = ¢ _([aB])
=4 (aB)]
=4 (@ ¢ (B)]

=[¢ (@][¢ ®]

Boylece indirgenmis homomorfizma igin,

1- T nin birim dénisimii, 1: T - T ise 1,: [1 (T,v) - I1 (T,v) birim

homomorfizmdir.
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2- Varsayalm ki ¢: [ — r' 17 r'-r’ graflarin  dondsiimleri olsun.
Burada indirgenmis homomorfizmast;
¢ 11, (T,v) - (T, ¢ )
w1, (T @) > T1,(T", yog )
(wog).: I1 (T,v) - [1 (T, wog ()

(yog).=y 04

dir.

3.10 Graflarin Gruplar Tarafindan Etiketlenmesi

[ graf ve G bir grup olsun. Burada I' nin herhangi bir kenarin1 G nin

elemanlarina tayin edebilecegimizi diisiinecegiz. Ornegin;
0:E->G, e—>g,

bir fonksiyon olsun. Burada grup elemanin tersi g,-1 = g, * dir.

3.10.1 Ornek:

Sekil 3.19: Graf 6rnegi

['grafinin herhangi bir kenarim1 G =<t > 6. mertebeden devirli bir grubuna

esleyelim.
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Burada,

9a=1 9o =1

gp =1t gp-r =ttt =1t
ge=t* g1 =t t=t2
ga = t° gg1=t3=1¢3
ge =1t° ger =t =1t

seklindedir. Eger a = ese;..e,, I'de bir yol ise 6(a) = g, Je, - e, biciminde

tanimlanir.

3.10.2 Ornek: Sekil 3.19 de I' grafinda aldigimiz abc?b™', bce™?,
bcdd~te™! yollarinin G =< t > (6. mertebeden) devirli gurubundaki karsilig,

O(abc?b™1) = 1t(tY)?*t 1 = t8 = t?
O(bce™) = tt*t™3 = t?
O(bcdd e ™) = tt*t3t3t73 =t2

seklindedir.

3.10.3 Onerme [7]: a, I"de bir yol olsun. Eger a~a' ise 6(a) = 6(a") dir.

Ispat: Ozel durum, varsayalm ki @', @ dan temel indirgemeyle elde edilmis

olsun. O halde a = e;e, ... e, i¢in,
0(a") = Ye,Ye, -Ye;JeJe1Ye;q - Ye,
=Ye,Ye, - Ye;Y9eiyq Yo, = 0(a)

dir. Genel durum i¢in diistiniirsek;

36



eger a~a' Ve a = ay, ..., &y = ' Zinciri varsa, aj,q, a; den temel ekleme veya

silmeyle elde ediliyorsa (j = 0, ..., m — 1) 6zel durumdan,

0(a;) = 6(aj+1) ve bdylece 8(a) = 0(ay) = 0(ay) = - = 0(ay,) = 0(a’)

dir. o

Acikea, aff tamimli oldugundan 0 (af) = 6(a)8(B) dir. O[a] y1 8(a) olarak
tanimlayabiliriz. Yukaridaki 6nermeye gore iyi tanimlidir. Bir grubun elemanlarini

herhangi denklik sinifina atayabiliriz.

0([allB]) = Oap] = 6(ap) = 8(x)8(B) = B[alf[A]

Boylece,
dir.

Ozel olarak Hl(r,v) nin herhangi iki elemam [«a], [B] € HI(F,U) y1

diisindigimiizde 0([a][B]) = 8[«]0[B] dur.
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4. TEMEL GRUPLAR

4.1 Giris

Agaglar konusu graf teorisi igerisinde 6nemli bir yere sahiptir. Ayrica, agaglar
graf teorisinin birgok uygulamasinda 6n plana ¢ikan bir konu olmakla birlikte agaglar
matematikte oldugu gibi fizikte de ¢ok kullamlan bir konudur. Ozellikle de fizikte
akis diyagramlan ile ilgili calismalarda kullanilmistir. Ornegin, fizik¢i Gustava
Kirsof 1847°de kablo aglarindaki elektrik akisini formiilize etmek ic¢in agaglari
kullanmustir. Agag terimi, bu ¢alismalardan on yil sonra Ingiliz matematik¢i Arthur
Cayley tarafindan verilmistir. Cayley, bazi 6nemli matematik problemlerini agaclar

tlizerine odaklanarak ¢6zmiistiir.

Bu boliimde agaglar konusu ve 6nceki bolimde verilen temel gruplarin alt
gruplar1 ve doniistimleri incelenmistir. Bu boliimdeki bilgilere [7, 8, 9, 11, 14, 15, 18,
19, 21, 24, 30] gibi kaynaklardan ulasilabilirdir.

4.2 Agaclar

I" bir graf olsun.
Eger,

Q) herhangi iki kose bir yol ile birbirine bagli ise
(i) bostan farkli indirgenmis kapali yollar1 yok ise

bu grafa agag (tree) denir.
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Sekil 4.1: Agag¢ 6rnegi

', grafinda bos olmayan kapali yollar yoktur ve biitiin yollar birbirine baglidr.
Boylece I', aactir. Ornegin, ', grafinda aldigimiz a = add~*a™! yolu kapal:
ancak indirgenmis degildir. Fakat ', grafinda, B = cfhx~'d~" yolu kapali ve
indirgenmis bir yoldur. Béylece I', agag degildir.

4.2.1 Tammm: Agagclarin olusturdugu kiimeye orman denir.

4.2.2 Teorem [15]: T agaci lizerindeki her u,v kosesini baglayan bir tek

indirgenmis yol vardir.

Ispat : T'de u ve v gibi iki kose alalim. T baglantili oldugundan burada en az

bir u dan v ye indirgenmis yol vardir.

Varsayalim ki a, f u dan v ye indirgenmis iki yol olsun.

a

B

Sekil 4.2: Kapal1 bir yol
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Burada af~! kapali bir yoldur. Eger af~! bos degil ise indirgenmis kapali bir yol

olur. Clinkii & ve 8 indirgenmistir.

Béylece a = aqéq, ﬁ = ﬁlel O|Sun

a

B

Sekil 4.3: Graf 6rnegi
Eger a;B; " bos degil ise indirgenmis olmalidir (¢~ = a,e;e; "1, ™"). Boylece

al = azezel, 181 = Bzezel O|Ur

a,

B1

Sekil 4.4: Graf drnegi

Eger afzﬂz_l bos degil ise yukaridaki gibi aynen tekrar eder. Sonlu ve uzun

asamalardan sonra n tane asama olmussa anﬁn_l in bos oldugunu bulmaliyiz.

Sonrasinda ise
a=epep_q1...6261=p

elde edilir. o

4.2.3 Teorem [30]: Her baglantili I grafinin

)} T bir agac,

i) T nin kdselerinin kiimesi ile I' nin koselerinin kiimesi ayni,

Ozelliklerini saglayan bir T alt grafi vardir.
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4.2.4 Tammm: Teorem 4.2.3 deki kosullar1 saglayan T agacina maksimal agac

denir.
4.2.5 Ornek:

Ir: I' grafinin alt graflari,

X7
VooV

seklindedir. Bu alt graflar ayn1 zamanda maksimal agag lardir.
4.3 Temel Gruplarin Yapisi

Bu bolimde 3. Bolimde taniminit vermis oldugumuz Temel Gruplarin
yapisini detayli bir bicimde inceleyecegiz. Bunun ig¢in I' bir baglantili graf ve 0 bu
grafin bir kosesi olsun. Ayrica T, I' grafindan alinan bir maksimal agac olsun. Simdi

IT,(I", 0) in yapisini inceleyelim.

I'nin herhangi bir v kosesi igin 0 dan v ye T de tek bir yol olan y, vyi

diistinelim. Bunun i¢in 6ncelikle asagidaki 6rnegi inceleyelim.
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4.3.1 Ornek:

2 —
IR ) T b Yo=1p
b d 1 ]/1=a
a Y, =ab
0

Sekil 4.5: Graf ve aga¢ 6rnegi

[' nin herhangi bir e kenar1 i¢in t, = [yi(e)eyt(e)_l] biciminde tanimlanmis

olup boylece t, € I1,(I", 0) dir. Burada

to = [1paa 1 =1, t, = [ab(ab)" 1] =1
t. = [1oc(ab) ] = [ch™ta™1]
t, = [1,d(ab)~] = [db~1a"1]
t, = [abe(ab)™] = [abeb™1a™!]

t,-1 = [aa™11,] =1

t,-1 = [abbla 1] =1

t.-1 = [abc™114] = [abc™1]

tg-1 = [abd™]

to-1 = [abe b 1a™1]

dir.

4.3.2 Teorem [15]: T nin herhangi bir ¢ kenart1 i¢in
te-1 =, "

dir.
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Ispat: Biliyoruz ki t,~! = [yi(e)eyr(e)‘ ]_1 seklindedir. Boylece
te™ = [Ve@er¢ iy (ie™) =1(e), t(e™") =i(e) )
= [yi(e‘l)e_lyr(e‘l)_l] = le1

dir. o

4.3.3 Teorem [15]: T nin herhangi bir e kenari igin eger
birimdir.

e€Tise t,

Ispat: Eger ec€T

ise Vi(e) eyr(e)_l T de

bulunuyor
te = [Viye¥ee) '] = [1o] = L seklindedir. O

ve

4.3.4 Teorem [15]: T' nin herhangi bir ¢ kenar1 i¢in t, nin elemanlari
IT, (T, 0) yi tretir.

Ispat: [a] € IT,(I", 0) alalm. Burada [a] y1 t, ler seklinde ifade etmeliyiz.

Boylece a = ey e, ... e, olarak alalim.

e VU3
v, 3

%1

Sekil 4.6: a = eqe, ...e, Yolu
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Ayrica vy = 0 = v, olup v, , ¥, lar bos yoldur. Bu durumda,
. -1 -1 -1 -1
a VVO elel yyl eZsz va eszS b yvn_l en)/Un

( Vvi_l)’vi ifadelerini temel indirgemeyle silersek a y1 elde edebiliriz.) yazabiliriz.

Boylece

[a] = [vo,e1vv, Vo, €270, Vo, €370, 7] - [V, €0V, 7]

= to,te, - Lo

n

seklindedir. O

4.3.5 Ornek: Sekil 4.5 deki graf ve agaca gore [ab(c™1d)%?e3d 1] ifadesini
inceleyelim.

Teorem 4.3.4 den,

[ab(c™1d)?e3d™ ] = tatpt—1tgt ~1tgtetetety—

=t atyt1tgtyaty—1 (g, tp birim)

= [cba™ ] db ta " ][cb~ta" ] [dba !][abeb ta"t]3[db ta"1]?

= [abc™*db a Yabc 'db 'a labeb 'a tabeb lalabeb ta labd~!]
= [abc™tdc tde3d 1]

ye esit oldugu bulunur.

4.3.6 Tammm: Bir I' grafinin E kenar kiimesini diigiinelim. Buna gére E*
kiimesi E kenar kiimesine ait olan her bir € kenar1 i¢in e,e”! den herhangi birinin
secilmesiyle olusan bir kiimedir. Ornegin, Ornek 4.3.1 de gizilen graf igin

E* ={a, b, c,d, e} seklinde segebiliriz.

IT,(I',0) nn t, (e €E* eg¢T) tarafindan iretildigini gormistik. Simdi

asagidaki teoremi verebiliriz.
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4.3.7 Teorem [15]: IT, (T, 0) kiimesi ¢, ile iiretilen serbest gruptur.

Ispat: F, {[x.], e €E*,e € T} tarafindan iiretilen serbest grup olsun. Burada

bir izomorfizm gostermek istiyoruz. Buradaki ¢ fonksiyonu,
¢ :F > I1,(T,0) ¢([x.])=t, (e€E¥,egT)

olarak tanimlansin. Serbest gruplar icin Evrensel Déniisiim Ozelligi’'nden yukarida

goriildiigii gibi bir ¢ homomorfizmi vardir. Bunun bir izomorfizm oldugunu

gostermek igin tersini bulacagiz. Bunun i¢in bir v homomorfizmasini,

y I1,(I',0) - F oyleki yog=1p, ¢0‘//=1H1(r,0)

olarak alalim. Burada y yi elde etmek i¢in F nin elemanlari tarafindan ' nin

kenarlarini etiketleyecegiz.
Sectigimiz etiketleri asagidaki gibi,

- eger e € Tise e yi birim seklinde,
- eger e€ET,egTiseeyi [x,.] seklinde,

- eger el €Et egTiseeyi [x,] ! seklinde

etiketleyelim. Bu etiketlemeyi kullanarak herhangi bir a yolu icin 6(a) y1

tanimlayabilir ve bir homomorfizm elde edebiliriz. O halde,
6: 1, (I,0) > F , 6([a]) =6(a)
icin 8 yi ¢ nin tersi oldugunu gosterelim. Burada,
() $008(t.) = ¢ Ovieryeveey ) = (x.) =t. (e€E* eeT)
$00 = 1H1(r,0)
(i) OBog[x,]=6(t,) (e€E* egT)
= 0([Vie¥ee D

= [xe]
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bulunur. o

Ornegin; Sekil 4.5 igin IT,(I",0) kiimesi t., tq4, t, tarafindan Uretilen ve

ranki 3 olan serbest gruptur.

4.3.8 Ornek:

Sekil 4.7: Graf 6rnegi

Sekil 4.7 de verilen I' grafini diisiinelim. Burada IT, (T, 0) temel grubu ¢, tg, tr

tarafindan tiretilen serbest gruptur.

Sekil 4.8: Aga¢ 6rnegi

I da aldigimiz g = [ab~tefac™1df] yolunu yukaridaki T agacina gore tp,

tq, tr bigiminde yazalim.

0 dan koselere olan geodezikler; y, = 14, ¥ = a, y, = e, ¥3 = ac ! olarak

bulunur. Burada t,, t., t,,

ta = [ViweYrw ] = Voays 1 = [Lpaa™] =1
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te = [VieVeuo ] = lvseyi ™1 = [ac™ ca '] = 1
te = [VieeyeVeey t] = [yoev, ™1 = [1oee ] =1
bigimindedir. O halde g yolunu,
g = lab~tefac™ df] = toty-1tetrtyt —1tyty
= 1t,-1 1t 11t tp = ty-1tstyty

olarak yazabiliriz.

4.4 Temel Gruplarin Alt Gruplar:

Biliyoruz ki ¢ : I'' - ' fonksiyonu eger starlar iizerinde birebir Srten ise

yerel olarak da birebir ortendir.

4.4.1 Ornek:

a
a;
2
3
b

as

Sekil 4.9: Graf doniisiimii 6rnegi
Sekil 4.9 da verilen graflarin starlarini,

a

-1

az

starQ starl star2
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star3

Sekil 4.10: Graflarin yildizlar

bi¢iminde ¢izebiliriz.

4.4.2 Teorem [15]: Eger ¢ yerel olarak birebir érten ve 0, T nin bir kosesi
olmak tizere ¢ (ﬁ) =0ise
¢ :11,(T,0) - I1,(T,0)
birebirdir.

4.5 Yerel Olarak Birebir ve Orten Déniisiimlerin Ozellikleri

Bu boéliimde yerel birebir ve Orten doniistimlerin 6zellikleri {izerine bazi
onemli teoremler verecegiz. Bu konuyla ilgili detayl ¢alismalara [15, 18, 19, 21, 30]
gibi kaynaklarindan ulagilabilirdir.

4.5.1 Teorem [30]: Fvel baglantili graf olmak tlizere ¢ : r-r yerel

birebir olsun. Eger «, I" de bir yol ve i , T nin bir kosesi olmak tizere u = i(a) ise

a nmn i da tek bir & tasinmasi vardir.
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4.5.2 Ornek:

P(%) =X b

Sekil 4.11: Graf donlistimii 6rnegi

Sekil 4.11 de verilen grafta aldigimiz @ = a?ba™tb~! yolunun 1 deki

tasinmast @ = a;2b,a;~ b, " dir.

4.5.3 Teorem [30]: : Fvel baglantili graf olmak lizere ¢ : r->T yerel
birebir olsun. Ayrica «,f lar T' da birer yollar olsunlar. Eger a~f ve

u=1i(a) =i(B)ise a, f nin ii iizerinde olan &, f tasinmalari esittir.

ol

a
B
a
¢ j/
B
Sekil 4.12: Graf doniisiimiinde yollarin taginmasi

Ispat: Ozel durum, B, a dan temel indirgeme ile elde edilsin. Yani

a =aee ta, ve B = a,a, olsun.
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~ @,
T: .
1%
ay
az
r y /\/
v

Sekil 4.13: Birbirini takip eden yollarin taginmasi

Burada a; in # daki tasinmas1 &, dir. Ayrica i(f) = i(a) =uve ¢ (i) = u
dur. Ayrica ¥, &, in son noktasidir ve ¢ (¥) = v dir. Yine v, a; in son noktast a,
nin baglangi¢ noktast olup a, nin ¥ de tasinmas1 &, dir. Boylece @;&,, [ nin @
daki £ tasmmasidir. Burada &, star(%) nin tek kenar1 olsun. Ayrica ¢ (&) = e olmak
lizere @; € ~1@, yolunu diisiinelim. Boylece ¢ (@,6¢71a@,) = a,ee 1a, seklindedir.
O halde @66 '@,, a nin ii daki @ tasmmasidir. Béylece f§, & den eliminasyon

(silme) ile elde edilir. Yani @~f dir.

Genel durum, a = ay, a1,ay,...,a, = seklinde bir zincirimiz olsun.
Burada i =0, ...,n — 1 i¢in «;, a;,, den biri temel indirgeme ile elde edilir. Bu

zinciri diistindiigiimiizde

elde edilir.

Burada «; nin # daki yiikkseltmesi &; dir. Boylece 6zel durumla &; veya
@i+ den biri bir digerinden temel indirgeme ile elde edilmis olur. Bdylece tanimdan

d@~f seklindedir. o

4.5.4 Teorem [7]: Eger T nin bir kosesi 0 ve ¢ (0) = 0 ise,

¢ :T1,(T,0) > I1,(T,0)

donisiimii birebirdir.
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Ispat: Varsayalim ki [@] € Cek¢ olsun (& 0da kapali bir yol). Bu

durumda
¢ (@) =1=[p@]=[16] = ¢ (@~1,

elde edilir. Burada @ nin 0 daki tasinmas1 @& dir. Ayrica 1, m 0 daki tasinmas1 15

dir. O halde Teorem 4.5.3 den hareketle sunlar1 elde ederiz;

d"'la :)[d] = [15] = 1H1(f,ﬁ)

= Cek¢* ={1}. o

455 Tanmm: Eger ¢ : r->T yerel birebir ve Orten doniisim ve T, r

baglantili ise r ye genel olarak kapsayict graf (veya kapsayici uzay) denir. Ayrica

¢ ye genel olarak kapsayict doniigiim denir.

4.5.6 Teorem (Nielsen/Schreier Teoremi) [7]:Serbest gruplarmn alt gruplari

da serbesttir.

Ispat: F, X kiimesi iizerinde serbest grup olsun. F yi ' min daire buketi
oldugu yerde II,(T") seklinde tanimlayabiliriz. Herhangi bir x € X igin {x,x™'}

cift seklinde bir kdse ve bir kenar1 vardir.

Burada H, F nin bir alt grubu olsun. Boylece 0y temel noktas1 olan I'
baglantili grafin1 insa edecegiz. Ayrica ¢H: ', —» ' yerel birebir Orten

doniistimdiir. Boylece
¢, T, (T,,04) > 11, (T, ¢ (04))

¢ (I1,(T,,04) =H
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Ozelligi ile birlikte bu durum teoremi ispatlayacaktir. Ciinkii ¢H birebir

*

oldugundan
¢, ,(r,04) - Gorg ~=H

izomorfizmi vardir. Onceki teorem ile TT1,(T ,,05) serbesttir ve H de serbesttir. o

4.6 I , n Yapisi

Simdi Teorem 4.5.6 da verilen, I' ; grafin1 daha detayl olarak inceleyelim.
Burada I" , grafinin koseleri, F de H nin sag kosetlerinin kiimesi H[w] ler seklinde
olup kenarlar1 ise (H[w],x%) seklindeki bitiin sirali ¢iftlerden olusur 6yle ki

[w] € F, H[w] sag koset ve x¥, T nin bir kenaridir. Burada
i(H[w],x®) = H[w]
T(H[w], x¥) = H[wx?]
(Hlw], x*)™" = (H[wx®],x™*)
olarak tanimlanir.
Simdi T

y hin bir baglantili graf oldugunu gosterelim.

Burada e = (H[w], x¥) kenan1 i¢cin e~! = (H[wx?], x~%) seklindedir.
Boylece i(e™!) = Hlwx®] = t(e), (e })™! = (H[wx® x~¢], x¥) dir. Burada
[wx® x~¢] = [w] oldugundan (e 1)7! = (H[w], x¥) = e dir. Dikkat edilirse
e ! = (H[wx®], x™¢) ve e = (H[w], x®) kenarlann farklidir. Ciinkii ikinci

koordinatlar farklidir.
Simdi 04 ifadesini H[1] koseti olarak ele alalim. Ayrica
@ ' r,-r

dontisiimiinii tanimlayalim 6yle ki
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p (HIWD =0 ve ¢ (H[w] x*) = x°
seklinde verilsin.

Simdi @, mn yerel olarak 1-1 ve &rten oldugunu gosterelim. Burada
star(H[w]) = {(H[w], x%):x € X, e = +1} ve star(0) = { x5, x € X, e = +1}

seklinde olsun. O halde ¢ L, tanimiyla sunu goriiriiz. Burada
¢H: star(H[w]) — star(0)
1-1 ve ortendir. Boylece ¢ u yerel olarak 1-1 ve ortendir.

w = x;%1x,%2 .. x, %, T de bir yol olsun. Simdi 05 da w nin tasinmasi W

midir? sorusunun cevabina bakalim (¢H yerel olarak 1-1 ve orten oldugundan biz

biliyoruz ki tek bir tane W tasinmasi vardir). Bunun i¢in
W = (H[1],2%,5) (H[x15], %2°2) ... (H[x, % 20— q 5071, 2, 1)
esitligi bizi aradigimiz sonuca gotiirecektir.
Simdi I' ,; grafinin baglantili oldugunu gosterelim.

', n herhangi bir H[w] kosesi i¢in 05 dan H[w] ye bir yol oldugunu
gosterdigimizde I', nin baglantili oldugunu gdstermis oluruz. Burada w yolunu
diigiinelim. Bu yol H[1] =0y dan baslar ve tT(H[x{®!..x,_1571],x,5") =
H[x:%tx,%2 ... x,®n] = H[w] ile biter. Buda bize her kenarin 0y ye baglh oldugunu

gosterir.

Son olarak Gor(¢ u ) = H esitligini gosterelim.

Burada [w] € H , H[w] = H[1] olsun. Eger i(W) = t(W) ise W, I, da Oy ile
baslayip biten kapali bir yoldur. Bu durumda [Ww]e€ I1,(T,,04) dir. Ayrica
4, W= [¢H(W)] = [w] du. Yani [w] € Gor(¢ ) olur. Aynca ', da 0 dan

baslayip 0y da biten a yolu igin

wi=[¢ @] (4, lal=|s @]
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w~¢ (@)
seklindedir. Teorem 4.5.3 deki yerel 1-1 ve orten doniisiimlerin 6zelliginden 0p daki

w ve ¢H(a) mn taginmast I",, da esittir. Yani yerel 1-1 ve ortenlikten ¢H daki

tasimalar1 da denk olacaktir. Bu durumda t(W)=t(a) dir. Fakat
t(a) = 04 = H[1] iken (W) = H[w] olur. Boylece [w] € H dir. O

4.6.1 Ornek: F serbest grup ve {a, b} den iiretilen rank1 2 olan bir grup

0:F - S [a] = (12) , [b] = (123) homomorfizmasin diigiiniirsek,

H = Cek® ve birinci izomorfizma teoreminden
0:F/H - S;
[a] = (12)
[b] - (123)
izomorfizmasini alalim.

Boylece F deki H nin sag kosetleri ile S3 iin elemanlar1 1-1 olarak eslenir.

H[1] < 1

Hla] <>6[a] = (12)

H[b] <>6[b] = (123)

H[b?] <>6[b]? = (132)

Hlab] <>6([a][b]) = (12)(123) = (23)

H[ab?] < 6([a][b]?) = (12)(132) = (13)

I, , 6 koseye sahiptir. I',; in koseleri,
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(H[1],a) (H[1],b)
[ L [ @
H[1] Hla] H[1] H[b]
(H[a],a) (H[al,b)
@ > @ [ @
Hla] H[a?] = H[1] Hla] Hlab]
(H[b], @) (H[b], b)
[ 4 L J @ >  J
H[b] H[ba] = H[ab?] H[b] H[b?]
(H[b?], @) (H[p?],b)
[ o [ >
H[b?] H[b%a] = H[ab] H[b?] H[b?] = H[1]
(H[ab], a) (H[ab], b)
[ 4 L J @ L]
Hlab] H[aba] = H[b?] Hlab] H[ab?]
(Hlab?],a) (H[ab?],b)
[ ] [ > L
Hlab?] H[ab?a] = H[b] Hlab?] H[ab®] = H[a]

seklindedir. Grafigi ise Sekil 4.14 deki gibi ¢izebiliriz.
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H[a]

(H[ab], b)

Sekil 4.14: T',, graf 6rnegi

4.6.2 Ornek: {a,b,c} kiimesi iizerinde F serbest grubunu alalim. G, s ile

tiretilen sonsuz devirli grup olsun. Burada 6 fonksiyonunu

0:F->G

olarak tanimlayalim. @ fonksiyonunu ise
b:F/, -6

seklindedir. Simdi de ¢izecegimiz grafin koselerine bakalim.
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H[1] > 1,
H[a] - 08[a] = s?

Hla?] - 0[a’] = (8[al)? = s*

H[a3] - 0[a®] = s = H[b?]

H[a*] - 8[a*] = s® = H[ab?]

H[a®] - 8[a®] = s'° = H[a?b?]

H[a®] - 0[a®] = s'2 = H[b*] = H[a®b?]
H[a’] - 0[a’] = s** = H[ab*]

H[a®] - 0[a®] = s'¢ = H[a?b*]

H[a®] - 0[a°] = s'® = H[b®] = H[a®b*]

H[a'®] - 0[a'®] = s2° = H[abh®]

H[ab] = s>
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(Hla*], a)

Hla*] H[a®] = H[a?b?]

(Hla*], @)

H[a?b] = s7
H[ab3] = st
H[a?b3] = s13
H[ab®] = sV
H[a?b5] = s'°
H[ab"] = 5?2

H[a?b7] = s?°

(H[a?], b)
*——>—o
Hla?] H[a?b]

(H[a®], b)
*——>—=0

H[a®] H[a®b] = H[b?]

(H[a*], b)
*—>—=0

H[a*] H[a*b] = H[ab3]

(H[a®],b)
*——>—=0

H[a®] H[a%b] = H[a?b3]

58



(H[a"], @)
*—>—0
H[an] H[an+1] — H[an—ZbZ]

(H[b], a)

H[b] H[ba] = H[a]

(H[b?], @)

H[b?] H[b%a] = H[a*]

(H[b%], @)
*—>—=0
H[b3] H[b3a] = H[a*b]

(H[b*], @)
*—>—0
H[b*] H[b*a] = H[a*b?] = H[a"]

(H[b*], @)
*——0
H[b5] H[b%a] = H[a"b]

(H[b®],a)
——0
H[b®] H[b%a] = H[a'"]

(H[b], b)
*——0
HIp] H[b?] = H[a?]

(H[b?],b)
—— o
H[b?]  H[b?] = H[a®]

(H[b?],b)
——> o
H[b3]  H[b*] = H[a®]

(H[b*],b)
—— o
H[bY  H[b%] = H[a®b]

(H[b*], b)
*——0
H[pS]  HI[b®] = H[a®h?]

(H[b®], b)
*——0
HIbS]  H[b] = H[a®h%]
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n=2K i¢in

(H[b?*], a) (H[b?*], b) (H[b*],¢)
*——>—0 *——>—=o *——>—o
H[b?**] H[b?*a] = H[a?**1] H[b?*] H[b?*+1] = H[a®h?*~2] H[b?¥] H[b?]
n=2k+1 i¢in
(H[b2k+1], a) (H[b2k+1], b) (H[b2k+1], C)
*——>— *—>——=0 *——>—o
H[p?*1] H[b?*1q] = H[a%**1b] H[b?*+1] H[b?+2] = H[ah?*3] H[b2k+1] H[b?+1]

seklinde devam eder. Grafigini Sekil 4.15 deki gibi ¢izebiliriz.
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H[b]

Hlab]

H[a?b]

H[b3] = H[a3b]

H[a*b]

H[a5h]

H[b5] = H[a°b]

H[a’b]

H[a®b]

H[b7] = H[ab]

H[a%b]

H[a'1b]

H[b°] = H[a'?h]

H[a3b]

H[a'*b]

H[a%h]

Sekil 4.15: I',; graf 6rnegi
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5. IKi KOMPLEKS

5.1 Giris

Bu boliimde oOnceki boliimlerde islenen grup sunuslari, agaclar ve graf
teorisinin alt yapisini olusturdugu iki kompleks ile ilgili tanimlara, bazi teorem ve
ispatlara ve orneklere yer verilecektir. Bu boliimdeki bilgilere [3, 5, 8, 9, 18, 19, 20,
21, 22, 23] gibi kaynaklarda bulunabilir.

5.2 iki Kompleks

I" graf ve I' de kapali yollarin bir kiimesi r olmak iizere,
K=<T;r> (5.1)
ifadesine iki kompleks denir.

Ornegin, iki komplekse soyle bir drnek verebiliriz.

e

K=< d ;abc71e? (cd 13 >
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5.3 Yollar Uzerindeki islemler

(5.1) de verilen iki kompleksi diistinelim. Burada verilen I' grafi igin,
(i) Ters bir ¢ift olan ee~? silinebilir (¢ikartilabilir),
(i) Tanimli bir yolun tersi veya tanimli bir yolun alt yolu silinebilinir

islemlerini yapabiliriz.

pETUTr?!

Sekil 5.1: Tanimli bir yolun alt yolu

a ve B lar iki kompleks iizerinde bir yol olmak tizere, bu yollar birbirini takip ediyor

ise a, B lar K de denktir denir ve a~yp ile gosterilir. Bu durum
a=0ay,ay, .., 0, =0

seklinde gosterilir. Burada i = 0,1, ...,n — 1 i¢in a;, a;,, den birisi digerinden (i)
veya (ii) islemleriyle elde edilir. Ayrica ~ bagintis1 bir denklik bagmtisidir ve [a],

a nin denklik smifidir.

5.3.1 Onerme [3]: a,a've 8, 8" iki kompleks iizerinde yollar olsunlar. Eger

a"’K(xl ve ﬁ"’Kﬁl ISG aﬁ"’Kalﬁl dlr

Ispat: Burada a = ag, a4, ...,a, = a' seklinde @ dan a' ye zincirini
diistinelim. Ayrica aff = ayff, a1, ..., a5 = a'f olup af dan «a'B ye bir zincirdir.
Boylece

af~a'f (5.2)

Eger B = Bo,B1, - Pm = L' ise B dan B'ya bir zincir olur. Bu durumda

a'f =a'fy, a'By, ..., 'Ly = a'Bolup a'f dan a'B* ye bir zincirdir. Yani
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a'f~a'f! (5.3)

Boylece (5.2) ve (5.3) den aff~a'B' sonucuna ulasilir. O

Bu durum bize iki kompleksler izerinde denklik siniflar1 olusturabilecegimizi

ve bu denklik siniflar1 tizerinde

la]k[Blk = [aBlx  (z(a) = i(B)) (5.4)

islemini tanimlayabilecegimizi soyler.

5.3.2 Tamm: (5.1) de verilen K iki kompleksini ve (5.4) de verilen islemi
diistinelim. Buna gore {[a]g;i(a) =1(a) =v} kimesi bu isleme gore
iki kompleksler tizerinde bir grup olusturur. Bu gruba K nin v kosesi tizerindeki
temel grubu denir. Burada birim eleman [1]x dir ve [a]x nm tersi [a™ 1]k
seklindedir.

5.3.3 Ornek:

a
K=< O ; a®> > biciminde verilen iki kompleks i¢in IT (K, v) i
v

hesaplayalim.

Burada a, v tizerinde kapali bir yol olsun. Eger a dan tiim ters harf ¢iftlerini
silersek K da «a ya esit olan bir yol elde etmis oluruz. Bu yeni yolda eger gerekliyse
a y1 yerine koyarsak, ¢ nin hi¢bir ters harf ciftine sahip olmadigini kabul etmis

oluruz. Yani, a = a™ seklinde bir n degeri bulunabilirdir.

Varsayalim ki n > 2 olsun. Bu durumda a = a?a™ ?~a" = a ( (ii) iizerinde

yapilan islem ile )

Eger n—2 > 2 ise,a" % = a?a™ *~a"? elde ederiz.
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Sonugta

i~y {1, ngiftise
a1, ntekise

elde etmis oluruz.

Eger n negatif ise, benzer bir 6nermeyle sunu elde ederiz.

-1

n {1, ngiftise
a~ .
a~ -, ntekise

Boylece en fazla 3 denklik smifi elde etmis oluruz ki bunlar, [1]g, [a]k,
[a ]y dir. Fakat a~ga™! (a'~a'a®?=a"laa~a) olup boylece
[alx = [a™ ]k olur ki en fazla iki denklik smnifi elde ederiz ve bunlar [a]k, [1]x

olur.

Eger bu iki yol K da birbirine esit ise bu yollarin uzunlugu mod 2 de birbirine
uyumludur ve bu yollar aymdir. Yani IT,(K,v), mertebesi 2 dir ve devirli bir

gruptur.

5.4 Iki Kompleksler Arasindaki Déoniisiimler

K=(I;r) ve K'=(T"; r") iki kompleksleri verilsin. Burada " den T’
ye olan ¢ fonksiyonuna K dan K' ye bir doniisiim denir dyle ki en az bir p € r igin

¢ (p) € r' seklindedir.

5.4.1 Ornek:

a Cc

b
K=< ©—>—Q ;abc?h™! >
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x

K'=< cxyxlylxty T3 >

iki komplekslerini diisiinelim. Burada

p.a->x,b-y c—ox

fonksiyonuna gére ¢ (abc?b™1) = xyx?y~1 olup K* niin yoludur. ¢, K dan K'ya

bir dontisiimdiir. Ayrica asagida verilen K" igin,

K'=< Dxyx3y hxtyT3 >

<

p.a->x,b-y c—ox

fonksiyonunu diisiinelim. Buradaki fonksiyon I" den T’ " ye bir doniistimdiir fakat K
dan K" ya bir doniisiim degildir.

5.4.2 Onerme [3]: K =(I";r) ve K'= (T rY) iki kompleksleri iizerinde

dontisiimii verilsin. Ayrica a', ' K' lizerinde yollar olsunlar. Eger a'~gpB' ise
y y g

¢ (a)~k¢ (B') dir.

ispat: Indirgenmis homomorfizmadan,
¢ I, (K v') - 11, (K, ¢ (v))

olur ve ¢*([a‘] k) = [¢(a1)]K daha onceki onermelerimizden iyi taniml

oldugunu biliyoruz. Ayrica ¢ bir homomorfizma oldugu
¢ *([al]K[Bl]Kl) = ¢ *([alﬁl]K)
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=[¢@pn],

=[# @4 B],

= [# @] [¢ BN,

= ¢ (@'l ¢ (B

esitliklerinden goriilir. o

5.5 iki Kompleksin Yerel Birebir Orten Déniisiimleri

5.5.1 Tamm: K ve K iki kompleks olmak iizere
p:K=<T;f>>K=<T;r>
dontisiimii eger;
Q) graflar birebir ve orten ise
(i) 7, ¥ nin tim tasinmalarindan olusmussa

¢ ye yerel olarak birebir 6rten denir.

5.5.2 Ornek: 3

Qo

K=< b ‘ b,  bo? byby, byby >
1
az
¢ 2
a
K=< © b >

o
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¢ a; > a, by > b (i=0,1,2)
olmak iizere burada T nin starlarint inceleyecek olursak,
star (1) = {b,, by~ ', ao, @z} > {a,a™1,b,b71}
star (2) = {ay, a;™%, by, by} > {a,a”%, b, b7}
star 3) ={a,”%, ay, b, by} - {a,a”%,b, b7}

olur. Ayrica by?, byb,, b,b; yollarmin tasinmalar1 da b? olacagindan bu durumda ¢

yerel olarak birebir ve 6rten oldugunu bulmus oluruz.

5.5.3 Teorem [3]: K ve K iki kompleks olmak iizere, ¢: K — K doniisiimii

yerel birebir ve orten ise
¢ T, (K, 0) - I1,(K, ¢ ()

indirgenmis homomorfizmasi da birebir dir.

5.6 Iki Komplekslerin Temel Gruplarim Hesaplama

K =<T;r> iki kompleks T, I' de maksimal aga¢ (tree) E*, T' nin

kenarlarinin kiimesi olmak tizere

P =@ =<x.(e €E",eeT); Ry(p€ET)) >

K K TE*
ifadesi iki kompleksin sunusunu verir.

Burada, p = e;%1e,%2 ...e,*r e, EEY, g =+1 (i =1,...,n) olmak iizere
eger e; € T ise bu harfler silinir, e; ¢ T ise e; harfi yerine x,, yazilir. Béylece elde

ettigimiz bu yeni kelime R, olacaktir.
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5.6.1 Teorem [9]: K, iki kompleksin de herhangi bir v kdsesi ve igin,

IT,(K,v) =G(p )

KTE*

izomorfizmasi vardir.

5.6.2 Ornek: Asagida verilen K iki kompleksinin temel grubunu bulalim.

K=< . (abc)? >

T = E* ={a,b,c}

R, : a = (abc)? = a?b?c? = x,? (a€T,beT,ceT)

Burada O g = < Xci x.2 > mertebesi 2 olan devirli bir grubun

sunusudur. Boylece Teorem 5.7.1 e gore II1,(K,0) devirli ve mertebesi 2 dir.

5.6.3 Ornek:

K=< cabe?’d™ !, dc'db t'a ' >

T= %K i e Et ={a,b,c,d,e}
a
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Burada verilen iki kompleks ve T agacini diisiinerek grup sunusunu yazmak

istedigimizde R, : a = abe?d™! = x,%x,~ ! olarak bunulunur ve sunusu

— . 2 -1 -1
|9 =< XeyXgrXey X“Xg T, XqXe Xq >

K,TE*Y
seklindedir.

F*; x,, xq4, X, lizerindeki serbest grup, M ; [x,%x;"t], [xqx.~tx4] nin normal

kapanis  kiimesi olsun. Bdylece G( . Y=F'/M ve Xx,=[x.]M,

JT.ET
X5 = [x4]M, X, =[x.]M tarafindan iiretilecektir. Burada [x,%x; ] €M vye

bakacak olursak, yani
[xe?xg ™' IM = [1IM = 1)y

= ([xeIM)?*([xa]M) ™ =11

= X%, =1 = Xy = X,°

olur. Benzer olarak,

= -1

-1 o= =lo = -2
[Xgx:. "xql EM, Xgk. X3 =1, X, =X,4

elde edilir. Son olarak ,

Xe = xdz = fe‘}

esitligini elde ederiz. Yani F*/M devirlidir ve x, tarafindan iretilir. Tanimh
yoldan ¢ok {iiretece sahip oldugundan biliyoruz ki G sonsuz devirlidir. [28] Boylece

bu grup sonsuz devirlidir. Buradan teorem geregi I, (K, 0) sonsuz devirlidir.

5.6.4 Ornek: g =< XpXg)Xe | Xe?Xg L, xgx."lxg > sunusuna

KT E*
baktigimizda {ireteclerin sayisi, kapali yolarin sayisindan biiyilk yani 3 > 2

oldugundan G teorem geregi sonsuz devirlidir. Yani G (goKTE ,) sonsuzdur. Eger

G(goKTE+) sonsuz devirliise IT,(K,0) sonsuz devirlidir.
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5.7 iki Kompleksin Gruplarla Etiketlenmesi

K herhangi iki kompleks G herhangi bir grup 8, I' nin E kenar kiimesinden

G ye bir doniisiim olsun. Yani
0:FE->G
e ge

olarak tammmlayallm ve 6(e™!) =0(e)™! oldugunu farz edelim. Burada

(go-1 = g ! Ve € ET) hatirlayacak olursak; I'de bir a yolu a = eje, ...e, ise

0(a) = ge,Je, - Je, dir. Ayrica 8(a™) =60(a@)™" olup g, 7" .. Ge,  Ge, =
(9e,Je, - e,) - dir. Eger 6(p) =1,p € K ise 6, K dan G ye doniisiimdiir.

5.7.1 Ornek:

K=< cabd lce?d™! >

Iki kompleksine ve mertebesi 7 olan devirli G = g, (t) grubuna baktigimizda
O:a—-t, bot? c-ott d-t3 e-td
olarak aldigimz 6 doniisiimiinde abd~*ce?d ™! yolunu t ye gére yazarsak,
0(abd tce?d™) =t.t?2.t 3. th .t 3 =t" =1

esit oldugunu elde ederiz.
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