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OZET
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Degismeli cebirde, serbest ¢oziiliimler, tensor carpimlar, zincir ve Koszul kompleksler,
modiillerin homolojik 6zelliklerini incelemede temel araglar arasinda yer almaktadir. Bu
tez calismasi, modiil teorisindeki cebirsel yapilarin homolojik yontemler ile incelenmesi
uzerine bir derlemedir.

Bu amag¢ dogrultusunda, modiil teorideki temel kavramlar, serbest modiller, sizigi
modiilleri ve tam diziler ayrintili olarak ele alinmistir. Ardindan tensér ¢arpimin evrensel
ozelligi ve tam dizilerle olan iliskisi incelenmis; zincir kompleksleri ve homoloji modiilleri
aracilifiyla modiillerin homolojik davraniglar1 aciklanmistir. Bu cer¢eve dogrultusunda,
regiiler diziler ile Koszul kompleksleri arasindaki iliski ele alinarak, Koszul
komplekslerinin serbest c¢oziiliimler ve modiil homolojisi baglamindaki rolii ortaya
konmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Homolojik cebir, Koszul kompleksleri, serbest ¢oziilimler,
tam diziler, tensor ¢carpimi
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ABSTRACT

FREE RESOLUTIONS AND KOSZUL COMPLEXES
MSC THESIS
HIiLAL DULGEROGLU
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. PINAR METE )
BALIKESIR, JANUARY - 2026

In commutative algebra, free resolutions, tensor products, chain and Koszul complexes are
fundamental tools for studying the homological properties of modules. This thesis is a
survey on the investigation of algebraic structures in module theory using homological
methods.

For this purpose, the fundamental concepts in module theory, free modules, syzygy
modules, and exact sequences, are discussed in detail. After that, the universal property of
the tensor product and its relationship with exact sequences are examined; the homological
behavior of modules is explained through chain complexes and homology modules. Within
this framework, the relationship between regular sequences and Koszul complexes is
addressed, revealing the role of Koszul complexes in the context of free resolutions and

module homology.

KEYWORDS: Homological algebra, Koszul complexes, free resolutions, exact
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SEMBOL LIiSTESI

R : Halka
M : R-moddl
1p > R halkasmin birim elemani
AXB . A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi
Homg(M,N) : M’den N’ye tiim R-modiil homomorfizmalarinin kiimesi
Ker( @) > ¢ doniistimiiniin ¢ekirdegi
Im () > ¢ donilisiimiiniin goriintiisi
Coker( @) : ¢ donisimiiniin escekirdegi
D icr M; s {M;| i € I} modiillerinin direkt toplam1
[1ierM; s { M;| i € I} modiillerinin direkt ¢carpimi
Syz(M) : M modulunin 1. sizigi moduli
F[ x4, ...,x,] :F cismi iizerinde n bilinmeyenli polinom halkas1
M Qr N : M ve N, R-modiillerinin tensor ¢arpimi
f®g : fve g doniistimlerinin tensor ¢arpimi
(c.d) > Zincir kompleks
H,(C.d) :(C d) zincir kompleksinin n. Homoloji modiili
M,(R) . R halkasi lizerinde n-boyutlu kare matrislerin kiimesi
iz (A) : A matrisinin izi
Sym"M : M, R-modulinin kendisi ile n-kere simetrik ¢arpimi
A" M : M, R-modulinin kendisi ile n-kere dis ¢arpimi
n .
( i ) : Binom katsayis1

K(xq,...,X3) : Xq, ..., Xn, elemanlarmin Koszul kompleksi
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1. GIRIS

Degismeli cebirde, cebirsel yapilarin geometrik ve homolojik 6zelliklerini anlamak amaciyla
gelistirilen pek cok yontem, serbest modiiller ve bunlar aracilifiyla elde edilen ¢oziiliimlere
dayanmaktadir. Ozellikle sonlu iiretilmis modiillerin, serbest modiillerle iliskilendirilmesi,
modiillerin yapisinin daha acik ve hesaplanabilir bir bicimde incelenmesine olanak tanir.
Bu yaklagim, degismeli cebirin temel problemlerinden biri olarak kabul edilen modiil

coziiliimlerinin incelenmesinde merkezi bir rol oynamaktadir.

Serbest ¢oziiliimii, bir sonlu iiretilmis modiil ile iliskilendirme fikri ilk olarak David
Hilbert’in 1890 tarihli makalesinde [1] tamtilmaktadir. Bu makalede polinom halkasi
tizerindeki ideallerin ve modiillerin, sonlu uzunlukta serbest c¢oziiliimlere sahip oldugunu
gostermistir ve bu sonug, giinlimiizde Hilbert’in Syzygy (Sizigi) Teoremi olarak

bilinmektedir.

Serbest ¢oziiliimii acik bir sekilde yazmak, degismeli cebirin temel problemlerinden biridir.
Bir serbest ¢oziiliim, bir modiiliin iireteclerini ve bu iiretecler arasindaki bagintilart ardisik
bicimde ortaya koyan tam dizilerden olusur. Bu c¢oziiliimler boyunca ortaya c¢ikan sizigi
modiilleri, modiiliin yalnizca elemanlariyla degil, ayn1 zamanda bu elemanlar arasindaki
iligkilerle tanimlandigini gosterir. Bu nedenle sizigiler ve tam diziler, modiil teorisinin

yapisal ozelliklerini anlamada vazgecilmez araclar arasinda yer alir.

Modiiller arasindaki iligkilerin incelenmesinde ise tensor ¢arpim kavrami devreye girer.
Tensor ¢arpimi, bilineer doniisiimlerin evrensel 6zelligi temsil etmesi sayesinde, modiillerin
homolojik davraniglarinin analizinde isimize yarar. Ozellikle tam dizilerle birlikte
kullanildiginda, tensor carpim, modiil teorisi ile homoloji cebiri arasindaki baglantinin

anlasilmasinda oldukc¢a kullanighdir.
Homoloji cebiri, zincir kompleksleri ve homoloji modiillerini kullanarak cebirsel yapilarin
daha karmasik 6zelliklerini incelemeyi amaglar. Serbest ¢oziiliimlerin homolojik yorumlari,

modiillerin 6nemli 6zelliklerinin anlagilmasina katki saglar.

Koszul kompleksler ise, serbest ¢oziilimler ve homoloji cebiri arasindaki iligkiyi somut ve



hesaplanabilir bir bi¢imde ortaya koyan onemli yapilardir. Bir elemanlar dizisi yardimiyla
insa edilen Koszul kompleksleri, regiiler diziler ve modiillerin homolojik 6zelliklerinin

incelenmesinde temel bir rol oynar.

Bu tezde [2], [3], [4] ve [5] kaynaklar1 baz alinarak, yukarida belirtilen cerceve

dogrultusunda, Koszul kompleksleri anlamak i¢in zemin hazirlanmistir.

Tezin 2. bolimiinde, modiil teorisinin temel kavramlar1 ele alinmaktadir. Modiiller,
modiil homomorfizmalari, serbest modiiller, sizigiler ve tam diziler ayrintili bi¢cimde

incelenmektedir.

Tezin 3. boliimiinde, tensor carpimi kavrami once vektor uzaylar, ardindan modiiller i¢in

tanitilmakta ve evrensel 6zellikleri ile birlikte ¢alisilmaktadir.

Tezin 4. boliimiinde, homoloji cebirinin temel araclar1 olan zincir kompleksleri, homoloji
modiilleri ve bunlar arasindaki morfizmalar1 tanimlayarak, homolojik yontemler kisaca

aciklanmaktadir.

Tezin 5. boliimiinde, simetrik ve ters simetrik ¢arpimlar ile Koszul kompleksleri arasindaki
iligki ortaya konularak, regiiler dizilerin, modiillerin yapisal ve homolojik 6zelliklerini

belirlemedeki rolii ele alinmaktadir.



2. MODULLER VE TAM DIiZIiLER

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan modiil teorisinin temel kavramlar ele
alinmaktadir. Oncelikle modiil tanim: ve temel ornekler verilerek, modiiller arasindaki
homomorfizmalar tanitilmaktadir. Ardindan serbest modiiller ve bu modiillerle iligkili sizigi
kavrami incelenerek, modiiller arasindaki iligkiler tam diziler araciligiyla aciklanmaktadir.
Bu boliimiin amaci, sonraki boliimlerde kullanilacak homolojik yontemler i¢in gerekli

altyapiy1 olusturmaktir.

2.1 Modiiller, Modiil Homomorfizmalari
Soyut cebirde, bir halka iizerindeki modiil kavrami, cisim iizerindeki vektor uzay1 kavrami

ile benzerdir. Modliil teori, en iyi sekilde, halka lizerindeki lineer cebir olarak tanimlanabilir.

2.1.1 Tamm R degismeli bir halka olsun. () # M kiimesi,

+ M x M—- M R x M—-M
(r,y) = z+y (a,) = a-x

islemleri ile birlikte, eger (M, +) bir degismeli grup ve her a,b € R, z,y € M i¢in

a(r+y) =ar + ay
(a+b)x =azx+bx

(ab)x = a(bx)
ozellikleri saglaniyor ise M ye R-modiil denir. R halkasi birimli halka ve her z € M igin,
lprz=2z

ise, M modiiliine birimli R-modiil denir.

2.1.2 Ornek A degismeli bir grup, n € Z olsun.

7ZxA— A

a+---+a, n>0
(n,a) =n-a=1q(—a)+---+(—-a), n<0
0, n =

ile, A bir Z-modiildiir.



2.1.3Ornek R degismeli ve birimli bir halka, /, R’nin bir ideali olsun.

ot Rx I —1

(r,a) = 7r-a

ile, I ideali bir R-modiildiir.

2.1.4 Ornek R birimli ve degismeli bir halka olsun.
R'"=RxR---xR
={(z1,29,...,2,) | x; € R}
ile tanimlanan R", R halkasinin kendisiyle n-kere kartezyen ¢arpimidir.

R x R"— R"

(a, (x1, 9, ... ,xn)) — (azy,azs, ..., ax,)

ile R™, R halkas1 lizerinde bir R-modiildiir.

2.1.5 Tanim M ve N, R-modiiller olsun. ¢ : M — N doniisiimii Vim,, ms € M ve a € R
i¢in,
p(my +ma) =p(my) + o(ms)

p(a-my) =a-p(m)

kosullar1 saglaniyor ise, ¢’ye R-modiill homomorfizmasi denir.

M den N ye biitiin R-modiil homomorfizmalarinin kiimesi Hompg(M, N) ile gosterilir ve

modiil homomorfizmalarinin kiimesi de bir modiil yapisina sahiptir.

2.1.6 Ornek Hompz(M,N) = {p | ¢ : M — N ve ¢, R-modiil homomorfizmas1 }

kiimesi iizerinde, M, N birer R-modiil ve m € M olmak iizere,

+ :Homgp(M,N) x Homgr(M,N) — Hompg(M,N)
(. 9) = (o +¥)(m) = p(m) + ¥ (m)

- R x Homgr(M,N) — Hompg(M,N)
(a,9) = (a-9)(m) = a-p(m)



islemleri tanimlansin. Bu durumda, Homg(M, N) bir R-modiildiir.

2.1.7 Tanim M bir R-modiil olsun. ) # N C M olsun. Eger, ny,ny € N ve a € R igin,

ny+ng €N

a-ny €N
sartlarm sagliyor N’ye M’nin altmodiili denir. M’nin her altmodiilii de yine bir
R-modiildiir.
2.1.8 Tamm ¢ : M — N bir R-modiill homomorfizmasi olsun.

Ker(p) ={m e M | ¢(m) =0}

Im(p) = {p(m) | m e M}
kiimelerine, sirasiyla ¢ modiil homomorfizmasinin ¢ekirdegi ve goriintiisii denir. Ker(p), M
modiiliiniin, Im(y), N modiiliiniin altmodiilleridir.
2.1.9 Tannm M bir R-modiil ve N, M ’nin altmodiilii olsun.
M/N={m+ N |me M}
boliim grubu,

.+ Rx M/N — M/N

(a,m+N)—a-m+ N

ile bir R-modiildiir. Bu modiile, boliim modiili denir.

2.1.10 Tamm ¢ : M — N bir R-modiil homomorfizmas1 olsun.
Coker(p) = N/Imyp

boliim modiiliine, ¢’nin es ¢ekirdegi (cokernel) denir.



2.1.11 Teorem R bir halka, M ve N, R-modiiller,

p: M —= N
m — ¢(m)

bir R-modiil homomorfizmasi olsun. Bu durumda,
Im(p) = M/Ker(p).

Ispat: A M/Ker(p) — Im(p)
m+ Ker(yp) — )\(m + Ker(ga)) = (m)

seklinde tanimlayalim. Eger,

m+ Ker(p) =m+ Ker(p) = m—m € Ker(p)
= p(m—m)=0
= p(m) = p(m).
Dolayisiyla A iyi tanimlidir. A’nin tanimindan 6rten oldugu agiktir.
Simdi, )\(m + K er(gp)) = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢(m) = 0 olur ve boylece
m € Ker(p) elde edilir. Dolayistyla, m + Ker(p) = Ker(y), yani, M/Ker(p) nin sifir

elemanina karsilik gelir. Boylece A\’nin birebir oldugu gosterilmis olur.

Son olarak, my, ms € M icin

A((my + Ker(p) + (may + Ker(p)) = o(my 4+ ma) = o(my) + o(ms)
=

)\(a(m + Ker(go))) (a-m)=a-p(m)

ozellikleri saglandigindan R-modiil homomorfizmasi oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla,

) bir izomorfizmadir ve
Im(p) = M/Ker(p)

sonucu elde edilir.

2.1.12 Tamm R bir halka ve M;,  # I kiimesi ile indekslenmis R-modiiller olsun.
D, M; direkt toplamu,

@Mi = {(m;)ier | m; € M; ve sonlu sayida i i¢in m; # 0}

icl



ve [],c; M; direkt ¢arpimu,
HMi = {(mi)ier | mi € M;}
iel
olarak tammlanir. Eger I = {1,...,n} sonlu bir indeks kiimesi ise, direkt toplam ve direkt

carpim cakigirlar ve

Ml@MQ@"'@Mn

ile gosterilir.

2.2 Serbest Modiiller

Serbest modiiller, tabanlarinin acgik bi¢imde secilebilmesi nedeniyle modiil teorinin en
anlagilir yapilarindan birini olusturur. Her elemanin tek bir dogrusal kombinasyonla ifade
edilebildigi bu modiiller, homolojik ingsalara dogal bir temel saglamalari bakimindan
onemlidir. Serbest modiiller, ¢oziiliimlerin baslangic noktasini olusturduklar: i¢cin homoloji

cebirindeki pek ¢ok yapinin tanimlanmasinda temel bir rol oynar.

2.2.1 Tanmm M bir R-modil olsun. r; € R olmak iizere

Timy + -+ remy

toplamina, mq,...,my € M elemanlarinin bir R-lineer bilesimi denir. M modiiliiniin
her elemant, my, . .., my elemanlarimn bir lineer bilegimi ise, {my, ..., ms} kiimesine, M
modiiliiniin iirete¢ kiimesi, {my, ..., my;} elemanlarina da M modiiliiniin iiretegleri denir.

Lineer bilesimler, lineer cebirdekine benzer olarak, bir modiiliin yeni elemanlarini, eski

elemanlardan olusturmanin temel yoludur.

2.2.2 Tammm M bir R-modiil olsun. Eger, r; € R, 1 < i < ki¢in

ise, M’ye sonlu iiretilmis R-modiil denir ve

M = (mq,...,my)



seklinde yazilir.

Cogunlukla, sonlu sayida iiretecleri olan modiiller iizerinde durulacaktir. Fakat, sonsuz iirete¢
kiimesine sahip onemli modiiller de vardir. Bu nedenle sonsuz sayida kiimeye izin veren,

tirete¢ kiimesinin genel tanimi asagida verilmektedir.

2.2.3 Tamm M bir R-modiil,  bir indeks kiimesi olmak iizere, M "nin {m; };c; alt kiimesini

alalim. Her m € M, sonlu sayida 7’ler harig, tiim ¢’ler i¢in r; = 0 olmak {izere
m = E 1y
i€l
ise, bir bagka deyisle, m; elemanlarinin sonlu bir R-lineer bilesimi ise, {m;};c; kiimesine
M’ nin iirete¢ kiimesi denir. Burada, m; elemanlarinin her lineer bilesiminin yalnizca sonlu

sayida sifir olmayan katsayilara sahip olmasi gerektigine dikkat ediniz.

2.2.4 Tanim M bir R-modiil ve {m; };c;, M nin bir alt kiimesi olsun. Vi € I igin

Zrimi:0:>’f’i:0

icl
oluyor ise, {m; };c; R tizerinde lineer bagimsizdir denir. Eger, baz1 ¢ € I i¢in r; # 0 oluyor

ise {m; };c; elemanlarina lineer bagimhdir denir.
2.2.5 Tamm M bir R-modiil ve {m;};c;, M nin bir alt kiimesi olsun. m; € M, r; € R
olmak iizere
1M1 + TroMg + « - - + My
seklinde tek tiirlii yazilabiliyorsa, {my, ..., my} kiimesine M modiiliiniin tabani denir.

Bir modiiliin tabani, modiilii tireten lineer bagimsiz kiimedir. Modiiller her zaman bir tabana

sahip olmayabilir.

2.2.6 Ornek F bir cisim olmak iizere, R = F[z,y] polinom halkasinda, M = (22, y?)
idealini diigiinelim. M ideali, R = F[x, y] halkas1 iizerinde bir R-modiildiir. {z?, y*}, M nin



tiretecleridir.
(y)2* + (—2%)y* =0

oldugundan {z2 3}, R halkasi iizerinde lineer bagimlidir. Dolayisiyla, M modiilii i¢in bir

taban olamaz.

2.27 Tamm F bir R-modiil olsun. F' modiiliiniin bir taban1 varsa, F”ye serbest modiil, eger

F’nin tabani sonlu bir kiime ise, F”’ye sonlu serbest modiil denir.

2.2.8 Ornek R birimli ve degismeli bir halka ve R", R halkasmin n-kartezyen carpimi

olsun. Bu durumda,
R"={(r1,...,mn) | i € R}
olarak yazabiliriz. R" bir R-modiildiir. R nin
{e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1)}
altkiimesini alalim. r = (r,...,7,) € R™ olsun.

(r1,...,rn) =7r1(1,0,0,...,0) +79(0,1,...,0) +--- +7,(0,0,...,1)

=1r1e1 + 1r9€9 + - - + 108, (2.2.1)
olarak yazilabilir. Boylece, {e1, ..., e,}, R" modiilii i¢in bir iirete¢ kiimesidir.
r1(1,0,...,0) + -+ +7,(0,0,...,1) = 0gn = (0,0,...,0)
olsun. Bu durumda,
(ri,...,mn) = (0,...,0)

ve bu esitlikten, her ¢ = 1,...,n i¢in r; = 0 olur. Bu, {ey,...,e,}, kiimesinin lineer
bagimsiz olmasi demektir. {ej,...,e,}, hem lineer bagimsiz bir kiime ve hem de R™’yi
tirettigi i¢in, R™ modiiliiniin bir (standart) tabani olur. Boylece, R", bir sonlu serbest

R-moduldiir.



2.2.9 Uyann R", R-modiiliinde, her r = (rq,...,7,) € R" i¢in, (2.2.1) esitlikten
r=rie;+---+rye,

olarak yazilabildigini biliyoruz.

r1
r=1ler...e,)

TTL
seklinde de yazilabildiinden, r € R" eleman1

1

T'n

ile temsil edilir.

2.2.10 Teorem F’ bir birimli R-modiil olsun. Asagidakiler denktir:
(i) F modiiliiniin bos kiimeden farkli bir tabani vardir.
(i) X # ) kiimesi ve 1 : X — F doniisiimii asagidaki ozellik saglanacak sekilde vardir:
Verilen herhangi bir M birimli R-modiilii ve f : X — M déniisiimii i¢in f o1 = f olacak
sekilde bir tek

f F—= M

homomorfizmasi vardir. Bir bagka ifadeyle,

X

diyagrami degismelidir.

Ispat: [3]

Bu teorem, bir serbest modiilden, herhangi bir R-modiill olan M ’ye doniisiimler

tanimlamanin miimkiin oldugunu soyler.

2.3 Sizigiler
Sizigiler, bir ¢oziiliim icinde ortaya cikan ve modiil iizerindeki iligkileri belirleyen temel

yapilardir. Her sizigi, ¢oziiliimde yer alan bir homomorfizmanin ¢ekirdegini temsil eder ve bu
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sayede modiiliin bagint1 yapisin1 daha agik bigimde goriiniir kilar. Coziiliimiin her adiminda
ortaya cikan bu modiiller, verilen modiiliin homolojik 6zelliklerinin anlagilmasinda dnemli

bir rol uistlenir.

2.3.1 Tamm R birimli, degismeli, her ideali sonlu iiretilmis olan bir halka ve

M = (my, ..., my,) bir R-modiil olsun. Bu durumda, M ’nin sizigisi,

251 a1
Syz(M) = Sl eRY | [my,ma, ... omy] | | =0
WEd 9n
o]
= Sl €ERY [ gimy+gama s+ gamy =0
\ _g"_

kiimesidir. Syz(M ), R™ nin sonlu iiretilmis bir altmodiilidiir. Syz(M) modiiliine 1.sizigi
modiilii de denir ve M ’nin tireteglerinin se¢imine baghdir. Syz(M ) modiiliniin iireteglerini

bulmak genelde oldukga zor bir problemdir.

2.3.20rnek R = F[z,y] polinom halkasinda M = (x?,4?) modiiliinii alalim.
(y*)2* + (=2%)y” =0
oldugundan

Syz(M) = {(g1,92) € R* | j12° + g2” = 0}
= {(v*, —2%)}

kimesidir.

M ve Syz(M) arasindaki iligki, tam diziler kullanilarak kodlanabilir.

2.4 Tam Diziler
Tam diziler, ardistk homomorfizmalardan olusan ve her homomorfizmanin goriintiisiiniin
bir sonraki homomorfizmanin ¢ekirdegini veren dizilerdir. Bu yapi, modiiller arasindaki

iligkilerin hassas bicimde analiz edilmesini saglar.
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X ve Y, herhangi iki cebirsel yap1 (gruplar veya modiiller) olmak iizere, bir
p: X =Y

doniistimii verildiginde, bu iki farkl sekilde goriilebilir. Bu doniisiimiin en basit yorumu,
¢ doniisimiiniin, X kiimesinin bir elemanini kullanarak, Y kiimesinde bir eleman
olugturmasidir. Bu anlamda, Im(¢) C Y, ¢ ile olusturulan dgeleri temsil eder. Diger bakis
acist ise, X kiimesindeki her bir x € X, Y’deki bir y € Y’ye, ¢ doniisiimii ile belirlenen

kurallara gore iligkilendirilir. Bu durumda,
p: X =Y

doniigiimii, her x € X elemanina, bir y = ¢(x) € Y elemam atar ve ¢’nin x elemanini, Y’

kiimesindeki 0 € Y elemanina gonderip gonderilmedigine bakilir.

Ker(¢) ={z € X | ¢(x) = 0y}
kiimesi oldugu diisiiniildigiinde, Ker(¢), aslinda ¢ doniistimii ile test edilen elemanlarin

bagarisiz olanlarinin kiimesi olarak yorumlanir.

2.4.1 Ornek V7T
n—2n

doniislimii, tam sayilardan, ¢ift tamsayilar1 inga eder.

67 — Ty
n — [n]

doniistimii, bir tam saymnin, 2 ile boliiniip boliinmedigini gormek igin bir test olarak

yorumlanabilir.
2.4.2 Ornek V77
n — 6n
ve
O: L — Us

12



doniisiimlerini alalim. Burada,
Im() ={¢(n) | n € Z}
={6n|neZ},
Ker(¢) = {n € Z | ¢(n) = Oz}
={neZ|n] =0}
={ne€Z|n=0 (mod3)}

kiimeleri kolayca bulunabilir.

relIm(y)=x=6n neZ
=z =3(2n), ne’Z
=2=0 (mod 3)

=z € Ker(¢)
olur. Ancak, 9 tamsayisi,
9=0 (mod 3)

olmasindan, 9 € Ker(¢) olur. Fakat, 9 tamsayist 6 tamsayisinin bir katt olmadig: i¢in

9 ¢ Im(1). Boylece,

Im Ker
(%) 7Cé (¢)

olur. Bu, 3 tamsayisinin katlarina yonelik
7 — 7. — Zs

ingasinin basarisiz oldugunu soyler.

Kusurlu ¢ dontisiimlerinin ingasinin olasilidina izin vermesinden dolayi, Im(v) C Ker(¢)

kosulunu saglayan dizilerle ilgilenilir.

2.4.3 Ornek 0Lz z%7 %0
dizisini diisiinelim. Burada,
YA , b7 — T
n — 6n n — [n]
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doniigiimleri, f gdmme doniisiimii ve ¢ sifir doniisiimiidiir. /m(f) = {0} oldugu agiktir.

Ker(y) ={n € Z[y(n) =0}
={neZ|6n=0}

= {0}

oldugundan Im(f) = Ker(t) bulunur.

Im(y) = {s(n) [ n € Z}
= {6n | n € Z},

Ker(¢p) ={n € Z| ¢(n) =0z}
={neZ][n]=[0]}
={ne€Z|n=0 (mod2)}

={2n|neZ}
kiimeleridir. Buradan I'm(v) C Ker(1) saglanir.

Im(¢) = {(n) | n € Z}
=A{[n]|neZ}

olur. Bu, Im(¢) = Ker(g) olmast demektir. Boylece, bu dizi, ilgilendigimiz sekildedir.
2.4.4 Tamm R bir halka olsun. M} ’ler R-modiil ve y;’ler de R-modiill homomorfizmasi
olmak iizere
e My S My 25 My — -
dizisi
o Im(prt1) C Ker(ypg) kosulunu saglhiyorsa her M, tizerinde komplekstir,

o Im(pri1) = Ker(py) kosulunu sagliyorsa her M, izerinde tamdir

14



denir. Eger dizi her 7 icin M; lizerinde tam ise diziye tam dizi denir.

2.4.5 Ornek M ve M’', R-modiiller olsun.
0 — M' 5 M dizisi tamdir < Ker(p) = 0.

Dolayisiyla ¢, birebirdir.
M' % M — 0 dizisi tamdir < Im(¥) = Ker(0) = M

Boylece 1, oOrten olur.

2.4.6 Ornek M, M’ ve M" birer R-modiil olsun.

Ker(p) = {0}
0— MBS ML M —0 tamdizidir. < { Im () = Ker(v))
Im (¢)) = M".
2.4.7 Tamm M, M’ ve M" birer R-modiil olmak iizere,
0— M3 ML M —0
tam dizisine, kisa tam dizi denir.
2.4.8 Sonu¢ M ve Syz(M) arasindaki iligki su sekilde kurulur;
M = (my,...,m,) sonlu iiretilmis R-modiil, Syz(M), M nin sizigi modiilii ve R" serbest
modiiliiniin {ey, ..., e,} standart tabani olmak iizere,
0 — Syz(M) SR" 5 M — 0
e, — m;
formunda kisa tam dizisi vardir. 7, bir R-modiil homomorfizmasi ve M = (my,...,my,)

sonlu iiretilmis oldugundan, 7 6rtendir.
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Ker(r) = | €eR"|1(91,---,90) =0

= eRn T(glel+"'+gnen):0

= € Rn 917(61) +---+ gnT(en) = 0

= |l €eRY | gimy+ -+ gomy, =0 ) = Syz(M)

boylece dizi tamdir.

Bir modiiliin iireteclerinden gerekli bilgi alinamadiginda, bu iireteglerin arasindaki bagintilar
analiz edilir. Tim bu bagintilarin kiimesi de yine bir sonlu iiretilmis R-modiildiir. Boylece,
bir dizi elde edilir. Yine, 1. sizigi modiilii ad1 verilen bu sonlu iiretilmis olan bagintilar
modiiliiniin de iireteclerinin arasinda bagintilar kiimesi vardir. Bu siirecin zincirleme bir

sekilde devam etmesiyle, nihayetinde bir (serbest) ¢oziiliim elde edilir.

2.5 Serbest Coziiliimler
Bir ¢6ziiliim, verilen bir modiiliin uygun bir kompleks icine yerlestirilmesiyle elde edilir. Bu

kompleks, modiiliin homolojik davranigini agiklamak icin kullanilir.

Bu boliimde, onceki kisimlarda ingsa edilen sizigi ve tam dizi kavramlar birlestirilerek,

serbest ¢oziiliimlerin yapis1 incelenecektir.

2.5.1 Tamm M sonlu iiretilmis bir R-modiil ve ¢« > 0 icin F; sonlu iiretilmis serbest
modiiller olsun.

[
i B S B S RS RS M-S0

tam dizisine M modiiliiniin bir serbest ¢oziilimii denir. Eger Vk > n icin F;, = 0 ve n bu

ozellikle minimal say1 ise, serbest ¢oziiliim, sonlu uzunluktadir denir.
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Bir M, R-modiiliiniin her zaman sonlu bir serbest ¢oziiliimii var midir? Genellikle bu cevap

olumlu degildir. Ancak polinom halkalarinda cevap olumludur.

2.5.2 Teorem R = F[z1,...,z,), n bilinmeyenli polinom halkasi olsun. Her sonlu

tretilmis R-modiil, uzunlugu en fazla n olan bir sonlu serbest ¢oziiliime sahiptir.

ispat: [2]
2530rmek A = Zve M = (z,y) C Z[z,y] ve 2z —y = 0 bagmntis1 ile verilen
Z[z,y]-modiil olsun. a, b € Z[z, y] i¢in,

7 (Z]x,y)* = M
(a,b) — azx + by

doniisiimii bir Z-modiil homomorfizmasidir.

Im(7) = {7(a,b) | (a,b) € (Z[z,y])*}
= {az + by | (a,b) € (Z]z,y)])*}
= (z,y) = M.

Dolayisiyla, 7 ortendir.

Boylece,
0 — Syz(M) =X (Z[z,y])* = M — 0

serbest coziiliimii elde edilmis olur.
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3. TENSOR CARPIMLAR

Tensor carpimlar, fizik, miihendislik gibi bir¢ok uygulama alaninda kullanilmaktadirlar.
1884 yilinda Gibbs [6], R3’deki vektorlerin tensor carpimimi tamitmistir ve daha sonra 1886
yilinda bunu R"™’e genigletmistir. ® notasyonunu, 1936 yilinda Murray ve Von Neumann
[7], Hilbert uzaylarin tensor carpimlarinda kullanmiglardir. A ve B, degismeli gruplar olmak
tizere, A ve B’nin tensor ¢arpimi, Whitney’e [8] aittir fakat A®yB yerine A o B yazmstir.
Bir degismeli halka iizerindeki modiillerin tensor carpimi da 1948 yilinda Bourbaki [9]

tarafindan verilmistir.

Tensor carpimlar, ilk olarak vektor uzaylar i¢in ortaya ¢ikmistir. Bu sebeple, vektor uzaylarin
tensOr carpimlarini agiklamakla baglanacaktir. Bu boliimde [4], [10] temel kaynak olarak

kullanilmagtir.

3.1 Vektor Uzaylarin Tensor Carpimi
3.1.1 Tammm F’ bir cisim ve U, V, W, F' cismi lizerinde vektor uzaylar olsun.
f:UxV —>W

dontistimii, a,b € F', u,ui,us € U, v,v1,v9 € V icin,
(1) f(a’ul + buz,U) = a‘f(ubv) + bf(UQ,U)
(11) f<u7 avy + bv?) - a’f(u7 Ul) + bf(u7 UQ)
kosullarini sagliyorsa f’ye bilineer doniisiim denir.
3.1.2 Ornek F cismi iizerinde,

F"={(xy,z9,...,2,) |x; € F, i=1,...,n}
vektor uzayi alalim.

f:F'"xXF"—= F
((xla s 7$n)7 (yla s 7yn>) — Ty + + TnlYn

doniistimii,
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i) a,beF, uy = (x1,...,2,),u2 = (T1,...,Tpn) € F", v=(y1,...,Yyn) € F™ i¢in

f(auy + bus,v) :f(a(xl, cey Tp) F 0Ty T), (Y ,yn))
:f((axl +bT1, ..., ax, + 0T,), (y1, .. - ,yn))
=(azy +bT1)y1 + -+ + (az, + 0Tp)yn
=(az1y1 + bT1y1) + - + (aTnYn + OTpYn)
=(az1ph + - -+ axny,) + 0Ty + -+ + 0T,yn)
=a(T1y1 + -+ TnYn) + 0(T 1y + - + TnYn)
:af((xl, e Tn), (Y1, - - ,yn)) + bf((fl, e Tn), (Y, - ,yn))
=af(uy,v) + bf(ug,v)

() a,beF, uy=(r1,...,2,) € F", vy = (WY1, ,Yn),v2 = (Uy,...,7,) € F"i¢in

f(u, avy + bug) :f((xl, o) alyr, - yn) 0T, - ,yn))
=f((z1,....2), (ays + by, ..., ay, + b7,))
=z1(ayr + by,) + - - + zp(ay, + 07,)
=(az1yy + bx17,) + - - - + (axny, + bx,7,)
=(az1y1 + - - + azpyn) + (br1Y) + - - + 02,7,
=a(x1y1 + -+ ToYn) +0(1Y) + -+ T07,)
:af((xl, e ), (Y1, - ,yn)) + bf((:vl, oy ), (Tq,y - - ,gn))
=af(u,vy) + bf (u,v7)

esitlikleri saglandigindan Tanim 3.1.1°den f, F' cismi iizerinde bir bilineer doniistimdiir.

3.1.3 Uyann U,V,W, F' cismi lizerinde vektor uzaylar olsun.

BiLin(U,V; W) ={f:U xV — W | f bilineer doniigiim}
kiimesi, U x V — W tanimlanan iizerinde tiim bilineer doniisiimlerin kiimesi olsun. Bu
kiime, toplama ve bir skaler ile carpma islemleri ile F’ cismi iizerinde bir vektor uzaydir.
3.1.4 Tanim V; ve V5, F' cismi iizerinde iki vektor uzay olsun. Y, F' cismi {izerinde bir

vektor uzay ve p : Vi x Vo — F' bir bilineer doniisiim olmak iizere, eger (31, V; vektor uzayi
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icin ve (5, V5 i¢in F' iizerinde bir taban iken

p(Br % Ba) ={p (x1,22) | 21 € B, 22 € B}

kiimesi, Y vektor uzay1 i¢in bir taban oluyor ise, (Y, 1) ikilisine, V; ve V5 vektor uzaylarinin

tensor carpimi denir. Y vektor uzayi i¢in Vi @ V5 ve pu(xy, x2) igin x1 ® xo yazilir.

V ve W, F' cismi lizerinde vektor uzaylar olsun. Tensor ¢carpimlar: ¢alismanin iki yolu vardir.
Bu yontemlerden ilki V' ® W uzaymi elemanlar ile birlikte diisiinmektir. V' ® W ’nun

elemanlari, a; € F, v; € V ve w; € W olmak tizere

E a;V; @ w;
i

formundadir. Diger yontem ise, V; ® V5 uzaymi ve Vi x Vo — V] ® V5 doniisiimiinii bilinen
bir obje ile 6zdeglestirmektir. Boyle bir tanimlamanin dogal olarak yapilabilecegi pek ¢ok
ornek vardir. Bunu yaparken sadece V; ® V, olarak tanimlanan vektor uzayini degil, ayni
zamanda bu tanimlamay1 yapmak ic¢in kullanilan ¢arpimi da (bilineer doniisiimii) belirtmek

onemlidir.

3.1.5 Ornek F bir cisim ve tek degiskenli ve katsayilar1 F”de olan
Flz] ={ay+amzr+ -+ a,2" | n>0, a; € F}

polinom halkasim alalim. F'[z], toplama ve bir skaler ile carpma iglemlerine gore F' cismi

tizerinde bir vektor uzaydir.

wVixVo—=1VeV
(f(x),9(x)) = u(f(x),9(2)) = f(z) @ g(x) = f(z)g()

olarak tanimlanan y doniisiimii bilineerdir.

B={1,z,2% ...}, Flx] vektor uzayimn bir tabani ve

p(BxpB)=ppB={u(z,22) |21 € B, 22 € B}
={r'®a’ |i,j=0,1,2,...}
—{ziz) |i,7=0,1,2,...}
oldugundan, 5 ® 3, F|x1,z5] iki degiskenli polinom uzay1 i¢in bir tabandur.
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3.2 Modiillerin Tensor Carpimi
Modiiller i¢in tensor ¢arpim, vektor uzaylardaki gibi tanimlanabilir. Ancak, ® carpiminin
saglamasi gereken Ozellikler, modiiller her zaman bir tabana sahip olmadiklar i¢in, sadece

belli bir tabanda degil genel olarak ortaya konulmalidir.

3.2.1 Tamm R birimli ve degismeli bir halka ve M, Vm € M icin 1p-m = m ozelligi

olan bir R-modiil olsun. M, N ve X, R-modiiller olmak {izere
B:MxN-—=X
doniistimii eger, m,m’ € M, n,n’ € N,r € Rigin

B(m +m/,n) = B(m,n) + B(m/,n)

B(m,n+n'

) =

B(rm,n) = rB(m,n)
) = B(m,n) + B(m,n')
) =

rB(m,n)

ozelliklerini sagliyor ise B’ye R-bilineer doniisiim denir.

B(m,rn

3.2.2 Ornek M bir R-modiil olsun.

B:RxM—M

(r,m) —r-m

dontisiimiiniin bilineer oldugunu gosterelim. 1,7 € R, m,m' € M, r € Ralalim. M nin

bir R-modiil oldugu g6z 6niine alinirsa,

B(ry +1o,m) = (r1 +re) -m=1mry-m-+ry-m= B(r,m)+ B(ry,m)

Sy

(

(r-ry,m)=(r-ri)m=r(ry-m)=r-B(r;,m)
B(r,m+m')=r(m+m')=rm+rm' = B(r,m)+ B(r,m')
B(

ri,r-m)=ri(r-m)=(ri-r)m=(r-r\)m=r(ry-m) =rB(r;,m)

esitlikleri saglanir. Boylece, Tanim 3.2.1°den, B bir bilineer doniisiimdiir.

3.2.3 Ornek M bir R-modiil ve my, m) € M olmak iizere

T:MxM— M

(m,m') = m+m'
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doniistimiinti alalm. mq, mo, m}, m,, € M igin,

T((m1,my) + (ma,mp)) = T(my + ma,my + ms)
= (my +mg) + (m} + my)
= (mq +mi) + (ma + my)

= T(my,m}) + T(ma, my)
ver € R, m,m' € M igin,

T(r(m,m)) =T(rm,rm’)
=rm + rm/
=r(m+m')

=r.T(m,m’)
oldugundan 7" doniistimii lineerdir. m, mo, m' € M olmak iizere, T”nin tanimindan
T(my +ma,m’) = (my +ms) +m’
yazilir. Ancak,
T(my,m') + T(mg,m') = (my +m') + (mg,m’)
esitliginden,
T(my +ma,m') # T(my +m') + T(my,m’)

elde edilir. Bu, 7' doniisiimiiniin bilineer olamayacag1 anlamina gelir.
Serbest modiillerinkine benzer olarak, modiillerin tensor ¢carpimlar: da tanimlanabilir.

3.2.4 Tamm M, N ve X, R-modiiller olsun. Her,
po:MxN—X

R-bilineer doniistimii igin
M @r N

~
~ (0]
T SQ
~
~o

MxN—> X
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diyagraminda,
p:¢orT

olacak sekilde bir tek
o MrN—X

lineer doniisiimii var ise,

T:MxXN-—->M®rN

R-bilineer doniisiimii ile birlikte M ®pr N ile gosterilen R-modiile, M ve N modiillerinin
tensor carpimi denir. Alisilmis notasyonda, 7 gibi bir sembol kullanilmaz. Bunun yerine,

m X n’nin 7 altindaki goriintiisii
T(mXxn)=maen

ile gosterilir.

3.2.50rnek Z; ®y Z; tensér ¢arpimint inceleyelim. Vm € Zs, n € Z; icin

0=0-(m®n)=(0-m)®@n

=(B-mn=m®b>bn

\

0=0-(m®n)=m®x(0-n)
=m® (7-n)

=TmRn=2men
yazabiliriz. Buradan,

bGm®n)—22m®n)=(5—-2-2)m®n

=mQen
olur. Fakat,
5m®n)—22mean)=0-2-0=0

olur. Bu, m ® n = 0 demektir. Boylece, Z5 ® Z; nin tiim tensorleri 0°dir. Bu, Z5; ® Z7 = 0

anlamina gelir.
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3.3 Tensor Carpimlarin Insas:
Simdi, M ve N modiillerinin tensor ¢arpimi olarak adlandirilan ve bir R-modiil olan T

modiilii olusturulacaktir. Bu modiil,
I'=M®rN=M®N
ile gosterilecek, M x N’yi kapsayacak ve
MxN—X
olan R-bilineer doniisiimii

T— X

R-modiil homomorfizmasina karsilik gelecek sekilde insa edilecektir.

3.3.1 Teorem M, N ve X, R-modiiller olsun. 7" bir R-modiil ve her f : M x N — X
bilineer doniigiimii i¢in
MxN—25T

o
X

diyagraminda f = f'og vebirtek f': T'— X doniisiimii R-modiil homomorfizmasi olacak
sekilde (T, g) ikilisi vardir. Ustelik, eger bu ozellikte, (T, g) ve (1", ¢') ikilileri var ise, bu

durumda,
MxN—25T

o
diyagraminda ¢’ = j o g olan bir tek j : 7" — T" izomorfizmasi vardir.
Ispat: Ilk olarak (T, ¢)’nin varhigini gérelim:
O — RMxN)
= {Katsayilar R halkasindan olacak gekilde /M x N’nin elemanlarinin lineer bile§imleri}

=1
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kiimesini alalim. D, C’nin, z, 2’ € M, y,y' € N, a € R iken

(z+2'y) — (z,y) — (¢, y)
(z,y+9) = (z,y) — (2,9)
(az,y) —a- (z,y)
(z,ay) —a- (z,y)

formundaki elemanlari ile iiretilen bir altmodiilii olsun.
T =C/D alalim. x € M vey € N igin, g doniisiimil,
g:MxN—T
(z,y) > g9(z,y) =r®y=(z,y) + D
olarak tanimlansin. g doniisiimii, C' — C'/ D olan doniigiimiin dogal bir kisitlamasidir. $imdi,

¢ doniisiimiiniin bilineer oldugunu gorelim. z, 2’ € M, y € N, a,b € Ri¢in

glax + b2’ y) = (ax + bz’ y) + D

az +ba',y) — [(ax + ba',y) — (az,y) — (bz',y)] + D

az,y) + (b, y) — [(az,y) —a- (z,y) + (ba',y) = b- (¢, y)] + D
az,y) — [(az,y) —a- (z,y)] + (b2, y) — [(ba',y) = b- (2", y)] + D
=a-(z,y)+b-(2',y)+ D
= (a-(z,y)+ D)+ (b- («',y) + D)
=a-((z,y)+ D)) +b-((2',y) + D)

(
= (
= (az,y) + (ba’,y) + D
= (
= (

=a-g(z,y)+b-g(@y)
elde edilir. Benzer sekilde, x € M, y,y' € N vea,b € Rigin
g(x,ay +by') = a-g(x,y) +b-g(x,y')
oldugu gosterilebilir. Boylece, g doniisiimii R-bilineer olur.
f:MxN-—=X
bir R-bilineer doniisiim olsun.
fC—=X

> ai (i) —>Z a; f (i, i)

i=1 i=1
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doniisiimiinii tammlayalim. f bir R-modiil homomorfizmasidir. z,2' € M, v,y € N,

a € R olsun.

7(<$+$,,y) - (I,y) - (x’,y)) - f(ZL’—FZE,,y) _f(x7y> —f(x',y)
:f(‘r7y>+f<xl7y) _f(xvy)_f(x/7y) =0

yazabiliriz. Benzer sekilde,

f: ((x,y+y’) _<$7y) _($7y/)) :f(xvy_l'y,)_f(x?y) —f(l",y/)
zf(x,y)—i—f(x,y’)—f($,y)—f(at,y')
=0

\(

f((:E,ay) —a- (I,y)) = f(‘ra ay) - af(:z:,y)
= CLf(ZL‘,y) - CLf(ZL‘7y)
=0
bulunur. Béylece, f, D iizerinde sifirlanir. Dolayisiyla, f homomorfizmast,

fT=C/D—X
a+ D — f(a)

ile taniml1 bir R-modiil homomorfizmasi olusturur. Buradan,
MxN 2T

ot
X
elde edilir. Bu diyagramda, her z € M, y € N i¢in

(f o g)(z,y) = f'(9(z.y))
= f'((z.y) + D)
= f(z,y)
= f(z,y)
oldugundan, f’ o g = f yazilir. Ustelik, f’, bu 6zelliklere sahip tek homomorfizmadr.
Simdi (7', g) nin tekligini gorelim: (77, ¢’)’niin verilen 6zellige sahip bir bagka ikili oldugunu

varsayalim. Bu durumda,
MxN—25T

S

T/
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yazilir. (T, g) ve (1", ¢') i¢in olan 6zelliklerden, agagidaki diyagramlarda,

MxN —25T MxN 25T
g e g !

T T

g =jog g=jog

olacak sekilde bir tek j ve 5/ doniisiimleri vardir. Boylece,
g=jog =j0o(jog)=(j"oj)oy

olur. Buradan,
MxN 2T

I
1570]
g v

T

elde edilir. It : T — T birim homomorfizmasi olmak tizere,

olmasindan, j' o 5 = Iy yazilir. Benzer sekilde j o j/ = Ir elde edilebilir. Bu, j

homomorfizmasinin birebir ve orten oldugu anlamina gelir. Boylece j bir izomorfizma olur.

3.4 Multilineer Doniisiimler ve Tensor Carpimlar
Multilineer doniisiimler, birden fazla degisken {iizerinde, lineerlik sartlarin1 ayni anda
saglayan fonksiyonlardir. Bu tiir doniisiimler, ¢oklu modiil etkilesimlerini tek bir yapida

incelemeye imkan verir ve tensor ¢carpimin evrensel 6zelligi ile yakindan iligkilidir.

3.4.1 Tanmm M, .-, M, ve M, R-modiiller olsun.
fIM1><M2><"'><Mk—>M

doniigiimii, eger her m; € M, i¢in R-lineer oluyor ise f’ye multilineer veya k-multilineer
doniisiim denir. Bir bagka ifadeyle, f, k-multilineer doniisiim ise,

Vi=1,...,k, m;,m;e M, ve a,be Rigin,
flmy,...omi_1,am; +bml, ... omy) =af(my,...,mi...,mg)+bf(my,...,m ... 5my)

esitligi saglanir.
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3.4.2 Uyant M, M5 ve M, R-modiiller olmak {izere
f My x My — M

2-multilineer doniisiimii ayn1 zamanda bir bilineer doniisiimdiir.

3.4.3 Teorem M,,..., My ve X, R-modiiller olsun. 7" bir R-modiil ve
f M x---x M — X multilineer doniisiimii i¢in

My x---x My —2= T

///
-
-
f ///’ f/

x <
diyagraminda f = f’ o g ve bir tek f' : T — X doniisiimii, R-modiill homomorfizmasi
olacak sekilde (T, g) ikilisi vardir. Ustelik, eger bu ozellikte, (T, g) ve (1", ¢') ikilileri var

ise, bu durumda
My x - x M, —2= T

P
P
/ -7
g -7
P
- J

T <

diyagraminda ¢’ = j o g olan bir tek j : 7" — T" izomorfizmasi vardir.

Ispat: [4]

C ve D kiimeleri Teorem 3.3.1°deki gibi olmak iizere Teorem 3.6.3’deki ozellikler

saglanacak sekilde
my® - @mg = (mq,...,mg)+ D
elemanlar ile tiretilen
T=M®- @M,

tensor carpimi, Teorem 3.3.1°in ispatindakine benzer olarak elde edilebilir.

3.4.4Ornek M, N, P,Q ve T, R-modiiller ve
f:MxN—=P |, g:PxQ@Q—T
doniistimleri bilineer doniisiimler ise,

h:MxNxQ@Q—T
(m,n,q) = g(f(m,n),q)
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doniisiimii 3-lineer doniisiimdiir: a,b € R, my, mo € M alalim.
h(amy + bmg,n,q) = g(f(@ml + bma,n), Q)
= g(af(mh n) +bf(mg,n), Q)

= ag(f(m1,n),q) + bg(f(m2,n), q)

ah(my,n,q) + bh(mz,n,q)

bulunur. Benzer sekilde, ny,no € N ve g1, g2 € @ igin
h(rn,an; + bns, q) = ah(m,ny, q) + bh(m,ns, q)
h‘(m7 n,aqy + bQ2> = a’h(mu n, ql) + bh(m27 n, q2)

esitlikleri elde edilir. Boylece, i doniisiimii 3-lineer olur.

3.5 Homomorfizmalarin Tensor Carpimi
R degismeli ve birimli bir halka, M, M’, N, N’, R-modiiller ve
f:M—>M ve g:N— N
R-modiil homomorfizmalar1 olsun.
fg: M@N —- M @ N’
homomorfizmasini olusturalim.

h:MxN—M@N
(z,y) = h(z,y) = f(z) ®g(y)

doniisiimiinii alalm. a,b € R, z,21,29 € M, y,y1,y> € N olmak iizere,

h(azy + brg,y) = flax, + bry) @ g(y)
= (af(x1) + bf(z2)) ® g(y)
= a(f(21) © g(y)) + b(f(z2) @ 9(y))
— ah(wr,y) + bh(zs,y)

ve
h(z, ays + byz) = f(x) ® glay, + bys)

= f(z) ® (ag(y1) + bg(ys))
=a(f(z) ® g(y)) +b(f(z) ® g(1))
= ah(x,y1) + bh(z, ys)
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oldugundan, h, bilineer bir doniisiimdiir. Boylece,

MxN—23 MoN

h -
l )<// f®g

M @ N’

diyagraminda (f ® g) o ¢ = h olacak sekilde bir tek f ® g homomorfizmasi vardir. Burada,

f®g:M@N— M &N
rRy—= (f@g)(r®y) = f(z)®g(y)

olur.
3.6 Tensor Carpimlar ve Tam Diziler
Modiillerin ve modiil homomorfizmalarinin tensor ¢arpimlart alinabildigi i¢in, tensorleri

kullanarak verilen tam dizilerden yeni tam diziler olusturulabilir. i1k olarak, tensdr ¢arpimlar

ile modiil homomorfizmalari arasindaki iliski gosterilecektir.

3.6.1 Teorem M, N ve P, R-modiiller ve
Hompg(N,P)={¢|¢: N — P, R-modiil homomorfizmasi}
olsun. Bu durumda,
Homp(M @ N, P) = Hom(M, Hom(N, P)).

ispat:
¢ : Hom(M @ N, P) — Hom(M, Hom(N, P))

doniigiimii, her f € Hom(M ® N, P)i¢in, x € M, y € N iken
¢(f) € Hom(M, Hom(N, P)) olmak iizere,

[o(f)(@)](y) = flz®y)

olarak tammlansin. Ilk olarak, ¢(f)(x) € Hom(N, P) oldugunu gosterelim. y;, 3, € N igin

[6(F)(@)] (1 +32) = (2@ (11 + 1))
= f((z®y) + (@ ys))
= flr@uy) + f(z ®@y2)

)
[Gb l‘)} (y1) + [¢(f)(1’)} (y2)
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elde edilir. a € Rve y € N i¢in

[o(f)(@)](ay) = f(z @ ay)
=af(z®y)
= alo(f)(2)](y)
olur. ¢(f) € Hom (M, Hom(N,P)) oldugunu gormeye galisahm. 2,2, € M,y € N

olmak tizere

[¢(f)<531‘|‘9€2} f( Ty + T3) ®y)
((

= f((11®y) + (12 @)
:f(x1®y)+f(x2®y)
= ([o(N(@)] + [6(N(2)] ) )

elde edilir. Simdi,
¢ : Hom(M @ N, P) — Hom(M, Hom(N, P))
f=[o(H@)]y) = flzey)

doniisiimiiniin ~ bir izomorfizma oldugunu gosterelim. Oncelikle, ¢ bir modiil
homomorfizmasi olmalidir.
fi,fo € Hom(M ® N, P) igin, x € M, y € N olmak iizere
[O(f) (21 + 22)](y) = (fr + fo) (x @ y)
= h(@©y)+ f2(2®y)
= [o(f1)(@)](y) + [o(f2)(2)] (v)

ve a€ R, f€ Hm(M® N,P), v € M, y € N igin

[6(af)(@)](y) = (af)(z @ y)
=af(z®y)
= alo(f)(2)](y)
esitliklerinden ¢ bir modiil homomorfizmasidir. f1, fo € Hom(M & N, P) ve ¢(f1) = ¢(f2)

oldugunu varsayalim. z € M, y € N iken

fi(z [cb :v]y)



olur. Buradan, = ® y, M ® N’nin iiretecleri olmak iizere

hzey) = hlroy)

elde edilir. Bu, f; = fo demektir. Simdi ¢ doniisiimiiniin 6rten oldugunu gosterelim.

g € Hom(M, Hom(N, P)) alahm. ¢(f’) =g olacak sekilde
/""" M®N— P
modiil homomorfizmasi bulmaliyiz. Vo € M, y € N igin

fiMxN-—P
(z,y) = g9(z)(y)

doniisiimiinii tammmlayalim. a,b € R, x1,20 € M, y € N igin

flazy + bxa,y) = glazy + bxs)(y)
= (ag(z1) + bg(x2)) ()
= ag(z1)(y) + bg(x2)(y)
=af(x1,y) +bf(z2,9)

elde edilir. Benzer sekilde, a,b € R, v € M, vy;,y2 € N i¢in

[, ays + byz) = g(w)(ays + bya)
= ag(z)(y1) + bg(z)(y2)

- af(m7y1) + b(xayQ)

bulunur. Bu, f doniisiimiiniin bilineer olmas1 demektir. Boylece,

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek f’ modiil homomorfizmasi vardir. Bu durumda,

[o(f)(@)](y) = fz®y)
= fz®y)

= 9(2)(y)
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esitliginden, ¢(f’) = ¢ elde edilir. Bu, ¢’nin orten doniisiim olmasi demektir. ¢, birebir ve
orten bir modiil homomorfizmasi oldugundan ¢ bir modiil izomorfizmasidir. Boylece, ispat

tamamlanmig olur.

3.6.2 Teorem M, M’ ve M"”, R-modiiller olmak iizere
ML S Mo

dizisi tam ve N bir R-modiil olsun. Bu durumda, 1 = I : N — N birim homomorfizmasi

olmak tizere
g®1

MoNIZ Mo N ES M e N =0
dizisi de bir tam dizidir.

Ispat: [5],[10]

3.6.3 Ornek R = 7 tamsayilar halkasi ve

f:Z—7Z
n — 2n
doniisiimiinii alalim. Bu durumda,
05257

dizisi,
Kerf={neZ]| f(n) =0z}
={neZ|2n=0}
= {0z}
= Im(0)

oldugundan tam dizidir. Z, bir Z-modiil olmak iizere,

057207, 2% 707,
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dizisinin bir tam dizi olmadigim gorelim. x € Z, y € Z, olmak iizere,

(fel)roy) = flr)®1Ly)
=2rQ®vy
=T ®2y
=r®0

=0
bulunur. Boylece, f ® 1, sifir homomorfizmasi olur.
7R Ly =7s

modiilii sifir modiil degildir. Bu, f ® 1 homomorfizmasinin birebir olmadigini sdyler.
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4. HOMOLOJI CEBIRI

Homoloji kavrami ilk olarak topolojide ortaya c¢ikmis, daha sonra cebirsel yapilara
uyarlanmigtir. Zamanla bu fikir, soyut cebir ve modiil teorisi i¢inde 6nemli bir ara¢ haline

gelmigtir.

Homoloji cebiri ise cebirsel yapilarin homolojik 6zelliklerini inceleyen bir alandir ve
karmagik yapilari daha basit cebirsel araclarla anlamay:r amaclar. Ozellikle modiiller ve
zincir kompleksleri, homoloji cebirinin temel kavramlari olusturur. Burada amag, verilen
bir kompleksin homolojisini tanimlamak ve bu yapinin modiiller iizerindeki davranigini

anlamaktir.

4.1 Zincir Kompleksler

Zincir kompleksler, ardisik modiiller ve bu modiiller arasindaki sinir homomorfizmalarindan
olusan yapilar olup, bu cebirsel nesnelerin homolojik 6zelliklerini sistematik bicimde
incelememize olanak tanir. Bu boliimde zincir komplekslerin temel tanimlar1 ve ozellikleri

verilerek, homoloji modiillerinin elde edilis siireci [11] kaynagi kullanilarak a¢iklanmaktadar.
4.1.1 Tanmm Her i € Z igin { A;} degismeli gruplar ve

di : Az — Ai,1

d;_1 od; = 0 olacak sekilde grup homomorfizmalari olsun. Bu durumda, d doniisiimiine
sinir morfizmasi ve

d; d; di_
A S A A

dizisine bir zincir kompleks denir. (A,, d) ile gosterilir.

4.1.2 Onerme Heri € Z icin {4;} degismeli gruplar ve
di : Az — Ai,1
grup homomorfizmalari olsun. Bu durumda,

di_10d; =0 & Im(dl) - KG?”(difl).
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Ispat: Ilk once, d;_;od; =0 oldugunu varsayalm. y € Im(d;) alalim.
oldugundan, bir x € A; i¢in y = d;(z) olur.

di 1 (y) = di1 (di(2))
= (dzel o di)
=0(z)=0

esitliginden y € Ker(d;,_1) elde edilir. Bu, Im(d;) C Ker(d;—1) olmast demektir.

Simdi, I'm(d;) C Ker(d;_,) oldudunu varsayalim. = € A; i¢in,

(di-10d;)(z) =0
oldugunu gormeliyiz.

(di-10d;)(z) = di—l(di($))

yazabiliriz. d;(x) € Im(d;) ve varsayimdan

di(x) € Ker(d;_1)
elde edilir. Tanim 2.1.8’den ,

di—1(di(z)) =0= (di-1 0d;)(z) =0

bulunur. Bu, d; _; o d; = 0 olmas1 anlamina gelir.

Ornek 2.1.2°den, Z halkas iizerindeki modiiller ile degismeli gruplarm aym olduklarini
biliyoruz. Bu durumda, herhangi bir R halkasi i¢in R-modiiller iizerinde de zincir

kompleksleri tanimlamak anlamlidir.

4.1.3 Tammm Her i € Z i¢in {C;}’ler R-modiiller ve
di : Cl — Ci—l
d;_1 o d; = 0 olacak sekilde R-modiil homomorfizmalari olsun. Bu durumda,

d;

di di*
Oy /= C S Cy — -

dizisine bir zincir kompleksi denir ve (Cl, d) ile gosterilir.
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R-modiiller iizerindeki zincir kompleksleri son derece ilgingtirler. Zincir komplekslerini
incelerken, genellikle bunlarin diger zincir komplekslerine gore nasil davrandigi ile
ilgilenilir. Bu sebeple, zincir kompleksler arasinda gecis yapilabilmesi icin bir yola ihtiyag

vardir. Bu, zincir kompleks doniisiimii ile yapilmaktadir.

4.1.4 Tamm Her i € Zicin, {C;} ve {D;}’ler R-modiiller ve d; : C; — C;_1 ve

d; : D; — D,_, dontigiimleri
di10od;=0 ve d,_jod,=0
olacak sekilde R-modiil homomorfizmalari olsun. ¢ € Z i¢in,
w; : C; — D;

R-modiil homomorfizmasi olmak iizere

diq2 dit1 d;
> Ciq1 > C -

ui+1l U Ui—ll

1—1

diyagrami degismeli, bir bagka ifadeyle,

u; o dipy = d;H O Uij41
olacak sekilde, R-modiil homomorfizmalariin

U: (C,,d) = (Ds,d)

koleksiyonuna zincir kompleks doniisiimii denir.
4.2 Homoloji Modiilii
Homolojiler ve homoloji modiilleri, her boyuttaki deliklerin sayisin1 hesaplamak icin zincir

komplekslerin kullanilacag araglar1 saglar. Bu sekiller ve topolojiler ile hesaplanabilir cebir

arasinda koprii gorevi géren homolojik cebirin 6ziinii tanimlar.

4.2.1 Tamm Her i € Z igin {C;}’ler R-modiiller ve
di : Cz — Ci—l
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R-modiil homomorfizmalari olmak iizere
dit1 d; di—1
...-)Czqu —>Ci—>C'Z-,1 —>Ci,2—>...
dizisi, (C,, d) zincir kompleksi olsun. (C,, d) kompleksinin n. homoloji modiilii

H,(C,,d) = Ker(d,)/Im(d,+1)

ile tamimlanir. Eger, C' zincir kompleksinin n-devirlerinin modiilinii Z,,(C) = Ker(d,)
ve n-sinirlarinin modiiliinii B,,(C') = Im(d,+1) ile gosterirsek, C’nin n.homoloji modiild,

C’nin n. devrinin n.simirma boliimii olarak tanimlanir ve boylece
H,(C) = Zu(C)/Bn(C)

olarak yazilir.

4.2.2 Uyar1 Bir zincir kompleksin homolojisi, kompleksin tam olmaktan ne kadar saptigini

oOlcer.

4.2.3 Tanim (C,,d¢) ve (D., dp) zincir kompleksler ve
u:C—D
bir morfizma olsun. Eger, her n icin,
¢: H,(C)— H,(D)

modiill homomorfizmalari, modiil izomorfizmalar1 ise, v doniisiimiine yari-izomorfizma

denir.

4.2.4 Onerme (C,, d) zincir kompleksi icin asagidakiler denktir:

(i) (C.,d) kompleksi tamdir.

(ii) Vn € Zigin H,(C) = 0.

(iii)) u: 0 — C doniigimii yari-izomorfizmadir.

Ispat: (i) = (ii) (C.,,d) kompleksinin tam oldugunu varsayalim. Bu durumda, her n € Z
icin

dn dy dn_
”'On—&—l i>C’n—>Cn_1 —1>Cn_2—>
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dizisinde I'm(d,+1) = Ker(d,) olur. Bu,
Ker(d,)/Im(d,+1) = H,(C) =0
demektir.
(i) = (111) Hern € Z i¢in,
H,(C)=0
oldugunu varsayalim. v : 0 — (' dontisiimiiniin yari-izomorfizma oldugunu, bir bagka

ifadeyle,
¢ Hy(0) = Ho(CO)

modiil homomorfizmalarinin, modiil izomorfizmasi oldugunu gorelim.

dn+1:O\ O dn:O\ 0 dn—IZU

.— 0 0— ...

sifir kompleksi, sifir modiillerinden ve her n icin d,, = 0 sifir doniistimlerinden olusur.
Im(dy41) = Ker(d,) =0

oldugundan,

olur. Bunun sonucunda,

¢n : Hy(0) = H,(C)

0—0
asikar doniisiimleridir. Boylece, her n € Z i¢in ¢,, doniisiimleri izomorfizma olur. Bu,
u:0—=C

doniistimiiniin yari-izomorfizma olmasi demektir.
(iii) = (i) w : 0 — (' doniisiimiiniin bir yari-izomorfizma oldugunu varsayalim. Tanim
4.2.3’ten,

¢n : Hy(0) = H,(C)

doniigiimlerinin timii izomorfizmadir. Sifir zincir kompleksinin tanimimmdan, H,(0) = 0
olur.

H,(0) =0 — H,(C)
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doniigtimii, sifir doniisiimiidiir. v : 0 — C' bir yari-izomorfizma oldugunu varsaydigimizdan
H,(0) —» H,(C)

sifir doniigiimii bir izomorfizmadir. Boylece, her n i¢in H,(C') = 0 olur. Bu (C,,d)

kompleksinin tam olmasi demektir.

Simdi, homoloji modiillerinin nasil kullanildigimi aciklamak icin hesaplamali bir 6rnek

verelim.
4.2.5 Ornek V:Z—7
n — 2n
ve
Q:l — Lo
S 0, n=0 (mod 2),
1, n=1 (mod?2).
doniistimleri ile
7% 7% 7,

dizisini diigtinelim.

Im(y) ={¢(n) [ n € Z}
={2n|neZ}

veE

Ker(p) = {n € 2| p(n) = 0}
={neZ|n=0 (mod2)}

={2n|nelZ}

bulunur. Boylece, Im(1)) = Ker(y) olur. Bu, bir k tamsayisinin 2 ile boliinebilir olmasinin
ancak ve ancak bir ¢ € Z icin £ = 2q ile miimkiin oldugu anlamina gelir. Bir bagka
ifadeyle, £ = 2q tamsayilari, v» doniisiimii ile insa edilebilecek seyleri temsil ederken,
¢ doniisiimii araciligiyla, 2’ye boliinebilen tamsayilar ise, test edebileceimiz seyleri
temsil eder. Dolayisiyla, bu dizinin homoloji modiili, Ker(yp)/Im(¢) = {0} test etmek

istedigimiz seyi 6l¢cmede ne kadar basarili oldugumuzu yansitir.
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4.2.6 Ornek 7 — 7

n — 4n

veE
Z—>Z2

doniistimleri ile

dizisini diisiinelim. Benzer sekilde

Im(y) ={¢(n) [ n € Z}
={4n | n € Z}

={...,-8,-4,0,4,8,...}

Ker(p) = {n € Z | ¢(n) = 0}

={..,—4,-2,0,2,4,...}
bulunur. Buradan,

Im(¢) # Ker(p)

elde edilir. Boylece, 2 tamsayisimin bazi katlari (2,6,...) yakalanamaz. Bu durumda,
homoloji modili, Ker(e)/Im(y)) # 0 olacaktir. Sonug olarak, bu yaklagim bize,
homolojileri anlamanin, topolojik uzaylarla dogrudan iligkili olmayan farkli bir yolunu

sunmaktadir.

4.3 Projektif Coziiliimler

Projektif c¢oziiliimler, bir modiiliin yapisin1 projektif modiiller tizerinden tanmimlayan ve
homolojik o6zelliklerini ortaya koyan diizenli komplekslerdir. Bu coziiliimler, serbest
coziiliimlere benzer bir yapiya sahip olmakla birlikte daha genis bir modiil sinifi kullanildig1
icin daha esnek bir yaklasim sunar. Kompleksin her adiminda kullanilan projektif modiiller,

cekirdek ve goriintii iligkilerinin acik bicimde izlenmesine imkan verir.
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4.3.1 Tanim P, M ve N, R-modiiller ve ¢ : M — N bir 6rten modiil homomorfizmasi

olsun. Herhangi bir f : P — N modiil homomorfizmasi i¢in

M
1
J/c// lcp((')rten)
N

P =3

diyagraminda, o f = f olacak sekilde bir f : P — M homomorfizmas1 var ise, P modiiliine

projektif modiil denir.

Simdi verecegimiz Onerme, ¢oziiliimler konusunda, serbest 2-modiilleri incelemenin neden

onemli oldugunu vurgular.

4.3.2 Onerme Her serbest modiil, bir projektif modiildiir.

Ispat: F bir serbest R-modiil olsun. Bu durumda, F’nin

tabani vardir.

v:M— N
bir 6rten R-modiill homomorfizmasi ve
f:F—N
bir homomorfizma oldugunu varsayalim.
M
I
F—r N
z; — f(z;)
diyagraminda v 6rten oldugundan, her i € I, f(x;) eleman1 igin
U(y) = f(x)
olacak sekilde y; € M vardir. F' serbest modiil oldugundan

g:F—M
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bir tek modiil homomorfizmasi vardir ve her ¢ € I i¢in

(o g)(x) = p(g(x:) = V(y) = flas)

oldugundan ¢ o g = f olur. Boylece, [ bir projektif modiildiir.

4.3.3 Teorem P bir R-modiil olsun. Asagidakiler denktir:
(i) P projektif modiildiir.
(ii) 0sALBLS P0

kisa tam dizisi i¢in g o h = I, olacak sekilde
h:P—B

dontistimii vardir. Burada /p : P — P birim doniisiimdiir.

(ii1)) P @ K serbest modiil olacak sekilde bir X' R-modiilii vardir.

ispat: [3]

4.3.4 Tanim M bir R-modiil, { P, };cn projektif modiiller ve P_; = M iken

i+ P — Py
modiill homomorfizmalari olsun.
P...E3pPp2p P2 M0

zincir kompleksi tam ise, P’ye, M modiiliiniin projektif ¢oziilimii denir.

Herhangi bir M, R-modiiliiniin bir serbest ¢oziiliimii oldugu bilinmektedir. Onerme
4.3.2°den, her serbest ¢oziilim bir projektif ¢oziiliimdiir. Boylece herhangi bir 2-modiiliin

her zaman bir projektif ¢coziiliime sahip oldugu sdylenebilir.

43.50rmek R =7Zve M =7Z/27, Z-modiiliinii alalim.

o : L — 1]2Z
T — x+ 27

homomorfizmasi ve
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Q012Z—)Z

T — 2z
ile
0 ®1 ©o
.= 0 Z —>Z—1Z/2Z — 0
dizisini alalim.

Im(1) = {r(2) | v € Z}
={2z |z eZ}

ve
Ker(po) ={z € Z | p(x) = 0722}
={r€Z|r+2Z=0+2Z}
= {x € 2Z}

=27
oldugundan Im(p;) = Ker(pg) olur.

Ker(p1) ={z € Z | p1(z) = 0}
={x€Z]|2x=0}
= {0} = Im(0)

Bu durumda,

0505052272 2% 7/27 -0

Boylece, Z /27 nin bir sonlu projektif ¢oziiliimii elde edilir.
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5. KOSZUL KOMPLEKSLER

Koszul kompleksler, degismeli cebirde halkanin elemanlarindan olusan dizileri homolojik
ozelliklerle iliskilendiren giiclii araclardir. Ik olarak, Jean-Louis Koszul tarafindan Lie

cebirlerinin kohomolojisini hesaplamak icin bir ara¢ olarak tanitilmigtir [12].

Bu boliimde, ters simetrik carpimlar kullanilarak tanimlanan Koszul kompleskleri ve bu

komplekslerin homolojik 6zellikleri incelenmektedir.

5.1 Simetrik ve Ters Simetrik Carpimlar
Burada, modiiller iizerinde tanimlanan simetrik ve ters simetrik carpim yapilar1 ele
alinmaktadir. Ozellikle ters simetrik ¢arpimlar aracihigiyla elde edilen dis carpim yapist

tanitilarak, bu yapilarin Koszul komplekslerinin insasindaki rolii ortaya konulmaktadir.

5.1.1 Tamm M, N ve P, R-modiiller,
f:MxN-—P
bir bilineer doniisiim olsun.
f(m,n) = f(n,m)
ise, f doniisiimiine simetrik,
f(m,n) = —f(n,m)

ise, f doniistimiine ters simetriktir denir.

5.1.2 Ornek R degismeli bir halka ve M, (R), R halkasi iizerinde n-boyutlu kare

matrislerin kiimesi olsun. iz(A), A matrisinin izi olmak tiizere,

f i Mu(R) x My(R) = R
(A,B) — iz(A- B)

doniisiimii,
f(A,B)=iz(A-B)=iz(B-A) = f(B, A)

oldugundan simetriktir.
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5.1.3 Ornek R degismeli bir halka olmak iizere,

f:R?xR*—R
((a,c), (b,d)) — ad — bc

doniisiimii verilsin. (a, ¢), (b, d) € R? olmak iizere

f((ac), (b,d)) = ad — be
= —(bc — ad)

- _f((b’ d)v (av C))

oldugundan, f ters simetrik bir doniisiimdiir.

5.1.4 Tamm M bir R-modiil olsun. M’ nin kendisi ile simetrik ¢arpimi, Sym?M, tiim
simetrik bilineer doniistimler arasinda evrensel, bir bagka ifadeyle, f : M x M — P bir

diger simetrik bilineer doniisiim iken

MxML;P

-
-

u
l e

Sym?*M
diyagrami degismeli, yani, ¢ o u = f olacak sekilde bir tek
¢ : Sym*M — P

R-lineer doniigiimii var ise,

w:m x M — Sym*M

simetrik bilineer doniistimii ile birlikte tanimlanan bir R-modiildiir.

5.1.5 Uyar1 Tensor carpimin evrensel 6zelligi
M ®@p M — Sym>M
R-lineer doniisiimiinii garanti eder.

5.1.6 Tamm M/ bir R-modiil olsun. M ’nin kendisi ile dis (wedge) carpimi, A2M, tiim ters

simetrik bilineer doniisiimler arasinda evrensel, bir bagka ifadeyle, f : M x M — P bir

46



diger ters simetrik bilineer doniigiim iken

MxM—Lsp
NEM
diyagrami degismeli, yani, ¢ o u = f olacak sekilde bir tek
¢:N°M — P

R-lineer doniisiimii var ise,

wu:Mx M — N2M

ters simetrik bilineer doniistimii ile birlikte tanimlanan bir R-modiildiir.

5.1.7 Uyann1 (m,n) € M x M olsun. u(m,n) elemani, simetrik carpimda, m - n = n - m

kurali ile

u(m,n) =m-n
ve dis carpimda, m A n = —n A m kural ile,

u(m,n) =mAn
yazilir.

51.80rnek M = (e; = (1,0,0), e5 = (0,1,0), es = (0,0,1)) C R? olan bir R-modiil

olsun. A2 M modiiliinii bulalim.

wu:Mx M — N2M

(m,n) =>mAn
m,n € M oldugundan,

m = aey + bey + ce3

n=de +bey+ e

47



olacak sekilde a, da’, b,V ve ¢, ¢ € R vardur.

m An =(ae; + beg + ce3) A (a'e; + bleg + e3)
=ae; N (d'ey +bey + ce3) +bey A (d'ey + bey + des) + ces A (d'ey + b'ex + des)
=aa'(ey N ey) +ab'(er Aez) +ad(er Aes) +ba'(ea Aer) + bb'(ex A es) + b (e2 A e3)+
ca'(es Nep) + cb' (e A eg) + e (e3 A e3)
=ab'(e1 N eg) — ba'(eq A eg) +ac'(e1 Aes) —ca'(er Aeg) + b (e Aez) — cb'(ez A es3)
(

=(ab' — ba')(e1 A e3) + (ad — ca’)(e1 Aesg) + (b — cb')(ez A e3)

bulunur. Boylece, m A n elemani, e; A ey, e; A es ve e; A eg elemanlarinin bir lineer

bilesimidir denir. Bu e; A eg, €1 A e3 ve ex A e3’iin A2Myi iiretmesi demektir.

5.1.9 Uyan1 M bir serbest R-modiil ve {ey,...,eq}, M nin bir baz1 olsun. Bu durumda,

A?M’de {e; Aej | 1 < i < j < d} tabanina sahip bir serbest R-modiildiir. Ustelik,

A? M’nin bazindaki eleman say1si ( ) dir.

5.2 Koszul Kompleksler

Bircok coziiliim, Koszul kompleksinden insa edilebilir. Koszul kompleksleri, bazen bir

coziiliim olmaktan uzak olmalarina ragmen, minimallik 6zelligine sahiptirler.

5.2.1 Tamm R birimli ve degismeli bir halka ve =1, ..., z, € Rolsun. K = K(x1,...,x,)

Koszul kompleksi,
o O n Y\ On
0 y R —2 pn 22ty R(T) 2y
K, =~ =~
€ Kn—1 Kn_o
€1,..., n
i n ) ) n ) )
O g(%) PR I 16 2 s R" L 3R s 0
>~ IéQ Iél KO
Ki eij €; €
1<ij<n 1<i<n 1=eq

dizisidir. Burada, p > 1 olmak iizere, /},’ler eleman sayisi ( ) olan
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{exy A= Aey, | T <A <Ay <--- < Ay < n} bazina sahip

K, = /\p( é Rei)
i=1
serbest R-modiilii ve 0,’ler
O, =K, — K, 1
en=ex N Aey, — i(—l)j_lf)\je/\_gj}
j=1

doniistimiidiir.

5.2.20rnek fi, fo, f3 € Rolsun. K(fy, f2, f3) Koszul kompleksini olusturalim.
o:R*— R
oldugundan,
di(er) = fiep = fi
bulunur. Benzer sekilde, 01 (e2) = f2, 01(e3) = f3 olur.
0, : RG) = g3 - R
diferansiyelinde,

Oa(e23) = faez — faes
Oa(e13) = fies — faer
Da(e12) = fiex — faer

olur. Son olarak,
3

9y : RB=1 — R?
diferansiyelinde,
a3(6123) = f1€23 - f2€13 + f3€12

bulunur. Bu durumda, K (f1, fs, f3) Koszul kompleksi

03 o1

02
0 > R > R3 » R3 » R > 0
c S
€ €23 er €
€123 €13 €2 1
€12 e3

dizisidir.
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5.3 Regiiler Diziler

Koszul kompleksler her zaman bir ¢oziilim degildirler. Bir ¢oziiliim olmalar1 i¢in dizinin
regiiler olmas1 gerekir. De8ismeli cebirde bir regiiler dizi, degigsmeli bir halkanin miimkiin
oldugunca bagimsiz olan elemanlarindan olusan dizidir. Ek olarak ¢oziimlenmesi en kolay

idealler de regiiler diziler tarafindan iiretilen ideallerdir.

5.3.1 Tammm R birimli ve degismeli bir halka ve f1,..., f, € R olsun Eger,

e f1, R’de sifir bolen degil
o fo, R/(f1)de sifir bolen degil
e f3, R/(f1, f2) de sifir bolen degil

o f3, R/(f1,..., fn_1)’de sifir bolen degil

ve (f) # Rise, {fi,... fn} dizisine, R-regiiler dizi denir.

5.3.20rnek R = F[z,y, 2] polinom halkasim alalim. z, R’de sifir bolen degildir. y € R,
R/(x) = Fly, 2]

izerinde sifir bolen degildir ve son olarak, z € R,
R/(z,y) = Flz]

iizerinde sifir bolen degildir. Boylece, Tanim 5.3.1°den, {x, y, z} dizisi, R-regiilerdir.

5.3.3 Teorem {fi,...,f,}, R halkasinda bir regiiler dizi ise, K(f,..., f,) Koszul

kompleksi, R/{f,..., fn) nin bir ¢oziiliimidiir. Eger, R lokal halka, bir bagka ifadeyle, bir

tek m maksimal ideali olan halka ve fi, ..., f, € R ise, bu ¢oziiliim minimaldir.
Ispat: [5]
5.3.4Ornek {f,, f,}, R’nin bir regiiler dizisi olsun.

0RA3R—-0  , o) =AhH
1—=1
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Koszul kompleksi, R/(f1)’in bir ¢oziilimuidiir.

Os o1
0 y R » R? > R > 0
€ f c
€12 e; 1

Oi(e1) = f1, Oi(es) = fo, 0Oi(e12) = frea — foeq Koszul kompleksi R/(f1, f2) nin bir

cozillimudiir.
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