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Bu tezde, genel Weierstrass singiiler integralinin Orlicz uzaylarinda yaklagimi
incelenmistir. Tez, bes boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde, kullanilan yontem ve amag
belirtilmistir.

Ikinci boliimde, normlu uzay, Lebesgue uzay1, konvoliisyon, integral operatdrii, yogun alt
kiime, Fejer tipi singiiler integral ve quasi-konveks fonksiyonlar gibi temel tanim ve
teoremler sunulmustur.

Uciincii boliimde, Lebesgue uzaymin genellestirilmis hali olan Orlicz uzaylar1 ele alinmis
ve bu uzaylarda Young fonksiyonu ile eslenik Young fonksiyonu incelenmistir. Bu
fonksiyonlar kullanilarak Orlicz uzaylar1 tanimlanmis ve belirli kosullar altinda dual
uzaylar ve bazi yogun alt kiimeler hakkinda bilgiler verilmistir.

Doérdiincii boliimde, Fejer tipinde bir singiiler integral olan Gauss-Weierstrass singiiler
integrali tanimlanmis ve genel Gauss-Weierstrass singiiler integrali ile ilgili baz1 tanim ve

teoremler agiklanmistir.

Son bdliimde ise, genel Weierstrass singiiler integralinin Orlicz uzaylarinda yaklasimi ele
alinmis ve bu yaklasimin ispati yapilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Orlicz uzay1, Gauss-Weierstrass singiiler integrali, Genel
Weierstrass singiiler integrali, Lebesgue uzaylari, yaklagim teorisi.
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ABSTRACT
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In this thesis, the approximation of the general Weierstrass singular integral in Orlicz
spaces is investigated. The thesis consists of five chapters. The first chapter defines the
method and purpose of the study.

In The second chapter presents fundamental definitions and theorems, such as normed
space, Lebesgue space, convolution, integral operator, dense subset, Fejer type singular
integral, and quasi-convex functions.

In the third chapter, Orlicz spaces, which are the generalization of Lebesgue space, are
discussed and the Young function and its conjugate Young function in these spaces are
examined. Using these functions, Orlicz spaces are defined and information about dual
spaces and some dense subsets under certain conditions is given.

In the fourth chapter defines the Gauss-Weierstrass singular integral, a Fejer type singular
integral, and explains the some definitions and theorems related to the general Gauss-
Weierstrass singular integral.

In the final chapter, the approximation of the general Weierstrass singular integral in Orlicz
spaces is addressed, and the proof of this approximation is presented.

KEYWORDS: Orlicz space, Gauss-Weierstrass singular integral, General Weierstrass
singular integral, Lebesgue spaces, approximation theory.

Science Code / Codes : 20404 Page Number : 26



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ... i
ABSTRACT ettt bbbttt bbbt I
ICINDEKILER .........ooooioioeeeeee ettt ettt eeeeees iii
SEMBOL LISTESI .........ooiiiiiiiiiiiiiiisscees s iv
ONSOZ ... v
(R €1 1 21 £SO 1
2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR ..o 4
3. ORLICZ UZAYLARI ..o 8
0 R 1y TP PP TR 8
3.2 Young Fonksiyonu, Jensen ESitSiZIigi ........cccouviviiiiiiiiiiiciicsce e 9
3.2.1 Eslenik FONKSIYOMN .......uiiuiiiiiiiiiiiieiie et 10
3.3 OTICZ UZAYIAIT ...ttt nnees 11
3.3.1 Orlicz Uzayinda HOlder ESItSIZII1 .....c.coviiieiiiiiiiiciicic e 12
3.3.2 A, KOSUIU oo 12
34 EP(Q) UZAY1 ..o 13
4. GAUSS-WEIERSTRASS SINGULER INTEGRALI .........ccccoooooniiinniiiniinrinnens 15
o R € s OSSOSO P PP PPV URORPRPPTN 15
4.2 Gauss-Weierstrass singiiler Integrali ..........cccooeveuvicueiiiereiiceeieeeeee e 16
4.2.1 Genel Weierstrass Singiiler INtegrali ............ccoecvveveiiieriicreiieeeee e 18
0. SONUGC . ... 22
6. KAYNAKLAR ..ot bbbttt 26
077 0011 1 15T 27



SEMBOL LISTESI

HRERAO 2

: (a,b),0<a<b<w

: Kompleks sayilar Kiimesi

: Reel sayilar cismi veya Kompleks sayilar cismi
: Sifir dahil tiim pozitif tam sayilar kiimesi

. Reel sayilar kiimesi

: r-inci tiirevi mutlak siirekli olan tiim fonksiyonlarin kiimesi

: Siurlt varyasyonlu fonksiyonlarin kiimesi

. R iizerinde sinirl ve diizgiin siirekli olan tiim fonksiyolarin kiimesi
: Her dereceden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar kiimesi

: Her sonlu aralikta siirekli fonksiyonlarin kiimesi

: f eC icin, ‘I‘im f(x)=0

: X normlu reel uzay ve D < X

: Cekirdek fonksiyonu

. p-inci kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi
: Lebesgue uzay1

. Orlicz uzayi

> Lipschitz smifi

: Genellestirilmis Lipschitz sinifi

. | uzayinda yer alan ve J: f (u)du =27 olacak sekilde normalize
edilmis fonksiyonlarin kiimesi

: Gauss Weierstrass singiiler integral operatdrii
: C,, veya L5  siniflarindan birini belirtir

: R {izerinde tanimli C veya L" uzaylari

- Fourier dontistimii

- Hilbert doniistimii

: f ve g fonksiyonlariin konvoliisyonu

: Enaz bir M >0 igin, f(x)<Mg(x)

- 1. tek tarafli fark
: 1. Taylor fark:

- 1. Peano farki

: Orlicz normu

> Young fonksiyonlar1 Sinifi

. @ ’nin Eslenik fonksiyonlar1 Sinifi
: Denklik Bagintisi

: Tanim geregi esittir
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1. GIRIS

Normlu uzaylar, bir dizi fonksiyonun birbirleriyle karsilastirilmasinda ve analizinde rol
oynar. Norm, bir fonksiyonun biiyiikliiglinii 6lgerken, uzaylarin yapisi, ¢esitli matematiksel
islemlerin gerceklestirilmesinde belirleyici olmaktadir. Bu nedenle, normlu uzaylarin
ozellikleri, bir¢ok analitik teoremin temelini olusturur. L” Lebesgue uzaylari ise, bu
normlarin daha genel bir cercevede degerlendirilmesine olanak tanir. L° uzaylari,
Lebesgue integrali ile tanimlanan fonksiyonlarin belirli biyiiklik Olg¢iileri altinda
gruplandirilmasini1 saglar ve oOzellikle Fourier analizi gibi alanlarda yaygin olarak

kullanilir.

Matematiksel analiz, matematikteki en temel yap1 taslarindan biri olup, fonksiyonlarin,
serilerin ve integral hesaplamalarinin incelenmesinde rol oynamaktadir. Bu disiplin, reel ve
kompleks sayilarla tanimlanan fonksiyonlarin davranislarini anlamak igin ¢esitli araglar
sunarak, daha karmasik matematiksel yapilari inga etmemize olanak tanir. Analizin temel
konularindan biri olan integral operatorleri, farkli fonksiyonlari doniistiirerek bu
fonksiyonlarin &zelliklerini ve birbirleriyle olan iliskilerini kesfetmemizi saglar. Bu
operatdrler, yalnizca teorik matematikte degil, ayn1 zamanda miihendislik, fizik ve iktisat
gibi uygulamali bilimlerde de &nemli bir yere sahiptir. Ozellikle Gauss-Weierstrass
integral operatorii, bu baglamda dikkat ¢eken bir yapr sunarak, hem teorik hem de

uygulamali matematikte genis bir etki alan1 vardir.

Bu calismanin bir diger 6nemli bileseni ise, integral operatorii cekirdegi ile ilgili
kavramlardir. Integral operatorleri, belirli bir ¢ekirdek altinda fonksiyonlar1 déniistiirerek
yeni sonuglar elde etmemizi saglar. Bu c¢ekirdeklerin ozellikleri, analitik ve sayisal
yontemlerin gelistirilmesinde 6nemli bir katki saglar. Konveks fonksiyonlar, en kiigiik
degerlerin belirlenmesi ve cesitli matematiksel modelleme islemlerinde kullanilan
araglardir. Singiiler integraller, belirli matematiksel islemler icin olduk¢a Onemli bir
aractir. Ozellikle, bir fonksiyonun yerel 6zelliklerini incelemek ve bu ozellikleri global
Olcekte degerlendirmek icin kullanilir. Bu baglamda, konvoliisyon islemi, iki fonksiyonun
etkilesimlerini anlamada yardimci olur. Gauss-Weierstrass integral operatorii, belirli bir
cekirdek fonksiyonu araciligtyla bir fonksiyonun farkli bir bigime doniisiimiinii saglar. Bu
dontiisiim, belirli bir alanda tanimli olan bir fonksiyonun, o alandaki bagka bir fonksiyonla

entegrasyonu yoluyla gerceklesir. Gauss ¢ekirdegi, genellikle istatistikteki normal dagilim



ile iligkilidir ve bu nedenle olasilik teorisi gibi bir¢ok alanda 6nemli bir yer tutar. Bu
operatdr, siirekli fonksiyonlar {izerinde ¢alisabilmesi ve c¢esitli biiylime kosullarina sahip
fonksiyonlar1 inceleyebilmesi sayesinde analitik problemlerin ¢6ziimiinde énemli bir rol
oynar. Gauss-Weierstrass operatoriiniin sagladigi bu esneklik, matematiksel analizde pek

cok farkli alanda kullanimini miimkiin kilmaktadir.

Orlicz uzaylari, matematiksel analizde onemli bir diger yapt olan klasik L"uzaylarmmn
genel bir bi¢cimidir. Orlicz uzaylari, belirli biiyiime fonksiyonlart kullanilarak tanimlanir ve
bu sayede farkli biiyiime kosullarina sahip fonksiyonlarin analizi i¢in bir gerceve sunar.
Klasik L” uzaylari, L? normuna gore sinirh fonksiyonlar ile ¢alisirken, Orlicz uzaylar
daha genis bir fonksiyon smifin1 kapsar. Bu esneklik, ozellikle degisken biiyiime
kosullarina sahip fonksiyonlarin incelenmesi agisindan biiyiik bir avantaj saglar. Orlicz
uzaylarinin sundugu bu yapisal farkliliklar, analitik sonuglarin elde edilmesinde ve gesitli

matematiksel teorilerin gelistirilmesinde rol oynar.

Tezin ilk béliimiinde, bu ¢alisma boyunca kullanilacak temel tanimlar ve teoremler detayli
bir sekilde sunulacaktir. Bu temel bilgiler, ilerleyen bdliimlerdeki kavramlarin daha iyi

anlasilmasina yardimci olacak bir zemin olusturacaktir.

Tezin ikinci boéliimiinde Orlicz uzaylarina giris yapilacaktir. Orlicz uzaylari, daha genel
biiyiikliik Olgiileri altinda fonksiyonlar1 gruplandirma amaci tasir ve Young fonksiyonlari
ile tanimlanir. Bu alan, cesitli esitsizliklerin, 6zellikle de Jensen esitsizliginin, daha
kapsaml1 bir sekilde incelenmesine olanak tanir. Orlicz uzaylarinda Holder esitsizligi gibi
onemli sonuglar, matematiksel analizdeki derinlikleri artirmakta ve yeni arastirma

alanlarinin kapilarin1 aralamaktadir.

Tezin {iglincli bolimiinde Gauss-Weierstrass singiiler integrali, bu ¢alismanin ana odak
noktalarindan birini olusturmaktadir. Bu integral, matematiksel teoride onemli bir yer
tutmakla kalmaz, ayn1 zamanda ¢esitli uygulamalarda da karsimiza ¢ikar. Weierstrass
yaklasim teoremi, fonksiyonlarin belirli siniflar icinde nasil temsil edilebilecegi konusunda
onemli bilgiler sunar ve bu teorem, bir¢ok matematiksel modelin gelistirilmesinde rol

oynar.



Bu calisma, Genel Weierstrass integral operatdriiniin Orlicz uzaylarindaki etkilerini
incelemeyi amaglamaktadir. Elde edilecek bulgularin, mevcut literatiire katkida bulunmasi
ve gelecekteki arastirmalar i¢in yeni yollar agmasi beklenmektedir. Boylece, bu calisma,
matematiksel analizin smirlarin1 genisletmeyi ve yeni arastirma alanlarimin kapilarini

aralamay1 hedeflemektedir.

Temel kavramlar ve tamimlar bolimiinde ise sik¢a kullamilan kavramlar ve tamimlar

verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Tanmm 2.1.1: (Normlu uzay)

X, K cismi iizerinde bir vektor uzayi olmak iizere her X,y € X ve her a € K i¢in

I

X[ =0<x=0,

e = e[,

[yl <[]+ {v]l-

ozelliklerini saglayan ||:X —R fonksiyonuna norm, (X,|) ikilisine de normlu uzay

denir [1].

Tanim 1.1.2: (Lebesgue Uzay1)
X, R ’nin 6lgiilebilir bir alt kiimesi, A o cebiri ve u 6l¢iim olsun. M(X,A), X
tizerinde tanimli genisletilmis reel degerli Olgiilebilir biitiin fonksiyonlarin kiimesi,

£(X,A, ,u) ise X iizerinde tanimli g Olgiimiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin

siifi olmak tlizere, 0 < p < i¢in,
£ =t eM (X, A)f[ e£(X, A, )}

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar suifi denir [2].

Yukaridaki tammma gore £ =L dir, zira fnin integrallenebilir olmasi ile |f ’nin

integrallenebilir olmast ayni seydir. f £’ olsun. aeR iseaf eL’ dir, ¢iinkii |f|°
integrallenebilir oldugundan |o|"|f|”  de integrallenebilirdir. Dolayisiyla o f|°
integrallenebilirdir. Ayrica f,g e L ise

£ 0" <(|f|+]g])" <(2max{]f[ Jol})" <2 (| [" +Ig|")

olacagmmdan |f +g|° integrallenebilir ve dolayisiyla f +g e £ olur. O halde £° kiimesi

bir vektor uzayrdir, p>1 olmak tizere,



T
||f||p=[j|f|pdy]

biciminde tanimlanan ||||p : L° — R fonksiyonu, £ iizerinde bir yar1 normdur.

L’ iizerinde

hemen hemen her yerde f ~g< f =g (2.1)

bigiminde tanimlanan ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir. Dolayisiyla bu baginti £P
uzaymi denklik simiflaria ayirir. Bu denklik siniflarinin kiimesi L” ile gosterilir. O halde

L" *nin elemanlari [f] bigimindeki denklik siniflaridir. L uzayi

[fl+lg]=[f +g]. A[f]=[2f]
Seklinde tanimlanan toplama ve skalar ile ¢garpma islemine gore bir vektor uzayidir. p>1

olmak lizere

J
umup=nfnp=[gfrdﬂ]

biciminde tanimlanan || . ||p fonksiyonu, L iizerinde bir normdur. L” bu norma gore bir

Banach uzayidir [2].

Not 1.1.3: Burada 1< p<oo iken ||||p bir norm belirtir. Bir M >0 sayis1 i¢in hemen

hemen her yerde |f|£M sartimi saglayan f :[0,27] —>C fonksiyonlarmm (2.1)

bagintisina gore denklik siniflarinin kiimesi L* — C ile gosterilir ve L” bir vektor

uzayidir.

hemen hemen her yerde | f|_:=inf{M >0:|f|<M}

fonksiyonu L~ {izerinde bir normdur. L bu norma gére bir Banach uzayidir [2].

Tamm 1.1.4: 1< p <oo olmak lizere L” Banach uzayina Lebesgue uzay: denir [2].

B
Tanmm 1.1.5: a<a<x<f<b icin lim Igbn (t, X)dt =1 olmas1 kosuluyla,

(a<t<b,a<x<b) Kkaresinde tanimli ¢, (t,x) n=(n=12...) fonksiyonuna g¢ekirdek

denir.



¢, (t,x) gekirdek olmak iizere,

b

f, (%)= [, (t.x) f (t)dt

a

bi¢iminde ki integrallere singiiler integral denir [3].

Tamm 1.1.6: (Konvoliisyon)

Integrallenebilir fonksiyon uzaymin elemanlar1 olan iki f ve g fonksiyonlarinm

konvoliisyonu f *g bigiminde gosterilen ve hemen hemen her yerde

(f *g)(x)=z f(t)g(x—t)dt

formiilii ile tanimlanan fonksiyona konvoliisyon denir.

Konvoliisyon, integral fonksiyonlar uzayi lizerinde bir islemdir ve bu islem f ve g
fonksiyonlara yeni bir fonksiyon karsi1 getirmektedir. Bu yeni fonksiyon ¢ogu zaman

h(x) olarak gosterilir ve bundan dolayr h(x)=(f *g)(x) isareti kabul edilir [3].

Tanmm 1.1.7: (Integral operatérii)

X, D kiimesinde tanimli ve Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyonlar uzayi

olsun. Yani X ={f :D—> R,I|f|d,u<00} olsun. Bu uzayda doniisiim yapan bir lineer

D

integral operatorii;

[ F(OK(xt)dt , xeD

D

bi¢giminde verilebilir. Burada K (X,t), DxD de tamimli, onceden 6zellikleri belli olan bir
fonksiyondur. Bu integral operatoriin tiim ozellikleri K (x,t) fonksiyonunun ozellikleri

bagli oldugundan K (x,t) fonksiyonuna L, integral operatoriin ¢ekirdegi denir [4].

Tamim 1.1.8: (Konveks fonksiyon)

I, R debir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olmak iizere her x,yel ve te [0,1] i¢in,
f(tx+(1-t)y)<tf (x)+(1-t) f(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizligin yon degistirmesi

durumuna ise konkav fonksiyon denir [5].



Tanim 1.1.9: (Yogun alt kiime)
(X,d) bir metrik uzay ve Ac X olsun. X =A ise A kiimesine X icerisinde yogun alt

kiime denir [6].

Tanmm 1.1.10: Her xeR igin, €* fonksiyonuna dogal eksponansiyel fonksiyon denir ve

exp(x) olarak tanimlanir [7].

Tamm 1.1.11: f € X (]R) i¢in

1 o0
fix;p)= f( u; p)du 2.2
X N R ) (2.2)
konvoliisyonu, { ;((X;p)} cekirdegi tarafindan iiretilen bir singiiler integrali tanimlar.
Cekirdek pozitif (siirekli) ise singiiler integral de pozitiftir(stireklidir).

Her y e NL' igin {p;((px)} Fejer tipi bu ¢ekirdeklerde, (2.2) singiiler integrali

0

I(fixp)= Zﬂj'f 2(pu)du

ile gosterilir ve Fejer tipi singiiler integral olarak adlandirilir [8].

Tamim 1.1.12: P {izerinde tanimlanan ve
Y (k+1)|A%f (k)| <,

k=0

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir. Yani, P {izerindeki

her smirli ve konveks fonksiyona quasi-konveks denir, ancak tersi dogru degildir [8].

Tamm 1.1.13: (Genellestirilmis Minkowski esitsizligi) pe[L ] olsun ve F(x,y),
(0,00)X(0,00) iizerinde tanimlanmis iki degiskenli Sl¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Hemen

hemen her F (', y) el (O, oo) ve ye (O, oo) sabiti i¢in asagidaki esitsizlik tanimlanir
J.O HF (- y)Hp dy < oo.

O zaman I: F (- y)dy hemen hemen her yerde x €(0,) igin yakinsaktir ve

I F o <[IFCa, o o1



3. ORLICZ UZAYLARI

3.1 Giris
Orlicz uzaylar1 1932 yilinda W. Orlicz tarafindan, L° (1< p < OO) Lebesgue uzaylarinin

genellemesi olarak verilmistir. Bu genellemede L° uzaylari tammindaki x° fonksiyonu
yerine N fonksiyonu olarak bilinen daha genel bir konveks @ fonksiyonu alinmis ve
Lebesgue uzayi iizerinde bir norm tanimlanmistir. Orlicz uzaylar iizerinde ilk ayrintili
calisma ise 1961 yilinda M. A. Krasnosel’skii ve Yz. B. Rtuickii tarafindan yapilmis ve ®
fonksiyonu N fonksiyonu olarak tanimlanmistir. Bununla birlikte bazi kaynaklarda N
fonksiyonu Young fonksiyon olarak adlandirilmistir. Diger yandan, Orlicz uzaylar
tizerinde uygulamalar1 da kapsayan daha genis calismalar 1991 ve 2002 yillarinda M. M.
Rao ve Z. D. Ren tarafindan yapilmistir [10].

Bu boliimde, Orlicz uzayi ile ilgili temel tanim ve teoremleri verilecektir.

Tamm 3.1.1: Q< R agik kiime olsun. Bir u:Q — C fonksiyonu verildiginde eger

p
Uu(x)‘ dx < oo (3.1)
ise ueL® denir. L?(Q) danorm

ol =( [ Juo)” @) " 32)

verilmistir.

Simdi, t e [0, OO) olmak tizere @ (t) =t” tamimlanir, (3.1) ve (3.2) yeniden yazilir ise

J'QCD(|u (x)])dx < o0

ol = (], (Ju () o)

olur. Burada ®*, ® ’nin ters fonksiyonudur; ®* (t) =t"? [9].

Tamm 3.1.2: ®=[0,0) >R, ®>0, ® &lgiilebilir fonksiyon olsun.

_[Q @ (|u (x)|)dx <o



kosulunu saglayan ®:Q — C Lebesgue Olgiilebilir @ fonksiyonlarin ailesini gosteren

c’ (Q) kiimesine Orlicz sinifi denir. Ayrica

o(u,®):= IQCD(|u(x)|)dx

gosterimi kullanilir [9].

Not 3.1.3: L° (Q) da oldugu gibi hemen hemen her yerde esitlik fonksiyonlarin esitligi

olarak alinacaktir [9].

3.2 Young Fonksiyonu, Jensen Esitsizligi

Tamm 3.2.1: Bir ¢:[0,00) —[0,o0)fonksiyonu ¢(0)=0, s>0 igin ¢(s)>0, her s>0
noktasinda ¢ sagdan siirekli, [0,00) da ¢ azalmayan ve !i_r)ggo(s):oo kosullarini
sagliyorsa,

o(t)=[g(s)ds . 20

Kosulunu saglayan @ ye Young fonksiyonu denir [9].

Onerme 3.2.2: ® Young fonksiyonlart [0,00) tizerinde siirekli, negatif olmayan, kesin

artan ve konveks fonksiyondur. Dahast,
i.  ®(0)=0,

i, @ () =limd(t)=on,

iii.  lim——=

v. O(at

vi.  O(pt
olur [9].

(t), Vae[0,1],

ad
<pD(t), vp>1ve t>0,

Teorem 3.2.3: @ bir Young fonksiyonu olsun. £’ (Q) konveks kiimedir ve x(Q)<o

iken £°(Q) < L(Q) [9].



Teorem 3.2.4: u(Q) <« uel(Q) olsun. O zaman en az bir ® young fonksiyon:

ueL’(Q) olur [9].

Teorem 3.2.5: (Jensen esitsizligi)

@, R iizerinde tanimli bir konveks fonksiyon olsun.

(i)Egert,..t eR >0 a,>0,..,0,>0 ise

@ ot +..+at, <051CD(tl)+...+0£nCD(tn)
a+.ta, | a,+..+a,

(if) a = a(x) hemen hemen her x € Q2 igin pozitif ise bu durumda,

®[IQ“(X)“(X)dXJ< jQ(D(U(X))O((X)dX

Iga(x)dx Iga(x)dx

esitsizligi her u (X) > 0 fonksiyonu igin saglanir [9].

3.2.1 Eslenik Fonksiyon
Tamm 3.2.6: Bir Young fonksiyonu

(t)= [ p(s)ds , 0<t<oo
olarak verilsin. Bu durumda

y(t) =sups

o(s)<t

olmak tzere
¥(t) =J'Otz//(s)ds ,0<t<w

fonksiyonu @ ’nin eslenik fonksiyon ad1 alir [9].

Not 3.2.7: Eger ¢, [0,00) da stirekli ve kesin artan ise ¥ ¢ ’nin ters fonksiyonu (yani

w=¢ ) olur. Budurumda ® ve ¥ birbirlerinin eslenik fonksiyonlaridir [9].

Teorem 3.2.8: (Young esitsizligi)

® ve ¥ eslenik Young fonksiyonlar ¢ifti olsun. Bu durumda her a,b e [O, oo) icin
a,b<d(a)+Y¥(b)

saglanir [9].
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Teorem 3.2.9: @ ve ¥ eslenik young fonksiyonlar ¢ifti, ue £"(Q), ve ct (Q) ise
[lu()v(x)|dx < o(u,@)+o(v,¥)
Q

veuvel! (Q) saglanir [9].

3.3 Orlicz Uzaylan
Tamm 3.3.1: @ bir Young fonksiyon ve ¥, ® ’nin eslenik Young fonksiyonu olsun.

u, Q < R de hemen hemen her yerde tanimli 6lgiilebilir fonksiyon olsun.

Jull, = (i}ir))<lj.|u(x)v(x)| dx (3.3)

0
ifadesi u fonksiyonunun Orlicz normu adini alir.

Yani L*(Q)={u:Q—>Rfu,Q da 0lgilebilir fonksiyon ve o(u,¥)<1 iken

sup jQ|u(X)V(X)| dx < oo} kiimesine Orlicz uzay1 denir [9].

Onerme 3.3.2: @ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda
£(Q)cL®(Q) (3.4)
ve

lull, <o(u,@)+1[9].

Teorem 3.3.3: L° (Q) vektor uzayidir ve (3.3) ile tanimlanan fonksiyon L” (Q) iizerinde

bir norm olur [9].

Not 3.3.4: @ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda Orlicz normu ||. ||, monotondur;
yani u,we L”(Q) ve hemen hemen her x e Q igin [u(x)|<|w(x)| ise |uf, <|w|, dir. Buna

kisaca Lattice dzelligi denir [9].

Onerme 3.3.5: @ bir young fonksiyonu E c Q ve 0 < u(E) < olsun. O zaman

1
= u(E)Y¥| ——|.
el =44 (#(E)j

Burada, ¥ @ ’nin eslenik fonksiyonu, ¥, ¥ in tersidir [9].
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3.3.1 Orlicz Uzayinda Hoélder Esitsizligi
Not 3.3.6: (3.4)’den, eger ueL’(Q) ise uel®(Q) biliniyor. Bu bilgiyi sdyle

genelleyebiliriz: eger 2>0 ve Au e L’ (Q) ise, 0 zaman u € L*(Q) dur.

Gergekten de, eger AueL’(Q) ise Auel®(Q) ve L(Q)’nin vektdr uzayr olmasi
nedeniyle

A7 (Au)=u, uel®(Q)

dir.

Bu bilginin tersi de dogrudur: eger U e L”(Q) ise bir 1>0 i¢in Aue L’ (Q) dir [9].

Onerme 3.3.7: @ bir Young fonksiyonu, u e L*(Q) icin

JoluCol= s dxe< ful, , |u, =0

|
o(v,¥)

v(x)|
g
Buradan

chDLMdesl [9].

[l

Teorem 3.3.8: @ ve Y birbirinin eslenik Young fonksiyonlar1 olsun, Holder esitsizliginin
JouCv (o <2ul, v, (35)

Holder esitsizliginin genellestirilmis bir versiyonudur [9].

3.3.2 A, Kosulu
Tamm 3.3.9: @ bir Young fonksiyonu olsun k>0 ve T >0 igin
@(2t)<kd(t) her t>T

Esitligi saglaniyor ise A, kosulunun saglandigi (® € A, ) sdylenir [9].

Teorem 3.3.10: @ bir Young fonksiyonu olsun ve CD(t):J:(p(s)ds, te(0,0) olsun. O

zaman @, A, kosulunu saglamasi icin gerek ve yeter kosul

!imsupM <o [9].

o(t)
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Teorem 3.3.11: @ Bir Young fonksiyonu ve ¥, ® ’nin eslenik Young fonksiyonu olsun.
DeA, 3Tk, >1IAT, >1,

\P(t)si\y(kot) her t>T, [9].
2%,
3.4 Ed)(Q) Uzay1
Tamm 3.4.1: @ bir Young fonksiyonu olsun. E® (Q) Uzay1 asagidaki sekilde tanimlanur:

E®(Q):

{UEL‘D(Q);kUEL‘”(Q) her k >0} [9].

Not 3.4.2: @ bir Young fonksiyonu olsun. E®(€2) uzay1 bir vektor uzayidir ve
E® (Q) e £°(Q) = L°(Q) (3.6)

kapsamlart gegerlidir [9].

Onerme 3.4.3: Eger ®, A, kosulu saglayan bir Young fonksiyonu ise (T =0 ve
1(Q) =), 0 zaman

E® (Q)= ct (Q) =L° (Q) (3.7)
olur [9].

Ispat. uel® (Q) olsun. O zaman AueL’ (Q) olacak sekilde bir A >0 vardir. k>0
olsun. O zaman ® € A, i¢in

O (kt) <CD(At), her te[T,o)

olacak sekilde bir C >0 oldugu sonucu ¢ikar. Bdylece,

_[Qq)(k|u(x)|)dx < CIQ®(ﬂ|u(x)|)dx <o,

dolaysiyla u e E® (Q). Bu, L”(Q) < E®(Q) oldugunu gosterir ve (3.7), (3.6)’den ¢ikar.

Lemma 3.4.4: ve L’ (Q) olsun,
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seklinde tanimlanan dogrusal fonksiyonel F,, [L‘D (Q)] dual uzayma aittir ve bu uzaydaki
normu |[F, | igin,
M. <IRl<2|M,

esitsizligi saglanir [11].

Teorem 3.4.5:
i) Cy, E?(Q) ’nin yogun alt kiimesidir.

ii) E®(Q) ayrilabilir [11].

Teorem 3.4.6:
i) Eger J, diizgiin fonksiyon ise, 0 zaman her ue E®(Q) i¢in lim,_,, J *u=u E®(Q)
normudur.

i) C;, E? (Q) ‘nin yogun alt kiimesidir [11].

Ispat. i'yi cle alalim ve L" (Q) olsun. O zaman Holder esitsizligi (3.5) ile
UR(JH *u(x)—u(x))v(x)dx‘ < IRJ (y)dij|u(x—gy)—u(x)||v(x)|dx
<2, ] ()

olur, burada u,, (x)=u(x—ey). Bdylece Teorem 3.4.4 yardimu ile

J, (3. s -u()v (e

u,, —uH@ dy

|9, *u —u||® = sup

Ml <t

< ZJ"V‘QJ (y)|lu,, —uH]R dy.

Herhangi bir >0 verildiginde |u—0f, <&/6 olacak sekilde 0 eC, bulabiliriz. Ayrica,

u,, -0,

o <5/6 olur ve yeterince kiigik ¢ ve |y|<1 igin,

0,,—0, <5/6. Boylece

J, *Uu— u||® <d O keyfi oldugundan son esitsizlik i’yi verir.

i) i ve Teorem 3.4.5’in sonucudur.
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4. GAUSS-WEIERSTRASS SINGULER INTEGRALI

4.1 Giris

f € X (R) bir fonksiyon, t —0+ bir parametre olmak iizere

W (f;x;t) Z (x—u) exp{ It }du 4.1)

ile tanimlanan singiiler integral Gauss-Weierstrass singiiler integrali denir. (4.1) singiiler

integrali Fejer tipinde bir singiiler integraldir.

B _y2
zuy=2%em{{?}zwux p=t’” (4.2)
almarak Fejer tipinde bir singiiler integral olur. Gergekten de, w(x) C,(NL"e ait gift ve

pozitif bir fonksiyondur ve j exp{-u’}du=+/7 oldugundan aslinda w e NL"dir [8].

—0

Sonug¢ 4.1.1: f € X(R) i¢in (4.1) Gauss-Weierstrass singiiler integrali, her xeR ve t>0

i¢in vardir ve X (R)( C 'de bir fonksiyon tanimlar,

Wi <l Tl (E>0),
ve
lim W (£:e1t)= ()] ., =0- (4.3)

Weierstrass'in periyodik cekirdegi ve Gauss-Weierstrass'in periyodik olmayan ¢ekirdegi

arasinda asagida verilen tipte bir iligki vardir:

ki exp{—|k|2t}coskx:\/%ki exp{—(x+2k7r)2/4t} , (t>0)
Gauss-Weierstrass singiiler integralinin bir bagka dnemli yonii ise: her f € X(R) ve t>0
icin W ( f;x;t)eC,. Béylece, (4.3)'e gore, {W(f;x;t)} fonksiyonlar kiimesi, X (R) de
iyi tanimli, yogun bir alt kiime olusturur. Ayrica, integral (4.1), sonsuz bir gubuk igin 1s1
denkleminin baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimiidir, yani f e X(R), baslangig
sicaklik dagilimi olmak iizere

ou(x,t) _ o%u(x,t)
ot ox?

, (XeR,t>O)
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lim

t—>0+

() £ (),

., =08l

Sonu¢ 4.1.2: fel”, 1<p<w ve W(f;X;t) Gauss-Weierstrass singiiler integrali,

P(f;x;y) ise Cauchy-Poisson'un singiiler integrali olsun. O zaman hemen hemen her

xeR icin
IimWw (fxt) = f(x) , JHQP(hxnd=f(@-

f eWXZ(R) 'nin  Gauss-Weierstrass ~ singiiler integrali ¢ AC." ile  ¢* e X (R),
k=0,1,...,r i¢in

lim it [W (f;o;t)— ]¢ :m&

t—0+

Sonug 4.1.3: W ( f;x;t) Gauss-Weierstrass singiiler integrali olsun ve f € X (R) olsun.

(i) O<a<?2igin, f eLip* ( ) "\N f,o,t ><(::<:) =O(t“/2), t — 0+,
(ii) feLip*(X(R);2)=|W(f;ot)- X(R)zo(t), t—>0+
[8].

4.2 Gauss-Weierstrass singiiler integrali

W smifi, her >0 i¢in

I|m e |f(x)|=0

ozelligi yardimiyla sonsuza giden tiim f €C,, fonksiyonlarmn sinifin1 gostersin. Ornegin,
her cebirsel polinom W simifina aittir. Her f eW ve t>0 i¢in W ( f;x;t) integrali, C,
sinifindadir ve iyi tanimhidir. Ayrica,

W (L x;t)=1, W (u;x;t) =

Reel degerli bir f fonksiyonu igin, her xeR ve h>0 icin A}f (X)ZO kosulu

saglaniyorsa f ye R ’de konveks denir. R iizerinde konveks bir fonksiyon sabit

olmadikga sinirli olamaz [8].
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Onerme 4.2.1: f eW fonksiyonu R iizerinde konveks ise, o zaman W ( f;X;t) her t >0

icin R iizerinde konvekstir.
Gergekten de,
1

N

esitligi yardimuyla, gekirdek pozitif oldugu igin, AJW (f;x;t)>0 elde edilir [8].

AW (f;x;t)= IAﬁf(x—u)exp{—uZ/4t}du

Onerme 4.2.2: Eger f eW konveks ise, 0 zaman W ( f;x;t)> f (x) esitsizligi her xe R

ve t >0 i¢in gegerlidir [8].

Onerme 4.2.3: f €W olsun. O zaman her xR ve her 0< & <7 sabit ¢ifti icin

; j:| f (x+u)|exp{-u®/4t}du
im
(0 j:exp{—uz/4t}du

=0 [8].

Lemma4.2.4: f eW ise, her xeR i¢in limW (f;x;t)= f (x) olur [8].

t—0+

Onerme 4.2.5: f eW olsun. Her xe R ve t>0 i¢in W ( f;x;t)> f (x) ise, f konvekstir

[8].

Onerme 4.2.6: f eW konveks ise, her xeR ve 0<t, <t, igin W ( f;x;t,)>W(f;xt,)
olur [8].

Onerme 4.2.7: f eW olsun. Her xeR ve 0<t, <t, icin W ( f;x;t,) =W (f;x;t,) ise, f

konvekstir [8].

Teorem 4.2.8: f eW ve W(f;x;t) Gauss-Weierstrass singiiler integrali olsun.
(i) f'nin R iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her xelR ve t>0 i¢in

W (f;xt)> f(x) olmasidir.
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(if) f 'nin R iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her xe R ve 0<t, <t icin

w ( f: X;tl) >W ( f; X;tz) olmasidir [8].

Teorem 4.2.9: Sonsuz bir ¢ubukta 1s1 akist ile ilgili problemin tek bir ¢oziimii vardir.
Baslangi¢ degeri f ile iliskili Gauss-Weierstrass singiiler integrali (4.1) ile verilir.

Cubuk boyunca dagitilan 1s1 kaynaklar F(X,t) ile ilgili probleminde inceleyelim. Bu
durum homojen olmayan asagidaki denklem ile tanimlanir:

au(x,t) ou(xt)
ot ox?

+F(xt) , (xeR,t>0).
MjLV?uA(V,t):FA(V,t) , (t>0). [8].

4.2.1 Genel Weierstrass Singiiler Integrali

Onerme 4.2.10; Her x>0 icin, W' (v)= exp{—|v|"} olacak sekilde cift bir w_e NL*

vardir. Aslinda,

w,(X) ZLF exp{—|v|”}exp{ixv} av. (4.4)
N2m T

Hert>0ve f el”, 1< p<2 igin,

1 (= ) g A : Y e e
ijexp{—t V] } f ~(v)exp{ixv}dv = \/ij f(x—u)w, (t u)du . (4.5)
w, € NL' oldugundan, (4.5)'in sag tarafi artik herhangi bir f e X (R) icin tanimlanmustir.
Bu, p=t"* olan ve W_ ( f; X;t) ile gosterilen singiiler integral Fejer tipinde bir singiiler
integraldir, dolayisiyla
t o

WK(f;x;t):EJ._mf(x—u)w,((t‘y’(u)du. (4.6)
Genel Weierstrass singiiler integrali olarak adlandirilir.

Her x>0 igin w_eNL' dir; ancak (4.4)'ii goz oniinde bulundurarak w_ eC, da
varsayabiliriz. Ayrica 0<x <2 igin pozitif bir fonksiyondur. 0<x <1 i¢in bu, (0,)

iizerinde W_ (V) konveks olur [8].
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Lemma 4.2.11: Fejer tipindeki {p;((px)} cekirdegi, her y e NL* igin “birime yakinsama
ozelligi(aproximate identity)” tanimlar [8].

Simdi, W_ asagidaki gibi « =x ve c=-1 ile saglar,

esitligi géz Oniine alinirsa

7 € NL' olsun, sabitler ise c=0 ve « >0 olsun
. NMv)-1

||m& =C

v—0 |V|a

a =k ve ¢c=-1 periyodik durumda oldugu gibi asagidaki esitligi kullanalim.

L ot e

- (4.7)
Boylece
e | fle )

ve integrasyon sirast degisikligi Fubini teoremi ile gerceklestirilebilir, ¢linkii

(L Ty (o }
H oS j e ¥ w (e ¥ xdx bdr < ..

Boylece W_, y e NL' olsun, sabitler ise ¢#0, a>0 ve her v#0 igin fonksiyon h e NL'

olsun

)(A(V)_lzh/\(v)'
cjv[*

h(x)= I:T’J/KWK (r’]/’(x)dr ile saglar [8].

Teorem 4.2.12: x>0 ve w_ e NL' olsun, (4.4) icin,
i) W, (X)'in her 1<x <2 i¢in x pozitif bir fonksiyondur.
i) w_(x)'in her 2<x <o0 igin X pozitif bir fonksiyon degildir.

i) x=0 igin
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ZL J F 1+|(K)Sin k’;ﬂ, O<kx<l
w, (X)= il [8].
Z|x| sin (3( k+1)ﬂ/2)1“(k+1+lj,1ézc

(k+1)! K

Onerme 4.2.13: (4.7) ozdesligin, Genel Weierstrass singiiler integralinin yar1 grup
ozelligine bagimlidir. Bagka bir deyisle, W_ (t) siirh lineer operatorleri her f e X (]R)
i¢cin asagidaki fonksiyonel denklemi saglar:

W, (0){W, (&) T} =W, (& +1,) T ’ (t.t, >0).

Fubini teoremi araciligiyla esitlik elde edilebilir.

Bu asamada, x =1 i¢in (4.6) integrali Cauchy-Poisson integraline doniisiir:

- oy)= Y u)
W, (F;xt)=P(f;xy)= ﬂjﬁd

Bilindigi tizere W, integrali Gist yar1 diizlem i¢in Dirichlet probleminin tek ¢éziimidiir. Bu
¢oziimin y=0 smirinda davranigt 6nemlidir. f smir degerine miimkiin olan en iyi
yaklasim sirasi ve bu siranin elde edilmesi igin f {izerine gerekli ve yeterli kosullar
asagida verilmistir.

x =2 oldugunda ise (4.6) integrali Gauss-Weierstrass integraline doniisiir ve (4.1)’1 verir

[8].

Onerme 4.2.14: f L olsun.

(i) Eger lim inf Hy’l[P(f;o; y)—f(e)]-g(c)| =0 olacak sekilde bir geL' varsa, o

zaman f , tiirevi hemen hemen her yerde L'de olan AC,'m bir fonksiyonuna esittir.

loc

Ozel halde, |P(f;o;y)—f (o)), =0(y), y >0+ ise f =0 dur.

(i) O<a <1 igin: |P(f;5y) f ()

) :O(y“)<:> fe Lip(Ll;a)

a=1 L P(fiey)-f (o)), =0(y) = f “hemen hemen her yerde BV ’deki bir

fonksiyona esittir.

Bu teorem bize, hemen hemen her yerde f sifir olmadikga, kiigciik y i¢in Dirichlet

probleminin ¢dziimiiniin f siir degerinden L'-normuna gore farkinin en fazla O(y)
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oldugunu sdyler ve O(y) derecesi ancak ve ancak f  f nin Hilbert déniisiimii BV 'deki
bir fonksiyona esdegerse gerceklesebilir. Ayrica, ancak ve ancak f bir Lip(Ll;a)-

fonksiyonu ise, yaklasim derecesi O(y“ ) , (0<a <1) ile verilir [8].

Onerme 4.2.15: f eL”, 1< p<2 durumunda W ( f;x;t) Gauss Weierstrass integrali i¢in
asagidaki 6zellikler saglanir:
a) f eW[Lp;|v|2r_2} ve ||V2rW(f;o;t)||p =o(t"), t—0+ ise, hemen hemen her yerde
f(x)=0.
b) Asagidaki ifadeler birbirlerine denktirler:
(i) f eW[Lp;|V|2r72} ve ||V2,W(f;o;t)||p =O(tr), t — 0+ saglanr,
(ii) fev[LP;|v|2f]
(iii) f EW[Lp;|V|2r72J hemen hemen her
1 1 JW(dpsxi7)

VoW (f;xt)= _f(t—r) T,

(r=1)19 W (g;x;7)

olacak sekilde p=1ikenbir e BV, 1< p<2 iken bir g € L? vardir.

(iv) f(x)= iduleuz...uTldul{du (t) }

—o0 g(UZr)dUZr

olacak sekilde hemen hemen her yerde p =1 iken bir ze BV, 1< p<2 iken bir gL’
vardir.

(v) f'nin 2r. Peano farki vardir, yle ki Hoﬁf f (o)

=0(h"), h—0,

i) A7 f (o)

: =0(h*) , (h—0) [8].
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5. SONUC

Tamm 5.1: p sonsuza giden pozitif bir parametre olsun. Fonksiyon kiimesi { (X o)},
her p>0 i¢in ;((o;p)e L' ise periyodik olmayan bir ¢ekirdek veya R iizerinde bir
¢ekirdek olarak adlandirilacaktir ve

[ x(up)du=v2z . (p>0). (5.1)
Bir ¢ekirdek {;((X;p)}, eger ;((X;p), her p>0 icin x'in gercek, smirli, siirekli veya
kesinlikle stirekli bir fonksiyonu ise gercek, sinirli, stirekli veya kesinlikle siireklidir. Bir
gergek gekirdek {7(X;p)}, eger 7(X )= z(—Xp) veya z(x )20 ise hemen hemen

her yerde p >0 i¢in ¢ift veya pozitiftir [8].

Tamm 5.2: f € X (R) i¢in konvoliisyonu,

L(f;xp0)= J_I (u; p)du (5.2)

{ ;((X; p)} cekirdegi tarafindan iiretilen bir singiiler integral olarak adlandirilir. Cekirdek

pozitif(siirekli) ise singiiler integralin pozitif(siirekli) oldugu soylenir [8].

Onerme 5.3: f € X(RR) ve {;((X;p)} bir ¢ekirdek olsun. Her p >0 igin,
1(f;00)e X (R) ve
QYY) W PG N g e (5.3)

(2.2) integrali, her p>0ig¢in X (R) den X (R) ye smurhdir [8].

Tamm 5.4: Bir { 7(X; p)} ekirdegi verildiginde bir M >0 sabiti igin,

|7 (zp), <M 1 (p>0) (54)
lim [ [x(u;p)|du=0 , (6>0) (5.5)

S<lu|
Kosulunu saglayan { Z(X; p)} ¢ekirdegine R iizerinde birime yakinsama 6zelligi vardir

denir. (5.5)’e ilaveten bazen asagidaki 6zellikte kullanilir:

22



/Ijm{sup ;((U;p)@ =0 , (6>0). (5.6)

Orneklerin ¢ogunda ¢ekirdegin p >0 parametresine bagimliliginin )((X; p) = p;(( pX) ile

verilir [8].

Lemma 5.5: { p;(( px)} her y e NL' igin birime yakinsama 6zelligi vardir
Fejer tipi ¢ekirdekler oldugu sdylenen bu tiir ¢ekirdekler igin, singiiler integral (5.2) su

sekilde gosterilir:

2(pu)du (5.7)

J(f;x p
( =l
ve Fejer tipinde bir singiiler integral olarak adlandirilir. Her y e NL, { p;(( pX)} yoluyla

bir ¢ekirdek (ve hatta yaklasik bir 6zdeslik) tirettiginden, gosterimi kisaltacagiz ve y'in

kendisini de bir ¢ekirdek olarak adlandiracagiz [8].

Singiiler integrallerin yakinsakligi ile ilgili olarak sunu elde ederiz:

Teorem 5.6: (5.2) singiiler integralin ¢ekirdegi { )((X; p)} birime yakinsama 6zelligi var
ise, 0 zaman her f € X (R) igin,

lim|[1(f;0;0)—f (o) vy =0 [8] (5.8)

p—>©

Ispat: Oncelikle (5.3) ve (5.4) agisindan singiiler integral (5.2)'iin X (R) iizerinde p e A

ya gore diizgiin sinirlt operatorler kiimesini tanimladigini belirtelim. (5.1)'e gore
fix;p)-f( f(x—u)—f(x)|x(u;p)u
H(fixp)= 100 == [ [ (x-0)= £ (0]

X (]R) =C durumunda, herhangi bir 6 >0 igin,

[1(fie0)= 1 ()

X (R) S%J‘iuf (c=u)=f() X(

%[I -] }nf -0 1)

f diizgiin siirekli oldugundan, her &>0 igin ||f (c—u)—f (o)

o2 (Up)

z(uip)du=1,+1,. (5.9)

X(R) |

<¢& tim |u|£5 icin

X(R)

olacak sekilde bir 6 >0 vardir. Bu, |, <¢M anlamina gelir. Simdi ¢ sabitini alalim.
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O zaman

1
<2y 7= [ (uip.

S<u|
(5.5)'ya gore p — o oldugunda sifira yaklasir. Bu nedenle (5.8) X (R) =C durumunda
gegerlidir. Eger X (R) =L, 1<p<ow ise, (5.9)'u ¢ikarmak icin genellestirilmis
Minkowski esitsizligini kullaniriz. f ortalamada siirekli oldugundan,

| (x+h)—f(x)[, —>0 , h—0

kanit aynen devam eder.
Eger X (R) 'yi LP ile degistirirsek, (5.8) artik gegerli olmak zorunda degildir ¢iinkii f bu

normda siirekli olmak zorunda degildir. O zaman

Onerme 5.7: f € L” olsun. Eger (5.2) integralin ¢ekirdegi birime yakinsama &zelligi var

ise, 0 zaman her he L' icin

nmj [1(f:xp)—f(x)]h(x)dx=0 [8]. (5.10)

P

Ispat: Tekrar (5.8) gecerlidir ve dolayisiyla Fubini teoremi her he ' ve §>0 igin
gecerlidir

FL 000 108 =| ([ [10c-0)- £ (0]

Ancak he L', ortalamada siirekli oldugundan, her &>0 igin Hh(o+ u)—h(e) )

x)[h(x—u)—h(x)dx]‘s l,+1,.

<¢g'yi tim

|u| <0 i¢in saglayacak bir 6 vardir. Boylece

I, <Msup

uj<s

[" f(o[h(x+u) ]dx‘<M|| 3

Ustelik

<2 [ Il | |x(us o),

S<u|

bu da (5.5)nin 1s181nda (5.10)"1 kanitlar.
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Teorem 5.8: @ bir Young fonksiyonu olsun ve @, A, kosulunu saglasin. Her f e L® ve
(4.4) singiiler integrali igin,

lim|W, (f;;t)~f ()], =0.

Ispat: (5.3) ve (5.4) ozellikleri goz oniine alindiginda (4.4) singiiler integrali L® iizerinde

t € A ya gore diizgiin sinirlt operatérler olur. (5.1)’e gore

W, (f;x;t)—f ( \/_J'[f (x—u)-f( )]{t%wk(t%‘u)}du

Cy < L” oldugundan once f eC; durumuna bakalm, herhangi bir 6>0 igin

genellestirilmis Minkowski esitsizligi yardimiyla,

W (F50)= 1 (), <= 11 =)= T L (o

= L1 o

f diizgiin siirekli oldugundan, her £>0 ve 35>0:V|u|<§ igin Hf (c—u)—"f(°)

‘ %w %u)‘du—l +1,

<g.

[}

Bu I, <&M anlamina gelir.

Simdi ¢ sabitini alalim. O zaman

1, <2]f], TJ T (¢

2 o<

(5.5)’e gore p —> o iken 1, sifira yakinsar ve ispat tamamlanir.
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